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Valideynlarimizin va misllimls-
rimizin oziz xatirasina hasr olunur.

ON SOz

Diskret riyaziyyatda ¢ox énamli rolu olan funksional
sistemlor nazoriyyasinin diskret riyaziyyatda oynadigi rolu,
riyazi analizin kasilmaz riyaziyyatda oynadigl rolla miiqayisa
etmak olar.

Ma’lumdur ki, funksional sistemlor nazariyyasi diskret
ceviricilorin, daha dogrusu, misyyen giris vo gixiga malik
qurgulann isini tosvir edan funksiyalann oyranilmasi ilo
mosgul olur. Bu funksiyalar siyahisina Bul funksiyalarini,
k-giymatli montiq cabri funksiyalari, mahdud-determinik
(avtomat) funksiyalar va hesablanan funksiyalan aid etmok
olar. Universitetiarin {igpillali tahsil sistemina kegmasi anmna
godor diskret riyaziyyatin  9sas bélmalari  funksional
sistemlor, kombinator analiz, qraflar ve gobakalar, kodlas-
dirma nazariyyasi va s. bélmalardan ibarat idi. 1997-ci ilin
sentyabrinda {igpiliali tahsil sistemina kegilmasi ilo alagadar
nlaraq todris proqraminda mioyyan doyisikliklor edildi.
Mosalan, graflar nazariyyasi bagqa bslmaya kegirildi.

Professor R.H. Faracov diskret riyaziyyatin yuxarida
sadalanan batiin bdimalarini shata edan kitab nogr etdirmayi
toklif edirdi. Mon isa toklif edirdim ki, bunu (miiayyan
catinliklari - maddi vaziyysti, nagr ¢atinliyini, kitabin hacmco
boyiik olmasini va s. N9Zara almaqla) iki kitab soklinda nagr
etdirok. Coxlu miizakiralordan sonra monim taklif etdiyim
variantin iizarinds dayandiq. Vo kitabin bu gokilds - Bul



funksiyalan vo k - giymsatli mantiq funksiyalar vo onlarin
minimallasmasi bdlmolorini shats edon formada c¢ap
olunmasini gorara aldiq.

Rzabala miiallim kitabin tezliklo isiq Uzli gérmasini
arzulayirdi. Cox toasslf ki, swralanmizdan vaxtsiz gedan
Rzabala muosllims bunu gérmok qismat olmadi. Amansiz
élim onu haqqmn dargahina qovusdurdu. Altmis illik
yubileyini 1997-ci ilin iyulunda qeyd etdiyimiz Rzabala
miallim Totbiqi riyaziyyat va kibernetika fakiltosinin tomal
dasini qoyanlardan biri olmaqla yanagi, yilizo yaxin elmi
maqalonin, {i¢. monoqrafiyanin va dérd kitabin musllifidir.
Onun “Xatti ardiailliq masinlar’” monoqrafiyast diinyada bu
sahado yazilmus ikinci kitabdir. (Birinci kitab Amerika alimi A.
Qilis maxsusdur). O iyirmi nafor alim (iki elmlor doktoru va
on sakkiz elmlar namizadi) yetisdirmisdir.

Allah ona rohmat elasin |

Oz doyarli maslshatlari va geydlari ilo kitabin daha
mazmunlu olmasina kémoklik gOstarmis Azorbaycan
Respublikast EA-nin  miixbir lzvii, t.e.d professor
T.A. Oliyevs, kitabin elmi redaktoru fizika-riyaziyyat elmilori
doktoru, professor K.B. Mansimova, “Cabr va topologiya”
kafedrasinin miidiri, dosent V. Qasimova va kitabin isiq tizii
gbrmasine komaklik gdstoran “Riyazi kibernetika” kafed-
rasinin amokdagslarina tasakkiir edirom. Kitabin kompiiter
yigimiarinin  yoxlanmasina vo redakts olunmasina bdyiik
amak sarf etmis M.9. Rasulzads adina BDU-nin sarqsiinashq
va filologiya fakiiltalorinin tolobslori - qizlanm Aygiin ve
Giinaya xtsusi minnatdarhigimi bildirirsm.

Yanvar 1998 Hasim Simiyev

GIRIS

Diskret riyaziyyat-riyaziyyatin bir hissasi olmagqla
yanasi, XUsusi spesifikliyo-diskretliys malikdir. Genis
ma’'nada diskret riyaziyyat adadlar nozoariyyasini, cabri, riyazi
mantiqi vo bu asrin ortalarinda hesablama elektron masin-
larinin totbiqi sayssinde yaranmis bir gox nazariyyslori
ozinds comlagdirir. Dar ma’nada isa elmin bu sahasi funk-
sional sistemlar nazariyyasi, qraflar va sebakalar nazariyyasi,
kodlasdirma nazariyyasi, kombinator analiz, tamgiymatli
programlasdirma va s. sahalori shata edir. indiki marhalada
diskret riyaziyyat riyazi kibernetikanin asast olmagla yanasi,
riyazi biliklarin an vacib hissalarindan biri sayilir.

Toqdim olunan kitab M.9. Rasulzade adina BDU-nin
“Riyazi kibernetika” kafedrasinin amoakdaslan tsrofindon
“Diskret riyaziyyat” kursu {izro hazirlanan dors vasaitlari
seriyasindan birincidir va mantiq cabri vo k-giymatli man-
tiglo bagh asas faktlan dziinda aks etdirir. O, musllifiorin
uzun illor arzinde M.9. Rosulzado adina BDU-nin tatbiqi
riyaziyyat vo kibernetika fakiiltasinds oxuduqlan miihaziralar
asasinda yazilmisdir.

Kitab iki hissadan vo dord fesilden ibaratdir. Birinci
hisso Bul vo k-gqiymstli moantiq funksiyalan nazariyyasino
hasr olunmusdur. Birinci fosildo Bul funksiyalan haqqinda
iimumi ma’lumat, onlann dsyisonlore gora aynhglan, Bul
funksiyalarn sisteminin tamhiqi va qapalligi masalalari sorh
olunmusdur. ikinci fosil k-giymstli mentiq funksiyalarnin
mixtalif ayriliglarini, tamliq vo qapaliliq masslalarini shats
etmakls yanasi, praktik moasalalarda genis tatbiqi olan bir
sira tam sistemlorin Syronilmasini do 6ziinde aks etdirir.
ikinci hisss Bul funksiyalarmin va ¢oxqiymatli mantiq
funksiyalarinin minimallasmasi masalasina hasr olunmusdur.
Ucglincii fosildo Bul funksiyalanimin, dérdiincli fosilds iso



k-giymetli mentiq funksiyalarnin minimallasmasi masale-
larina baxilir.

Coxqiymatli (k-qiymatli) mantiqlars ikigiymstli man-
tigin imumilagdirmaleri kimi baxmaq olar. Elo buna goéra do
k-giymatli mantiqls bagh ba’zi to’riflar, riyazi faktlar vo
onlarin isbat sxemlari montiq coabrina (va ya Bul cabring)
analoji qaydada apanla bilor. Bununla bels, k-giymatli
meontiqin 6zlinamaxsus xUsusiyyatleri do varchr. B»’zi mass-
lolorin holli mentiq cobrindan forgli olarac, dar xarakter
dastyir, bo’zilorinin iss halli tapimarrugcir. Coxqgiymatli
mentigin nozori riyaziyyat baximinclan yuxanda qeyd
edilmis shomiyyeti ilo yanas!, onun miasir hesablama
texnikast vo informatika, idarsedici sistemlarin rasional
sintezi baximindan da b&yiik shomiyyati vardir.

Belo mosalalarin on vaciblerindan biti goxqiyrnatli
verilonlarin tasviri v islenmasi ila baghdir. Homin problem
texniki obyektlorin moniiqi  idareetma  sistemlarinin
proyektlondirilmasinda va yaradiimasinda, tasvirlerin {obraz-
lann) analiz va sintez eciilmosinda, ekspeit sistemlarindaki
verilonlorin analiz va Klassifikasiyasi zamani nazarat, diag-
nostika va s. masaialorinin hallinds meydana ¢ixir.

Burada @n’erevi dors vasaitlerinds garb  olunan
goxgiymatli mantiq «<obri funksiyalannin xassalari, ekvivalent
gevrilmalar, gapaliliq va tamiiq, mitkernmal niorrnal ayrihg-
larla yanasi, adaton, belo dars vasaitlerinds kifayst gadar yer
verilmaysn, ancag, tatbiq baxirundan bdytlik shomiyyst kasb
edon bir sira basqa mosalaler do genis isiqlandirimisdir.
Belslori sirasinda k-giymatii miixtslif tip modulyar vo hesabi
¢oxhadlilzr soklinds ayritislan, k-gqiymsatli mantiq funksiya-
lannin minimallagmasi ve: s. mesalolori gdstormak olar. Qe-
yd etmotc lazimalir ki, ¢oxgiymstii mentigls bagh yuxanda
adlan sadalanan suallaria bagh noticaler hal-hazirda dovist
universitetlorinir riyaziyyat, totbiqi riyaziyyat va kibernefika
profilli fakiltslorinds tdris olunan “EHM va programlasdir-

ma”,’2msliyyatlar tadqiqi”, "Qorar gabul etms nazariyyasi”
va s. kurslann yranilmasinds do genis istifads edilir.

Baxilan riyazi faktlarin sarhi biitlin kitab boyu uygun
misallann halli ilo miisayist olunur. Fasillarin sonunda taq-
dim olunan cahsmalann halli, musliifierin fikrinco, Bul vo
k-qtymatli mantiq funksiyalarn nazariyyasinin 6yranilmasinda
mithiim rol oynamahdir.

Kitab ilk névbada déviat universitetlarinin riyaziyyat,
totbiqi riyaziyyat, iqtisadi kibernetika ixtisaslan Gzrs hazir-
lanan bakalavr va magistrlor {iglin nazards tutulsa da, ondan
texniki institutlarin va universitetlorin hesablama texnikasi vo
informatika, texniki kibernetika profilli fakiltslorinin tolo-
bolori do dors vasaiti kimi istifada eda bilarlar.

Baki, - ' R.H. Faracov
Oktyabr 1997 H.V. Simiyev



1 HiSS9. BUL VO k-QIYMSTLI MONTIQ FUNKSIYALARI
NOZORIYYOSININ SSASLARI

I FOSIL. BUL FUNKSIYALARI NOZ3RIYY3SININ
ELEMENTLORI

§1.1. Bul funksiyalan haqqinda imumi ma’lumat

Tutaq ki, U = {u,,...,u_,...} - dayisanlarin ilkin alifba-
sidir. Arqumentlari E, = {0,1} ¢oxlugunda ta'yin olunmus,
a, €E,(i=1,..,n) olduqdaf(z,..,a,)€E, sortini &daysan
f@ ;.0 ) (u;, #u,, j#k olduqda) funksiyasina man-

tiq cabri funksnyasn V3 ya Bul funksiyasi deyilir.
U Jlifbasindan olan simvollan isars etmok tglin

X,Y52,...,X;,Y;5Z;,... simvollarindan istifads edacayik.
Montiq cobri funksiyalanmi isa  f(X,,...,X,) kimi isars
edacayik.

Hor bir f(x,,...,X,) funksiyasi 2" sayda sonlu

néqtads ta'yin olundugu lgiin onu asagidaki cadval 1.1
soklinda vermak olar:

i 2

Cabval 1.1

X, X, .. X, X, (%), X550 X 15X, )
0 0..0 O f(0, 0, ..., 0, 0)
0 0..0 1 f(0, 0, ..., 0, 1)
8 g i ‘1) f(0, 0, ..., 1, 0)
f0, 0, ..., 1, 1)

1 1.1 1
f(1, 1, ..., 1, 1)

Bu codvslds sadslik iiciin yigimlarin  standart
yerlosmasindan istifads olunur, yo'ni 9gor yigima tam
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odadin ikilik say sisteminds yazilisi kimi baxsaq, onda bu
yigimlannyuxaridan asaglyadogruyerlosmoasi 0,1,2,..., 2" -1
adadlorinin tobii suratds ardicil yerlasmasina uygun olar

0,1 sabitlorini do &ziinds saxlayan, U slifbasi {izarin-
do verilmig bitlin mantiq cabri funksiyalar coxlugunu P, ilo
isars edak.

o9ger n sayda X,, X,, ..., X, doayisenlorini gqeyd etsak,
onda miixtolif mantiq cabri funksiyalarina uygun cadvallar
bir-birindon yalmz sag toraflorindski qiymatior stitunu ilo
forqlonmis olarlar. Bu mithakimslardon asagidaki teorem
almnir:
Teorem 1. 1. Tutaq ki, P,-dan olan va n sayda Xp5 Xy oeey X,
dayisanlarindan asili olan biitlin mantiq cabri funksiyalarinin
sayl p,(n) ilo isars edilmisdir. Onda

p,(n) =27

Gorlindlyl kimi, arqumentlorin sayinin artmasi ilo mantiq
cobri funksiyalarinin sayi boytik stir'atls artir: -

p,(0)=2, p,(1)=4, p,(2) =16,p,(3) = 256, p.z‘_(_4) ='65536,...

Ona gora da n-nin ¢ox bdylik olmayan giymatlarinds belo,
(masalon, n= IQ) hamin funksiyalann cadval Usulu ilo
verilmasi bdylik ¢atinliklor téradir.
I'rif 1.1. 9gar X,,..., X,,,X;,15-.., X, doyisanlorinin uygun
olaraq els N7 2

fe,,..., a,,, 0,

Q,_,Q,, ..., qiymotlori varsa ki,
a,) * fe,.., a, la,,..a),

,X,) funksiyasina x,-don asash

4137
onda f(x,,..., X;;, X;5 Xii,s--
asil olan funksiya deyilir.

, Bu halda x; dayisonina asash dayison, aks halda isa

fiktiv doyison deyilir.



Verilmis f(x,, ..., x,) funkslyasinin tosvir cadvalindon

har hansi x; arqumentinin fiktiv olan funksiyasinin cadvalini

asagidaki sakilds almaq olar. f(x,, ..., X,) funksiyas ticiin
olan cadvali gotiiriib, bu cadvslda (a),....,a,_, 1, « a)
i~19 49 iv]3ses U,

1

soklindo olan satirlori vo X; arqumenti Uclin olan siituny
pozuruq. Alinan cadval har hansi g(x,,..., x 1 X X,)

. P R Ajgpareny A
funksiyasini  ta'yin edscakdir. Bu halda g(x X

. ’ 130005 Ry
xm-,...,.x.n) funksiyasi f(x,, ..., X,) funksiyasindan X, fiktiv
doyisenini atmaq ve ya fx,, ..., x.) funksiyasi
B(X5ees X 15 Xipysenns X,) funksiyasindan X, fiktiv dayisonini
slavs etmak vasitasilo alnmisdir deyilir,

Askardir ki, teorem 1.1-in kg i it
ma_ntiq cabri funksiyalarinin s:)::g;n ?]);:9 ll:g:grl:laanran P ent
lanndarx 9sash asili olan funksiyalar, ham dos ba'zi arqument-
le:ri fiktiv olan funksiyalar daxildir. Bununla belo 6ziicrlllf'mel;]"t-
tu?.arqumentlsrindan asash asih olan funksi, | "oy
to'yin etmak olar. v saym
feorem 1.2. Oziintin bittn » arqumentlarindan asash asil

olan Miung i
o q cabri funk S
Gnasibatisnsop, olunu:iyalannm sayl asagidaki rekurent

p,(n) =27 'C:-I 'ﬁz(n‘l) ‘C:-Z
- ’13‘2(0)

B.(-2).-C . p,(1)-

Burada B_(7) jis ;
a p,(i) il i arqumentindsn ssash asili olan

mantj i i
' cabri funksiyalarinin Sayt gostarilmisdir, C™ iso n
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lorindan asash asili olan funksiyalar saymin cami arasindakt
forqi gdstorir. Bu miinasibatin isbati agkardir.
12°nf 1.2. P,-don goturilmis iki f(x,
f,(X,, ..., X,) funksiyalan o zaman barabar funksiyalar
adlanir ki, onlardan biri o birisindan fiktiv deyisonlari atmaq
va ya slava etmak vasitasi ile alinsin.

Sonraki arasdirmalarda, bir gayda olaraq, funksiyalara
fiktiv doyisen doqiqliyi ilo baxilacaq. Yo'ni har hansi f
funksiyasi verilmigss, bu hom do ona barabar olan f,

funksiyasimin verilmasi demakdir. Bu sézler miioyyan xasss-
lara malik funksiyalar sinfine da aid edilir.

Qeyd. 9gar P, -dan gotirilmiis {f, f,,...,
funksiyalar sistemi verilmisso, onda biitlin bu funksiyalarin
eyni bir x,, ..., X, arqumentlarindon asih olduqlanni qabul

eda bilarik, ya'ni f,(X,, ..., X, ). fn(XpenX,):

indi iso riyazi moentiq vo onun tatbiq sahslorinds,
Kbernetika va informatikada genis istifade olunan vo
asagltala codvallor vasitesi ilo verilmis mentiq cabrinin
elementa: funksiyalanm nazardan kegirak:

e X,) VO

f .}, m=1 sonlu

CoDVol 1.2
1
X 0 1 X X
1 0 1 1 0
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CoDVol 1.3

XX, | X,&x, | x,vx, | x,+x, | X, > x,[ X, ~X | X /X, x, Ix,
0O (o) 0 0] 1 1 1 1
01 0 1 1 1 0 1 0
10 0 1 1 0 0 1 0
11 1 1 0 1 1 0 0

Bu funksiyalar agagidala kimi adianirlar:

1. O - O sabiti;

2.1 - 1 sabiti;

3. x - eymhk funksiyasi;

4. X - X -in inkan va yaxud “x deyil”;

5. (x, &xz) X; V@ X, -nin konyuksiyasi. “&* isarasi avozino

isarasi do isladilir (mantiqgi vurma);
6 (X, VX,) =X, va x,-nin dizyunksiyasi (montiqi toplama);

7. (X, +X,) - mod 2 lizrs comloma (ve ya mantigi toplama- -

nin aradan ¢ixarilmasi);

8. (X, > X,) - X, vo X, -in implikasiyasi (x, -den x, almnr);
9. (x,~x,) - ekvivalentlik funksiyasi;

10. (%, /x,) - Seffer funksiyasi;

1. (x,¥x,)
deyilir).
Qeyd edsk ki, (x,&x,) = min (X,,X,) = (x,°%,) = (xx ),
(x, vX,) = max (x,,x,)

Misal. n=1 halina uygun p,(1)=4 mixtslif mantiq cobri
funksiyalan cadval 1.2-ds gostorilmigdir. Eynilikls O va

- Vebb funk§iya51 (ba’zan ona Pirs oxu da
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1 olan'p,(0) sayda mentiq cobri funksiyalanni n=0 halina
aid etmak olar.

Misal. Mjsal 1-don alinir ki, p(O) 0, p(1)=2

Teorem 1 -2.-ni totbiq etsak, alanq:

B, (2=2" -} -B,(1) - ,(0) =16-4-2 =10,
5,(3)=2""~C?-5,(2) - C} - 5,(1) - B, (0) =256 - 30— 6—2 = 218,

Cadval 1.2-don goriiniir ki, ancaq fix)=x vo f(x)=%
funksiyalan x arqumentindan asash asilidir: f{x)=0 va fix)=1
funksiyalan li¢lin yegana x arqumenti fiktivdir.

Elementar cabrda oldugu kimi, burada da elementar
funksiyalardan tagkil olunmus diisturlar qurmaq olar.

TS'rf 1.3. (induktiv). Forz edsk ki, .8 P,den olan
funksiyalann har hansi alt ¢oxlugudur (sonlu olmasi vacib
deyil).

1. Induksiya bazisi. [9-don olan har bir f(x,, ...
funksiyasi ) {izarinda diistur adlanir.

2. indpksiya kegidi. Tutaq ki, fy(x,,...x,) J-don olan
funksiya, A,,...,A,-lor iss ya ) iizerinds diistur, ya da U
slifbasindan olan doyisonlordan ibarst ifadadir. Onda
f(As,....A,) ifadasi N tizorinda diistur adlanir.

Mlsal Tutaq ki, 3-elementar funksnyalar ¢oxlugudur. Onda
asagidaka ifadalor A tizorinds diisturduriar:

b4 xm)

L. ((xl 'xz) V(Xl +X2));
2. ((x, + X,)~X5);
3.(x, v(x, 2X,)).

Adston, dilsturlar qotik slifbasinin boyiik harflori va
bu horflordon sonra kvadrat ve ya dairsvi md'tarizonin
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icarisinds uygun olaraq funksiyalar vo doyisenlori yaznaqla
isara olunurlar.

Moasalen, M If,,..E] vo M IXx,,...x,]. Buraaa n
disturunun f,,...f, funksiyalanndan, M, dusturunin iss
Xy,...:X, doyisanlerindsn toskil olundugu gdstorilir.

7, diisturunun qurulmasinda istifade olunan diistuar 7/
diisturunun alt diisturlan adlanir.

Diisturun induktiv to'rifine asaslanaraq, ./ zorinds
har bir 7 (x,,...,X,) diisturuna f{x,,...,x,) funksiyasiu qarsi
goyaq.

75’ rif 1.4. (induktiv).

1. induksiya bazisi. 9gor 7 (X;,...,X)=f(X;....X,),
harada ki, fe,, onda ™M (x,,...,X,) disturuna f{(x,...,x,)
funksiyasi qarst qoyulur.

2. Induktiv kegid. Tutaq ki, 7 (X,,....X)=f (Aq..,An),
harada ki, A, (i=1,...m) ya [ {izarindo disturdur, ya da ki,
Xj(i) dayisoninin simvoludur. Onda birinci halda indwsiya
forziyyssine goéra, A-y2 P,-den olan f funksiyas: jarsi
goyulur. ikinci halda iss A-ys fi=xi(i) eynilik funksiyasi 1arsi
goyulur. 7 (X,,...,X,) diisturuna f(x,,...,x,) = fo(f;,....f,) funk-
siyasini garsi qoyaq.

ogor f funksiyasi 7 diisturuna uygundursa, onia
deyirlor ki, 7v duisturu f funksiyasini realizs edir. 7 distun-
na uygun olan f funksiyasina 7V -dsn olan funksiyalam
superpozisiyast deyilir. f funksiyasiin 70 -dsn alinmasi
prosesi isa superpozisiya amaliyyati adlanir.

Misal. Tutaq ki, f(x,,x,) funksiyasi (x,.(x, +x,)) disturu il
realizo olunur. Bii distur i¢ addimla qurulur, (X,+X;),
(x,-(x,+X,)), (X,.(x, +X,)) . Elementar funksiyalar cadvalin-

don istifade etmakls asagidakilan aling:
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CoDvVol 1.4
X, X, (%, + x;) (x,.(x,+x,)) (x,.(x, +x,))
DO 0] 0 1
D 1 1 0 1
10 1 1 o)
11 o) o) 1

Demali. f(x,,x,)=x, = x,

Yuxanida géstorilon montiq diisturlan miixtslif sortlari
ve ya taklifleri izah edon mantiq cabii funksiyalannin tasviri
icglin ¢ox slverigli vasitadir. Belo diisturlar kibernetika va
hesablama texnikasinda genis istifad= edilon miixtslif man-
tigi elementlorin, sxemlarin vo qurgulann isinin tosvirinds
b3ytik rol oynayiriar. Bu deyilonlsri paralel prinsipls islayan
v» signallan ikilik say sisteminds gosterilon n - &i¢lilii
cmlioyici qurgunun misalinda niimayis etdirmak olar.
Deyilan qurgu 2n sayda O va 1 adadlsrindan tagkil edilmis’
XyeoiiXny X'p50., X', gifis VO (n+1) sayda y,,...,y,,, ¢xislanna
malikdir. Qurgunun girigine  (x;,...,.%,) va (X,...,.x".) ikili
ofadlari verildikdls, ¢ixisda homin adadlarin ikili comi olan
(Y141 Yn---y;) alinir.

Comlayici qurgunun isini montiq cabri funksiyalan
vsitasilo  tosvir  etmok liglin  adodlarin  “siitunlaria
cmianmasi” adll ma’lum algoritmindan istifads edok:

Xy o X,
+
’ r !
X, ... X}
Yorr - Yo N

Comlama zamani i-ci boigliden (i+1)-ci bélgiys
gondarilms sartini xarakterizs edsn vi(i=1,2,...,n) kdmokgi
dayisonlorini gabul edak. Onlann kdmoyi ila bolgtilarin comi
asagidaki sokildo gostarilir:
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Vi=X+X'+v,, (i=1,2,...,n+1)

Burada v,=0, x,,,= X',,;=0. Di ‘
e .s [y . ’ n a ) gar tg[afdan’ - -ci
bf)lguya goéndorilms ancaq vs ancaq o zaman miimiéi(ilr-: 10)15:
ki, x, X', v,y doyisonlarinden on azi ikisi 1 giymat almis

olsun”. Bu taklifi daha tokmil sakilds asagidaki kimi demak

olar: “x ' *
x,ava X ; v? y“a X vav,," vaya ‘X', va v,,".
o gor “vo”, “va ya” rabitalerini & ve v simvollan ilo
gostarsak, v, dayisani ligiin asagidaki disturu alang: - ‘

Vn=((( X; &x'i) V4 ()(i &VH)) V(X', &VH))’ (i=i ).

Demali, n-6l¢ilii ikili adadlori I A
D » 1-0l¢ in comlayici G
is prinsipi m?nth disturlan vasitasi ila tasvir):edilicrlurgusunun
texnikaMarI;th' dust.urlanmn yuxarida adlan gakile-m " elm va
fexn Bsa a_smdakl gc-.:nis totbiglorine dair goxlu misallar
var |r.l elallk.la, mantiq disturlan dili Bul funksiyalarnir

val vasitssile verilms tsulu ilo yanasi boyiik b
b yuk maraq kasb
Hoar bir mentiq diisturuna mi '

. una miisyysn mantiq cabri funksi
uygundur, hafn do miixtolif diisturlara eyni funksi oo
q;l$l qoyula bilsr. Iyalar da
15°rif 1. tzori

rif 1.5. B tzarinds M va ™M disturlan o vaxt ekvivalent

adlanirlar ki, onlara uyg
, ygun olan i
barabar ol i fln] - fm B
sunlar,yo'ni f_ =f_ .m=
- n o - v =M yazihgt v vo M,
Usturdannin ekvivalentliyini gostarir.
Misal.

1.0=(x.§);
2. (%, >x,)=(X, > X,)
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Elementar funksiyalann ba'zi ¢oxluglannin xassolarini

7o edoan ekvivalentlik (eynilik) miinasibatlarinin

xarakteri
+X,) funksiyalannin

siyahisini gostarsk. (x,-%,), (XvXg), (X
ixtiyari birini (X, ° x,) vasitosi ilo isars edak.
1. (X, °X,) funksiyas assosiativlik xassosina malikdir:
((x,°%x;)° X)) =(x,° (%, °X;)

2. (x,°%,) funksiyasi komutativlik xassasind
malikdir:
(xl °X2)= (Xz OX.‘)
3. & va v liglin distributivlik xassalori ddanilir:

(%, v xz) "X;) = (%, x3) VX, X3))
(- X,)V X;)= (%, v X;) (%, v X;))
4. inkar, & va v arasinda agagidaki miinasibatlor var:
X = x - ikigat inkar qanunu,
(%, XJ =(x,VX,)

(x, v X:z_) =(x, X,)

- De Morqan ganunlan.

5. & va Vv -nin asagidaki xassalori var:

x-x)=%x, (XVX)=X,
(x-0)=0, (xv0)=x,
x-D=x, xv1)=1
(x-X)=0, v=L

Bu eyniliklorin dogrulugu asanligla yoxlanila bilar.



Qeyd etmok lazimdir ki, yuxandaki eynilik miinasi-
batlorinda X,X,,X,,Xs dayisonlarinin yerino istanilon disturlar
da yazmaq olar.

Diisturlanin yazilisini sadalagdirmak tglin sortlagak ki,
& ompliyyati v amaliyyatindan gliclidiir, yo'ni agor
mé'torize yoxdursa, onda avvalco & smaliyyatl, sonra isa v
amaliyyati yerins yetirilir.

Bundan alavs,

(X,°X;)

{iciin olan assosiativlik qanununa asasan, ((x, °x,)°X;),
(%, °(x, ox,) disturanninavazind (x, °X, oX,) ifadasindan
istifads edacayik.

Xarici funksiyanin ya &, ya v, ya +(mod2), ya —>, ya
/,ya !, ya ~ oldugu diisturlarda xarici mo'torizolar atilir.
Eyni soézli Uzerinde Inkar isarasi olan ifadalardo
mé'torizalorin atilmasina da aid etmak lazimdir. Masalen,
(x, > x,) svazine X, —> X, yazlr.

Golocokds biz disturlardan yox, diisturlardan ba'zi
yerlorinds atilan mé'tsrizaleri ilo  ferglenan ifadslordan
istifade edocoyik. Bu ifadsleri ds homginin, disturlar
adlandiracagiq.

Asagidaki kimi isarslemalar gabul edok:

élei =X, X, X
t

gxi =X, VX, V..VX,.

Asagidaki taklif aydindir.
Toklif Tutaq ki, ', N-in alt disturudur, onda 7' alt
disturlanndan ixtiyari birisini ona ekvivalent olan M’
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diisturu ilo avoz etdikds 7 disturu dzine ekvivalent olan
M disturuna gevrilir.

Bu toklifin vo elementar funksiyalar iigiin olan eynilik
miinasibattorinin birlikda tatbig edilmasi, miiayysn ekviva-
lent cevirmalor apanimasina vo belsliklo ilkin diisturlann
sadolasdirilmasine - yeni eyniliklor alinmasina imkan yaradir.
Misal:

1. X, VX X, =X, - 1VX X, =X, (Ivx,)=x,-1=Xx;

2. X,'X, VX ‘X, =(X, VX)X, =X, =X,

Montiq diistudannin sadslagdirilmasi vo eyniliklor ainmasi-
nin daha bir iisulu ikililik prinsipi adl toklife asaslanir.

75 rif 1.6. Asag@idaki sakilds to'yin olunan

£ X,y X,) = HXye.., X,) funksiyasma fix,..., x,)-in ikl
funksiyast deyilir.

Asanligla géstermak olar ki, 0,1, X, X, X; X, , X;VX;,
X,/ Xgy Xy+Xz, X, ¥X,, X;~X, elementar funksiyalan i¢arisinds O
funksiyasi 1-lo, 1 funksiyasi O-la, x funksiyas1 x-ls, X
funksiyasi X-la, X, -X, funksiyasi x,vX, ils, x,vx, funksiyasi
X, - X, -19, X/, funksiyas! X, Ix, va X,¥x, funksiyasi isa X, /X,
Io ikilidir.

Qeyd edok ki, (') =f"=f, yo'ni f f* tgtn ikili
funksiyadir.

Tutaq ki, f(X;,-...X,) funksiyasi 71 disturu ilo ifads
olunub. f(x,,...,.x,) funksiyasini realizo edon 7 disturunu
qurmaq olarmi?

(Xq15-+-5 Xip, Ysr s (Kysee s Xp,, ) YIEIMIAN vasitasi ila

verilon dayisonlorin miixtslif simvollanni Xi;,....X, doyisenlari
ilo ifada edak.
Teorem 1.3. Ogor

DK, %) = FEE 15Xy oo T Rt 5K, ))

19



olarsa, onda

O (%,,...,%,) = L@ Ky Xgp Do T Ko X )) olur.

02 mp-

[sbat.

O (x),....X,) =

=D(X,,...%,) = (K)o Ky oo B Ratoe s Koy ) =

SN CR S-S0 YR 3 ¢ SRS S L (€ COTVRUNES SHp NOOHS

m

Kpoeeor Xmpy N = (6 Kipoees Xy, dsees £ Kigpseees Xnpy )-

Teorem isbat olundu.

75'rf 1.7. Tutaq ki, M [g,,....g] disturu 7l disturundan
f,...f, funksiyalanm uygun olaraq §g;.....8s funksiyalan ifo
ovoz etmokls alimir. Onda deyirlor ki, 71 vo T disturlan
eyni qurulusludurlar.

9 disturunun qurulusunu C ilo isaro edsk. Onda 7l
diisturu 6ziiniin qurulusu va nizamlanms {f,,....f;} coxlugu il
birgiymatli to'yin edilir. Ona gore do yaza bilarik ki,
N =CIf,,....£].

Misal. T =x,-X,-x, vo M=X, —>X,>X, disturlanni
noazordan kegirak. Bu diisturlar eyni qurulugludurlar.

iKiLiLIK PRINSIPI

ogor 1 =CIf,....f] disturu fXx,,....x;) funksiyasmi
realizs edirss, onda C[f’,...,f]] diisturu, yo'ni 7l diisturun-
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dan fi,....f, funksiyalarnni uygun olaraq f’,...,f, funksiyalan
ila ovoz etmakls alinan dustur, £*(x,,...,X,) funksiyasini reali-
zo edir. |

CIf;,....f, ] dusturuna 7 -o ikili olan diistur deyacayik va
9* ilo isare edacayik. Belaliklo: n* =CIf’,...f. 1.

N ={0,1%, X, X,, X, V x,} ¢oxlugu iizarinds olan diisturlar
iictin ikililik prinsipi asagidaki kimi géstarilir:

7, disturuna ikili olan 77 disturunu almaq ticin 7
diisturunda har yerds 0-1 1 ila,1-i O-la, &-m v ilo va v-ni &

ilo avoz etmoak lazimdir.
Misal.

19 (X,X,)= X, Xy, TV (X,X) = X VX

2.7 (X,,X,) =X, "X, VX, X, N (x,,%,) = (X, VX)) (% v¥,)
ikililik prinsipindan quxr ki, 9gar Ky, Xp) = MKy Xy)
olarsa, onda

*
NS X Xy) =M (Xp5eesXy)

olar. . o
Misal. x,-x, =X,V Xy eyniliyinden Xx; v X, =X, "X, eyniliyi

alinir.

ikililik prinsipindan istifads etmoklo mantiq diisturlan-
nin sadolasdirilmasindo genis tatbig olunan ba’zi eyniliklorin
ikili analoglanni asanligla yazmaq olar.

Asagidala sol siitunda ilkin eyniliklar, sag sttunda iso
onlann ikili analoglan gostaritmisdir:
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Xy (% VX)) =x,

(xvx) (qvrn)=x,

X (X Vv x) =% Xy,

X, VX Xy =X,
X Xy VXt Xy =X,
X VXX =X VX,

xl'xzvxl'x3=x1-(xzvx3) (x,vxz)-(x,vx3)=x1vx2-x3

Burada 1-ci, 2-ci, 3-cii satiflordaki gevirmalor uygun olaraq
udma, yapisdima va azlama qaydalan adlanir. 4-cli
sotirdoki ¢evirmaloar is» svvalki iki gaydalann timumilagmis
formalandir.

§1.2. Bul funksiyalannin dayiganlora gore ayrhslan.
Miikanmmal normal formalar

Tutaq ki, doyisenlori ve qiymatlari E,={0,1} goxlugundan
olan f(X,,X,,....X,) n dayiganli funksiyas: verilmisdir. Bu funksi-
yani analitik gokilde tasvir etmak tolob olunur. Asagidakt
isarolomani daxil edak:

x“=xoVvX0o,

harada ki, o - O, yaxud 1-3 barabar olan parametrdir.
Askardir ki,

X =

i X, agoro =0
X, ager o =1

Asanligla yoxtamaq olar ki, x°=1 ancaq va ancaq xX=0 oldug-
da dogrudur. Demali, x; -x;?...x;" konyuksiyasi yalniz vo

yalniz o vaxt 1 giymat]i alir ki, X,=0,, X;=0,,..., X,=C, olsun.
Teorem 1.4. Ixtiyari m(1<m<n) {giin har bir f(X,,....X;)
mantiq cabri funksiyasi agagidala sokilde gdstarmak olar:

£(X e s X XepatoeeeoXn) =
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=V x% X OyrersOpXemstr-Xe) (1.2.1)

(0,..9m)

Burada dizyunksiya amali Xx,...,x, doyisenlarinin
piitlin miimkiin yigimlan lizrs gétirdlir.

Bu yazihis verilmis funksiyanin X;,...,.Xy, dayisenlarine
gore aynligi adlamir.
Jsbatr. Dayisonlorin ixtiyari (a,...,0,) yigimini gotiirsk vo
X, =0y, X,=0l, oOlduqda, (1.2.1) miinasibatinin sol va sag
torofinin eyni qiymat aldigini gostarok. Sol toraf flaL,,--.,0L)

olur.
Sag torof do

o) iy — m
\Y a0 £(Oy s Oy O s ) = 4 O™

(o1_.5n)

A s Uy O %) = £ 5, ,)

miinasibatlorine géro f(a,,...,a,) funksiyasini verir.
Notica 1.1. (bir doyisena goro aynhs).

9gor m=1 olarsa, onda (1.2.1) miinasibati asagidaki
sokla diigiir:

f(x,,...,X,) = X, -f(1,x,,....x, ) VX, -f0,x,,...,X,)

Natica 1.2. (biitiin doyisanlera goro aynlig)
OSgar m=n olarsa, onda (1.2.1) miinasibati

gy . [vg . e (o™
XXX (1.2.2)

n

f(xla'“axn): .
 (015050y)
f(01 ,s0,)=1

disturu ilo verilir. Burada dizyunksiya dayisenlorin els
(©4,...,0,) yigimlan {izro goturiilir ki, fi,,...,6,)=1 olsun.
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Bu aynhs milkemmal dizyunktiv normal forma -
MDNF adlanir.
Teorem 1.5. Hoar bir montiq cobri funksiyasi inkar, & va
v - ya amallorinin igtirak etdiyi diistur vasitasi ila ifads edils
bilar.
Isbati.

1. Tutaq ki, f(x;,....x,) eynilik kimi sifra borabardir,
ya'ni f(x,,....,x,) =0. Onda askardir ki,

f(Xy,--- X=X, * X,

2. Tutaq ki, f(x,,....x,)#0. Onda onu MDNF saklinda
gdstarmak olar:

f(XfeesX,) = V xx3.xr
(61 5-0p)
f(al,...,d,,)=1

Belslikle, hor iki halda f(x,,...,X,) funksiyas: teoremin
sartlarini ddayir.

Yuxandak: teorem konstruktiv xarakter dastyir. Ona
asaslanaraq har bir cadval tsulu ilo verilan funksiyani realize
edon va MDNF soklinds olan diisturu qurmaq olar. Bunun
ticin  f(x,,....x,) funksiyasmna (f£0) uygun cadvalda
f(o,,...,0.)=1 gartini dayan biitln (c,,...,0,) Yigimlanm qgeyd
edirik. Hor bir belo yigim tiglin x™-..x?* kimi hasillori togkil
edib, alinan biitiin konyuksiyalan V isaresi ilo birlosdiririk.
Misal. x,—> X, funksiyasi i¢lin MDNF yazmali.

Bu funksiya (0,0), (0,1) va (1,1) yigimlannda 1-o boraba
giymat alir. Ona gora :

L0 0 0 1 R W — —
X, = X, SXUK VX X, VXX T XKV XK VX
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Montiq cabri funksiyalann MDNF soklindaki aynhs: aslinda
Z H tiplidir, yo'ni X' hasillorinin montiqi comidir.
Bununla belo, Bul funksiyalannin []>"  tipli aynligindan da
danismaq olar.

Tutaq Kk, fx,...x)#1. Onda f'(x,,..,x,)#0 vo
asagidaki MDNF dogrudur:

f’('xln"':xn): V IX;"'...-XG"

n (1.2.3)

kililik prinsipine asaslanan

(X X,) = &

(01,.,0p
f. (0'1 330y ):=1

(5] [oF
) (X7 V.. VX

miinasibatindan istifade etsak, sol tarafin fix,,...,x,)-9, sag
torofin ise

O a,
& (x]'Vv..vxpr)= & (XPv..vxr)=

(0] 520) 1 " £O'1 »esTp
£* (67 -0p )=1 £(a -0, )=0
= El En p4 3 .
(afgfa )(‘xl V..VX, ) oldugunu gorarik.
£(01,..,0n )"-0
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aynhgint aling. Bu aynhsa miikemmsa! konyuktiv normal
forma - MKNF deyirlor.

Misal. x,—> X, funksiyasi li¢lin MKNF yazmali.

Bu funksiya ancaq (1,0) yigiminda O qiymat alir. Demali,

R 0 _ 0 1 <
X, 7> X, =X, VX, =X, VX, =X, VX,

Bul funksiyalannin daha bir shamiyyatli aynhsi O,1
sabitlori ilo birlikde konyuksiya vo mod 2-yo nazarsn
comliama amoallorinin tatbigi vasitssi ilo alinir.

Bels aynlisi svvalki hallara analoji olaraq X [Ttipine
aid etmok olar, yo'ni X" hasillerin “®" smaline nazaren
comidir.

mod 2-yo goro comlomo omali komutativiik,

assosiativlik va distributivlik xassalorine malikdir. Assosia-
tivlik xassosina asaslanib ¢oxyerli

n
DX, =X Xt X,
i=]

amalini ta’yin etmak olar. Bu comin giymsti ancaq va ancaq
o zaman 1 giymat alir Ki, X;,X,,...,X, dayisonlarinin yigimlan
icorisinds tok sayda vahid olsun. Qeyd edak ki, bu gart
bdanmadikda

olur.
indi iso ixtiyar f(x,,...,x,)#0 funksiyasini gotiirlib,
onun MDNF-in yazaq:

f(xp,.X,) = mY.,ag X7, X0

n
f(oy,...04)=1
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Hor bir (oy,...,0,) Y1&iminda MDNF-ya daxil olan X1, X0
konyuksiyalardan an ¢ox biri 1 giymet alir. Buna gére da
axinncl minasibatin sag torafinds xarici dizyunksiyani mod

2-yo gora comla svaz etmok olar.

F(XppesXp) = Z

(0’1 ,...,O'n)
f (0 50 )=1

Oy
n

o, .
X{ X

Digar torafdan, X’=X =x@® 1, x'=x=x+0. Onda x’=x® 0, x
yerina x;® o, ifadasini qoysaq, alanq:

fxy.nX)= 2, (x,®8).(x,©0,)

(01,:0n)
£(075-40n)=1

Bu aynhiga miikammal polinomial normal forma -
MPNF demsk olar. Axinnc ifadede mé'tarizalari agib, oxsar
hadlari A+A=0 gaydasi ilo hesablasaq, bir sira ¢atin olmayan
riyazi ¢evirmolorden sonra o mod 2-yo nazaran goxhadli
soklina diistir:

S(XppesX,) = Z a, ;X%
i)

3
(il .....

Bu ¢oxhadli Jeqalkin goxhadlisi adlanir.

Teorem 1.6. P,don gotiirilmiis hor bir funksiya yegans
sokilda Jeqalkin goxhadlisi vasitssi ilo tasvir oluna bilar.
Misal. x,vx, funksiyasim Jeqalkin coxhadlisi saklinds
gostarmali.

Bu funksiya (0,1), (1,0), (1,1) yigimlannda vahid giymat
aldigindan:
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X, VX, = (X, ®0)-(x, oT)®(x,®1) (x,®0)B(x, o1

-(X, ®1)=(x,91)-x,9x, {(x, 81D X, "X, =X,X, DX,
®x, X, DX, BX, X, =X, X, ®x, Dx,

Montiq cobri funksiyasini tasvir edan Jeqalkin goxhadlisinin
ifadssini

P(X,,e. X)) =Co®D S XD ... B . X, Dyt X' XD .. O G XXy

soklinde yazmagq olar. Burada ¢=0,1(i=0,1,...,2°-1);
i némrosi isa & =(0;,...,5,) ikili yigimina uygun

n
. i
1—21:0'1. 2
j=

sokilda tam adaddir.
Yuxandak: aynhsin sag torsfinds istirak edon konyuksiyalar

ticlin asagidaki kimi isarolomaler gabul edoak:

ko =l,

k, =x,,

k, =X,,

kn+1 =xl .Xn’
kz“-l =X, X,

Onda homin ayrlisi

2"

P(X,,....,%X,) = 2,C: 'K,
i=0
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soklinde yazmaq olar. c=(Cg,-.-,C,";) vektoruna P(x,...,x,)
coxhadlisinin smsallar vektoru deyilir.

Cadval vo ya basqa bazislor Uzarindoki moantiq
diisturlan vasitosi ilo verilmis har bir f(x,,...,x,) montiq cabri
funksiyasini realiza edon Jeqalkin goxhadlisinin tapilmast
masolasinde ¢ox vaxt geyri-miloyyan smsallar lisulundan
istifado olunur. Bu iisulun totbigi zamani yuxanda gdstarilon
P()v(,,...,.)_(,,). coxhadlisi gdtiiriiliir vo har bir & =(c,,...,0,)
yigim igiin

f(5)=P(5)

tonliyi tortib olunur. Naticads c=(c,,...,C;";) namd’lum

ams.allar.ma nazaran xotti tonliklor sistemi alinir. Homin
tsn!lklann halli P(x,,...,X,) ¢oxhadlisinin axtanlan amsallarni
verir.

Misal. f(x,,x,)=X,/X, Seffer funksiyasina uygun P(x,,X;)
coxhadlisini tapmali.

P(X,,X,)=Co @ ¢, X, D C; X, D X, X,,
f(0,0)=1=¢,® ¢,  0®c, - 0D, *
f0,1)=1=¢,® ¢, 0D, 1D, *
f1,00=1=¢,® ¢,* 1®c,* 0B, *
f(1,1)=0=c,® ¢," 1®c," 1D "

- 00O

Tanliklar sistemini hall edib tapinq ki,

Co =C; =C=C3=1.
Belalikla: x,/x,=1® x, ® X, B X, * X,
Bu iisulu totbig etmakla x; & Xx,, X; V X;, X; = X,

x,~>v<2, X, ~1«x2 elementar montiq cobri funksivalan iigiin
asagidaki ifadsleri tapmaq olar:
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X, * X=X ° Xp
X, V X=X D XD X, * Xz
X, = X, =1® XD XX,
X ~X=1D X, D X;

XL %=1 X, ° %,

Bul funksiyalannin polinomial tipli aynhgi hamin funksiyalann
tdramosi anlayisi ile baghdir.
Tutaq ki,

f= (X, 0w %1901 X415+ Xn) D (5o s X101 Xi4150-5Xn) (1.2.5)

ila isaro edilmigdir.
T rif 1.8. Yuxandaki miinasibatla to'yin clunan £, ifadssine
Bul funksiyasinin x, dayigenina nazaran 1-ci tortib t&éromasi
i
deyilir. Onu ba’zan —;—JL kimi do isars edirlar.
OX,

1

Eyni qayda ils homin funksiyanin dansiq téromasi

k
7y asagidala sokildo to’yin olunan ifadoya deyilir:

2.0, .0
i th
o f g o f
0,8, Cn  Ouf\GoyO

x,z x,k

i

Goriindiiytl kimi, k- tortib gangiq térameni tapma
ticlin yuxandaki anlayist X; s Xiy 5eees Xy doyisenlorini fi

etmoklo k dofo totbiq etmok lazimdir {doyisanlorin fi
edilms tartibinin shamiyyati yoxdur).
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Verilmis [ (x,,..-,X,) Bul funksiyasinm x; ,x, ,...,x

N

af

doyigenlora goro k-c1 tortib téromasi olan — T
Ax, ..4,)

homin funksiyamn X; yerrsXi doyisonlarinin  giymatlarini

eyni zamanda doyisdikde onun giymatinin dayisma sartini
to'yin edir. Buradan qxir ki, funksiyanin k-c1 tortib téromasi

XioeeesXiy dayisenlorini fikss etdikde bitin 1-ci, 2, ... k-

a tortib qansiq tdromalsrin mod 2-ys goro alinan comind
deyilir:

>f of >f &
é(x,.l,...,x,k) o Ox, ;a’}cdc g:s Ax;,x X, *

i=J i Ji#8, J#S

+ o'f
ox,0x, .0,

A I TR A AU A (1.2.6)
Misal. Tutaq ki, f(x;,%,,X;)=X, X, VX -X; funksiyasinin
x, va x, dayisenlorine gbre 2-d tortib toraomasini tapmaq
talob olunur. Yuxandaki diisturlardan aling:

q

E—=X2V5C_3,
1
af _ _
—;k—2==xl+x1-x3=x1-(1+x)=x1-x3,
orf d
= =1+—=
G &) TR
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Onda funksiyanin tolob olunan 2-ci tortib tSremasini
veron ifadoni tapib, onun {izerinde ba'zi ekvivalent
cevirmolar aparsaq, alang:

o f _&’f+5f+ o
Ax,,%x,) &, X, X, X,

=X, VX, +X X, +X, =

=X, VX, +X,(X, +1) =X, VX, +X;-X, =(X, VX;)-

‘X, * X, V(X2 Vis)'il Xy =(X2 V_iz.)'(xl V-)_('3)V

VX, X, X X, =X, X, VX, X VX X VX X v

X, 'X,'X, =X, "X, VX; VX ‘X, X

1 3

Askardir ki,

k
7S oxed

Téromonin to'rifine vo funksional tam sistemlsr
arasindaki slagays osaslanaraq onun asagidaki xassolarini
isbat etmak olar:

-0, =1 ;

X;X; X%, ?

1
2

3. (ftg)y, =1 +ox;
4. (f-g), =1, -g+fg, +1 -8

L (fve), =), T (-8
. (f/g),, =(F-8)y;

L (F~g), =8
C(flg),, =(E Ve

o N O O

Jeqalkin goxhadlisi saklinds verilmis Bul funksiyasinin
tSromasini tapmagq Ugiin formal olaraq, analitik funksiyalann
tsroma ifadalarindon istifads edib, naticaleri mod 2-ye gore
alinan comi gotirmak lazimdir.

Dogrudan da, istanilon f funksiyasini

f = Ax; + Bx;

soklindo gdstarmak olar. Burada A va V (Koo s Xy s Xiprse s X))

dayisanlarindan asili goxhadlilordir. Onda tSramanin ta'rifin-
don alanq:

f, =A+B

f funksiyasinin X; arqumentindon asili olmamasi sorti
f,. =0 sokiinds yazila bilar.

Bul funksiyalannin tSromalari va onlann yuxanda gostorilon
xassalorine asaslanaraq homin funksiyalar liglin Makloren va
Teylor siralannin analoqlan tipli aynlislar almaq olar. Dogru-

dan da, f(X,,...,X, ) €P, igiin Jeqalkin goxhadlisinin

n n
f(x,...x,)=a, +Y.a,-x, + Zaij XXt

i=1 i#j
i,j=1

33



n

TR V- FRNES G N A SR
) #09 yoig ] Flg
il ,...,is =1

(1.2.7)

(harada Ki, @,,0,,0,,...;0; ; 5.0y, = 0,1) ifadasindon ardicil |

olaraq Xx,,...,X, dayisonlorine nazaren téromalar alib, onlarnn
giymatlarini z-8lgli (0,...,0) yigiminda hesablasaq, alanq:

a, = £(0,...,0)
a,=£. (0.0, i=1..n

a,= [0, 0,..0), i % j=1,.,n

ai]...i, = x,-l...x, (0,,.‘,0), i] ¢i2"'->i5—] ¢i3 = 1,...,1’1
s

a0 =3, (0,.,0)
Bu omsallann giymatlorini (1.2.7.) g¢oxhadlisinds
yerina yazsaq, f(X,,...,x,) funksiyasinin Makloren sirasina
oxsar aynlisini alang.

Eyni qayda ilo Bul funksiyalan lgiin Teylor sirasinin
analoqu olan aynhs alma bilor. Dogrudan da,

34

f()(l ,...,Xn) € g ﬁ(;ﬁn ixtiyari a= (a_“”.,a”) ikili y.élmmda

Jeqalkin coxhadlisini asagidaki sokilds axtaraq:

n n
XiyesX ):aé"' ai"(xi+ai)+zar;"(xi+ai)°(xj +ai)+
f( i " i=1

i, f=1
*f

+ Y, a . (x, +a )y.Ax, +a, Y. +al - (x +a)..

fpeadg=1
i1¢12,...,l,_1$1_r

(x, +a,), (1.2.8)

burada a;,a,,a’ ;,...,d;

38 g 0

| —
La, =01

vuxandaki hala uygun gokilde, axinna ifadonin  har
tarafindan x,,...,X, doyisanlarine nazaran ardiaill téromalar

alib, onlann giymatlorini a=(a,,...a,) ikil yigimincda
hesablasagq, (1.2.8) aynhsindaki amsallar ligiin

a; = f(a,,...,a,)

a = f,(a,...a,),i=1..n
a; _—.fxixj(al,...,a"),i¢j—_—1,m,n

!

a ., =t (@@, ), by Eiyyendyy FE =100
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al’..n = Xj Xy (al 2773 an)

giymatlarini tapmg olanq. Bu smsallarn giymatlarini (1.2.8)
coxhadlisinda yerine yazsaq, f(x,,...,x, ) € P, funksiyasinn
Teylor sirasina oxsgar ifadasini alang.

§1.3. Bul funksiyalan sisteminin tamhg va qapalihigl

Swvalki paraqgrafda biz gordiik ki, har bir mantiq cabri
funksiyasini

{ X, X%y X, V X5} VO {0,1, Xy *Xy, X, +X,}

elementar funksiyalanndan togkil olunmug mitkommal
nomal formalar seklinds olan disturlar vasitasi ilo ifada
etmak olar. Bununla slagadar olarag, {imumiyyatle, hamin

xassays malik digar elementar funksiyalar sisteminin olub- |

olmamasindan da sdhbat geds bilar.
TS 1if 1.9. P,-don olan {ff,.....f....} funksiyalar sistemi O
zaman tam sistem adlanir ki, ixtiyari mantiq <abri
funksiyasmi bu sistemin funksiyalan vasitesi ilo distur
soklinds ifads etmak miimkiin olsun.

Tam sistemloro aid misallar.

1. M =P, sistemi - biitiin montiq cabri funksiyalan coxlugu -
tamdur.

2. N, =X, X Xy X; V Xp}-tam sistemdir.

3. N, ={0,1, X, * Xz, X;+X,}-tam sistem taskil edir.

Olbotto, tam olmayan sistemlor do vardir, masalan,
n ={0,1}.
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Asagidaki teorem bir sistemin tamhq mosslesini basqa
sistemin tamliq masalasine gatirir.
Teorem 1.7. Tutaq ki, P, -don olan iki

1 =if ...} (1.3.1)

m ={gl 7g2!-~-} (1 32)

funksiyalar sistemi verilmigdir. (1.3.1) sistemi tamdir vo
onun hor bir funksiyasimi (1.3.2) sistemini toskil edan
funksiyalar vasitasile diistur saklinds ifads etmoak olar. Onda
(1.3.2) sistemi do tamdir.
[shati. Tutaq ki, h P,-don olan ixtiyari funksiyadir. (1.3.1)
sistemi tam oldugundan:

h=C{f,.,....L,...}
olacaq. Teoremin gartlorine gora:
fi=Ci{g1:82--hs
f= G182}

Onda bu naticalari h diisturunda yerins yazsaq, CIg,.8;..--1=

=C[C,[g,.L..---1, C.l€,.8,,.-.].-..] alanq.
Axinna ifads S’ qurulusu il M {izarinds diisturu to'yin edir
vo asagidakini aling:

CIC\[g:.82:--1s Clg, ’gz:---]:---1= Clg, 18zs-+]

va yaxud

h= C'[g,,8;---1-

Beloliklo, biz h-1 ™, lizorinda diistur gaklinde ifade
etdik. Teorem isbat olundu.
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Bu teoremo osaslanaraq bir neg¢o yeni sistemlarin tamliq
faktini isbat etmak olar. '

4. N =X, X, *X;} sistemi tamdir. isbat tglin (1) sistemi
avazina 7 , sistemini, (2) sistemi avazins iso 17, sistemini
gotirib,

VX, =X X

1 2

eyniliyindon istifads edirik.

5. N ={X, x, v X;} sistemi tamdir. Bu fakt ya avvalki hala
analoji qaydada, ya da ikililik prinsipindan istifade etmakls
isbat olunur.

6. N ¢={1,X,* X;,X,+X,} sisteminin tamhg fakti 7 , sisteminin
tamhigindan va O=1+1 oldugundan ¢xir. Bununla bels,
7 ¢-ya “yaxin” {0,X; * X,,X,+X,} sistemi tam deyil.

7. W ,={ x,/X, } Seffer funksiyasi tam sistem toskil edir. isbat
iclin (1) sistemi avazina 7 , sistemini, (2) sistemi avazino
iso 7 ,-ni gétiirmak lazimdir. Digar torafdan:

x, /x, =X,

G /) (e /x)=(x/%)=x"x,

8. N g={ x,¢xz} sistemi tamdir. isbat tiglin (1) sistemi avazino
T 5 sistemini, (2) sistemi avazins isa 7V, sistemini gotiir-
mak lazimdir. Asanligla yoxlamagq olar ki,

x1¢x1=i1,
(X, 4%;) $Xdx,)= X, ¥ X, = Xvx,
T'nif 1.10. Tutaq ki, 7, P,-dan olan funksiyalann har hansi

alt coxlugudur. M, ¢oxlugunun gapanmasi, P,-don olan els
funksiyalar coxluguna deyilir ki, onlann har birini 7V -in

38

funksiyalan vasitssi ilo diistur goklinds ifads etmsk miimkiin

olsun.
m c¢oxlugunun qapanmasi [ 17V ] Kimi isars edilir.

Misal.
1. M = P,. Aydindir ki, [TV ]= P,.
2. T ={1,X%,+X,}

Bu ¢oxlugun qgapanmasi biitiin L xatti montiq cabri
funksiyalar sinfini verir. Har bir bels fe L funksiyas! asagidaki
sokildo gdstarila bilar:

[(X,,...,. X,) =Co+C, X, +C Xy +... +C, X,

harada ki, ¢=0,1(i=0,...,n).
Qapanmanin ba’zi xassalorini qeyd edak:

1.mclml],

2[mil=Iml],

3.9gar M, My, ise, onda [T ] [T ],
4-['m/1U m,lo [T ] U[mzl

19 rf 1.11. 9gar M, =[M ] olarsa, onda M, sinfi qapali sinif
adlanir.

Misal.

1. M =P, sinfi gapalidir.

2. M ={1,x,+X, } qapal deyil.
3. L sinfi qapalidur.

Qapanma va qapal siniflorin xassalorindan istifads
etmokls (funksional) tamliq {igiin basqa to'rif do vermak olar:

ogar [ 1=P, -dirso, onda M, -tamdir.

T, ilo O-1 o6ziinde saxlayan biitin montiq cabri
funksiyalar sinfini isaro edok. Yo'ni elo f(X,,...,X,)
funksiyalanm ki, onlar {0, ...,0)=0 barabarliyini ddayidar.
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Askardir ki, O, X, X;* Xz, X;VX; elementar funksiyalan
T, sinfina daxildirlor; 1,X isa Ty-a daxil deyildirlor.

Foklif 1.1. T, qapah sinifdir.
isbati. T, eynilik funksiyasini Sziindo saxlayir. Ona gors da To-

in qapalii@im gostermak dctin fsfiseen [y funksiyalannin To
sinfina daxil olmalan gortindsn

d(x,,...,X,) = f{f (xl,...,x"),...,fm(x,,...,x”))

funksiyasinn da Tp-a daxil olmasi fakti g¢ixmahdir. Bu iso
asagidaki barabarliklor hey'stindan ahnir:

D(0,....0) = £(f;(01s0),c0r f(0,..-,0)) = 0

Toklif isbat olundu.

T, ilo 1-i 6ziinds saxlayan biitin mantiq cabri funksiyalan
sinfini isaro edak. Yo'ni, els f(x,,...,x,) funksiyalanm ki,
onlar f(1,...,]1) =1 barabariyini Sdayirlar.

Askardir ki, 1, X, X;* Xz X\VX, elementar funksiyalan T,
sinfina daxildidsr; 0,X ise T,-9 daxil deyildirlor.

T, sinfinin funksiyalannn T, sinfinin funksiyalanna ikili olmas! |

faktindan asagidaki taklifin dogrulugunu almagq oler.
Toklif 1.2. T, qapal sinifdir.

T, vo T, sinifierinin har bir 27! sayda funksiyalardan togkil
olunmusdur.

S ilo &zii-6ziino ikili olan biitiin funksiyalar sinfini isaro edak.

Yo'ni istanilon f(x,,...,x,) funksiyasi Uglin i (x,X,)=
= f(x,,...,x,) borabarliyi &densin. Aydindir ki, x vo X

funksiyalan S sinfino daxildir. Ozii-6ziino ikili olan funksiyalar |

{iciin asagidaki miinasibat &danilir:

Fxpnx,)=f(F,enX,)
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Basqa sozle desdk, (@,...a,) V3 (@,,...,a,) oks
ylglmlannda Szii-6ziina ikili olan funksiya da uygun olaraq

oks giymatior alir. ,
puradan almir ki, hor bir f €S moantiq cbri funksiyasi

piitiinliikle dziiniin aldig giymatiar cadvalinin ancaq birinci
yansindaki sotiflorine uy@un giymeotlori ilo tao'yin olunur.
Buna g6ra do X,,X,,...,X, dayisenlerindan asih olan &zi-

n-1

&ziino ikili funksiyalann sayi 2% sdadine barabardir.

Toklif 1.3. S qapal sinifdir.

fsbatr. S sinfi eynilik funksiyasi 6ziinds saxliayir. Sgar
fo S [, funksiyalan 8zii-6ziins ikilidirlarss, onda taklifin
isbati icin ®= f(f,,....f,) superpozisiyasimin 6zii-6ziins
ikili oldugunu gdstarmak kifaystdir. Onu asagidaki kimi
almaq olar:

O =f(f s f) = fron fu) =@

'_l"aklif isbat olundu.
indi iso &zii-6ziina ikili olmayan funksiya hagqinda lemmani
isbat edok.

Lemma 1.1. Tutaq ki, f(x,,..,x,)€S. Onda x vo X

funksiyalanni svez etmakle hamin funksiyadan sabiti almaq
olar.

sbati. Sorte gors, f(x,,...,x,) Ozii-6ziina ikili olmayan
funksiyadir. Onda dayisenlorin giymatlerinin elo («,,...,2,)
yigimini tapmagq olar ki,

f(ap~--,0!,,)=f(c'f,,...,'a_n).

@,(x)=x% (i =1,...,n) funksiyalanm daxil edak:
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x’
¢i(x)={

x, agar a; =1

oger «;=0

Aydindir ki, 9,(0) =&, Vo &, (1) = @, . indi isa

o(x) = (@, (),0:(5),...,9,(x)) funksiyasina baxaq. |
Asanhgla gdstormok olar ki, ¢@(x) funksiyasi

f (xl,...,xn)~dan X vo x funksiyalanni avaz etmakle alinir.

Ona gora do

0(0) = £ (@,(0),....9,(0) = f(@,y....&,) = f(a,....@,) =
= £ (@ (D)., 0, (D) = 0(1)

Demali, ¢(x) - sabitdir.
Lemma isbat olundu.

Biz burada yigimlann & = (&)o@ )s B =(B,,....5,) Kimi
vektor yazibglanndan istifads edacok v f(a,...,a,)- N
f(&) oKlinds gostoracayik. |

i 1.12. 1 @ = (@, @,) Vo B=(B,.... B,) ygmlan
ictin o, <B, &, B8, S B, sortlori &donilirsa, onda

a ygimi ,B yigimini gabaglayir deyirlar va bunu &<B
kimi isara edirlor.
Mosalon, (0,1,0,1) £(1,1,0,1)
Aydindir ki, oger @< f Vo B <y, onda a<y. Qey
etmak lazimdir ki, istonilon yigimlar ciitli glin gabaglam
miinasiboti dogru deyil. Masalon, (0,1,0,1) veo (1,0,1,0
yigimlan arasinda bels miinasibat yoxdur.

Belaliklo, uzunluglan n-a barabar olan biitiin y1giml
¢oxlugu < gabaglama smoline nazeren gisman nizamlan
mis olur.
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17f1.13. & V3 S yigimlanndan biri digarini gabagladiq-
da, onlar miiqayiso olunandirlar deyilir.

Moasalen, (0,1) va (1,1) yigimlan miiqayisa olunan,
(0,1) va (1,0) yigimian iso milqgayise olunmayandiriar.
79 1if 1.14. dgar & < B sartini 6dayen ixtiyar iki G ve B
yigimlan tctin  f (&) < f(B) miinasibati Sdenirsa, onda
f(x,,....,x,) monoton funksiya adlanir.

Aydindir ki, 0, 1, x, Xx,-X,, X; VX, monoton, X
iso monoton olmayan funksiyalardir.

Biitin monoton funksiyalar ¢oxlugunu M ilo isaro
edok.
Toklif 1.4. M gapal sinifdir.

Jsbatr. M coxlugunun eynilik funksiyasini 6ziinds saxlamasi
faktina asasan gostormak kifayatdir ki, agar

(x5 X ) Fi (X5 X 0 ), F2 (X yeerX e E o (Rpsees Xy )
monotondursa, onda
DB(x,,.-»X,) = f(fl(xl,...,xn),...,fm(xl,...,xn))

funksiyasi da monotondur.
G<f sortini odoyen ixtiyar iki &= (a,....Q,) Vo
B=(B,....H,) yigimlanna baxaq. Bu zaman :

f(@< f,(B)i=1,...,m

Ona gora

i@ fo(@oor (@D S S B, LB F(B)

va demali, f(x,,...,x,) funksiyasi monoton olduguna gore
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ST SRS INE s I p\WL ) = kjlkp)’rjm(ﬁ)) = (D(ﬂ)a

(@) < (5).
Toklif isbat olundu.
T5rf1.15. 1k & vo B yigimlan o vaxt qonsu yigimlar (i-ci
koordinata gérs) adlanirar ki,
as= (al,...,a,._l,a,.,am,...,a,,),

b=(a,...a.,& 15X,

Aydindir ki, qonsu  yi@imlar miiqayiss oluna
bilendirloar.

Lemma 1.2. f(x,,...,x,) funksiyasinn monoton olmamasi
lglin zaruri ve kafi sart @ < va f(@)>f (,E ) sortlorini
8dayan qonsu @ ve B ciitlorinin olmasidir.

Isbatr. Svval zoturiliyi isbat edok. Tutaq ki, f(x,,...,x )

funksiyasi monoton deyil. Onda els iki @' va ﬁ’ yigimlan
tapmaq olar ki, @' < B’ veo f(o?’)>f(,§' )olsun. @' va
,5’ yigimlan arasinda elo araliq yigim qoyuruq ki, asagidak
sort ddansin:

a'=a¥V<g® <.<G®= /3'

vabelo ki, & vo @V yigimlar ciitit qonsu olsun.

Aydindir ki, o’ ve ,E' miiqayisa edilon olduqda
bunu hamiss etmok olar.
Ogor har bir yigimlar ciitii tclin

44

J\& =g\«

sorti 6danoarsa, onda

f@)<f#)

Notico e'tibarilo qonsu yi@gmlarnn @ < sartini
i a B Ialikis,
sdayen el ciitleri tapilir ki, f(a)> f(B ) olsun. Belali

zorurilik isbat olundu..
Kafiliyin isbat iso agkardir.

a isbat olundu. .
Leme Bu lemmadan vacib nstice almr veo bu natice

monoton olmayan funksiya haqqlqda lemma adliiatrll;rr.mi “ x
Natica. Monoton olmayan funksiyada O,1 sal

X I Imaq olar. ‘
isonini avez etmakle X funksiyasini a .
Z:Z;ian;ﬁlt:c\; 9ki f(x,,...,x,) monoton olmayan funksiyadir.

Onda avvalki lemmaya gdro har hansi 7/ koordinati izra elo
iki qonsu
a=(0,.1,0,0,,a,)

E =(a1>"'9ai—1>1’ai+l""’an)

i a)= B) = rtlari
yigimlanni tapmaq olar ki, f@)=1, f(f)=0 ¢

odansin.
Bela bir funksiyaya baxaq:

g(X) = f( @pperr @y X Gy es &)
Buradan alinq ki,

g(0) = f( @ys @ 0@ @,) = f(@) =1,

45



g =f(a,. ...a.,La,,...a,)= f(ﬂ) 0,

ya'ni g(x)=X

Natics isbat olundu.

L xotti funksiyalar sinfine baxaq. Ma'lum oldugu kimi, bu
funksiyalardan har biri asagidaki sokilde gostarils bilor:

f(x,....,x,)=¢, +ex+..+¢,x,,¢, =01 ({F=0,,...,n)

nn’x

Aydindir ki, L sinfi qapalidir. 0,1 sabitlari vo Xx,X,Xx, +X,
funksiyalan L sinfins daxildir; x, -x,,x; v X, funksiyalan iso
L-a daxil deyil.

Qeyri-xatti funksiya hagqinda lemmani isbat edak.

Lemma 1.3. Tutaq ki, f(x,,...,x,) ¢L. Onda O,1 sabitlorini
va X, X funksiyalanni svaz etmak va

f-in inkannm gotirmakle, homin funksiyadan iki daylgamn
konyuksiyasint almaq olar.

Isbaty. f funksiyasi liglin Jeqalkin goxhadlisine baxaq:

S(XpenX,)= Zahmis R AN &

1s
1] srlg

Coxhadlinin qeyri-xattiliyine géra onun ikiden az olmayan !
vurugu 6ziinds saxlayan haddini tapmaq olar. Umumiliyi
pozmadan hesab etmak olar ki, bunlar x, vo x,-dir. Onda

coxhadlini asagidaki kimi géstormak olar:
Z.ai]mis Xp Xy =X X (X, X ) Hx B (XX ) +

+ X, - £,(%5,..,%, ) + £,(x5,..,%,)
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harada ki, coxhadlinin yeganaliyine gore f,(X,,...,X,) #0.
Tutaq Ki, @,,...,a,-lor eladirler ki, fi(a;,...,a,) =1

Onda

p(x,,X,) = f(x,%,,a,,...,2,) =X, X, +@ X, +Bx,+Y,
burada @, f, y —0—a vaya 1-a barabar olan sabitiordir.
o(x,,x,) funksiyasindan asagidaki Kimi alnan ‘¥(x, ,X,)
funksiyasina baxaq:

W(x,,x,)=@(x,+B,x, +ta)+af+y

Aydindir ki,

o(x, + fx, +a)+af+y =(x, +B)x, +a)+a-

(x, + P+ p(x, +a)+y+af+y=x-x,+

+a-x1+,B-x2+a-ﬂ+a:-xl+a-ﬁ+ﬂ-

x,ta-fry+a-fry=x-x,

Demali, W(x,,x,) =X, "X,
Lemma isbat clundu.
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Yuxanda deyilanloro asaslanaraq elementar montiq
cobri funksiyalaninin bu va ya digar asas qapali sinifloro daxil
olmalanni asagidaki cadval 1.5 soklinds gdstarmak olar:

CobDvol 1.5
Elementar T, T, S M L
funksiya
o + _ _
1 _ + _ N "
X - ~ + ~
X, X, + + _ + ~
X, VX, + + _ + _
x, +x, + _ _ ~ N
X, > X, _ ~ _ ~
X~ X, - - _ +
x, /x, _ ~ ~ ~ 3
X, 2 X, - _ _ _ ~

Bu cadvalds funksiyanin har hansi sinfo daxil olmas: “+”
isarasi ilo, daxil olmamasi iso “~" isarasi ilo gdstarilmisdir.
Qeyd edok ki, T, T;, S, M, L siniflori ciit-clit miixtalifdirior.
Tutaq ki, " ={f,,f,,...} P,-don olan ixtiyari funksiyalar
sistemidir. Bu sistemin tamligin1 neca miisyyon etmali?
Teorem 1.8. M funksiyalar sisteminin tam olmasi iigiin
zaruri va kafi sart onun T, T;, S, M, L qapali siniflarindan heg
birina biitévliikds daxil olmamasidir.

Isbaty. dvval zoruriliyi isbat edak. Tutaq ki, 7V tamdir, yo'ni
[NVI=P,va T, T,, S, M, L siniflarinden birine daxildir. Onu
TV ils isare edak, yo'ni v < M. Onda M -in qapaliq vo
qapanma xassalarine gérs P,=[1V I[N =7
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Demoli, T =P, olur ki, bu da dogru deyil. Zorurilik

isbat olundu. _ o
’ indi Kafiliyi isbat edok. Tutaq ki, 70 bu 5 sinifdon heg

birina daxil deyil. Onda 7V -don 5 funksiyadan ¢ox olmayan

funksiyalan éziinde saxlayan elo M ' alt sistemi ayirmagq olar
ki. bu 5 sinifdan heg birina tamamil> daxil olmasin. Bunun

iclin 7 -don f,-,fj,fs,fm, ; funksiyalanni gotiirak, harada ki,
f eT.f, eT.f, €S./n eM,f, ¢L.
'rb’—:{f,,fj,fs,f,,,, ,} gebul edak.

Kafiliyin isbat li¢ marhaladan ibaratdir.

l f f ; fs funksiyalannin k&mayi ilo 0,1 sabitlorinin qurul-
. 1) A

maSI. . = 1} 1} .
f.(f, ¢T,) funksiyasina baxaq. Burada iki hal miimkundr:

1). f.(1,..,)=1. Onda @(x) = f,(x,...,x)=1 sabitdir, ona
goro ki,
(0)= £,(0,...,00=1,
()= f,(1,....)=1
ikinci sabit f; funksiyasindan alinur:
f(1,...D=0
2). £(1,..,1) =0 Onda ¢(x) = fi(x,...,x)— X -dir.

Ona gdra ki,
@(0) = £,(0,....0)=1,
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() = £(L....1)=0

f.(f, ¢8S) funksiyasini gétiirok. X -nin alinmasina goro vo
6zii-6ztina ikili olmayan funksiya haqqinda olan lemmaya
asasan, f, funksiyasindan sabiti almaq olar. ¥ -in alinmasina

goro biz ikinci sabiti do ala bilarik. Belalikla, har iki halda biz
C,1 sabitlorini aling.

Il. 0,1 sabitlori vo [, funksiyas vasitesi ile X funksiyasinin
qurulmast. Bu iss monoton olmayan funksiya haqqinda olan
lemma vasitssi il hoyata kegirilir.

lll. 0,1 sabitlori vo X, f, funksiyalan vasitesi ilo x,-x,
funksiyasinin qurulmasi. Bu qeyri-xatti funksiya haqqinda
olan lemma vasitasi ilo hoyata kegirilir.

Belalikls, 7' (vo demsli M) lizorinds diistur vasitosi ilo X
va X, -X, funksiyalanni realizo edirik. Bununla kafilik isbat
olunur.

Teorem isbat olundu.

Natica 1. P,-don olan ve Ml # P, sartini 6dayan har hanst M
qapah sinfi, T,, T,, S, M, L siniflorinin he¢ olmazsa birino
daxildir.

TJ'rf. Pidan olan 7 funksiyalar sinfi o vaxt maksimal
adlamir ki, 7 tam olmasin, lakin ixtiyari f(f €P,,f ¢n)

funksiyasi tciin 7 U{f} sinfi tam olsun.

Aydindir ki, har bir maksimal sinif tamdir.

Natico 2. Mantiq cabrinds yalniz T, T,, S, M, L maksimal
sinfi mévcuddur.

Misal. Géstorak ki,
f1 =X, 'xz;fz =0§f3 =1;f4 =X, +Xx, +x,

funksiyalar sistemi tamdir.
Aydindirki, f; ¢ T, f, ¢T,,f, e M, f, ¢ L. f, ¢8.
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Digor torefdan funksiyalardan har hansi birinin atiimasi tam
olmayan sistema gotirir.

{2 fide L, {1 fide T,
Uofofiye b, 1.1 fiye M.

Teorem 1.9. P,-do tam olan har bir 7 funksiyalar

sistemindan, 4-dan az olmayan funksiyan 6ziindo saxlayan,
tam alt sistem ayirmagq olar.
[sbatr. 9vvalki teorema gdro N sistemindon 6ziindo 5-dsn

cox olmayan funksiyani saxlayan tam 7' alt sistemini
ayimaq olar. Amma f; ¢ T, funksiyas: bundan slava, ya oz-
oziine  ikili  deyil (1-ci hal), ona goéro ki,
£,(0,..,0)=f,(1,...,1); ya da monoton deyil va 1-i ziinds
saxlamir (2-ci hal), ona gore ki,

£.(0,...,00>f, (L...,))

Ona gors da ya {f,,f,,f,.f,} sistemi tam olur, ya

da {f,,f,.f,} sistemi.

Teorem isbat olundu.

CALISMALAR

1. Sks yigimlarda eyni giymat alan n dayigsnlerdan asili

mantiq cobri funksiyalannin sayini tapin.
2. Asagidaki disturlan inkar amalinin ancaq arqumentlarin
{izarinda olan diistur saklina gatirin:

a) x-yvz

by x-(x-yvy-zv(yvi-z))

3. Asagidaki diisturlarla realizo edilon mantiq cabri
funksiyalannin cadvalini qurun:
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a) (x> ) +H{(y—2)+(z->x);
by Zvy)v(x-DI(x~y);
V) (x /¥ DIz

4. Verilon miinasibatlorin dogrulugunu yoxlayn:
aAx>~2)=(x>2)~(x->2z);
V) x+(yo2)=(x+y)>(x+2).

5. osas ekvivalentliklardon istifade etmakle 7T vo cB
diisturlannin ekvivalentliyini isbat edin:

) n=(x> )~ (xP)+E~)H=@vy GV
B m=x—(x)> (x> y) >0, H=y>(x—>2)
6. Asagidaki funksiyalan mitkemmal d.n. f. vo k.n.f. gaklinds
gostarin:

a) f(x,y,z2)=(01101100);

b) f(x,.2)=(x~y)(z>1);

v) f(x,y,2,0)=(x > y-2)-(y-t+2) > (x-)vX.

7. Qeyri-miioyyon amsallar Usulu ilo asagidaki funksiyalar
iiclin Jeqalkin goxhadlilorini tapin:

a) f(x,y)=(1001);

b) f(x,y,z) =(01101000).

8. Asagidaki funksiyalann asash dayigonlarini tapin:

a) f(x,y,2)=(x>(xVvy)—>z;

b) f(x,y)=(xvy)—>Y.

9. Verilan funksiyalan Jeqalkin goxhadlilari soklinds gostarin:
a) asas mantiq amaliyyatlanni;

b) xvyvz;

V) X YVY-ZVvX-Z;

10. g funksiyasi f funksiyasina ikilidirmi?

a) f=x+y, g=x~Y;

52

b) f=)?-y-zvx(y~z), g(x,y,z)=(01101101);

V) [=X-yVX-ZVYy-Z,g=x-y+x-zty-z.

11. Asagidaki diisturlaria verilon f funksiyasi &zii-6ziina
ikilidirmi?

2 [0 =) > x> (¥ —>2);

b) f(x,y,2,t)=(Xvyvz)-tvE-y-Z.

12. Gostarilon funksiyalardan hansilan monotondur?

a) X-yvx-zvy-z,8 x-y+y-ztx-z+z,

by x>, d) xvy~xf-7,
v) x-y-(x+y), e) f(x,y,z)=(00110111),
q) xXvy~Xvy, =) f(x,y,z)=(01100111).

13. Monoton funksiyaya ikili olan funksiyanin ikili oldugunu

isbat edin.
14. f funksiyasim Jeqalkin goxhadlisina ayirmagla onun

xatti olub-olmadigini arasdinn:
a) f(x,y,z)=(x-yv5c‘-7)+z;
b) f(x,y,2) =%y (Xx+));
v fy,0)=x—>y)-@>x)~2.
15. n dayisondan asil nega xotti funksiya vardir?
16. Tutagq ki, f(x,...x,) Vo g(x,.»rX,) verimis
funksiyalardir vo biitlin j = 12,...k tgn 1<i,<m. Bul
funksiyalannin téremsalarinin xassalorindon istifade etmakls
asagidaki minasibatlarin dogrulugunu gostarin:
af+g) . 9 |
a) = H
A%, 50 %,) X, 0%,)
Af-8) g

by 8 o T
D B t) © Ok,

53



Xfve) _g. A

V) - .
[ZC AN Z TS

17. Asagidaki funksiyalar sisteminin tamligim isbat edin:

a) {x-y,%}, q {xvy},

b) {xvy,X}, g {x+y,xvyl},

v) {x-y,x+y,1}, d) {0,Lx-y,x+y+z}.

18. Tamlig me'yanndan istifade etmakla, 7 sisteminin tam
olub-olmadigini arasdinn:

A n={x>yx->y z},

by n={x—>yX~y z},
wn={0Lx-(y~2z)vx-(y+2)}.

@ 1 ={(S\M)UL\(LUTL))}.
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It FOSIL. k - QIYMOSTLi MONTIQ FUNKSIYALARI

§ 2.1. k - giymatli montiq funksiyalari vo disturlan

Tutaq ki, X = {a,,2,,...,2,,...; miayyan dayisanlar
(arqumentior) olifbasidir. Arqumentlori E, ={0,],...k-1}
coxlugunda  t3'yin f(a,,a,,....a,)
funksiyalanina baxaq ki, oldugda, bitiln
a=(a,..,a,) €eEx.xE, =E; Uin f(a...a,)€E,

A ———.
n poda
olur. Mantiq cabrinds oldugu kimi, £, ¢oxlugundan olan

doyisenlor Uglin  Xx,y,2,...,X,,¥,52;5... metaisaralarindan
istifado edacak, funksiyalan ise sadsca f(x,,...,x,) soklinda
gostaracayik.

75'rif 2.1. Arqumentlori vo qiymatlori E, ¢oxlugunda
doyisean y = f(x,,...,x,) funksiyasina k-qiymstli mantiq

funksiyasi deyilir.
Belo funksiyalar asagidaki kimi cadval Gsulu il tosvir oluna

bilarlar.

olunmus elo
a ek,

CODVAL 2.1
xl e X xn f(xl""’xn—l’xn)
0. 0 0 f0... 0. 0)
0..0 1 f0..... 0, 1)
0..10 fO.... 1, O)
k-1 ... k1 kel fk-1,.... k-1, k-1)

Bu cadvalda mﬂayyén qayda il (mas. tam
0,1,2,...,k" —=1 adodlerinin k asash sistemda ayrilist kimi)
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uzunlugu n-3 barabar olan biitliin k-gqiymotli ylglmlar \C)
onlann har birinds funksiyanin aldigi giymatior gostorilmis-
dir. '

X olifbasi iizerinds biitlin  k-giymotli montiq |

funksiyalar vo O,1,...k-1 sabitlor ¢oxlugunu P, ils isara edak.
Xy5...,X, doyigsonlorinin n-8igiili (a,...,a,), harada ki,

@, € E,, yigimlannin imumi say1 k" -5 barabar oldugundan,
asagidaki naticani aling.
Teorem 2.1. B, ¢oxlugundan olan vo n sayda dayisanlor-

den asih biitiin funksiyalann sayi p.(n)=k"* sdadins bara-
bardir.

Bu deyilanlordan ¢ixir ki, £ >3 olduqgda, F,-dan olan
funksiyalann cadval tisulu ils tasvir edilmasi P, halindakina
nisbaton ¢stinlssir vo n  sayda dayisendan asili bela
funksiyalann nazardon kegirilmasi prosesi effektiv olmur.
Mssalon, k=3,n=2 olduqda, p,(2)=19683 olur.
Aydindir ki, bu qadar funksiyalan yuxandak: cadval vasitosi
ilo nazordan kegirmok tacriiba baximindan ¢cox ¢atindir.

P,-dan olan funksiyalar iiciin (P, halinda oldugu
kimi) ssash va fiktiv doyisanlardon, funksiyalann bsrabar-
liyinden danismaq olar. Bu iss o demakdir ki, P, ¢oxlugun-
dan gotiriilmis funksiyalar fiktiv dayisanlar dagqiqliyi ilo
baxila bilarlar.
indi iso mantiq csbrinden bizo ma’lum olan elementar
funksiyalann ba'zi k-qiymatli analoqlan barasinds ma’lumat
verak.

1. Sabit funksiyalar, yo'ni biitiin arqumentlari fiktiv olan
funksiyalar: k-qiymatli mantiqds k sayda sabit funksiyalar
vardir: f, =i;i=01. k—1.
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2. Birdoyisonli funksiyalar igorisinds asas rol oynayan
.agldakl elementar k-giymatli manticj funksiyalan vardir. .
22151, X=x+1(modk) inkar funksiyasimn giymatlorinin

sdévril” yerdoyisma ma'nada imumilagmasidir: bu funksiya-

ya Post inkan da deyilir. .
2.2. ¥ = Nx=k-1-x inkar funksiyasinin bagqa bir imumi-

losmasi olub, giymoatlorin “glizglivari” in'ikast ma'nasinda

basa diisllr. o
B?f funksiyant ba'zi adabiyyatda Lukasevig mkar.1 da ad!an-
dinrar. indi ise k-qiymatli mantiqin xarakteristik funksiya-

lanni daxil edsk. o .
2.3. Birind nov xarakteristik funksiya I,(x),i qiymatinin

xarakteristik funksiyasi olub,

k-1 x=1i olanda,
],-(x)= 0’ x #i olanda (i:o,l,...,k—l)

soklinds to'yin olunur: i# k —1 olduqda, inkar funksiyasini
iimumilagdirir. ] .
2.4. ikinci név xarakteristik funksiya y,(x) asagidaki gokilds

ta'yin olunur:

1, x =i olanda,

Zi(x)z{

0, x #i olanda.

Aydindir ki, k=2 olduqda, ,(x) = z,(x). »
Misal. Cadval tsulundan istifads edib, k=4 hal {iciin biitlin

yuxarnda gostorilmis elementar funksiyalan quraq. . .
Bu halda n=1 arqumentli doérdgiymstli mantiq

funksiyalannin cadvali satirdon tegkil olunur.
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Sabit funksiyalar: f, =0, f, =1, f, =2, f, =3. Bir-dayisenli |

dordgiymoatli moantiq funksiyalan asagidaki cadvalds veril-

misdir. .
CoDVOL 2.2 |
x % Nx L) | z®
0 1 3 I,(x) Zo (%)
! 2 2 L(x) | 2@
2 > . L& | 2®
I,(x) (%)

3. indi iso ikidoyiganli elementar funksiyalan daxil edak:
3.1. min(x,,x,) k-giymatli konyuksiya funksiyasi.

3.2. x,-x,(modk) - k moduluna géro vurma olub, konyuk- |

siyanin basqga bir imumilogmasidir.

3.3. max(x,,x,) funksiyasi k-qiymatli mantiq dizyunksiya

amplini to'yin edir.

34. x, +x,(modk) - k moduluna gdro comlosma olub, |

mod 2 -y nazaran comloms amalinin imumilosmasidir.

3.5. ikidayisonli k-giymatli mantiq funksiyalan icorisinda l
montiq cobrindsn bize ma’lum olan Vebb funksiyasinin da ,

analoqundan danismaq olar:

Ve(x;,x,) = max(x,,x,) + 1(mod &)

k=2 olduqda, V,(x,,x,) Pirs oxu mantiq funksiyas! ilo ist- |

{isto diistir:

V,(x,,x,)=x, Tx,=xVvx, =(x vx2)€Bl(mod2)=f1 INA
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3.6. Eyni qayda ilo k-qiymatli Seffer montiq funksiyasini da
ta'yin etmak olar: ’

S, (x,,x,) =min(x,,x,) +1(mod k).
Ma’'lum oldugu kimi, k=2 olduqda,
S, (x,,x,) =min(x,,x,)+1(mod2) = x, Ax, =x|x,

Bununla vyanasi, k-giymstli montiq funksiyalan ({igiin
asagidaki elementar amallari ds t3’yin etmak olar.
3.7. k moduluna goérs farq funksiyasi:

x-y, ogar 0<y<x<k-1,

x—y(modk):{k_(y_x)’ ogar O0<x<y<k-L1

3.8. k- giymatli implikasiya funksiyasi:

k-1, sgar 0<x<y<k-1
xX—>y=

k-1-x+y, agor 0<y<x<k-l

3.9. k- qiymatli kasik forq funksiyasi

. 0, ogar 0<x<y<k-1,
rr= x—y, ogar 0<y<x<k-1

ikidoyisonli dordgiymatli elementar funksiyalar tgiin
asagidaki cadvali yazmagq olar.
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CoDvol 2.3

xx, | min(x,,x,)| max(x,x) V,(x, X)) x +x,(mod4)| x -x,(mod4)

01
02
03
10
11
12
13
20
21
22
23
30
31
32
33

WN—=ONN—=O===00000
WWWWWNNNWN==WN=0
COOOOWWWOWNNOWN=
N=OW—=0WNOWN=WN =0
~NWONONOWN—~OOOOO

Ry
WN=OWWN-WWWNWwWwWwwW| |

*

Bu deyilonlordon gdriniir ki, k-qiymatli mantiqds (k>2) eyni
bir mantiq c<abri funksiyasinin bir ne¢a analoqu vardir va
onlardan har biri homin funksiyalann uygun xassalorini
imumilosdirir. k-giymatli montiq funksiyalanndan togkil
olunmus diisturlardan da danmismaq olar. Belo disturlan

montiq cobrinde oldugu kimi, latin slifbasinin horflori ilo

isars edacayik:

U(x,,...,x,), ULf,--. [, 1,

Purada 1-ci halda diisturun dayisendean asihihigl, 2-ci halda
iss diisturun tagkil olundugu funksiyalar géstarilmisdir.
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§2.2. k-giymatli mantiq diisturlannin realiza edilmosi.
Dizyunktiv va konyuktiv normal formalar

Hor bir U(x,,..,x,) disturuna qarst P, -dan
miisyysn f(x,,...,x,) (bunu oksar hallarda f;(x,,...,X,) ilo
isaro edirlar) funksiyasi qoyulduqda, U dusturu f funksiya-
sint realizo edir deyilir vo asagidaki kimi yazilir:

U(xy,...x,)=> f, € P,

Montiq cabrinds oldugu kimi, k-qiymatli superpozi-
siya amali do (C -omali) to'yin edils bilar. Mes. f,..., .
funksiyalannin superpozisiyalanni

ClfisSnl=U

k-giymatli mantiq disturu gaklinds gostarmak olar.
k-qiymatli montiq funksiyalannin P, ¢oxlugu ile C

amolinin dogurdugu sistema funksional sistem deyilir vo
(P,,C) kimi isaro edilir.

75 rif 2.2. Tutaq ki, f, vo f, funksiyalan U vo V' distur-
lanni realize edir. 9gar f,, = f, olarsa, onda U va V dis-

turlanna ekvivalent diisturlar deyilir.

Disturlann ekvivalentliyi anlayisina asaslanaraq, k-qiymatli
elementar mantiq funksiyalan tgiin asagidaki asas xassalarin
dogrulugunu gostormak olar:

Tutaq ki, (x,ox,) isarolomasi vasitssi ilo

min(x,x,), Xx(modk), max(x,,x,), ¥ +x(modk)

funksiyalanndan istanilon biri gdstorilmisdir.
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1. (x, ox,) funksiyas: assosiativlik xassasino malikdir:

((x1 ox2)0x3) =(x1 °(x2 °x3)) .

2. (x, ox,) funksiyasi komutativlik xassasina malikdir:

(xl °x2) =(x2 Oxl)‘

Montiq diisturlarinin yazilmasi zamam A amalinin v
amalindan avval yerina yetirilmasi qaydasini va assosiativiik
xassasini nozare alaraq k-giymotli diistur ifadslorinda
md’tarizs isaralorini atmaq olar.
indi isa

{0,1,....k—~LI,(x),..,1,_(x),min(x,,x,),max(x,,x,)} .

elementar funksiyalar sistemina aid bir nega qrup eyniliklari
(qaydalan) gostorok.
3. I simvolunun diisturun “dorinliyina” endirilmasi xassosi:

k-1, c=0
0 (o,c=01,.. k-1

2

-]

, C#%O

L(x)v.vI_(x)vI,(x)v.VvI_(x), c=0,

I_(1.(x))=X0, O<o<k-1,

1,(xx,) = 1, (e )1, (e v v () v
VI (0 X (x ). v, (x));
I, (x,vx,)=1 (x)I,(x,)v..vI (x,))v
VI () (1 (x v vI (X)),

4. Distributivlik xassosi:
(xl VX, )x3 = (x1x3) v (xzxs ),
(X)) vx, =(0x v )x,vx,).

5. Dayisanlorin “tomiz” daxil olmalannin aradan ¢ixanlmasi
Xassasi:

x=1-1,(x)v2-L(x)v.v(k-1I,_ (x).
6. Dayisonin daxil edilmasi qaydasi:
x, = X, (L, (5,)Ve. v, (3,))
7. Sadolasdirmos qaydasi:
1,0 (x)= {

I (x), =0,

0, T# 0,
ot = min(o, 7); ov t=max(o,7),
(k-Dx=x, 0-x=0,

(k-Dvx=k-1, Ovx=x.

Yuxanda gostarilon 1-7 xassalarino asaslanaraq
{0,...k—11,(x),..,1I,  (x),min(x,,x,), max(x,,x,)}

elementar funksiyalar sisteminin kdmayi ilo basga yeni
eyniliklar almaq olar.

Elementar funksiyalann 6dadiyi yuxandaki eyniliklor-
dan ¢par ki, Bul funksiyalannin ba'zi xassaleri & >2 halinda
dogru deyil.

Misal.
1) ~(~x)=x,lakin X # x (k 23 olduqda),
2) ~ (min(x,,x,)) = max(~ x,,~ X,), lakin k 23

olduqda, min(x,,x,)# max(X,,Xx,).

63



Yuxanda dediyimiz assosiativlik xassasina osasiana-

raq, n sayda arqumentlorin k-giymatli dizyunksiyas: vo
konyunksiyasi funksiyalanni ta'yin etmak olar:

_\_{x,. =X, V..vx,, (2.2.1)

/_}xi =X ALAX, . (2.2.2)
I,(x) xarakteristik funksiyalan vasitssilo asagidaki kimi
konyuktiv ifade daxil edak:

(00'1:-»% (xl""’xn) = /\ Ia,- (xi) (223)

Xarakteristik funksiyalann va konyuksiyanin xassasindon qIxir
ki, miisyyen o =(0,,...,0,) yigiminda @ konyuksiyasinin
(k-1)-o barabar olmas: tilin zaruri vo kafi sort

X, =O'1,.,,,xn =0,

barabarliklar sisteminin &denmasidir. Arqumentlorin basqa
yigim qiymatlorinds xarakteristik konyuksiya O qiymat alir.
Belolikls, ¢ xarakteristik konyuksiyasimin k-qiymatli montiq-
daki rolu, mantiq cabrinds vahidin xarakteristik funksiyasinin
rolu ils eynidir.

Teorem 2.2. istenilon f(x,,...,x,) € P, funksiyasi asagidala
sakilds tasvir oluna bilor:

f(xl,...,xn)=( V )Ia1 (x)A..A
n, (x)A f(oy,...,0,) (2.2.4)
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Birbasa yoxlamagla bu miinasibatin dogrulugunu géstearmak

lar. .
© k-qiymatli mentiq funksiyasiin bu aynlisi mantiq

cobrindski mitkarnmal d.n.f-nin imumilegmasidir.
indi isa

AN\ (I, (x)v..vI; (x,)) (2.2.5)

Ol (o1...0,)

¥, . (X505 %,)

soklinda k-qiymatli xarakteristik dizyunksiya to'yin edak: .
| inversiya va dizyunksiyanin xassalerindsn alinir ki, bii-
tin o =(o,,...,0,) Yigimlan ¢oxlugunda heg¢ olmazsa, o -nin

bir giymati ti¢lin x, # o, olarsa,onda ¥, . (x,,....x,)=k~1
olur. Digoar torofdan

x, =0, (i=12,..,n)

H

miinasibotlarinin  eyni zamanda d&danildiyi ylglmlérc!a
xarakteristik dizyunksiya sifra gevrilir. Belslikls, xaraktenst!k
dizyunksiya ¥, montiq cabrindaki sifinn xarakts.ristnk
funksiyasi rolunu cynayir. Bu mithakimalordon asagidaki

aynhs alinir. ) .
Teorem 2.3. istanilon f(x,,...,x,) € F, funksiyas! asagida

sakilda tosvir oluna bilor:

f(xl,...,xn)=(a/\a RACH Y

,,,,,

v (x,)v f(0o,..,0,) (2.2.6)

Bu aynlis k- giymatli mitkemmsal k.n.f. adlanir.
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§ 2.3. k-qiymatli montiq funksiyalannin modulyar
coxhadlilora nazaran aynlislan

Yuxanda gostorilmis k-giymatli d.n.f. va k.n.f. ilo
yanasi, k-giymotli mantiq funksiyalannin els aynhslanndan |

da sShbat gedo bilar ki, orada dizyunksiya ve konyuksiya

smpallarinin yerine modula gére camlama vo modula géro |

vurma amallari istifads edilmis olsun. Modul amallarinin

istifade edildlyi bu tipli aynlis k-giymatli mantiq

funksiyasinin asagidaki teoremls verilon tasvirine asaslanir.
Teorem 2.4. Istenilon f(x,,...,x,) € P, funksiyasi asagidaki
sokildo tosvir oluna bilar:

fx,.nx)=2 X, (X))...

(01,-.0p)

X, (%) f(0,,...,0,Xmod k) (2.3.1)

Bu aynhsda istifade edilon cobri amallar k moduluna
goro comlams vo k moduluna géro vurma amallari olub,

uygun olaraq +(mod k) va - (mod k) simvollan ilo isare
edilmisdir.

Baraborliyin sag torofindski com isarasi altinda olan

101...0',, ('xl""’xn) =la1 (x])"‘Zo',, (xn)(mOd k)

ifadesini svvalki hallara analoji qaydada k-giymatli
Xarakteristik modulyar hasil adlandirmaq olar. Goriindilyii
kimi, misyysn (o,,...,0,) yigiminda Xoyoy, (X150 X,)

xarakteristik modulyar hasilinin vahide barabar olmasi lclin
zoruri vo kafi sort

X, =0,.,X,=C

n
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parabariiklor sisteminin 6denmasidir. )
X, X, .-, X, doyiganlorinin k moduluna gore Q(x,,X,,...,X,)
g:)xhadlisi dedikda, asagidaki ifads baga distlr:

a, +ax,+..+a,x, (modk)

purada a, omsallan E, g¢oxluguna daxildider; X, i§a

{x,,x x } ¢oxlugundan gotiiriilmiis hor hansi doyigan,
s XgseenrX,, . .

yalda homin ¢coxluqdan gotirliimus dayisenlerin mod k-ya

nozaran hasilidir. .
75 rif 2.3. 9gar har hansi f (x,,%,5..-,X,) € P, funksiyasi

ficin k moduluna nazaran tagkil olunmusg el Q(X,,X5,..5%,)
coxhadlisi varsa ki,

f(x,%55.05%,) = Q(x,,X5,...,%,) (2.3.2)

miinasibati dogrudur, onda homin funksiya ¢oxhadli ilo
tosvir olunandir (realizo olunandir) deyilir. o .
P ¢oxluguna daxil olan funksiyalar iiglin Jeqalkin
k

ini 0 imi grudur.
teoreminin asagidaki kimi analoqu dognf .
Teorem 2.5. Tutaq ki k=p-sads odaddir. Onda istenilon p

qiymatli  f(x,,...,x,) funksiyasi p moduluna goéra togkil
i i ir oluna bilar.

olunmus ¢oxhadli goklinds tasvir o X o

jsbati, Dogrudan da teorem 2.4.-2 gbra P -don goturtilmis

istonilon  f(,,...,X,) funksiyasi ciin asagidakn yazihig
dogrudur:

FxenX)= 2 X ()

(O} ,:0n)

2., (x)f (01,....,0,)mod p) (3.3.3)
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burada comlesms va vurma omollari p moduluna goére
aparnlir.
Eyni zamanda

lPa‘aT.,an (xl’x2""f'xn) =Zo'1 (xl)"‘XU" (xn) (mOd p)

olur.
Demali, f funksiyasinin mod p-ys nazaran polinom saklindo
gostarilmasi masalasi y,(x),..., Xp1(x) xarakteristik funksiya-

lannin polinomlarla tasvir edilmasins gatirilmis olur.
Digar torafdon hamiso

Y. (X)=x,(x€ o) (mod p)(o=0,1,...,p-1)

miinasibati dogrudur. Bu iss o demakdir ki, f funksiyasinin
polinom saklinds tosvir edilmasi mosalosi X, funksiyasinin

P-y® nazsren polinom saklinds gdstarilmasi masalosine
gotirilmis olur.

M3'lum oldugu kimi, ki¢ik Ferma teoremino goro,
(a,p)=1 sartini 8dayan istanilan a adadi ticlin hamigo

a” =1(mod p) (1<a<p-1)

minasibati  dogrudur. Digsr tersfden p-sade adad
oldugundan, a=1,2,..p-1 gqiymatlar goOstarilon  sorti
odayirlar. Demali,

2,(x)=10x" (mod p) =1®(p-1)® x*" (mod p)
burada
0<x<p-1va gy, (x)=yg,(x © 0)=x,[xB(p-1)Q 5]

oldugunu nazaro alsaq,
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7(x)=10(xOD" (modp)=1&(p-D[x® p-D]"" (mod p)

2,(0)=10(x©2)" (mod p) =1®(p-D[x® p- 2)]"" (mod p)

£,,(0) =10 (O (p-1)*" (mod p) =1®(p= D[z ® D" (mod p)

20X, 2 (%),..., X, (x) funksiyalannin polinom soklindaki
0 E LRRES —

bu ifadslerini f(x,,...,x,) funksiyasin yuxandaki aynlisin-
da yerina yazib, hamin ayrihig {izorinds ba'zi sade gevirmalar

aparsaq, alang:

f(x,....x,)=a,®a ®x,S.0a,®x,®a,, ® x? +
®a,,x, ®x,®. Da,@x!" Da, x" @x, 0.0
®a, ®x7 @x'®..Qx!" (mod p)
burada
a, €E,={01,...p— 1},i=01,.,p" -1

Bu ifadonin sag torofindoki elementar konyuksiyalan
asagidaki kimi isara edak.
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R =1
R =x,1<i<n
Rn+1= 12

R, =x""'@x'®. @x"
p -1 n

Onda har bir Q(x,,x,,...,x,) € P,goxhadlisini

-1

Q(x,,%,,....x,)= D.a,® R (x,,x,,...,x,) (mod p)
i=0

saklinda yazmagq olar;

R=(R,R,...R, )

-
vektoruna Q(.) ¢oxhadlisinin amsallar vektoru deyilir.
f(x,,...,x,) € P, funksiyasin realizo edan goxhadlinin tapil-

masi mantiq cabrinds oldugu kimi, qeyri-miisyyan amsallar
iisulu ils apanla bilar. Yuxandaki goxhadlini gétiiriib, har bir

o=(0,,...,0,) €(E,)" yigm iclin

a=(ao,a,,..,am_,,...,a,,...,ap,,_l)
smsallanna nazaren GF(p) meydani iizarinds R(o,,...,0,)®a =
=Q(0a,,...,0,) (mod p) kimi xatti tonliklor sistemi toskil
edirik. Homin sisternin halli Q ¢oxhadlisinin axtanlan
amsallanm verir.

Asagidaki cadvalde k=3 halh {giin osas moantiqi

amallors  uygun (realiza edon) Q modulyar polinomlar

gostarilmisdir.
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CoDVol 2.4
f(x) k=3 Modulyar manitigi polinom
(Q-forma) Q(x)

% 2020 x®x*(mod3)

$ 1@ x(mod 3)
xXVy x®y®20xy®x Oy ®x* O y(mod3)
XAy O @20x°Oy®2@x* ® y(mod3)
x®y x @ y(mod 3)
x-y x ® y(mod 3)
x/y 10x®yP20x0xQ Yy Dx*Qy®x’©y*(mod3)

Baxilan masalanin hallinin basqa iisulu da taklif edils bilar.
Dogrudan da birdayiganli g(x) funksiyasiun polinom
soklindo  aynhigini almaq {iclin geyri-miioyyan amsallar
isuluna miiraciat edak.

g(x)=a, ®a, ® x®..Ha, x""' (mod p)

Bu miinasibatds x=0,1,..,p-1 gotlirsak, a,,q,,...,d,,

amsallanna nozoran asagidaki tonliklor sistemini alang:
a,®a,-0®a, 0°®.Sa, 07" =g(0),
a,®a,®1'®a, - '0..0a, - 1" = g(1),

a,®a, ®2 ®a,-2°®.®a, 2" =g2)

a,®a,®(p-1)'®a,(p-1)'®..®a, - (p- D' =g(p-1).

Alinan sistemin determinant
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1 0 0 ... 0
1 1 | 17!

A=|1 2 22 27" | (mod p)
1 p-1 (p-1° (p-D

mashur Vandermond determinantidir.
Ma’lumdur ki,

A= JT(-i)(mod p)

0<i<j< p-1

p-sade adod oldugundan, A #0(modp). Onda xatti

tonliklor sisteminin hallini veran Kramer diisturlarindan
istifada etsak:

a,®A=A (modp) (i=0,1,...,p-1)

burada A,,A determinantinin uygun minorudur:

1 0 0 .. © g0) 0 ... 0
1 1 2ot g 1 . 1
A =1 2 22 27 g 2% .. 2r!

..............................................................................

1 p-1 (p-1° .. (p=-D"" gG) (p-D" ... (p-D"

Belslikls, baxilan xatti sistemin yegana hallini almis
olurug. Bu iss ona uygun g(x) funksiyasmnin polinomla
yegana ifads olundugu demokdir.

Jeqalkin teoreminin analoqu olan bu teorem E,
¢oxlugunun mioyyan additiv vo multiplikativ amsallora
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nazaran sonlu meydan va ya Qalua meydant amals gatirdiyi
hallarda da dogrudur. Cobrda gdstorildiyi kimi, belo sonlu
meydanin qurulmasi ancaq vo ancaq ¢ halda miimkiin olur
ki, k=p™ olsun (m>0-tam adaddir). Onda deyilon Qalua
meydani izomorfizm daqiqliyi ils birqiymatli to’yin olunur va
bir gqayda olaraq, GF(p™) ilo isara olunur (burada GF - Galois
Field ingilis sdzlorinin bas harflarindan tagkil olunur, p™ ise
meydandaki elementlorin sayimi géstarir).

Belo meydanin elementlori comlome omaline
nazaran xarakteristikasi p olan additiv Abel qrupu amals

gatirir. Bu fakt istanilon @, e GF(p™) elementinin ham da

i

a=a" 10a{e®..Sa? -
voya &= p gbtiirmaklo
=a"®10a ® p@..Pa" ® p™!
;=04 , Y pL..a, O p

alinan ekvivalent tasvirlarindan gixir.
istaniloan @ € E, elementi iigtin

a®..Ba =0,
—

14

miinasibati Odonilir. Burada O ilo qgrupun sifin, @ ilo
meydanin additiv amali isara edilmisdir. Bu qrupun ixtiyari
a elementini p-asash sistem Uzra (a,,...,c,) kimi p-

qiymatli yigim soklindes ds gdéstarmak olar. Onda GF(p™)
meydaninda iki

a=(a,..,a,)
=B, 8)
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elementlarinin comini asagidaki kimi ta'yin etmak olar:
a®p=(a,®p,....,a,Dp,)

Qalua meydaninin  biitin o #0 elementor
meydanin 2-ci amaline nazaran ddvrii qrup tagkil edir.

Misal. Tutaq ki, k=2, Onda GF(2?) meydaninin istanilan
a # 1 elementi

a’=1 *®a®1=0

miinasibatlarini ddayir.
Burada a =2 gotiirsak, alanq:

a’=0(a®)=3

Onda ixtiyari @ =0,1,2,3 e GF(2*) elementlsrini
a=¢,®¢ -2 (g,6) voya a0 olduqda, a =2',

burada ¢g,,¢, €{0,1},i=0,1,2 soklindo gbstermak olar.
Buradan alang: ’

22=a®a=3,
23=a®a’=a’=1,

3'3=a2®a2:a4=a:2.

Bu miinasibatloro asaslanaraq, GF(2?) meydaninin additiv &

va multiplikativ ® amsllerini asagidaki cadvallor soklinds

vermak olar:
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CoDVol 2.5.
Cadval 2.5 (a) Cadval 2.5 (b)
 ® |0 123 Jof1l213
0011213 ololol]o}o
110101312 11011 {213
21213101 2 10123 1}1
1 31321110 3lo|3{1]2

Teoremin isbat sxemini tokrar etmakla gbstarmak olar ki, Py
coxlugundan (harada ki, k=p™ gotlrilmils har bir
f(x,,...,x,) funksiyasi GF(p™ meydani {izarinda to'yin

olunmus goxhadlilarle t2’yin edilo bilar.
Yuxanda gostorildiyi kimi,  %,(x) xarakteristik

funksiyalan GF(p™) sonliu meydani  izorindd modul
smollarine nozaren ¢oxhadli gaklinds tosvir edilo bilarlar.
Homin funksiyalar vasitasilo istonilen p™ giymatli

f(x,,....%,) ePpm

(harada ki, (x,,...,X,) eGF(p™) funksiyasini GF(p™ sorlu
meydant {izarinda

f(x),.0X,)= z (0 0,)® X (%)

(q---an)eE:,,.
® 1., (x,)GF(p")

polinomu goklinde ~ gdstormak olar. Burada ()

funksiyalan ixtiyai x €GF (p™) Uglin Sziinamaxsus
normalliq vo ortogonalliq sartini 6dayirlor:
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-1

24M=1 2O ®)=0i%j GF(p")

Eyni zamanda, bu funksiyalar {i¢iin

(2.0 =@, GFm)

idempotentlik xassssi do dogrudur. Belo xarakteristik
funksiyalara sdobiyyatda bo'zon Laqranjin interpolyasiya
¢oxhadlilori do deyilir vo L(x) ilo isaro edilir. Homin
¢oxhadlilor vasitesile funksiyanin  p™ sayda qiymotini
bilmakls, axtanlan f(x)eP ;-

interpolyasiya etmok miimkiindiir.

Hamin goxhadlilorin tapilmasi yuxanda deyildiyi kimi, k=p,
m=1 hal tigiin:

funksiyasini  daqiq

ﬂﬂ=§ﬂ®h@x

L(x)=2,(0)=x,(x00)=10(x00)=
=10 (p-D[xD(p-1)-0"; (mod p),
c=01..,p-1

miinasibstlorine asaslanir. Bu miinasibatlore asaslanaraq,
bels Lagranj ¢oxhadlileri p=2,3,5 hallan iglin tapilmis va
asagidaki cadvalda verilmisdir:
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CaoDVoL 2.6
—3 p=3 p=5
TE,ET, L,=20x*®1, L,=40x*®],
szx_ L=20x®20x, | L=40('®x’®x*®x),
L,=20x*®x. L,=40x'030x’®x* ®20x,
L,=40x*820x’®x*®30x,
L=40x0x®40x*®x.
[—

Bu deyilanlari istanilon ¢oxdayisanli

f(x5..05x,) € Pp"m
harada ki,
(x,,...,x,) €[GF(p™)]"

funksiyasina da aid etmak olar. k-qiymotli moantiq
funksiyalanmin modul amallerine (sonlu modula nazara.rf
camlama va vurma-buna modul cabri do deyilir) gora tasviri
goriindiytl kimi, ma’lum cabri riyazi aparatin (qrup, halqa,
meydan va s.)sistemli sakilda istifads edilmasi imkan.mdan
dogur. Belo baxis n-dayisenli k-qiymatli mantiq funksiyalar
coxlugunda klassik xatti cobrin ba’zi asas anlayls vo
tasvirlarinin ds analoglarini tapmaga imkan verir.

To'rif 2.4. Tutaq ki, P"-do ¥(k,n)={¥,,....'t.}, (harada
kii, »=k" —1) funksiyalar sistemi verilmisdir. Bu sistem
ixtiyari 4,,...,4, € E, sabitlori {i¢lin

A, ®¥,D. 04,0, =0
miinasibatini ancaq va ancaq 4, =..=4,=0 olduqda

6dayirss, onda hamin W(k,n) sistemi xatti asili olmayan
sistem adlanur.
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P’-don gdtirilmiis ixtiyari  f(x,,...,x,) € F;' funksiyasi ‘

liglin
f(x,...,x,) =if,. @Y (x,,...,x,)(mod k)

burada r=k" —1, tasviri dogru olduqda, ¥(k,n) sistemi
bazis adlanir.
Modul amasllarina nazoran skalyar hasili garti olaraq,

(%,¥)= ¥ (0) O¥,(c)mod k)

n
seEy

ilo isaro etsok, onda Y(k,n) sisteminin xatti asili

olmamazliq sortini
(lP0>\PO) (q’[():lpl) s (LPO:ler)
(LPI ’ lI“0) (\Pl > LPX) oo (lPl :qijr )
AP = # O(mod k)
¢.¥,) (¥.¥) .. . (¥,.¥)

§akl_ind9 gostarmak olar. n=1 halinda bazisi almaq lglin x
doayisoninin miixtalif daracalarini gétlirmak olar:

Y(k.)={x,x*,.,x"}.

n>1 hali bir 8lglili bazislorin tenzor hasili kimi olur. Bu

bazisin komponentlori
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Askardir ki, bu baximdan yuxanda deyilan x,(x)
xarakteristik funksiyalar sistemi bazis togkil edirlor.

Niimuna: k=3, n=2 hali {iglin
) v 2. .
1{100 = 1,‘~Pm "xn\on =X, ’me =Xy
¥, =x,0x,;¥, = X ®x,; ¥, = x3;
. _ 2
¥ o=x®x;¥,=x O X,

sistemi bazis togkil edir.

k=2, p=2 halinda yuxanda tosvir olunan bazis maghur
Jeqalkin csbrino gatirir. f(x,,....x,) € P, funksiyasinin
bazis toskil edan sistem Uzre aynhgindaki f, amsallan xotti
cobrin ma'lum {isullannin  kémoyi ilo tapila bilor. Belo
tisullardan biri ortoqonallagdirma metodudur. Bu zaman
verilmis W(k,n) bazisi vo L xatti cevimasilo bagh olan
kdmakgi ortogonal

$'(k,n)=L®¥(k,n)

bazisindon istifado edilir. Homin bazisdaki f; amsallan

P (f’lP,) (AL
f, _‘————(‘{Ji,‘l’j)’ ¥ e¥'(k,n)

miinasibatleri ilo to'yin edilirlor.

¥'(k,n) bazsi tizro @' ={ fi,....f,} emsallar vektorundan
W(k,n) tzro aynbs vektoru = {foronf,} Uzra kegid
transponira edilmis matrisin kdmayi ilo apanlir:

O=L"Qd
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W'(k,n) ortogonal bazis kimi y,(x) xarakteristik
funksiyalar sistemindan istifado edilmasi slverislidir. Bu:

halda

Li=o;
0, i#o.

lf’,-(67)={ f'=flo=0)

L" matrisinin elementlorinin hesablanmasi iso K> sayda

tonliklardan ibarot

;1,,@«/4(0):/’;(0) j,o=01L. .1

sistemin holline gatirilir.
Nimuns: n vo k-min ba'zi qiymstlori iictin L™ matrisi
asagidaki sakilda to’yin olunur:

k=2, n=1
LT=(1 O)
11
k=2, n=2;
1000
I 1100
1010
111
k=3, n=1
100
LIF'={021
222
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k=3, n=2;
poooooooo\
021000000
222000000
000200100
L'={000012021
000111222
200200200
012012012
\111111111)/

§ 2.4. Coxgiymatli mantiq funksiyalannin mantiqgi va
hesabi ¢coxhadlilar vasitosilo tasvir olunmasi alqoritmlari.

ixtiyari n doyisonli k-giymotli F(3)= f(x,x,,..,x)
mantiq cabri funksiyasimi asagidaka qaydada montigi vo °
hesabi ¢oxhadlilorin kémayi ilo tasvir etmak olar:

"~

F(x)= ) fO.xi x2. .x"(mod k), (2.4.1)
i=0
kn_L . . . .

P(x)= D pOxixh  x" (2.4.2)
i=0

harada ki, f® e{0,1,2,..,k-1}vo p? eR R haqiqi
Sdadlar goxtugudur) (2.4.1)-(2.4.2) goxhadlilarinin amsallan;

t

 [x(modk), i, %0,
1 i =0, t=1n
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(2.4.1)-in doyisanlaridir, (2.4.2)-da biitiin amallor hesabidir.
k=2 olduqda, (2.4.1) c¢oxhadlisi Jeqalkin ¢oxhadlisino
cevrilir. 9sas masale ' vo p’ omsallannin tapiimasidir.
Niimuno. Tutaq ki, ¢oxdayisanli funksiya (k=3, n=2 olduqda)
¥ =[000122120]" vektoru kimi verilir.

k=3 (sada) oldugundan (2.4.1)-in kémayi ilo F'(x) asagidaki
kimi tosvir olunur:

32
F)=2f?0xx} =f20xxef"0xn®
i=0

SfPexxOfP0xx,OfVOonn® Y0
OEEANANORE AL AOE A0
OxG=f20f00x0fY0x®
Sf 0% ®f PO, ®@fP0xx®fOx}®
®fPEOxlx,®f° ©xx} (mod3).

f©.i=08 omsallan tapildiqdan sonra F(x)-i tamamilo
ta'yin etmak olur. Bu amsallann tapilmasi iigin mixtalif
tisullar mévcuddur. Asagida 1 vo p® smsallannin Furye

gevirmasinin kémayi ils tapilmasi alqoritmi sorh olunur.
Nimuns. k=3 olduqda, xAy elementar funksiyasinin

mantiqi vo hesabi ¢oxhadlilarla tasviri asagidaki kimi verilir.

F(x)=xy®20x*®20x*y®2 ©x*y*(mod3)
P __5_ _ 242 1 2.,2
(x)—zxy X=X ytoxy
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Qeyd edsk ki, coxqiymatli funksiyanmn moantigi ¢oxhadli ilo
tasviri zamani miioyyan (k ilo bagh) mshdudiyyatior ortaliga
axir. Hesabi goxhadli ilo tosvir zamam isos belo
moahdudiyyatlor yoxdur.

Digar torofdan, nozers almaq lazimdir ki, goxhadli
formalannin sintezi aparati vo onlarn qarsiliqh slagasi diskret
pazislords Furye ¢evirmasine asaslamr. Onun totbiqi,
bazislorin (diskret Furye ¢evirmosinin (DFCQ) ¢evirmo
matrislorinin) formalasmasindan va verilmis montiq cabri
funksiyasinin  spektrini hesablamaq  Uglin vektor-matris
hesablamalannin yerino yetirilmasindan ibaratdir. Bundan
sonra, mosalo spektral osmsallann analitik forma ila
svozlonmasina gatirilir ki, o da DFC bazisi ils ta'yin olunur.

Tutaq ki, DFC ciitii mentiqgi bazisds asagidaki kimi
to'yin olunur:

F=R,®X
- _ Ymod k), (2.4.3)

X= R;‘ ®F
harada ki, F=[f @ f®. f* ™) —X vektorunun spektri,
yaxud F(x) mantiqi ¢oxhadlisinin amsallan vektoru; Rw R;,f -

konyuktiv (mantigi) gevirmanin diiz va tors matrisloridir.
Onlar asagidaki rekurent qaydalaria formalasirlar:

R,=R,®R,, L
R =R @K (mod k)V? &2,n (2.4.4)
£’ =&

kt—l

R ve R, ! matrislori ¢evirmenin niivasi adlanirlar. Aydindir

1

ki, (2.4.3) gevirmasinin reallasmasi R ve R, nitvalarinin

formalasmasindan asilidir.
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DFC nivesi R matrisinin  (/,i)-c elementi R -in
formalasmasi qaydas; )

leil = li (nlOd k): l>1 € 03 k -1 (2.4.5)
kimi t3'yin olunur. Matris formas; is3, asagidaki kimi verilir.
z\i 0 1 2 S k-1
of ¢ 0 N
L r I T
2002 2! 22 e
-1 _
R = (mod k)
S e R N () N (]

R¢niivasinin formalasmas ticiin R OR, =I,(mod k)
xassasindon istifads edak. Bu matris tonliyindan R, niivasini

to'yin etmak olar. Tutaq ki, k=3. (2.4.5)-i nazars alsaq, R;'
tors matrisi

0 0 0] 10 o
R'=11° 1" 1|=[1 1 1
2 28 22| 121

saklinds olar. Onda asagidau matris tonliyi

1.0 0] [k, k, k,7[1 0 0

1 dolky Ky ky|=[0 1 0lmod3)
12 1 [k, k, k| [0 0 1
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k., =1

k,®k, ®k, =0
k., ®2k, ®k, =0
k,=0
k,®k,®k,=1 pmod3)
k,®2k, ®k,=0
k,=0
k,®k,®k,=0
ki, ®2k, ®k,; =1

moantiq: tanlikior sistemina gatirilir. Bu sistemi
hall ed: mk

kn =1 ku =0 k1:3-=0
k=0 ky =2 ki =1
ky =2 ky, =2 ky =2 aling.

Demali, : xtanlan matris

R, =

N O =
N N O
N = O

soklinds olur.
Analoji qayclada, R;' niivasi verildikds , k=5 Ugiin K matrisi
asagidak kin i qurulur:
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(0° 0 0> 0 0] [1 0 0 0 0]
1 P {11111
R'={2° 2" 2% 2% 2%(=|1 2 4 3 1
3 03 32 3 3| |13 4 2 1
(4° 4" 4 4 4| |1 41 4 1]

(2.4.4) disturlanna qayidib, k=3 va n=2 iigiin K Vo K '
matrislarini formalasdinngq.

K3 63 03 K;I 03 03
R,=|0, 2K, K, R} =K' K' K
2K, 2K, 2K, K7 2K K]

R32 va R; -matristari diiz va tars DFC konyuktiv (mantigi)
bazisdo axtanlan matrislardir.

Onlar funksiyalar sistemi soklinds interpretasija oluna
bilarlar.

indi iso mantiqi ¢oxhadlilarin formalagmasina va cnlara géro
qiymatiari vektor goklinds verilon goxglymstli mantiq cabri
funksiyalannin - MCF qurulmasina baxaq. n doayisanli MCF-

nin giymatiarini tasvir edon X vektoru iizarinds (2.4.3) DFC

apanhr. £ spektrinin elementlori (i=0,k"--1) (2.4.1)
mantigi ¢oxhadli formasinin smsallandirlar.

Nimuns: Tutaq ki, k=3 va n=2. Coxdoyisonli funksiyanmn
qiymatleri X =[222111012]" vektoru ils verilir

Telsb olunur ki, bunlar Gicin F - formani, d.d. mantiqi
¢oxhadli formasini yazaq.

X vektoru ticlin konyuktiv (mentiqi) bazisds DFC yerino
vetirak:

86

1 0 0 1271 [2]
0 2 1 0, 0, 2| |0
2 2 2 2( o

2 0 0|1 0 off1] |2

F=R,X= 0 0 1 2|0 2 1/1]=|1|mod3)

1 1 12 2 2|1} |0
2 0 0{2 0 0[2 0 oljof |o
0 1 2/0 1 2/0 1 2|1} (2
1 1 1|1 1 1{1 1 1}[2] |0]

F -in amsallanna gora, axtanlan goxhadlini quraq. Bunun
ticlin (2.4.1) miinasibatindan istifads edak:

F(x)=2®0x,D0x. ®2 Ox, ®1-xx, ® 0x,x2 ®0x’
D O0x’x, +0x/x; =202 Ox, ®xx, 2 x'x,(mod 3)
Niimuna. Tutaq ki, goxqiymatli funksiya
F(x)=2820x,®xx, ®2 ©x x,(mod3)

mentiqgi goxhadlisi saklinda tasvir olunmugdur. Talob olunur

ki, onu X vektorunun giymatlari seklinda géstarmali.
(2.4.3) miinasibatindaki tors DFC istifads edak.

1 0 0 T27 [2]
1101 0, o, [o] I2
1 2 1 0 |2
1.0 0|1 0 0|1 0 of2| |1
X=K;F=1 1 11 1 1|1 1 1]1}=|1|mod3)
1 2 1|1 2 1|1 2 1]o| |1
1 0 0|2 0 o]1-~0 o0fo0| |0
11 1|2 2 2|1 1 12} |1
1 2 1|2 1 2]1 2 1]o] |2
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Qeyd e'tr.nek l:az:mdlr ki, F-in smsallar vektorunun F(x)
goxhac}hsn $3klinds yazilmasi iigiin (2.4.1)-0 uygun olara
hadlari ciddi nizamlamaq lazimdir. e
Indi isa g¢oxqiymoatli funksi

. yalann, sonradan meontigi
(inversiya) ¢oxhadli formasi yaxud G-fo ’ -
. ’ - m

bir analitik tesvirina baxagq. et aclanan bagqa
DFC ciitli konyuktiv (montiqi, inversiya) bazisinds

o
- f(mod k), (2.4.6)

saklindadir, harada ki, G=[g®g® g T — k" sicili

. : - il
\{ektordur, vefllan bazisdo Furye spektri ma’nasini kasb idir
va elementlari G-formasinin smsallanndan ibarotdir:

k%1
— (i) =i =i =1
G(x) g 8" OX'%?.. X" (mod k) (2.4.7)

-1 v
Gk,, \'C) Gk,, -uygun olaraq konyuktiv bazisds DFC diiz va

tors matrislaridir. Onlann fo -
qaydasi qiivvadadir. fmalagmasi {iglin (2.4.4) rekurent

G’ isi i i
» matrisi har bir elementing NSzarsn formalasir, onun (i
ci elementi iso ’ g

-1 l . =‘i . ~ 7
g (Li) l(modk),VI,zeO,k—l (2.4.8)

disturu ils ta'yin of
- unur v. i i
gostorilir: ° Matils saldinds asagidaki kimi
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0 1 2 Y

[ _
-1 (k-1° (k-1)' (-D* . . . . (k-D*
k=21 (k-2)° (k-2)' (k-2 . . . k=)
k-3 _2y° ! _2 -\

G- *k-3° (k-3 *-3° . . . . (k-3 (mod )
0| o o' T

G-formanin moaxsusiliyini miizakire edak. (2.4.7) va (2.4.1)
ifadalarini miiqayiso edak. G-formas! F-formasindan ancaq
doyisanlorin inversiyasina gora forglenir. Diiz DFC G, niivasi
R, niivasi liglin avvalds baxilan metodika izro aparlr. Bels

ki, ogor k=3 li¢ilin

2° 2 22 1 21
G'=1 1" P*|=|1 11
0° 0" 0° 1 0 0| olarsa,

onda mantiqi tanliklar sistemini hall edib,

1
G, = 0
2

N = O
N NO

aling.

Analoji olaraq G, k = 5 matrisi formalagdinlir. Bunun iclin
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— _ _

4 4 4 g g M4 1 4 1
P 3 32 3 3 13 4 2 1
Gs-l =120 2! 22 93 ¢ = |12 431
LI U LIRS T 11111
_00 01 02 03 OAJ _1 0 0 0 0_

(2.4.4) rekurent qaydasina gors talsb olunan élgiids ¢evirma
matrisleri qurulur.

Misal iiglin, n=2 ictin G32 Vo G; matrislori asagidaki
kimi to'yin olunur: .

03 0, G3 G; ! 2G3_ ! G; !
G32 =l G; |2G,| 0, |, G;,l =| G G;! G}—l
2G; | 2G, | 26, G'| o | o

Demali, G-formada biitiin dayisanlar montigi  ¢oxhadliys
inversiya ilo daxil olur, ¢oxhadlinin smsallan iss F-formada
oldugu kimi, yalmz (k-1)-i asmayan tam miisbat qgiymatior
alir.

Coxqgiymatli elementar funksiyalan to'yin edarkan
onlar arasinda elo funksiyalar meydana cixar ki, onlann Bui
cabrinds analoqu yoxdur. Bu funksiyalardan biri do dévrii
inkar, yaxud Post inkandir. indi isa dayisenlari Post inkan
vasitasila verilon funksiyalann analitik tosvirlorini verak. Bunu
T-forma adlandiracagiq. T-forma asagidaki kimi verilir;

k"-—] . . N
T(x)= 310 ©R%2. f+(modk),  (2.4.9)
i=0

harada ki, /i = 0, k" — 1 goxhodlinin amsallandir vo Post
inkarli konyuktiv (mantiqi) bazisds DFC vasitasilo hesablanir:
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T=T,® X(modk); (2.4.10)

n T v
T= [t O p _1)] . Hamginin tors DFG dogrudur:
X =T, T(mod k); (2.4.11)

T matrisinin r,' elementlori

=1 ‘(modk),l,i €0,k —1 qaydas ilo formalagdinlir va
17, .. g

matris soklinds asagidaki kimi géstorilir;

1 0 1 2 Y
73\ 1
1 [ 1} 12 1]
2 20 ' 21 2 k-1
I =
(k;l) (k-1° (k-1' (k-1)° . . . (1:—}{1?"'1
0 0° 0 o ... 07 |
L
Yuxanda gdstarilon iisullara gore:
0 01 1 1 1
T,=[2 1 0}, T7'=|1 2 1)
2 2 2 10 0]

tivalarini tapingq. o
e k=3 ?/a n=2 olduqda, bunlardan istifade edarok

(2.4.4) qaydasina asasan aling:
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i 0 0 1]
0, 0, 2 1 0
2 2 2
0, |0, | 4 0 0 2/0 0 1
T,=2T,| T, |0, |=|1 2 0[2 1 0 0,
2T, | 2T, | 2T, 1 1 1{2 2 0
0 0 2/0 0 20 0 2
1 2 0|1 2 01 2 0O
11 1{1 1 1|1 1 1]
1 1 1)1 1 11 1 1]
1 2 1)1 2 1|1 2 1
1 0 0/1 0 0|1 0 O
|t 11 1(2 2 2|1 1 1
=ttt nt =l 2 112 1 201 2 1
10, |0 1 0 0{2 0 0|1 o0 0O
1 1 1
1 2 1 0, 0,
1 0 0 |

Qeyd etmok lazimdir ki, goxqgiymatli montiq
funksiyalannin mantiqi ¢oxhadlilorle (F-, G-, T-forma) tasviri
zamani k parametrinin sads adad olmasi talob olunur. Belo
ki, k=4 olduqda, gd&storilon montigi goxhadlilori qurmaq
miimkiin olmur.

Biz yuxanda ¢oxqiymstli moentiq funksiyalannin
hesabi ¢oxhadlilorin (P-forma) k&émayi ilo tosvir olunmasini
(2.4.2) diisturu vasitasilo vermisdik. indi iss P formasmin
asagidaki modifikasiyasina baxaq: dsyisenlsrin inversiya ilo
yaxud Lukasevi¢ inkan ilo (G- forma); dayisenlarin dovrii
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inkan ilo yaxud Post inkan ilo (7' - forma) avaz eaumsasi '

hallan nazards tutulur. -
Tutaq ki, P-forma (2.4.2) diisturu vasitesile t3'yin

olunur. Konyuktiv (hesabi) bazisds DFC ciitii

* (2.4.11)

kimi to'yin olunur. B
R_vo ﬁk" cevirme matrislerini to'yin etmok liglin R, vo
k" n

= . . -1 . . . a . ir
RkI niivalorini ayiraq. Rk,, cevirmasinin niivasi har b
elementine goéro hesablanir. Belo ki, R, | -ci element

asagidaki diisturla hesablanir;
R'=l' lLieOk-1 (2412

1

va matris sokli asagidaki kimi olur:

o0 1 2 R 2|
10 - 0° 0’ (. |
1 1° ! 1? C 1+
2 20 2! 22 . 2
R =
k=-D|(k-1° *k-D' *k-1* . . . (k-DH

Aydindir ki, R;'-in elementlorindsn forgli olaraq, ﬁk' '-in
elementlori tam miisbat {0,1,..,k-1} adadler ¢oxluguna daxil
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olmur, ¢iinki qiivvato yiiksaltma amali onlan goéstorilon |

giymotlar oblastindan kanara ¢ixanr.
(2.4.12) qaydasindan va

R R =NI,

asiiligindan istifads edarak, konkret k parametri Giglin ﬁk \'C)

R, ! niivalerini ala bilorik. Misal iiglin, k=3 olduqda, onlar
asagidaki kimi to'yin olunurlar:

2 0 0 100
R={-3 4 -1, E'={1 11
1 -2 1 12 4

Bu cabri tanliklor sisteminin hall olunmasindan alinir.
Analoji olaraq, k=4 iiiin

6 0 0 0 1 00 O

~ -11 18 -9 2 ~, (1 1.1 1
R4: > 4 =

6 -—15 12 -3 1 2 4 8

-1 3 -3 1 1 3 9 27

aling.

1~2k,, va Rk',,l matrislorinin formalasmasi n>2 {giin 6z
glivvasini saxlayir va (2.4.4) rekurent diisturu ilo hesablanir.
Tutaq ki, k=3 olur. Naticada:

2R, | 0, | o,
4ﬁ3 - Rs
R,
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K 0, 0,
3
- - -1 -1
Ki=| K | X, | K,
K ;‘ 2K;‘ 4K;‘

aling.

Misal. Coxqiymatli mantiq funksiyasi (k=3, n=2)
X=[222111012f

vektoru saklinda verilir. P-formasini tapmaq tolab olunur.
DFC-ni konyuktiv (hesabi) K - (2.4.11) bazisinds yazaq:

4 0 O
-6 8 -2 0, 0,
2 -4 2
6 o0 o] 8 o0 o0{-2 0 O
13=(-1-)K3,)?=1x 9 -12 3|-12 16 -4] 3 -4 1
4 41 .3 6 -3 4 -8 4|-1 2 -1
2 0o o0l-a o0 o] 2 0 O
-3 4 -1}, 6 -8 2{-3 4 -l
| 1 -2 1]|-2 4 -2 T -2
(2] ’s}
2 0
2 0
2 —4
x1=lx -2
1 4 0
0 0
1 2
2] Lo]

(2.4.2) diisturundan istifads edsk vo P-formani yazaq:
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1
P(x)= 2(8 +0x, +0x2 —4x, —2x,x, + Ox,x2 +0x? +

+2x7x, +0x2x2) = %(8 —4x, —2x,x, +2x}x,)

Alinan sonuncu ifadani cabri tips aid etmak lazimdir, :
baxmayaraq ki, o, birgiymatli gokildo mantigi funksiyam |

tasvir edir. Buna inanmaq liglin dayisonlorin ixtiyari yigim

ticlin goxhadlinin giymatini hesablayib, funksiyanin homin |
yigimdaki qiymati ilo miiqayiss etmok kifaystdir. Misal |

iiglin, x, =2, x, =1 olduqda,

P(X)=%(8—4X1—2X1X2+2X12X2)='i—(8-—4-2-—2~2-1+ !

+2-22-1):%(8—8—4+8):=1

olur va bu giymat goxqiymatli funksiyanin (2,1) yigimindaki | |
qiymoati ilo Ust-lists dilsiir. Tors DFG kémayi ilo birgiymatli §

gaydada P-nin amsallan vektoruna goérs X vektoruna
kegmak olar.
Niimuno. Verilmis

P(x)= %(8—4x1 ~2x,x, +2x’x,)

P-formasina gore X vektorunu tapmali. (2.4.11) diisturuna | |

uygun olaraq, tors DFC {i¢lin aling
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1 0 0

1 1 1 0, 0,

12 4

1 0 0/1 0 01 0 o
X=K}P=|1 1 1|1 1 1|1 1 1}«

1 2 4|1 2 4|1 2 4|

1 0 0(2 0 0[4 0 0

1 1 1|2 2 2[4 4 4

1 2 4]2 4 8{4 8 16

(8] [2]

x

|
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S
— O = = N

[\8)
—

L N L

Bu niimunalor ¢oxqgiymatli funksiyanin giymstlari vektoru-
nun vo onlann hesabi goxhadli formalanmin  qarsiiql
birgiymstli ¢evrilmolorinin sadaliyini kifayat qadar askar
sokildo niimayis etdirir.

Bir sira elementar mantiq cabri funksiyalannin hesabi
coxhadlilorle tesviri cadval 2.7-ds, mantiqi goxhadlilorio
tosviri isa coadvel 2.8-ds verilmisdir. Elo buradaca geyd
etmak yerina diigar ki, eyni goxqiymatli funksiyanin P vo F-
formalan miirakkabliyine gore bir-birindan forglana bilarlar.
Bunu cadvasllari miigayiss etmakls do g6mak olar.
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CoDVaL 2.7

S X P (x) hesabi coxhadlisi
funksiyasi
=2 | ¥ 1-x
XNy Xy
XVy X+y—xy
x®y xX+y-2xy
x>y I—x+xy
x/y 1-xy
xTy I-y-x+xy
=3 | % 2-x
X 1+§x—2x2
2 2
'XAy 5 2 2 ] 2.2
Exy—xy —xXy+—xty
Le
x+y 21 15 , 15, 9,
Fy+t—xy-—xpt-xy+
x+y 4X.V 4xy 2 Y 4 y
xy 1 3 2.3, 3,,
—xy+-xyt+-xty -y
4xy 4)’ 4 J P y
xly 5 3, 5 7
Ly sy—Zp?—y oyt
2T Ty
1 3.1 1 2 2
X — Dyl oyt — g
4"}’ 2x 4xy 2 y
k= X 3—x
% 1L 2
3 3
XAy 39 _E 2_1_5:‘ §3§3+
6;0) 43}) 4xy+4xy +4Xy
+%x2y2 —%x‘y3 —S-x’y3 +%x3y’
98

k=4 [ XtV x+y——lay+?,\jy2+i39—x2y—38x’y-
_19x2y2+Lx2y3_1§‘"_x3 210 ,
1 79 37
e =30+ 3 "3* BYTRY -
b, 222_222_23
367 +2x +12xy P +12er -
2 19 5 1
__5 3_?6.xly+ﬁxy2 18x3y3
CaDVaL 2.8
£ (x) F(x) maentiqi ¢oxhadlisi  (F - forma)
X 2+42x+ x*(mod 3)
* 1+ x(mod 3)
xXvy Y+x+2xy+xy* + x*y(mod3)
XAY xy+2xy2+2x2y+2x2y2(mod3)
x+y x + y(mod 3)
Xy Xy (mod 3)
x/y I+y+x+2xp+ 2" +x*y + x2y*(mod 3)

indi iso coxdayisanli funksiyanin inversiya doayisanli
bi coxhadlilarin kémayi ils tasviri mosslasine baxaq.
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G -forma, yaxud inversiya doyisonlorine malik hesabi

I r |
coxhadli formasi asagidaki kimi tasvir olunur: bt -1 (—D' (k=D . . . (k-D*
k-1
Kl ‘ k=2{(k-2)° (k-2 (k-2 . . . (*-2)
(1) =i ¥in —
G(X) by g xlx2 "'xn (2.4.13) _ k-3 (k_3)0 (k_3)1 (k__3)2 o (k__3)kl
i= 0 Gk_l —
harada ki, g%-hesabi coxhadlinin omsallandir. gv
smsallan ilo ¢oxdayisonli funksiyanin giymatlori vektoru X- . : . : S :
in alagasi konyuktiv (hesabi, inversiya) bazisinde DFC 0] O 0 0 R 0 |

vasitasilo reallasir:

Formalasma qaydasina uygun olaraq, 63‘ '(k=3) wvo

5 = (“1—)(7 X G, (k =5) matrislarinin niivelori asagidaki kimi olur:
N 14
ey 15 241 2° 20 22| 12 4
Gl=[1 1 Pi={1 1 1]
0 1 2

harada ki, N=(k-1)G=[g®g"...g*" V] - G-formasinin 0> 0 0 100
smsallan vektorudur. Cevirmanin G,: ' ntvesi har bir [4° 4" 4> 4 47 1 4 16 64 256]
elementina goro formalasir. g, ,-ci element 3 3 32 3P 3| (13 9 27 81
Gil=|2° 20 22 20 2*|=|1 2 4 8 16

g = (2.4.15) YIS LA CANS LIS LI 1 T TS T
[0° 0 0 0 0} |1 00 0 0 |

qaydasina uygun hesablanir, harada ki, [/ —/ sotrinin

Svvalki metodikaya uygun olaraq, k=3 tg¢tlin
némrasinin inversiya qiymatidir:

0 0 2 1 2 4
— . (N;:—l 4 -3 G:;—l:l 11
=(k=1-1);  Li=0k-1 I IR Lo o

G, matrisi asagidaki struktura malikdir: niivalarini aling.
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n>2 Uglin matrislorin formalasmasi gaydasi saxlaniir. Ona
uygun olaraq asagidakilan aling:

0, 0, | 2G,
G,=| - NGS 4G, | -3G, |=
G,

-2G,| G,
( 0 4 ]
03 O3 -2 8 -6
2 -4 2

G | 2G| 4G
3 3 3
N-1 | - -1 -1
2 = 63 G3 G3 =
-1
G' | o |0
1 2 4|1 4 8|4 8 16]
1 1 1912 2 214 4 4
1 0 0|2 0 o0]l4 0 o
1 2 411 2 41 2 4
=1 1 1|1 1 1|1 1 1
1 0 0|1 o0 o!l1 0 o
1 2 4
1
1 1 03 o3
|1 0 o |
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Sonda qeyd edsk ki, ¢oxdayisenli funksiyanin
T-formasi, yaxud d&vrii inkara malik hesabi ¢oxhadli
soklindo gostarilmasi

k"1
T(x)= D TO %2 % (2.4.16)
i=0

disturu ilo verilir.
Cadval 2.9-da yuxanda baxilan biitiin ¢oxhadli formalan,

cadval 2.10-da iso istifado olunan bazislorin niivalori
gostarilir.

CoDVol 2.9
Forma Yazihisin analitik formasi
Meontiqi polinomial (F- k"-1 @ i ;
forma) F(X)= Zf xllxzz...xn” (m()dk)
i=0

Moantigi polinomial LIS hh
inversiya (G-forma) G(X)=Zog X" %% ... x, " (mod k)

Montiqi polinomial Sy ai ah a
dévril inkarh (T-forma) | T(X)= 2 1%} %2 ... %7 (mod k)
i=0

Hesabi polinomial (P- R o
forma) P(X)= 2 PO .5
Hesai)i polinomial SN b
inversiya dayisanli (G- G(X) = ;g XXX
forma)
Hesabi polinomial ~ k2 O i ah A
doyisanlerin dévrii T(X)=2719x%13}. %"

i=0

inkarls ( T -forma)
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CoDVal 2.10
DFC konyuktiv Bazisin niivosi Elementlorin |
bazisi formalagmas; |
qaydasi

K. (K) 100 1o 0p ) k! =1'(modk)
R K,={0 2 1[KJ=|11 1 ’
mantiqi 222 12 1]

G.(G) 001l t21] | gt=](modk)

. G,=|1 2 0)G=|1 11 ’

mantiqi 2 2 2 100 ’
inversiya - - - -

T.(T,) | (201 11t = Pimodk
Rt. .RP ¢ | Te=j2 v 2 ) ( )

mantiqi Pos 2 2 2 0 o
inkarli )

K (K 2 0 o 100 T _gp
R"( R") K,=[-3 4 -1/R'=|11 1 k=1
hesabi 1 -2 1 124

6 é" 0 o 2 12 4 ~-1 =]
Rn( R") §J|=~1 4 —3,&;11:1 11 gl
hesabi 1 -2 1 100

inversiya
T (T 0 0 2 111 =1 _ 7
R"( R") T,=|4 -1 -3, T =[1 2 4 b, =1

hesabi Post “2 1 1 100
inkarh

§2.5. k-qiymatli mantiq funksiyalarinin tam vo qapali
sistemlori

k-qgiymatli mentiq funksiyalarinin P, ¢oxlugunda
tamhiginin t'rifi k=2 halina oxsar sokilds verilo bilor.
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T'nf 2.5 Tutaq ki, P,-dan gotiirilmils har hansi
R={f,fs.... fs,...} funksiyalar sistemi verilmisdir. ogor

istonilon k-qiymatli mantiq funksiyasini bu sistemin funksi-
yalan vasitesilo diistur goklinde gdstermak miimkiindiirss,
onda R sistemi (funksional) tamdir deyirlor.

indi iso ba'zi tam sistemlorlo tanis olagq. Bu zaman
k=2 halindan bizo ma'lum olan prinsipdan istifado edacayik.
Baxilan sistemin tamliq masalssini basqa sistemin (tamhigs
Oyronilmis) tamiiq masalesine gatiracayik. Homin prinsip
asagidaki fakta asaslanr.
Teorem 2.6. Tutaq ki, P, -dan olan iki

R={f, sse0s fon} (2.5.1)
Q={g.8, .8 .} (2.5.2)

funksiyalar sisterni verilmisdir. R sistemi tamdir vo onun har
bir funksiyasini Q sistemini togkil edon funksiyalar vasitosilo
distur saklindo ifads etmak olar. Onda Q - sistemi do
tamdir.

Isbaty. Tutaq ki, h, P, -dan olan ixtiyari funksiyadir. R sistemi

tam oldugundan, h funksiyasim R sistemi iizro distur
s3aklinde géstermak olar. Onda

h=CLf, fyooSoen]

olacaq. Teoremin sartino géro .

L=Clg.8&, 8,1,

fz '_"Cz[gx’gza---,gr’---],

....................................
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Onda bu noticaleri C[f,, f,,..., fs,--] dilsturunda yerina

yazsaq, alanq:
C[.fl ’f2""’fs"']=C[C1[g17g2>"‘agrr'],cyz[glagz""’grr"]r“]

Axinna ifade C' qurulusu ilo Q {izarinds dilsturu to'yin edir
va asagidakini aling:

CClg,8» 8> 1.Cl8:8: 81 1=C181:85--, &5

va yaxud

h'_‘C'[gngz:-"agr:--]

Beloliklo, ixtiyari s € P, funksiyasim Q  {izorinds

k-giymatli mentiq disturu saklinds ifada etdik. Bu isa Q
sisteminin tamhg demakdir.

1. R =P, sistemi tamdir. Bitin k-giymatli mantiq

funksiyalar sisteminin tamh@ birbasa yuxandaki to'rifdon
alinir.
2. Teorem 2.7.

R ={01,. . k-1 1,(x),....1_(x),
min(x,, x,), max(x,,x,)} (2.5.3)

sistemi P,-da tamdir.

Isbati. Tutaq ki, f(x,,...,x,) F,-dan gotiriilmiis ixtiyari
funksiyadir. Onda §2.2.-don ma'lum oldugu kimi, hamin
funksiya tiglin asagidaki aynhis dogrudur:

flx,.nx )=V I (x)A..
(0],..-,Un)
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AL, (X)) A f(035..050,) (2.5.4)

Bu diistur (miinasibatin sag terafi), gbriindiyl kimi, baxilan
R, sistemina daxil olan funksiyalardan togkil olunmusdur. Bu

iso R, sisteminin tamhg1 demakdir.
3. Teorem 2.8.

R, = {x, max(x, ’xz)}

sistemi P, -da tamdir.

isbati. a) Sabitlerin qurulmasi. X =x+ 1(mod k) funksiyasi
vasitasilo asagidaki miinasibatlari yazmaq olar:

x+2=(x+1)+1(modk),..,.x + k-1=(x+k—-2)+ (modk),
x=x+k=(x+(k-1))+1(modk).
Asanligla gormak olar ki,
max[x,x + l(mod k),...,x + k—1(mod k)] =k -1,

buradan iso X funksiyasimin kdmayi ilo galan sabitlari almaq
olar.

b) Birdayisonli funksiyalarin qurulmasi.

Svvales I,(x) (i=0,1,...,k —1) funksiyalarini quraq:

I(x)=(1+ algf-‘ffi{x + a(mod k)})(mod k).

Dogrudan da, bu miinasibatds agor x=i gotiirsak, onda
onun sol tarafi (k-1)-9, sag torafi iso

1+ n}a_lﬁ_{i +a(mod k})mod k) = (1+ 13&_1;5_{1' + a(mod k}) x

x(modk)=1+k-2=k-1
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soklina diisar.
Ogor x #i olarsa, onda ifadonin sol torofi 0, sag torofi isa

(1+ maxf{x +a(mod k))(mod k) =

azk—1-

=(I+(x+(k-1-x)=k= O(mod k)
Asagidaki kimi funksiyalar daxil edak:

S, X =1 olduqda,

Julx)= {0, x # I olduqda.
Gostarmak olar ki,
[oi(x)=(s+1+ max([/(x),k-1- s))(mod k)

Bu miinasibstin dogrulugu asagidaki sokillordan do
goriniir:

K-1—' [:l K‘1r— D
-
k-1-sh O..00 0O..0
o o & o 1 L1 !
O 1 i1 i i1 Kk 1T 01 i it ke
L) max|T ,(x),k-1-s]
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K-1_

- )

o L -

i-1 1 i+ k-1

=0

s+1+max([T; (x),k-1-s]

ogor g(x) P,-dan gétiirlilmiis  birdoyisenli  ixtiyari
funksiyadirsa, onda

g(x)= ma‘x{fg(O),O (x), fg(l),] (x)r"'7fg(k—!),k—l (x)},
buradan isa xiisusi halda

~X= max{fk—l,o(x)afk—Z,l(x)""’fg("-l)-k'l(x)}

funksiyasini qurmaq olar.
v) min(x,,X,) funksiyasinin qurulmasi.

Yuxanda gostarildiyi kimi

~ min(x,,x,) = max(~ x;,~ X,)
Buradan ise alanq:

min(x, , X, ) =~ max(~ x,,~ x,)

Beloliklo, verilmis sistemdon togkil olunmus
diisturlann kémayi ilo
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{0.L,....k =11 (x),...,1, ,(x),min(x, ,x,), max(x, ,x, )}

sistemina daxil olan istanilon funksiyam tasvir etmak olar. By :.

iso {X,max(x,,x,)} sisteminin tamhg demakdir.

4. Seffer funksiyasinin k-qiymetli analoqu kimi asagidak _f

sokilda
V. (x,,x,) =1+ max(x,,x, (mod k)

Vebb funksiyasini ta'yin edak.
Teorem 2.9. R, ={V,(x,,x,)}sistemi P,-da tamdir.

Isbati: Verilmis sistemin tamligi masalasi 3-cli banddaki
sistemin tamhgindan alnir. k-qiymatli montiq funksiyalar 4
¢oxlugunun tamhq anlays: ils bagli sistemin qapanmasi ve. §

gapalihg anlayislanni da vermak olar.

T2'rif 2.6. Tutaq ki, 4 - P, -dan gétiirilimils ixtiyari alt gox-

luqdur. Homin ¢oxlugun qapanmasi [.#] dedikds, P,-dan i
gotlriilmis vo £ -i toskil edan funksiyalann diisturu soklin- =

da tesvir edilen biitiin funksiyalar ¢oxlugu basa diisiiliir.

2rf2.7. [ #]= 4 olduqda 4 sinfi (¢oxlugu) qapali sinif *

adlanir.
Misal 1. # =P, Aydindir ki, # = P, sinfi qapalidir.

2. #={1,x, +x,(modk)} Bu goxlugun qapanmasi biitiin
L xatti k-qiymatli mantiq funksiyalar sinfini verir. Har bir belo |

f €L funksiyasi asagidaki sakilds géstorilo bilor.

J(xinx,)=c, +¢ - x +.+c, - x_(mod k)

burada c, €{0,1,....k -1} (i=0,..,n), comloma vo vurma |

amoali iso k-moduluna nazsran apanlir.
3. Goriindilyii kimi, bu halda
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[Hl=L =#¢

Ya'ni & sinfi gapah deyil.
4. L sinfi gapahdir. )
Qapanma anlayist G¢in P, halma analoji olan faktlar

dogrudur. Bunlardan ba’zilarini qeyd edak:
1) [ M

2) HAal=1M];

3) Ogar M; C M, is3, onda [#]c (A, ];

4) [# U] 2[A]1U[4,] .
Misal: Tutaq ki, Ec E,. Asagidaki kimi 7 sinfini to’yin
edok:

T, ={f(x,5....x,) € B| f(a,,....a,) €E,
a, eE(i=1,..,n)}
Gortndiyi kimi, T, ilo P,-da E goxlugunu saxlayan bitiin
funksiyalar ¢oxlugu isara edilmisdir. Bu fakti

f(E,E,...E)CE
saklindo yazmaq olar. o
Askardir ki, M=T}, sinfi qapalidir. Xisusi halda fe
funksiyasi avazine ~ x,max(x,,x,) vo E={0,k—1} gotur-
sak, gorarik ki, hor iki funksiya E goxlugunu 6zlindo saxlayir.

Qapanma anlayisindan istifade etmakla (funksional) tamliq
tictin ekvivalent ta'rif do vermak olar:

[#]=P,

oldugda .# sinfi tamdir.
Misal. Tutaq ki, R = {~ x,max(x,,x, 3.E={0,k-1}.
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Yuxaridaki mithakimelordan alanq:

[Rlc T,

k23 Gglin E#T, oldugundan, T, 1 sabitini 6ziindof§
saxlamir. ‘

Buradan goriintir ki, {~ x,max(x,,x,)} sinfi Bul funk-
siyalannin tam olan {X,x, vx,} sisteminin ﬁmumile§masl‘f’ j
olsada, k23 olduqda tam sistem tagkil etmir. : |
5. §2.3. 3-daki polinomial ayrilislara asaslanaragq, P, ¢oxlu-
gunda daha bir tam sinif t=’yin etmak olar. 3 |
Teorem 2.10. mod k-ya nazaran polinomlar sinfi P, coxlu-
gunda ancaq vo ancaq o zaman tam sinif togkil edir ki, k=p-
sads adad olsun. 3
Isbati: Yuxanda deyildiyi kimi, istonilon f(x,....,x,) eP,
funksiyas! ticiin

G x)= X x, (%) g, (5,)- F(Gyse., 0, Ymod k)

(0'] ---- Op)

burada  ,(x),..., 7,_(¥) mo’lum xarakteristik funksi-
yalardir. Digor torofdan

X (%)= x,(x - o)(mod k)

oldugundan, polinomlar sisteminin mod k-ya nazarsn tam
sistem togkil etmasi masolosi Xo(x) funksiyasinin polinom

soklinds tasvir edilmasi mosalasing gotirilmis olur. Belo
tasvir is3 kicik Ferma teoremina asaslanir Vo k=p olduqda:

Xo(x)=1-x""(mod p).
Qeyd edak ki, k # p olduqda, bels polinom soklinds
tasvir formasi miimkiin deyil.
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Iksini forz edak. Tutaq ki, ¥ = kk,,1 <k, <k vo
2.(x)=b, +bx+..+bx' (mod k)
x=0 olduqda, b, =1, x = k, olduqda isa.
0=1+bk, +..+bk, (mod k)
voya
k—1= bk, +..+bk/ (mod k)

k-1

= b, + b,k,+..+b k" (mod k)
1

aling. .
Bu ifadsnin sag torsfi k,-a béliinlr. Demali, ham k, ham dos

k-1, k-0 qaligsiz bollinlir. Bu iso ancaq k,=1 olduqda
miimkiindiir. Alinan ziddiyyat gosterir ki, k£ # p olduqda,
¥o(x) funksiyasi mod k-ya nazaren polinom goklindo goste-
rilo bilmaz. Demali, mod p-ya nazarsn g, (x), ,(x),..., 2,.,(x)
polinomlar sistemi P,-da k=p olduqda tam sistem tagkil
edirlor. Eyni qayda ils gostormak olar ki, GF(p™) Qalua
meydaninin amaline nazaren togkil olunmus polinomlar
sistemi P,-da k = p” oldugda tam sistem togkil edirlar.

§2.6. Tamhigin taninmasi masalasi. Funksional tamliq
hagqinda asas teorem.

indi iso ixtiyai R sisteminin funksional tamliq
mosalasinin miizakirssine kegak. Bu zaman bizi asagidak
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sual maraqlandiracaqdir: verilmis R ¢oxlugunun tam sistem
toskil edib-etmadiyini neco ta’yin etmok olar?

Masalonin halli tigln iki Gsul taklif edilacakdir.

Alqgoritmik Gsul. Bu {sul “ixtiyari R sistemi verilmisdir”
ifadasinin daqiqlogdiriimasini taleb edir. Elo buna goro do
masalays bir gadar dar ma’'nada baxaq va R sistemini sonlu
goturak:

R={fis/2s 1.}

Demali, hamin sistem ya disturlar soklinds, ya da
cadvallar gaklinds verila bilor. Belo gabul etmak olar ki, R
sisteminin har bir funksiyast x,x,,...,x, dayisenlarindon
asihdir.

Baxilan masale bels sarh oluna bilar: har bir sonlu R
sistemi Ug¢lin els bir alqoritm varmi ki, onun tam olub-
olmadigini t3’yin etsin (tamhgin taninmasi masalosi)?

ixtiyari »>1 tiglin

g (%)5e0sX,) =X,

funksiyalann daxil edsk va x,x,,...,x, doayisonlorindan
asil olan vo R-dan gétiirlilmiis bitln funksiyalar coxlugunu
M. ilo isara edok.

X] .. Xy
Teorem 2.11. Funksional tamligin taninmasi igiin alqoritm
vardir.
Isbati: induksiya qaydasi ilo x,,x, dayisenlerindon asili olan

Ry, R,,...,R,,... coxluglar ardiciligr quraq.

Induksiya bazisi. Tutaq ki, g = A, burada A -bos ¢oxlugdur.
Induksiya  kegidi. Tutaq ki, R,,R,..,R  coxluglan
qurulmusdur; R, coxlugunun necs quruldugunu gostarak.

114

Bunun U¢lin R (r20) c¢oxluguna daxil olan funksiyalari
yazadq:

R, = (B %)y (51,5,)} (1, = 0,7 = 0 onanna)
va har bir i(i = 1,2,...,r) tg¢lin biitiin miimkiin olan
S, (H (x5 %), H,(x,,%,))

sakilli disturlara baxaq;
burada H,(x,,x;,) vya #Ah(x,x,) (j=L...,)), ya da
g’ (x,,x,) sakilli funksiyalardir.

Belaliklo, /(I +2)" sayda disturlar nazardsn kegirilir
va balka da, bunlardan elalori tapilir ki, onlar R, g¢oxluguna
daxil olmurlar. Homin funksiyalan

B (Xy5%,)s 5By

r+1

(x,%,)

il isaro edak.
Tutaq ki, R, =R Uk, ,,(x,,x,)s.... 5 (x,%,)}
Askardir ki,

R,cR c..cR c..
Bu qurmadan alnir ki, ager R, = R, olarsa, onda
R =R, =.. olur, ya'ni ¢coxluglar zanciri stabillogir. Belo
stabillosmonin baslandigt minimal némrali ¢oxluq Rr, iso,

onda

R,cR c..cR,
r
coxluglar zanciri ciddi artir.
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R, ¢oxlugunun giicli (elementlarinin sayi) ka adadindan

gox olmadigindan, #” < kK

Demali, stabillesms am mehdud sayda addimdan
sonra misahids olunacaqdir. R, ¢oxluguna baxaq. Burada
iki hal miimkandiir:
1) R, x,,x,-don asili bitiin ikidayisonli funksiyalan,
hamginin ¥V, (x,,x,) funksiyasii da daxilinds saxlayir.
Demali, verilmis sistern tamdir.
2) R,, bitun ikidayisanli funksiyalan daxilindo saxlamur. Bu
halda, [R],,, = R. oldugundan, [R] coxlugu x, va x,-dan

asili biitlin funksiyalan 6z daxilinds saxlamir. Demsli, R tam
deyil.

Yuxaridaki miihakimalordan asagidaki alqoritm alinir:
stabilloasma anina qador RO,RI,...,Rr, siniflarini qururuq vs
R.. sinfins baxiriq: homin sinfin asasinda R-in tam olub-

olmadigini ta'yin edirik. Teorem isbat olundu.
Teorem 2.12. P,-da tam olan istonilon R sistemindan tam

sonlu alt sistem ayirmaq olar.

Isbatr. Tutaq ki, R ={f,, f,,-.., fre-} .

Tamliq faktina gors, V, (x,, x, ) funksiyasi R sisteminin funksi-
yalan vasitasi ilo

Vi(x,x,)=ULS, 5en £ ]

disturu soklinde gostorilo bilor. Bu iss o demakdir ki,
{ f,.1 yeers f, } sistemi axtarilan tam alt sistemdir.

Belslikle, ciddi sokildo sonsuz tam sistem olmur vo
ona gora ds yuxanda tamhgin taninmasi masalasinds gabul

edilen moahdudiyyat ilk baxisda gériindityli kimi o gader do
giiclii sart deyil.
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Yuxanidaki faktlara asaslanaraq, F,-da funksional

tamliq haqqinda zoruri vo kafi sort teoremini isbat etmak
olar.
Teorem 2.13. P, -daela

My M y...o M,

qapal siniflor sistemini qurmaq olar ki, sistemin hor bir sinfi
yerds qalanlardan heg¢ birisini tamamilo 6z daxilinds
saxlamir vo P, -dan gotlrGlmus sistem ancaq ve ancaq o

zaman tam olur ki, hamin sistem

siniftorindan heg birinds biitlinliikls yerlosmir.
[sbatr. M,...,#, siniflor sisteminin qurulmasi.

Tutaq ki, R,R,,...R, (=12,.0) i x,x, doyi-
sanlorindan asih olan va asagidaki: ’

1) R sistemi g, (x,,x,)=x,,8,(x,,x,)=x, funksiyalannin
har ikisini daxilinds saxlayr.

2)[R],., =R

sortlorini 8dayan, P, -dan goturilmis funksiyalar goxlugu-
nun maxsusi altcoxluglar isars edilmisdir.

Homin altgoxluglar P, -dan gotiirilmis funksiyalar
¢oxlugunun biitlin maxsusi altcoxluglarini nazardan kegir-
makla qurulur (bels altgoxluqglarin say1 < 2"‘tz ). Bu zaman alt-
coxluglardan elolori saxianilir ki, onlar har iki g, vo g, funk-

siyalanni 6z daxilindo saxlayir va sonra har bir yerds qalan
altgoxluq tiglin [R]xlxz = R sortinin 6danilmasi yoxlaniir (bu

117



iso tamligin taninmasi moasalesinda oldugu kimi yoxlanila
bilar).

R, altgoxlugunun saxlaniimast sinfini R/
edak. Bu sinif gapahidir vo

R, =R

Buradan @xir ki, bitin R'(i=12,...,/) siniflori
miixtalifdirlor va tam deyildirdar. Sonra ise qalan sinifisrdan

har hansi birisinde biitiinlikls yerlagan siniflori uzaqlasdiraq.
Naticado

ilo isars

sistemini alanqg.

Zorurilik. #(j=1,...,s) siniflorinin gapaliligindan vo tam
olmamasindan ¢ixir.

Kafilik. Tutaq ki, # P, ilo M(j=1,..,5) siniflorindon heg
birinds biitlinliikls yerlasmayan funksiyalar sistemi isaro
edilmisdir. . -in gapal sinif togkil etdiyini hesab etmak olar.
R! ilo [# J{g,,8,}] sinfini isaro edok. Agkardir ki, £ va

' siniflorinin har ikisi eyni zamanda ya tamdir, ya da tam
deyildir, bels ki,

M’ =M U [{gvgz}]

va V,(x,,x,) funksivasi ya £ va #'-5 daxildir, ya da bu :

sinifiordon heg¢ birine daxil deyildir. R'=.'
Gostarak ki, R’, x, v x,-don asih olan biitiin funksiyalarn 6z
daxilinds saxlayir. Dogrudan da, agar bels olmasaydi, onda
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AR R

gotiirak.

R'=R vo M'C M'C M

# C #'oldugundan, £ C #; alang, bu iso ziddiyyat téra-
dir. Beloliklo, R’ va demali, #' sinfi ¥/, (x,,x,) funksiyasini

5z daxilinds saxlayir. Bu iso ' va demodli, 4 sinfinin
tamhgim gdstorir. Teorem isbat olundu.

Goriindiiyti  kimi, yuxandaki teorem R sisteminin
tamliq sortini onun ..., +#; xlsusi siniflorine daxil olmasi

miimkiinliiyii ilo baglayir. Ancaq hamin siniflorin k-nin hatta
o gadar do bdyiik olmayan giymatlerinda quruimasi bdyiik
hesablama ¢atinliklari ilo baghdir. Buna gore do daha effektiv
olan kriteriyalann axtanimasi zorursti meydana cixir. Belo
kriteriyalar iso verilmig R sistemi haqqinda slave informa-
sivalann olds edilmasi hesabina olur. Belo faktlardan biri
&ziiniin an azi iki dayisenindan shamiyyatli sakilds asih olan
f(x,,...,x,) € P, funksiyalan dclindiir. Belo funksiyalara,

adaton, shamiyyatli funksiyalar deyilir.

Bu anlayis daxilindo formuls edilmis kriteriyalardan

biri polyak riyaziyyatgisi C. Slupetskiya maxsusdur.
Teorem 2.14. Tutaq ki, P,-dan (k23) goturilmis R
funksiyalar sistemi biitlin birdayiganli funksiyalan 6z daxilin-
ds saxlayir. Onda R sisteminin tamhg tiglin zaruri vo kafi
sort, onun biitiin miimkiin k giymatlorini alan f(x,..x,)
asashi funksiyasini 6z daxilinde saxlamasidir.

Buradan goriindityi kimi, R sisteminin miayyan
birdayisenli funksiyalar ¢oxlugunu saxlamasi gartinin hamin
sistemin birdoyisenli funksiyalar ¢oxlugunu dogurmasi sorti
ilo ovoz edilmasi hesablama prosesinin sadslogdirilmasi
baximindan xeyli alverislidir.

indi iso praktik masalalerde mithiim shamiyyat kasb
edon bir sira sistemlare baxaq.
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§ 2.6.1. Rosser-Tyuket sistemi

Rosser-Tyuket sistemi O,1,..., k-1 sabitlorindan vo ﬁ |

asagidaki mantiqi amsllardon ibaratdir:
X, V X, =max(x,,x,)
XX, =X, A X, =min(x,,x
12 1 2 ( 1 2) (2,.6. 1)
k-1, x =5 oldugda,
0, =x#s oldugda (S=0,1,...,k-1))

J.(x) ={

k=3 olduqda bels sistemin funksiyalan asagidaki 2.11-2.15
cadvallari ilo verilir.

X5 Cod.2.11 % Cad.2.12 .;;_

A )\2 3

() i Z 0 i 2 N G

2

o| o 1 2 o o 0 0 g

X, 1 1 1 2 X, 1| 0 1 1

2l 2 2 2 21 0 1 2

x1\/X2 X1X2

o 2 o O o O
x 21 0 x J1 2 x J1 0
2 0 2{ 0 2| 2
Jdo () Jq (%) Jy ()
Cad.2.13 Cod.2.14 Cad. 2.15
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Bu sistem ii¢lin saciyyavi olan ba’zi eynilik miinasibatlarina
baxagq.

X VX, =X,V xl} 262
X)Xy = XXy
x, v(x, vx,)=(x, VX, )vx3} 263
x,(x,%,) = (%%, )x,

X+ (X, VX3 ) = XX, V XXy } (2.6.4)
X,V XX = (6 VX, )(X Vv X5)
J(x)vJ(x)v.vJ, (x)=k-1 (2.6.5)
1J,(x)v2J,(x)v.vJ,_(x)=x (2.6.6)

xv(k-)=k-1 (2.6.7)
x(k-1)=x (2.6.8)
xvO0=x (2.6.9)
x0=0 (2.6.10)

Burada (2.6.2) - (2.6.4) miinasibatlori x, v x, vo x,X,

amoallori liglin komutativlik, assosiativiik vo distributivlik
xassalorini ifada edirlar.

k=2 oldugda Xx,vx, Bul
dizyunksiya va konyuksiya smollorino ¢evrilirlsr. Bundan
basqa k=2 olduqda

J(x)=x, J(x)=x

burada X -ikili inversiya amalidir.

vo x,x, omoller cabrinin

olur,
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M3’'lum  oldugu kimi, Bul csbrinds mantiq
funksiyalaninin ~ {¥,x, vx,,xx,} sistemi {zro aynhs
dusturlarina asaslanan bir ne¢s tisul var ki, onlarin kémayi ils
n doyisonli funksiyadan n-1 doyisonli funksiyaya kegmok
olar:

S(x,%,,0x)=xf(Lx,,...x,)vX f(0,x,,....x,)

Rosser-Tyuket sisteminds da belo aynlisin analoqu vardr:

f(x,x5,0x,) = Jo(x, )f(osxza'"sxn)vJ](xl)f(laxz’""‘)‘:")vj

Vovd o () flk = 1L,x,,.0,x,),

hansi ki, k=2 olduqda avvalki ayrihsi aling.

Rosser-Tyuket sisteminin amallorinin  Bul cabrinin
smoallari ilo bela oxsarlig) ixtiyari k-giymatli funksiyanin, ikili
funksiyalarin mikammal dizyunktiv normal formada
tosvirina analoji olan kanonik formada tasvirinin varhg {iglin
fikir iroli sirmoyo imkan verir. GOstormak olar ki, bu,
dogrudan da beladir.

Teorem 2.15. P, ¢oxlugundan olan ixtiyari funksiyani asagi-

dak kimi kanonik formada tasvir etmak olar

fE=_ NV f(@J, (), (%) @26.11)

biitiin a -lara gore
harada ki, f{a')»0

burada f(@)-a ygminda f(¥) funksiyasmn giymatidir.
Sonradan (2.6.11)-i ¢oxqiymatli f(X) funksiyasinin

milkammal dizyunktiv normal formasi (MDNF) adlandira-

cagiq. Bu teoremin isbati eyni zamanda Rosser-Tyuket siste-

minin funksional tamhig: faktini da tasdiq edir.

Isbati. Tutaq ki, arqumentlarin gqeyd olunmus ¢=(o,,5,,...,0,)

yigimu vardir.
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S =J, (), (0,)..-J,, (0,) hasiline baxaq.
Yuxanda géstorilon (2.6.8) va (2.6.10) miinasibat-
lorini nazara alsaq, asanligla

J.(x)J (x)=0 (s #r olduqda) (2.6.12)

oldugunu gorarik.
Ona gora do

{k—l @, = 0,,Q, = Oy,...,Q, = 0, olduqda
S =

0 biitiin yerds qalan yigimlarda.

f(&)=(k-1)f (o) oldugundan (2.6.11)-in dogrulugu ve-
rilmis & yigim Uglin isbat olundu. Bu miilahizalori ixtiyari
yigim {i¢lin sdylamak olar. Bununla da teorem isbat olundu.
Arqumentlorin har hansi coxlugundan hoar bir arqume.n'f
ticiin bir dofo olmaq sertilo J.(x) funksiyalannin hasilini
konstituent adlandinrlar. Cadval 2.16 ile verilon funksiyanin
mitkommal dizyunktiv normal formada (MDNF) tosviri
misalina baxaq.

f(x,x,)= 2J5(x, Wo(x,)V 2J,(x, )Jl('x2)V1J2(xl Wi(x;) Vv
v J,(x, ), (x,) vV Jo(x, )J3(x2)vlJ1(xl ) 4(x,)

[=]
=]
o
w

["w

Cad. 2.16

123



Funksiyanin = sifir qgiymotlorine uygun dizyunktiv
hadlari (2.6.12) miinasibatine nazaran alindigindan, burada
istirak etmirlar. Bundan basqa, ba'zi konstituentlorin
qarsisinda duran 3 amsallan da (2.6.8) miinasibatini nozors
almaqla buraxilmuslar.

Qeyd edok ki, Rosser-Tyuket sisteminds ayrilis
disturunun mitksammal konyuktiv normal formasini (MKNF)
da yaratmaq olar. Bels ki, hamin formanin hadlori

f@)=Ja(x)Vv S, Ve v T g, (x,)

saklinda tasvir olunurlar, harada ki, dizyunktiv hadlor

0 x =a olduqda,
Talx)=_V J, (%)= (7% AR () 6.13)
bt a2 in k-1 X #a, oldugda.

soklindadirloar.
Numunays baxaq. Tutaq ki, cadval 2.17 tam ta'yin

olunmamis d¢qiymatli montiq funksiyasimin  dogruluq
cadvalidir.

X
A2
o 1 2
~
0 0o - -
x1<1 ) 1 2
2 p - -
Cad. 2.17
Onu MKNF saklinda tasvir edok
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F(x,,%,)=(0v I3 (x,)v J; (x, DAV 7 (x) v 7 (x,)) %
x(2v J7(x))v I3, )0 v J5(x;) v I (x,))

(2.6.7) vo (2.6.9) miinasibatlorini nazors alaraq, axirinc
ifadoni asagidaki kimi yazmaq olar:

f(xlaxz)z2(J(;(x1)VJ<;(x2))(1VJ;(x1)VJ1*(x2))J;(x2)V
v J5(x,))

Hor bir J)(x) Ugln (2.6.13) minasibstini nozare alsaq,

onda
F(x,x,) =2(J, (x)) v, (x) v I, (x,) v (x,))x

x (1v Jy () Vv I, () Iy (55) v Iy (5 )Ty () V (I, () v
v J, (xz)VJz(xl))

olur.
Buradan goriiniir ki, f(x,,x,) funksiyasi onun t3'yin olun-

madig) yigimlarda (k-1)-a barabardir.

§ 2.6.2. Nazari ¢oxlug amallarine nazaran tosvir edilan
sistemlor

Mo'lum oldugu kimi, E, ={0,1,...,k -1}, P, -dan
olan hor bir funksiyanin ala bilocayi miimkiin qiymatiar
coxlugudur. Elementlori E, ¢oxlugunun bitin alt
coxlugundan ibarot olan M, coxlugunu toskil edak: M,
coxlugundan giymatlor alan doyisenlari boyiik horflarle
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(X, X,

kicik harflorlo (x,,x,,...) isare edsk. x €E, olmasindan
alimir ki, xeM,, onda X,,X,,..eM, igin dogru olan §

biitiin miinasibatlor x,,x,,...€ E, lglin do dogru olacaq.
Coxluglar nazariyyasinds maghur olan XvY=XUY

bilesms vo XY = X[1Y kasisma amellorine baxaq. Bu

amollor assosiativdir, komutativdir vo 6z aralannda distribu-
tiv ganunlarla baglaniblar. Bundan basga

" XvO=X,X0=0,

harada ki, & -bos ¢coxlugdur, miinasibatlari do dogrudur.
M, ¢oxlugunda ta'yin olunmug

~[i x#8 olarsa
(gi(x): x' = (2.6.14)

6 x=6 olasa, (ick})

xarakteristik funksiyalarini daxil edak.
Teorem 2.16. Oziindo sabitlor, xarakteristik funksiyalan,
birlosma va kasisma smallorini saxlayan sistemdo P, ¢ox-

lugundan olan ixtiyari funksiyan1 asagidaki kimi kanonik
formada tosvir etmak olar:

f(F)= (2.6.15)

a i x io
biitiin EYara sbra(alxl) (azxz) e (a" ")

harada ki, i, —a yigiminda funksiyanin giymatidir.
Isbati. (a.x,) (a,%,)"...(a,x,)= ifadasina baxaq.
Asanligla yoxlamaq olar ki,

olarsa,

olarsa, (j=12,...,n)

126

,...), E, -coxiugundan giymatior alan dayigonlari isa ‘

i X. =,
a
(an.)la= J J
J 7 9
xj;ta,.

Uygun olaraq aliriq ki,

olarsa,

olarsa.

(al'x) )ia (a2x2 )i'z vee (anxn );i" =

I,,X, =Q,, X, =a,,...,x, =a, olduqda
0, galan hallarda

Analoji milahizolor @ {giin ixtiyari yigimda dogru
oldugundan, onda aliriq ki, teorem isbat olundu.

Qeyd etmak lazimdir ki, k-giymatli funksiyanin
kanonik formada (2.6.15) tosvirinin alinmasi Uglin kasisma
amali avazins

x x=Yy oldugda
X~ypy=
Y 6 X#y olduqda

tst-listo diisma amalini gétlirmak olar.

Coxqgiymatli funksiyalarin baxilan kanonik formaya
uygun reallasmasi ¢ox ¢atin moasaladir.

Asagida gostorilon miinasibatlerdon istifade edarsk
funksiyalarin tosvirinin daha sads formasini almaq olar.
(2.6.14)-dan bilavasite aling

X'vY =(XvYy (2.6.16)
iX) =iX (2.6.17)
x' =i, haradaki, i €E, (2.6.18)
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(2.6.16)-dan asagidaki miinasibat alinir:

(XYY v(XW)' =(X(YVvW)) (2.6.18a)
(2.6.17) va (2.6.18)-don alinir ki,

(iX)'(jY) = X(jY)' olur (2.6.18b)

dvvalki miinasibatlordon istifade etsok. godstara bilarik ki,
asagidaki miinasibatlor dogrudur:

(iX) (iYY = (iXY)’
OX) v(IX)v.v(k-1D)X) = X' (2.6.18v)
O0X)° vAX)'v.v(k-1D)X)" =
=0XvIXv.v(k-1)X =X (2.6.18q)
(4x)'(By)' v(Bx)'(4y) = (A(x v y)) (B(xVy)) (2.6.19)

harada ki, AB=60 va 4,BeM,
Dogrudan da, (2.6.19) -da sag torafi agaraq aling:

(4x v Ay (Bx v By)' = ((4x)' v (4y) )(Bx)' v (By)') =
= (4x)'(Bx)' v(4x) (By)' v (4y) (Bx)' v(4y)'(By) =
= (A4Bx)' v (4x)'(By)' v(4y) (Bx)' v(4By) =
= (4x)'(By)' v (4y)' (Bx)'

Nimunays baxaq. Tutaq ki, f(x,,x,) 2.18 cadvali ilo
verilmisdir.
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01 2 3
ol 0 2 2 3
1; O 1 1 3
x1<2 0 1 2 3
3] 0 2 2 3
—
Cad. 2.18

(2.6.15)-5 uygun olaraq bu funksiyani tasvir edak.
Burada Rosser-Tyuket sistemindon forqli olaraq,
f(x,,x,) funksiyasimin sifra barabar oldugu yigimlan da

nazars almaq zaruridir.

F(x,,%,)=(0x,)°(0x,)° v (1x,)°(0x, )’ v (2x,)°(0x,)° v
v (3x,)°(0x,)° v (0x)(1x,)* v (1x,)' (Ix,)' v(2x,)' (Ix,)' v
v(3x, )2 (Ix,)? v (0x,)*(2x, )7 v(2x, ) (2x, ) v (1x, ) (2x,)' v
v(3x,)2(2x,)? v(0x,)’(3x,) v(1x,)’(3x,)’ v(2x,)’(3x,)* v

v(3x,)’(3x,)’.
Bu ifadsnin hadlorini asagidaki qaydada qruplasdiraq:

£, %,) =((0x,)°(0x,)° v (1x,)°(0x,)° v (2x,)°(0x,)" v

v (3x,)°(0x,)° v(0x,)’(3x,)’ v(Ix,)’(3x,)’ v(2x,)’ v(3x,)’ v
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v (3%,)° (3%, )’ v(0x,)" (0x,)° v (Ix, ) (Ix, ) v (2,)°(2x, )" v

v (3%, ) (3x,)") v ((0x, ) (1x,)* v (0x,)* (2x,)” v (B3x,)*(Ix,)* v &

V(3 25V (@5 ) (x,) v (1%, Qi) = F v E VR,

Birinci mé’tarizalorda (0x,)° - (0x,)° vo (3x,)*-(3x,)’
hadlori iki dofe takrarlanir. Funksiyanin qiymati iss
X v X = X oldugundan, dayismir. F,, F,, I, m&'toriza-daxili

ifadolore ayn-aynliqda baxaq. F,-i asagidaki kimi yazaq:
F, = (0x,)°((0x,)° v(Ix,)° v(2x,)° v(3x)°) v
v(3x,)*((0x, ) v (1x,)* v(2x,)* v (3%, )’ ) v (Ox,)° -
(0x,)° v (1x, ) - (1x,)' v (2%, )2 (2x,)° v (3x,)° (3x,)’

Buradan goriiniir ki, m&'torizalardaki birlagmalor (2.6.18b)
miinasibatini ddayir. Bundan basqa, (ix)’ hadlsrine (2.6.17)
miinasibati tatbiq olunur.

Uygun olaraq

F =0x,"x, v3x’x, vOx,0x, v Ix, 1x, v 2x,2x, v 3x, 3x,

alinir.

XX = X oldugunu nazaro alaraq, bu miinasibatin birinci iki ~
haddina (2.6.18) miinasibatini totbiq etsak 5

F, =0x, v3x, vOxx, vIxx, v2xx, v3xx, =
=(0v3vOx, vix, v2x, v3x )x,

alanq.
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(2.6.18q) miinasibatindan alinir ki,
F, =(0v3vx)x,

F, ucin olan ifadede mumi hadlari md'tarize xaricine

gixarad.
E = (0x,)* ((1x2)2 v(2x,)}) v (3xl)2((1x2)2 Y (2x2)2) =
= ((0x,)* v (3, )(1x,)” v (2x,)°)

Burada md’torizalordaki birlosmalar (2.6.18b) miinasibatini
Sdayir.
Ona goro

F, =(x,(0v 3))* (x,(1v 2))*

F, ugln olan ifadays (2.6.19) minasibatini tatbiq edak.
Onda

F,=(2x)'(1x,)' v (1x,)' (2x,)" = (A(x, v x, N 2(x, v x,))

Axirna ifads (2.6.18b) miinasibatini ddadiyindon, uygun
olaraq F, = (x, VX, )(2(x, vx,))' alinr.
Beloliklo, f(x,,x,) funksiyasin sadoalogmis tasviri

asagidaki kimi olur:
f(x,%,) = (0v3vx)x, V(x1(0V3))2(x2(1 v2))' v
MERZS VENZEN))

Baxilan sistema (2.6.14) biryerli funksiyalar avazino ikiyerli
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v _ {Y X#6 olduqda,

6 X=6 oldugda.

funksiyalanni daxil edak.

(2.6.20)

Bu halda yuxanda sadalananlardan basqa, asagidaki eynilik %

miinasibatlori do dogru olur:

9% =0 (XY)Z—XYZ

X _y 7yt

X =X xT =X
X'zZV=x"7" xx'=Xxy

X'Z" =x"" XY (2)" =(xz2)™

X'v*=Xxy X = xy

Xvy¥= (XvY)¥ =

(xy)” = ()" (i(x v y))*

XvXY=X

XYZ:XYXz

X' X% =YX?

XY* =yv*

(XN*(XY)" =

XYVZ—XYVX§
~§

.1
®

Vixy

(Ax)* (By)" (Bx)* (Ap)" =(A(xv y))* (B(x v yi)y

X'z =x"
XYZ - YXZ
XYZY — (Xizi)Y

(XvI)?=X*vY*

harada ki, 4,B, X.,Y,Z,W.,0 e M,; AB=0;x,y,z,i € E,.
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(2.6.21)
(2.6.22)
(2.6.23) |

(2.6.24)

Qeyd edak ki, (2.6.23)-do i daracasi sarbast secilir.
(2.6.14) funksiyasi (2.6.20) funksiyasinin xiisusi halidir.
Teorem 2.17. P, ¢oxlugundan olan ixtiyari coxqiymatli

funksiyam
f(xX)= V(mm\afmm( o, x ) (a,x,) .. (ax, y } (2.6.25)
gora

saklindo gbstermak olar; harada ki,

a(i)=(a,,a,,--,)

i=f(e,.a,,...a, ) @Y ek, ;(j=12,..,n)y —
sarbast segilon tortibdir.

fsbati. (2.6.25)-in dogrulugunu (2.6.23) ve (2.6.24)
miinasibatlorini (2.6.15) kanonik saklina tatbiq etmakls isbat
etmak olar.

Teorem 2.18. P, coxlugundan olan ixtiyari funksiyani
asagidaki kimi kanonik sakilds géstarmak ofar:

(2.6.26)

=\ _ (2% )m(a,,xn ye
RN ACED
goro
(2.6.21) eynilik miinasibatini (2.6.15)-3 totbigq etsak,
teoremin isbati alinar.
(2.6.26) kanonik saklindan istifado etsak va (2.6.22) (2.6.24)
eynilik miinasibatlorini totbiq etsak, coxqgiymatli funksiyalann
tosvirinin daha iki mixtslif saklini ala bilorik.

f(x ) V(butun\a/(i)-bm * (x""l(' ) '(xZ(aix X )“iz ) . )ali’l )} (2627)

=0
gén
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f(@)= V[

i=0

e (o, (.(a, (e, %,)%)... )x..] (2.6.28);’ ‘;

biitlin zz(l) s
gbre

§ 2.6.3. Dizyunktiv normal forma tipli kanonik
sakilli ba’zi sistemlor

xy,XVvy va x' amollerini 6ziinds oks etdiran va a;agldakn
qaydada to'yin olunan sistema baxaq:

1x y=1 olarsa,
Yy x=1 olarsa,
0 x#1y#1 olarsa.

= (2.6.29)

x, y=0 olarsa,
xXvy=4y, x=0 olarsa,
min(x,y), x#0,y#0 olarsa,

!
(2.6.30) )g

x'=x+lmod k), (x,y <E,) (2.6.31) |

2
4

Bu sistemin o&dadiyi ssas eynilik miunasibatlorini
gostorak:

ERGRIE L e e

Xy =yx XVy=yvx xl=

xv0=x x0=0 xvl=l
()z=x(yz) (xvy)vz=xv(yvz) xx.x=xx E
XVx=x XVXy=x (xvy)z=xzvyz§

Yuxandaki eyniliklorin dogrulugu xy v xvy amallornin }
to'rifindon alinir.

(2.6.31) omaliyyatinin x doayisonine r dofo totbiq ¥
olunmasi {iglin x” isarolomasini daxil edok.
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Asanligla yoxlamagq olar ki,
xvxlvxiv.vx¥t =1
(xx v y)' = (xx)' ()" olur

x =i olduqda,

1
f,.(x)={0 x#i olduqda, (i=0],.,k-1)

funksiyalanm vahidin biryerii konstituent adland racagiq.
Lemma 2.1. (2.6.29)-(2.6.31) amallor sisteminds vahidin
biryerli konstituentini,

f(x) = (x")(x'),
harada ki, 1-i=1- (mod k) soklinds géstearmak olar.
Isbatr. x=i oldugda, (2.6.32)-nin sag tarafi (i +1-i)i+1-i)=1
olur. x=b=#i oldugda iss (b+1-i)(b+1-i)=0 olur, beld
ki, b—i#0
Teorem 2.19. P, ¢oxlugundan olan ixtiyari coxqiymatli
funksiyam

(2.6.32)

f@=_ V@) ) )
e
N Ci C (2.6.33)
saklinds gostarmak olar.

Ishatr. ixtiyai @ =(a,,@,,...,a,) yigimnm deyd edak.
Funksiyanin (2.6.29) xassasini vo (2.6.32) miinasibatlorini
nazaro alsaq, alanq ki,

(o)) )™)Y ™) (26,39
ifadasi.
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X, =Q;,X, =Q,,.,x, =qa, olarsa, 1, qalan hallarda
iso O giymatini alir. Isbatin sonraki gedisati yuxanda oldugu
kimidir.

Niimunays baxaq. Tutaq ki, f(x,,x,) funksiyasi cadval 2.19
vasitasilo verilmisdir.

/’\‘2
0 i 2 3
o] 0 2
1 Q 0 0 1
x1.<2 0 0 3 0
3 1 1 0 0
Cad. 2.19

Bu funksiyam (2.6.33) saklinda gdstarak:
S G2, ) = 106700 )0 Moty ") v
v 208 )0 )T v
VG0 ) v 36 %
X ()0 )5 ) v 30 )0 )0 ) v
VIG5 ) = GO Y0 )05) v (7 ) X(x,)
X (63 v (5 )03 )06 )05 v 200 )06 )(x,) v 3007)
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asm a, x,=a,x, =a,..,X, =a, oldugda
Ja(¥)= {o, qalan hallarda (a € E,, a # 0)
funksiyasini a sabitinin konstituenti adlandiraq.
Sabitin ixtiyari konstituentini (2.6.29) smallorinin a sabiti
tizorinds yerina yetirilmasinden va (2.6.34) ifadasindon
almaq olar. Belsliklo, alinir ki, (2.6.33) kanonik sokli sabitin
konstituentinin dizyunksiyasi kimi tasvir olunur.
E, ¢oxlugunun &ziina qarsihigh birgiymatli in’ikasindan
istifado edarok (2.6.29)-(2.6.31) amallarine izomoif in’ikas
olan amollorin tam sistemini to'yin etmak olar. Belo
sistemlara aid niimunaya [22]-ds baxilir.

Hesablama qurgulannin yaradilmas) zamant ba'zon
asas amallardan bir olan mod k-ya géra toplama amalindon
istifado etmak magsadauygun sayilir.

Teorem 2.20. Vahidi, (x+y)mod k va xy amallarini 6ziinds
saxlayan sistem P, ¢oxlugunda funksional tamdir (xy amali
(2.6.29) ifadssi ilo ta'yin olunur).

fshatr. Vahidi ylo avez etsok, x’'=x-+1(modk) alng.
Svvalda gostorildi ki, biitiin sabitlorin konstituentini xy vo

x' funksiyalannin superpozisiyasi saklinds gostarmak olar.
Bundan istifado ederok ixtiyari f(X) funksiyasii bu
konstituentlordon har hansi birinin comi goklindo tasvir
etmak olar.
x+y(mod k) vo Xy omoallori 6z aralannda (x+y)(zz)=
=x(zz)+y(zz) miinasibati ilo baghdrlar.

Axinnanin dogrulugu ise avvalce z=1, sonra ise
z # 1 gétiirmaklo tesdiglonir.
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Bir sira tam sistemlor do vardir ki, orada biryerli
konstituentlori vo sabitin konstituentlarini qurmaq miimkiin
olur. Bu zaman

X XF=Y oldugda
Xy 0, x#y oldugda

amplindan istifade olunur.

Bunun {glin hor biri 8ziinds (2.6.29), yaxud (2.6.35)
soklinds konyuksiya, hamginin dizyunktiv normal forma tipli
kanonik formani qurmaga imkan veron bagqa omallor
saxlayan sistemlordon togkil olunmus tam sistemlar sinfini
ayimaq magsadauygundur. Belo kanonik formalann
qurulmasi tglin zaruri gort, dizyunksiya va konyuksiya tipli
amollorin asagidaki xassalerinin Sdanilmasidir.

avi=xva=x
ax=xa=a, (a€k))

(baxilan niimunalords a=0). k=2 olduqda, bu smsallor Bul
cobrinin adi dizyunksiya va konyuksiya amallsrino gevrilirlar.

§2.6.4. Omollarin modulyar sistemi vo ¢oxqgiymatli
funksiyalann ¢oxhadli saklinda gdstorilmasi

Say sisteminin asast k¥ >2 olan hesablama qurgulan
sxemlorinin sintezi zamam standart montiqi elementlor
arasinda mod k-ya géro toplama ve vurma asmallorini
reallasdiran elementlorin  olmasi lazim golir. Bununla
slagadar olaraq, ¢oxqiymatli montiq funksiyalann elo tosvir
formalan shomiyyat kasb edir ki, orada dizyunksiya va .
konyuksiya amsallori avazine, modula gore toplama vo
vurma ampllari istifads edilir. Bu smollorden istifads olunan |

tosvir formalanndan biri SIQMA-Pi formasi adlanan formadir. &
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(2.6.385)

Ogor sabiti, x+y(mod k), Xxy(mod k) omallorini
6ziinda saxiayan sistema

1 x=j olarsa,
@,(x)= { / (2.6.36)

0 x=j olarsa, (j=01,..,k-1)

funksiyasini da slave etsak, onda asagidaki teoremi almug
olang. '
Teorem 2.21. P, ¢oxlugundan olan ixtiyari funksiyani

Z —H formasi soklinda vermak olar.

= Y fd[]e,x) (2.6.37)
biltlin & -ra i=1
€613, i@ 0

Sgor nazare alsaq ki, a qgeyd olunmusg yigmm lciin
(2.6.37) ifadasinde Y, isaresindan sonra golon hasil f(a@)
sabitinin konstituentidir, onda teoremin isbati askardur.

ogar k-sade sdaddirsa, onda baxilan sistem (2.6.36)
funksiyalannin igtiraki olmadan da funksional tamdir. Bu
halda (2.6.36)-dan olan har bir funksiyani asagidala kimi
tasvir etmak olar:

@, (x)=(k—1)(x— N +1(mod k)  (2.6.38)
Bu borabarliyin dogrulugu bilavasite yoxlama
noticasinda alinir. 9gar k-miirskkeb adaddirss, onda, ¢; (x)

funksiyalan ila mod k-ya géro toplama ve vurma amallarinin
superpozisiyast arasinda qarsiigh  birgiymatli uygunluq
qurmaq miimkiin olmur.

Nimunays baxaq. Mod 4-3 gbro vurma iigin kegirm3
funksiyasini (cad.2.20-ilo verilon) (2.6.37) soklinds yazaq.
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x
2
A
(0 i 2 3
ol O 0 0 [4]
1| O 0| o 0
x,42 0 |0 1 1
3! 0 0 1 2
Cad. 2.20

F(x5x,) =19, (x))@, (x,) + 190, (x, )5 (x,) +
+19,(x, ), (x,) + 20,(x) )@, (x,) =
= 0,(x))@,(x,) + 0, (x))@y(x,) + 03(x)- 9, (x,) +

+20,(x,)o;(x,)

Coxqiymatli funksiyanin tosvirinin daha {mumi sokli
polinomial (¢oxhadli soklinda) tasvirdir -

aN, (x,)N, (x,)..N, (x,), (2.6.39)

hisili soklindo verilmis har hansi sonlu ¢oxlugun mod k-ya '
goro comlori, bels ki, bu hasili togkil edon hadlordsn bir

neg¢asi olmaya da bilor.
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(2.6.39) ifadasinds a-sabit; N i (x,) -birdayisanli

funksiyalardir: (i = 1,2,...,n),(j = 1.2,....k).
Birdayisenli ixtiyari funksiyamin tosvirini asagidaki
coxhadli saklinds tapaq:

f(x)=a,+ax+a,N,(x)+.+a, N, (x), (2.6.40)

harada ki, a;-sabitlor (j= 0,1,...,k —1); N,(x) -birdayigonli
funksiyadir (i=2,3,...,k—1). OSger ixtiyari birdayisenli
funksiyanin birqiymatli (2.6.40) tosviri varsa, onda (2.6.36)
funksiyalan tigiin do belos tasviri tapmagq olar. (2.6.36) funk-
siyalanm (2.6.37)-ds nazara alib, vurma smaliyyatim apar-
saq, x,(i =12,...,n) dayisonlerina va N,(x,), N (x,),.c.. N, (%)
funksiyalarina nazoron g¢oxhadli aling. Gostormak olar ki,
ixtiyari birdayigenli funksiyanin (2.6.40) saklinda tosvirinin
yeganaliyinin zaruri vo kafi sarti

1 0 N,O) . . . N0
1 1 N@O ... N0

1 k-1 N,(k-1) N, (k-1)

determinantinin vahids barabar olmasidir.
Misal {iclin, cadval 2.21-lo t3’yin olunmus funksiyalar
sisteminin bu sorti 8dadiyini gdstormak olar.
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coDvaL 2.21
x | M| Ny | Mo | N | N (x)
0| o 0 o | .. 0 0
i i i " 1 i
2 | 1 2 2z | .. 2 2
k3 | 1 2 3 | .. k-3 k-3
k2 | 1 2 3 | ... k-3 k-2
k1] 1 2 3 | .. k-3 k-2

Bu funksiyalar sisteminin determinanti D, ixtiyari k
clin 1-3 barabaer olur. ixtiyari k-giymatli funksiyanin (2.6.40)
saklinds tosvirinin yeganalik sorti, funksiyalar sisteminin
N,(x), N,(x),...,N,_,(x) biryerli funksiyalarimin mod k-ya gors
cm va hasillorinin  tam funksiyalar sistemina qadoar
tamamlanmasindan basqa bir sey deyil.

x+y (mod k) vo x x y (mod k) ikiyerli amallarini tam
sistema qoder tamamlayan biryerli funksiyalarin sayinin
(k-2)-ys> berabar olmasi vacib deyil. k=4 olduqda,
birdayisonli funksiyanin tasvirini [16]-da oldugu kimi:

f(x)=a,+a,x+a,N,(x)+a,xN,(x)

soklinds axtarmagq olar.

Cadval 2.21-ls ta’yin olunan N.(x), (i=23,..,k-1)
biryerli funksiyalanm N, (x) =min(i—1,x) kimi gdstormok
olar.

Buradan asagidaki teoremin dogrulugu alinir.
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Teorem 2.22. P, ¢oxlugundan olan ixtiyari funksiyani ¢ox-

i gkl Osts i od k), min(x,y),
hadli saklinds géstormays imkan veran x-.|—y(m
X X y§(?nod k) funksiyalan ixtiyari k Gg¢ln funksiyalann tam

i ini r (toskil edir).
SlSteml?llg;acgadeld(ak§ ki, coxdayisonli funksiyan.m .goxhadli
saklinds tosvirinin (2.6.40)-dan forgli digar tesvnrl?fl do var.
Ogor k-sada adad olarsa, onda bels tasvirlordon biri (2.6.38)
ifadosi ola bilor. (2.6.38)-i nazors alaraq, (2.6.36)-nin har bir

funksiyasinin tosvirini Z - H formada yerine yazsaq,
vurma va ixtisaretma aparsaq, axtarilan goxhadlini alang.
Nimunays baxaq. Z - H formasi (k=4)

f(x,x,) =9, (x, )@y (x,) + 20, (x))o, (x,)+ 30, (x1)¢3(x2)

saklinds olan funksiyani goxhadli soklinds gostarak. (2.6.36)
funksiyalarini bu hala uygun olaraq,

@o(x) =1+3N,(x); @,(x)=2N,(x)+3N,(x);

@,(x)=3x+3N,(x)+2N,(x); @5(x) = x+3N,(x)
kimi gdstarmak olar. Onda
f(x,,%,)=(2N,(x,)+3N,(x, D1 +3N, (6, )+ 2N, (x,) + Ny(x,) +
+2x, +3x,) = (2N, (%) + 3N, (x )1+ N, (x,)+ Ny(x,)+
+x,)= 2N2(xl)+3N3(x1)+2N2(x1)N2(x2)+3N3(x1)-Nz(x2)+

£ 2N, (5)N;(6,) + 3N (2N, (x,) + 2N, (%, )%, +3N5(3,)x,.
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§2.6.5. 9mallarin digar tam sistemloari

Ivvalco baxilanlardan farqli olaraq, amallarin miioy-
yan nazori maraq kosb edan digar tam sistemlori ds
ma’lumdur.

Teorem 2.23. x, v x, = max(x,,x,),x' = x +1(mod k) funk-
siyalar sistemi (Post sistemi) P, coxlugunda tamdir.

Isbati. Askardir ki, '

xvx vx*v.vx* ' =k—1 dogrudur.

Buradan x'-in kdmakliyi ilo biitiin sabitlori almaq
olar. Asanhqla goéstarmak olar ki,

J(x) = Y X =
izk-1-s

k-1 x=s olduqda,
0 X#S olduqda.

Sonra k-1-x funksiyalarini qururuq

=k-1
=0

k—l-—x=i=\|{1f,j(x),

harada ki, f;(x)=(J;(x)v(k-1- 1))
Buradan aling ki, x, - x, = min(x,,x,),

xx, =k-1-((k=1-x)v(k-1-x,))

barabarliklori dogrudur.
Belolikla, x,vx, vo x' funksiyalanindan istifado

edarak, onlarn superpozisiyasi yolu ilo Rosser-Tyuket tam
sisteminin funksiyalarin1 qurduq. Buna uygun olaraq axtarilan
sistem do tamdir. Asagida sarh olunan faktlan bu teoremin
naticasi kimi gabul etmak olar.
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revrern c.c4. 1utaq K, x” =x+a(modk). o9gar a va k

qarsiiqh sads adadlerdirss, onda x, vx, vo x* funksiya-
laninin taskil etdiklori sistem tamdir.

Teorem 2.25. (X, v X,)' funksiyasi (Vebb funksiyasi) P,
coxlugunda tam sistem tagkil edir. Vebb funksiyasi ikili Seffer
funksiyasinin  k-ciymatli analoqudur. G&stormak olar ki,
(k —2) sabitini, k-1-x va x, Dx, =min(k—Lx, —x, +k-1)
funksiyalanni 6ziinde saxlayan sistem tamdir. Bu zaman
X, —x, + k-1 ifadssindaki toplama va gixma amallari mod

k-ya géro olmayib, adi smallordir. ixtiyari goxgiymatli
funksiyanin mitkammal dizyunktiv normal forma (MDNF)
soklindos kanonik tasviri xlisusi shamiyyat kasb edir. Tam
sistemdo MDNF tipli kanonik formasinin olmasi {iclin bu
sistemin omallorinin ddayacayi sartlorin  aydinlasdiriimasi
maqsadils, biitiin sabitleri va x vy, xy

a x=s5 olarsa,
b x#s olarsa, (s=12,...,k-1)

JS(X)={

harada ki, a # b; x,y,a,b € E, amallorini 6ziinds ifads eden

sistema baxaq.
Teorem 2.26. 9gar x v y va xy funksiyalar

XVb:bVX:Xl
xb=bx=>
Xa=ax =Xx

(2.6.41)

sortlarini 6dayarsa, onda ixtiyari £(X) funksiyasmi

&=V f(@J, 0, %) T, (x,) 2642
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soklinda gbstormak olar.
XXy X, VO X, VX, V...vX, ifadsleri uygun olarag

XXy X, = (n((5)%5).0)x,
X VI VLV, =G (( VX)) v v vix,

oldugunu gostorir.

Isbatr. Tutaq ki, ¥ = & . Onda (2.6.42)-nin sol torofi £ (@)-ya
barabar olur.
Qeyd edak ki,

F(@), (x),, (x,)...d, (x,)= {

b X #a olarsa.

(2.6.42)-nin sag tarofini uygun olaraq

N-

Vv 1@, @), (@)..J, @)v Vo

t=

soklinde gdstarmak olar.
Buradan ardicil olaraq

bv f(a)J, (e W, (@) J, (a,)vb=

= f(@)aa...a= f(d) alng.

Analoji milahizalor ixtiyari ¢« yigimi  Uglin - dogru
oldugundan, teorem isbat olundu. Baxilan sistem x v Y, Xy
va J (x) funksiyalarinin V t3'yinina gadar tamdir. max(x,y),

min(x,y), x+y(mod k), xy(mod k) va digar funksiyalar (2.6.41)
sartlarini ddayirlor.
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Demali, elo tam sistemlor sinfi var ki, onlarin har birindo
ixtiyari ¢oxqiymotli funksiyanin MDNF tipli kononik
s3klindon danismaq olar. Funksiyalar sisteminin bu sinfo
daxil olmasi slamati (2.6.41) sartlori ilo géstarilir.

§2.7. k-qiymatli mantiqgin ba’zi xiisusiyyatlori

Ovvalki paraqraflardaki materiallardan gérliniir ki,
k-qiymatli mantiq cabri aksar halda Bul cobrins banzayir va
naticaloerin ¢oxu k=2 halindan goxqiymatli mantiq cobrlari
halina kegirils bilar. Dogrudur, bu zaman k-nin artmast ham
isbat edilacok naticalarin deyilisine, ham da onlarin isbati
prosesinds istifads edilon konstruktiv qurulmalarin miirak-
kablagsmasina ta’sir edir.

Ancaq indi elo faktlar da alds edilmisdir ki, onlar

biittnlikds ¢oxqiymatli mantiqglorin &ziinoamoxsus xiisusiy-
yatlorini nlimayis etdirirlar. Digar torofdan els faktlar da var
ki, B (k23) halimn P, halindan shomiyyatli dora-cada
forglandiyini gostarir.
Bu fakt xiisusils Post tarafindan irsli stiriilmiis va ¢oxqgiymatli
mantiqlarin Bul mentiqins gatirilmasi imkani ilo bagh ideya
baximindan xiisusi maraq dogurur. Postun ideyasina gors,
har bir f(x,,...,x,) € P, funksiyasinin yerina elo

Y GRS S S %

Po(Xsees Xypsens Xppsees X)) (2.7.1)
funksiyalar sistemi gotirmak olar ki, ¢=]log, k[ olsun vo
a; qiymstlari (¢,,...,a, )i =1,...,n) ikilik koduna malikdirss,

onda f(«,,...,a,) -in da ikilik kodu
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2 (2R, NN » NN 208 N

¢Z(a11""’a11""’anl""’anl)

saklinds olmahdir. Gérindiyti kimi, bu halda P-daki C
(superpozisiya) amoalina

@1550,} €P,

funksiyalar sistemi {izarinds xiisusi amal uygun olacaqdir.
Qeyd etmok lazimdir ki, P-dan gdtlrlilmiis funksiyalarn
P,-don olan funksiyalar vasitasilo kodlasdinlmasi masalasi
moantigi moasalalerin | EHM-da hall edilmasi  imkam
baximindan shamiyystli olsa da, ¢oxqgiymatli mantiglarin
6zlorinin tadqiq edilmasi Gigiin ¢ox az sey verir.

P,(k > 3) halindaki 8zlinemaxsus xiisusiyyatlor J.Slupets-
kinin, A.V.Kuznetsovun, S.V.Yablonskinin ilkin elmi islorin-
dan baglayaraq ma’lum olsa da, axir vaxtlarda aparilan
todqiqatlar £ >3 hahnin k=2 halindan shamiyyatli dsracads
forqlondiyini g&storir.

Bu forqlanma istar P,-cla qapah siniflor va onlarin funksional
glcl, hamin siniflarda bazislorin varigi baximindan, istarsa
do P,-dan gdtirilmiis funksiyalarin polinomlarnn kémayi ils
tasvir edilmasi imkani baximindan da miisahids olunur.
E.Post voa N.N.Jeqalkin teoremlarinden c¢ixan naticolora
asaslanaraq demsk olar ki, mantiq cabri halinda yuxarndaki
suallara agagidaki kimi cavab verilmalidir:

1) P,-da har bir qapali sinif sonlu baziss malikdir.

2) P,-do biitlin gapah siniflorin amala gatirdiklari ¢oxlugun
glicli §; -a barabardir.
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3) P,-don gottrllmis har bir Bul funksiyasim mod 2-yo
nazaran tartib olunmus polinom saklinds tosvir etmak olar.
P.(k = 3) hah igiin yuxandaki suallarin cavablan Y.I.Yanova
va A.A.Mugniko moaxsus teoremlar vasitasilo verilir.

Teorem 2.27. Har hansi k(k 2 3) Uglun P-da bazisi olma-
yan qapal sinif vardir.

Teorem 2.28. Har hansi k(k > 3) lgtn P-da hesabi baziss
malik gapah sinif vardir.

Moazmun e’tibarilo bu teorems yaxin olan asagidaki fakt da
A.A.Mugnik torsfindan isbat edilmisdir.

Teorem 2.29. Hor hansi k(k 23) tgln P-da kontinium
sayda miixtalif gapal siniflar vardir.

Yuxartdaki teoremlarin isbat1 ticlin, [1]-[5] kitablarina miiracist
etmok kifayatdir.

Har bir f(x,,...,x,) €P.(k >3) funksiyasinin mod k-ya
nazaran ¢oxhadli soklinds tasvir edilmasi imkanina galdikds
isa, hamin sualin cavabi teorem 2.5-ds verilmisdir. Homin
teorema gora, har hansi f(x,,...,x,) P, funksiyasim ancaq

va ancaq o zaman mod k-ya (va ya uygun Qalua meydani
smoallorine) nozaran polinom saklinde gostormak olar ki,
k=p (vo ya k= p”) olsun, burada p-sads odaddir. Digor
torofdan teorem 2.10-a asason funksiyanin tamliq masalasi
P.(k 2 3) Ugiin ancaq va ancaq k=p oldugda misbat hall
edilir. ‘

Bu naticalerin mantiq cabri halindaki (f=2) cavablarla
miiqayiso edilmasi gdstarir ki, ikigiymatli vo goxqiymatli
montiglar shomiyyatli doracads forqlens bilarlor. Bo'zi
mosalalarin halli iss k-adadinin qgiymatindon asili olaraq
miixtalif sokilds hall oluna biler. Tutaq ki, k-adadi
ixtiyari adaddir. Géstarmak olar ki, imumi cabrin  mi:ayyan
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faktlanna ssaslanaraq ¢oxqiymstli mantiq funksiyasinin sonlu
G(k), harada ki,

k=pip?.. p>

(p; mixtalif sade adadlordir) halqgasi

masalasini onun

lizorinds aynhs

GF(p*), i=1,2,...m

sonlu halqalar (meydanlar) Gizarinds ayrnlisina gatirmak olar.
Bels imkan cabrin asagiidaki faktina asaslanir:

Toklif G(k) halgast G(p ) +G(p;?)+..+G(pim)
halgasina izomorfdur.
Bu halganin elementlori k-Oigiili vektorlar, comloma va

vurma ise komponentlora nazaran apanlan amaldir.
Isbati: Tutaq ki,

[:G(kE) > G(p")+..+G(pim)

m

in’ikasi asagidaki kimi ta'yin olunmusdur:

J(x) =[x(mod p*), x(mod p;*),..., x(mod p;~)]

x dayisani ardicll olaraq 0,1,...,k—1 qiymatlorini aldiqda,
x(mod p/*) komponenti periodik olaraq 0,1,...,p" —1 qiy-
matlorini alir, ya'ni x(mod p;) komponentinin bir element
kimi G(p) halqas: Uzsrinds periodu pj’-adadine bara-
bardir.

Digar tarofdan, p/ -miixtslif sade adadlarin daraca-
lsri oldugundan, heg bir [x(mod p*),..., x(mod p™)] vektoru iki

dofo tokrar oluna bilmaz. Demsli, f in'ikasi qarsihqh
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birgiymatlidir, ya'ni biyeksiyadir. Demali, biitiin x eG(k)
vo y € G(k) Uglin

S(x® »=[x® y)mOdplal seens (XD y)modpf:’” ]1=
=[xmod p",...,xmod p;” ]+ [y mod p 5o, y(mod pin )] =
=f(x)® f(y)

Analoji qaydada
Jx-y)=f(x)-f(»)

oldugunu gdstormak olar. Belalikla, G(k) halqgasi
G(p" )+..+G(p,)

halqasina izomorfdur.
98 k=pp,..p, = ﬁ p, is3, onda G(k) halqasi GF(p,)
sonlu meydanlarin -
GF(p,)+GF(p,)+..+GF(p,)
kimi diiz camina izomorfdur:
G(k) ~ GF(p,)+GF(p,)+..+GF(p,)
Yuxaridaki izomorfizmi

fix—> (X5%; 500X, )

harada ki, x, =x(modp,), i=12,...,m kimi do gdstarmak
olar. Buradan tars izomorfizm tgiin
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J XX, X, )X
ifadosini alanqg, burada

x=kk 'x®. Ox x'x

x,=k/p,;k =(k modp,)" modp,

indi iss deyilon izomorfizmdan istifade edarsk k-giymatli
moantiq funksiyalannin qisaldilmis normal polinomial forma
saklinda tasvir edils bilinmasi imkanini géstarak.

Tutaq ki,

Y= f(2,2,,....2,)
harada ki, y,z, € G(k), i = 12,...,n k-qiymatli mantiq funksi-

yasinin G(k) sonlu halgasi {izorinde normal polinomial
aynlisi
y= >.C(2)" .4z, (modk)

0=(01,..0p)
o, e Gk), i=12,..,n

soklinda tasvir olunur.
Burada )  isaresi biitin mimkiin o yi@mlan iizre mod

k-ya gbro comlomoni, - isarasi iso mod k-ya gbra vurmani
gostarir; G, e G(p) - aynhg amsallan olub, struktur sabitlor

do adlanir.
indi iss k moduluna goro miiqayiso operatorunu §, x-ilo

isaro edak, onda

Sx=x—yk=x'
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harada ki, 7,x’ <k sortini to'min edon manfi olmayan tam
adaddir. §, operatoru ilo yuxaridaki miinasibatin hor

torsfine ta’sir edok. Onda miiqayisa operatorunun ma’'lum
xassalarindan istifads etsak, alanq:

Sy= 2 C oIS, @S, 0%, i=12,...m,GF(p)
8'=(4,..5)

harada ki, n-8l¢tlt 8" =<4}, ,...,8: >-korteji &-ya uygun
olub, asagidaki diisturlarla ta'yin olunur:

o, = 1+§, (e, -1), v=12,..,n
Axinna ayrilisda

Ca" = Spf (Ca) € GF(pi)

kemiyyatlori C, struktur sabitlorinin § , Operator vasitasilo

gevrilmis obrazlandir. Z -mixtalif & yigimlarina uygun
P, moduluna géra comlomadir.

Sp,- operatorunun t3’siri  naticasinda alinmis polinomial
aynhsin sag torsfinds GF(p,) Qalua meydanianna maxsus
sadalagdirmalar apara bilarik. Daha sonra GF(p,)+..+GF(p,)
coxlugunun har’ bir elementine G(k) coxlugunun bir
elementini qars) qoyan S, ' operatoru daxil edsk. Belo ki,
istonilon v Ugilin

Sk‘1 (Sp1 v,szv,...,Spmv) =y
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olsun. Bu operatorla sadslogdirilmis polinomial ayrilisin sag
va sol tarafino ta’sir etsak, verilmis k-giymstli montiq

funksiyasinin qisaldilmis polinomial tasvir formasini almis
olarq.

Biitin bu deyilonlori

k=p"..pm
halina da aid etmak olar. Bels olduqda
G(k) ~ GF(p* )+..+GF(p2m)

va naticade k-giymetli moantiq funksiyasinin GF(p™),

i=12,...,m Qalua meydanlan ilo bagh qisaldiimis polino-
mial ayriliglarini almis olanq.

Misal: Tutaq ki, G(6) halqasi iizarindo asagidaki kimi
polinomial ifadslar verilmisdir:

» =20z z,®5 z, (mod6)
yv,=z ©4-z,

Yuxandaki miinasibatlors ssaslanaraq p, =2 vo p, =3 hal
Uclin

S, (z)=2z"
S, (z)=2z;"
S, ) =y?
S, )=y
i=12

isaraloamalarindan istifads etsak, alariq:
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M _ M gy D
=z 2Dz
% 12 2 }(modZ)

G _
Y2 =24

2 2
yP =2@ P . 2P @22V

2 _ (2 (2)
v, =27 ®z;

}(mod 3)

G(6) halgasi iizarinds y, va y, dayisenlorini to’yin edon
ifadalorin sag torofini uygun olarag f; va f, ilo isare edak.

Onda hamin 6-giymatli mantiq funksiyalanna GF(2) ve GF(3)
meydanlan izarinds t3’yin olunmus

W — M, 0 g0
.f‘l _Zl 22 ®ZZ }

0 20 (mod 2)
2 1

Vo
@ - @, ,® @)
[ =2®27 -2, ®2z,

@) = @ @,
f\2 - Zl e22

}(mod 3)

funksiyalanni garsi qoymaq olar.
Belo oldugda, G(6) halqgasi izerinda t3’yin olunmus
f, funksiyasmnin qisaldiimig ayrlist

£, =83 £V ®4 - f[P)=2®Dzz, &5 2,,(mod 6)

saklinds olar.
Bu zaman

z,=5,(3-2"®4.23)

(mod6)
z,=S,(3-zV @ 4-z§2))}
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Ss(3-2" ©8-2") = 5.2, (mod 6)

oldugu nazars alinmisdir,
Eyni qayda ilo f, funksiyasina uygun qisaldilmis ayrilis

Jn =z, @4 -z, (mod 6)

saklinds olar. Naticads ilkin verilmis polinomial ifadslorin
qisaldiimis formalarinin

W =20z -2,85 2,

(mod 6)
Y, =z, &4 "z,

soklinds olduglarins gostormis olurugq.
CALISMALAR

1. Asagidaki minasibatlarin dogrulugunu isbat etmali:
a)=(¥) =~x; V) ~(X®y)=(~x)D(~y)

b) x=(x = y)=min(x,); q) (x>y)>y=max(x,y)

2. Pdan gétiriimis f funksiyasini mod k-ya 806ro goxhadli
s3klinda géstarmali:

a) f=min(x,y), k=3; b) f=x+y% k=5

3. Tutaq ki, s(x), P,-dan gottrllmis miixtslif giymatior alan
(yo'ni bitlin k-giymotlarini alan) birdayisonli funksiyadir.
Onda g(s(x))=x (va ya s(g(x)) = x) minasibatini 6dayan

g(x) € P, funksiyasina s(x)-in torsi deyilir va s7'(x) ilo isars
edilir.

SO0 Xy %,) =57 (f (5(x,),5(x, )>-055(x,)))

funksiyasina  f(x,,x,,...,x ) €P, funksiyasinin  s(x)-o
nazaran qosmasi deyilir.
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fS(X)(xlaxza---,x,,)=f(x1,x2,...,xn)

olduqda, f(x,,...,x,) funksiyasi s(x)-o nazaron &zii-ziins
qosmadir deyirlor.

Asagidaki funksiyalardan hansilan S(X)=-x-2 nazaran
6zli-6ziina qosmadirlar:
a)xX; b)~x; v)x@y
4. s(x)-2 nazoran 6zii-dziino qosma funksiyalar ¢oxlugunu
Z(s(x)) ils isara edak.
isbat etmali:
a) Z(s(x))-gapal sinifdir;
b) Z(s(x))=P, ancaq va ancaq s(x) = x oldugda miimkundiir.
5. Asagida gostarilon sistemloarin P,-da tamliginin ancaq va
ancaq k-asli adsd oldugda miimkinliyiint isbat evmsali:
a){lLx®y®x-z}; b) {xOLx®y,x>y}.
6. Sonlu meydanlar (zarinds bazislorla bagh ortoga-
nallasdirma metodundakr LT kecid matrisini n=2, k=3 hal
tcln tapmaly.
7. isbat etmali ki, P,-coxlugunda biitiin birdayiganli
funksiyalar asagidaki ii¢ funksiya vasitasilo dogurula bilosr:

Lx=0
S(x)=x-1(mod k) h(xy= {0, 0
(x, 0<x<k-3
g(x)=<k-1, x=k-2
k-2, x=k-1
Isbat etmsali ki, P-coxlugunda buttin birdsyisonli funksiyalar
asagidaka kimi k sayda funksiyalar vasitssils dogurula bilor:
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i x=0,
P(x)=40 x=i, (@(=12,.,k-1)
x x#i,0.

8.  Sf(x,x)=1®x ®2x' ®5x] ®2x'x2 D3x - x? Dx’x> D
®2x) - x, @ 4x,-x; D5-x2- x5 D x' - x3(mod 6)

aynlisini qusaldilmis polinomial forma saklinds tasvir etmali.
Ortoqonallagdirma metodundaki n=2, k=3 hah tigiin LT kegid
matrisini tapmali.

9. f(x,x,)=2®2-x, ®x, -x, ®2x, -x, funksiyasinin kon-
yuktiv (mentiq) bazisinde spektr

amsallanm  tapmal

f(x,x,)= %(8 -4x, ~2xx,+2x!x,) ¢oxhodli funksiyasinin

konyuktiv (hesabi) bazisds spektr omsallanni tapin.
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Il HiSSO. BUL FUNKSIYALARININ V3 COXQIYMSTL]
MONTIQ FUNKSIYALARININ MiNiIMALLASMASI

I FOSIL. BUL FUNKSIYALARININ MINIMALLASDIRILMASI
§ 3.1. Mssalonin sarhi

M3’lum oldugu kimi, har bir O-dan forqli Bul
funksiyasi 6ziiniin mitkkommal dizyunktiv normal formasi
soklindo gostarila bilar.

f(x;5..,X,) = (UV;) Xf‘.-.Xs",haradaki,
s

f ( al ----- O',, )=l

o {X, o =1 olanda,

X =
X, 0 =0 olanda.

Mikommal dizyunktiv normal formalar iss, adotan,
sadalagdirilo bilir vo naticads “/ens ds f funksiyasini realizo
edsn, ancaq az simvollardan tagkil olunmus diistur alinir.
Misal 1. Tutaq ki, f(x,,X,,X;) funksiyasi cadval 3.1 ils

verilmisdir.
CoDVol 3.1
X, X, X, | fxX,X3) %, x, x| £(x;,X,,X;)
0O 0O 1 1 00 (0]
0O 0 1 1 1 0 1 1
01 o0 1 1 10 0
0O 1 1 0 1 1 1
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f(x;,X,,X;) funksiyasi licin miikammal dizyunktiv normal 3

forma bels olar:

X, X,X5 VX X)X; VXXX VX XXy VXXX,

Eyni zamanda, hamin f(x,,X,,X,) funksiyasi D, va ya D,
disturlan ilo da verils bilar:

indi iss Bul funksiyalarinin dizyunktiv normal forma
siniflorinds sadalesmis diisturlarla tasvir edilmasi masalasina
baxaq. Masaloni daqiqlagdirmak iiglin ba’zi anlayislar verak.

TS'rif 3.1. 9gar K = x{"...x] soklindoki mantiqi hasilds
butin x; doayisenlori miixtalifdirss, onda ona elementar

konyuksiya deyilir. T sdadina iso K konyuksiyasinin ranqi
deyilir. r = 0 oldugda, konyuksiya bos konyuksiya adlanir va
1-5 barabar edilir.
TJrf 3.2. 9gar D=K,v...vK_ dizyunksiyasi miixtalif K,
elementar konyuksiyalarindan taskil olunarsa, ona dizyunktiv
normal forma deyilir,. m ododina dizyunktiv normal
formanm uzunlugu deyilir. m =0 olduqda, d.n.f bos d.n.f
adlanir va 0-a barabar edilir.
TJrf 3.3. f(x,,...,x,) funksiyasmin minimal d.n.fsi els
d.n.f-ys deyilir ki, o f(x,,...,X_) funksiyasini realizs etsin vo
onu realizs edsn bitiin digar dizyunktiv normal formalarla
miiqayisada an az sayda simvollardan toskil edilmis olsun.
Masalen, cadval 3.1-doki f(x,,X,,x;) funksiyasim
realizs edsn D, vo D, dizyunktiv normal formalan verilon
funksiya G¢iin minimaldir.
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TJnf 3.4. f(x,,...,x_) funksiyasinin qusaldilmis d.n.f-si elo
d.n.f-ya deyilir ki, o, f(x,,...,Xx_) funksiyasini realizs etsin vo
homin funksiyani realizs edon biitin digsr d.n.f-larlo
miiqayisado an az elementar konyuksiyalardan toskil edilmis
olsun. f(x,,X,,X;) funksiyasimi (cadval 3.1) realiza edan D,
va D, minimal d.n.f-lari ham ds qisaldilmisdir.

Bizim maqsadimiz Bul funksiyalannin minimal va an
qisa formalanni  tapmaga imkan versn isullarla tanis
olmagqdir. ixtiyari f(x,,...,X,) montiq funksiyasinin minimal
(en qisa) d.n.f-ni tapmagq liglin asagidaki kimi trivial alqoritm
vardir: X;,...,X,, X;,...,X, doyisonlarindan togkil olunmus
biittin  dizyunktiv nomal formalar onlarda istirak edan
harflorin (konyuksiyalarnn) sayina gére nizamlanir va har bir

D d.n.f-si ticiin sira ilo D=1(x,,...,X,) miinasibati yoxlanilir.
Sira qaydasi ilo bu miinasibsti 8daysn birinci d.n.f
f(x,,...,X,) funksiyasi {iglin minimal (3n qisa) d.n.f olur.

Dayisanlarin sayimi géstaran n adadinin o qadar do
bdyilik olmayan qgiymstlarinds bu deyilon {sulla Kkiilli
miqdarda d.n.flori segmak lazim galir va ona gére ds
tacriibi baximdan slverigli deyil. Homin Usulun ¢atinliyini
xarakteriza etmak ii¢lin miimkiin d.n.f-lorin sayini gdstaran
asagidaki fakta baxaq:

Teorem 3.1. X,,...,X, dayisenlorindan tagkil olunmus miix-

tolif dizyunktiv normal formalann sayr 2*° ododine barabar-
dir.

Isbati. n sayda olan doyissnlorin hor bir (mas: X;)
elementar konyuksiyaya ya tamam daxil olmur, ya X;
saklinds, ya da x; saklinds daxil olur. Belalikls, ) SIS &
doyisonlorindan  togkil olunmus miixtslif elementar
konyuksiyalann imumi say1 3" olur. Bu is> o demakdir ki,
X;,..., X, dayigonlorindon tagkil olunmus d.n.f-larin say1 3"
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sayda elementdon togkil olunmus goxlugun alt goxluglannin
sayina, ya'ni 2% adadino barabardir.

Goriindilyli kimi, ekstremal (minimal vo ya an qisa
d.n.f) xassoye malik olan d.n.f 2* sayda olan obyektlorin
(d.n.f-lorin) icorisindan secilmalidir. Homin adad miioyysn
ma’'nada deyilon alqoritmin ¢atinlik hacmini xarakteriza edir.

Masalan, yuxandaki misalda f(x,,x,,X,) funksiyasinm realizo -

edon qsaldilmis d.n.fni tapmaq tiglin biitin <3
konyuksiyalardan tortib edilmis blitlin d.n.f-lari yoxlamaq
lazimdir. Trivial alqoritmdo belo yoxlamalann say1 380 olur.
Belo yoxlamalarnn say1 X, + X, + X, (mod 2) xatti funksiyasi
lictin 3305-don az deyil. D. n. flarin minimal (sn qisa)
formalanni tapmaq Utglin miixtalif alqoritmlar vardir.

Bu alqoritmlorin aksariyystinds biitiin - miimkiin
elementar konyuksiyalar coxlugundan, ¢atin olmayan miioy-
yon lsullarla elslorini ksnar edirlor ki, onlar d.n.f-larin
minimal (sn qisa) formasina daxil deyildirar. Bu iss d.n.f-lor
¢oxlugunun gilcliniin  azalmasina, demali, axtansin daha
effektiv apanimasina gatirib qixanr. ikinci qrup tisullar hamin
¢oxlugdan secms prosesinds daha qanastcil sakilda istifads
etmak gaydasina asaslanir.

§ 3.2. Masalenin handassi sokildo qoyulusu.

dyanilik xatiine biz tez-tez hendasi modeldan
istifads edacayik. o; € E, ={0,1} (1=1,2,...,n) koordinat-
lanndan tagkil olunmus biitiin o = (01,0,...,0,) ndqtalar
coxlugunu E; = E x...xE, ilo isare edok. Basqa sézlo, Ej -

n Sigiilti vahid kubun topaler ¢oxlugudur.

19 rif 3.5 Tutaq ki, 0;»0,5-..,0; E, ={0,1} coxluguna da-
xil olan els sdadlar sistemidir ki, onlar ticiin 1<i <i, <.<i, <n
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sorti Odonir. Onda E; vahid kubunun o} =0, ,0] =
=0,,,..,0, =0, sartlorini ddaysn biitiin (o) ,0 se05 0} )
néqtalsr ¢oxlugu onun (n-r) &gl Gzinl taskil edir.
Askardir ki, (n—r) olglilii iz ham do E} kubunun (n-r)
ol¢iil alt kubudur.

Tutaq ki, f(x,,X,,...,X,) ixtiyari montiq cabri
funksiyasidir. Homin funksiyaya EJ} kubunun asagidaki
qaydada ta’yin olunmus alt goxlugunu qars! qoyaq:

Nf = {O-=(O.1’0-2""’O-n) € E;If(O'l,O'z,...,O'n) = 1}

Gorlindliyt kimi, (g;,0;,...,0,) € N; olmasi {igiin
zoruri va kafi sart f(o;,0,,...,0,) =1 olmasidir. Demali,
funksiyasi ilo N; ¢oxlugu arasinda qarsihgl birgiymatli
miinasibat vardir: f >N,

xaA

111

110

000 100 X,

Sokil 3.1.
Codval 3.1-doki  f(x,,X,,X;) funksiyasi {giin
N; = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0 1),(1,1,1)} altgoxlugu tg Slcii-

It vahid E; kubunun 5 tapasinds toskil olunur (sokil 3.1).
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Bu minasibat qarsiligh birgiymotlidir vo asagidaki
Xxassalora malikdir. Tutaq ki, f;(x,,...,X_) veo £, (x,,...,Xx,)
ixtiyari montiq funksiyalandir. Onda
1) f; funksiyasina EJ \ N, altgoxlugu uygundur,

2) f, A f, funksiyasina N : ﬂNfZ altcoxlugu uygundur,

3) f, v f, funksiyasina N UNf2 altcoxlugu uygundur,

4) 9gor f, < f, olarsa, onda N; N, vo sksina.

TSrif 3.6. 1-ranqh K konyuksiyasina uygun N, c E! alt-

e}

v . . . o; i
¢oxluguna I -rangh interval deyilir. Hor bir K = x, " X,

konyuksiyasina E} vahid kubunun elo tapalarindan diizolmis
Ny intervall uygundur ki, hamin topalerin  koordinatlari
asagidaki sakilds to'yin edilir: Xi, = 0i»--»X; =0;, qalan
koordinatlar is ixtiyaridir.

Belalikla, E} kubunun har bir topasi n-rangh, biitiin
tapalar ¢oxlugu iss 0 rangh intervaldr. I -ranqgh interval iss
handasi olaraq E) vahid kubunun elo topalar alt goxlugudur
ki, onlar homin kubun (n—r) dlculli Gzlorini doldurmus

Olsunlar. Masslon, 3-8lcilii E  kubunda X,X, konyuk-
siyasina Nm-2 = {(0,0,0), (0,0,1)} tili uygundur ki, o da
ranqi 2-ys barabar olan interval taskil edir.

f(x,,x,,...,x,) funksiyasimn hor bir K, V..VK

d.n.f. Ggtin N, = UNK' minasibati ddanilir. Buna gérs da
=1

f funksiyasimin har bir d.n.f-si ilo N; altgoxlugunun els
Ng,,-..,Ng_ intervallan &rtiyd bagldir ki, bu zaman
Ny, = N; olur.

Bunun torsi ds dogrudur: N; altgoxlugunun, onun
daxilinds yerlogon intervallaria Ortllyiline misyyan f(x,,...,x.)
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funksiyasinin d.n.f-si uygundur. NKj intervalinin ranqini L ils
isaro edok. Onda

d.n.f-ds olan horflarin say: iist-iisto disar.
Belslikls, minimal d.n.f-nin qurulmasi masalosi N;
altcoxlugunun Ny, < N; intervallan ils elo &rtiiytintin tapil-

masina gatirilir ki, bu zaman r = er ifadssi minimum qjiy-
j=1

mat almis olsun. Goriindityti kimi, sn qisa d.n.fya uygun

ortlyiin qurulmasi zamani 6rtitkdo istirak edan intervallarin

sayini minimallasdirmaq lazim galir.

§ 3.3. Mimkiin konyuksiyalar

Ovvalki paraqrafin naticslorindan  belo cixir ki,
f(x,,...,X,) funksiyasimn minimal (en qisa) d.n.f-sini
qurmagq ugciin elo N intervallarina baxiimasi kifayatdir ki, bu
zaman Np c N, ya'ni N, N(E;\N,)=D olsun. Belo
intervallar  va onlara uygun
konyuksiyalar adlanir.

Trivial alqoritmin (tam se¢manin) isinin effektivliyini
artirmaq {giin asagidaki tisul mévcuddur.

Bltlin miimkiin K ; konyuksiyalar ayird edilir va {K}
¢oxluguna trivial alqoritm totbiq edilir. Bu sada tisul trivial
alqoritmin effektivliyini shamiyyatli daracads artirir.

Bitiin  miimkiin konyuksiyalar ¢oxlugu 3" sayda
konyuksiyalarin, neco deyarlar, “artiglarim” atdiqdan sonra
alina bilor. Qeyd edak ki, (61,...,0,) topasinds vahid qiy-

konyuksiyalar miimkin
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mat alan konyuksiyalar x',...,x horflorinin ba’zilorin-
don dlzsldilmis hasildir. Ele buna gdro do agor
(ay,...,0,) € E; \ N;, onda 3" sayda konyuksiyalar sirasin-
dan {x{,...,Xx"} ¢oxiuguna daxil olan vuruglardan taskil
olunmus 2" sayda konyuksiyalari uzaglasdirmagq lazimdir.

Cadval 3.1-daki f(x,,X.,X;) funksiyasina baxaq. Bu
halda E; \ N;(x,,X,,X;) ¢oxlugu 3 topadon ibarstdir:
(0,1,1), (1,0,0), (1,1,0).

Asagidaki kimi cadval 3.2-ni tartib edak:

CaDVoL 3.2
E) \ N, E; \ N; ¢oxlugundan olan ndqtslords
¢oxlugunun vahids ¢evrilan konyuksiyalar
noqtalori
(0,1,1) LX), X0, X435 % X, K Xy, X)X 55 X X, X
(1,0,0) 1;x,,%,,%53%,%,,X,X,, %, X5 X, X, X,
(1,1,0) 13X, %0, X35 XXy, X, K X0 X5 X X, X

X1, X;,X; doyisonlorindan  togkil olunmus 27 sayda
konyuksiyalarin togkil etdiyi coxlugdan cadval 3.2-daki
biitin  konyuksiyalan uzaqlasdirsaq, hamin ¢oxluqda
asagidaki konyuksiyalar qalar:

X X, X5 X X, Xg, X X, X5, X, X, X5, X, X, X, X X, X KL X Xy, XX,

Bu konyuksiyalara trivial alqoritm totbiq etssk, an
qisa d.n.f-nin qurulmasi zamani lazim olan addimiarin sayi

<130 olar. _
§ 3.4. Ixtisar olunmus d.n.f-lor

Minimal d.n.fderin qurulmasi zamani mimkin
konyuksiyalar sirasindan ba’zi elslorini atmaq olar ki, onlarin
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verilmis funksiyanin minimal d.n.f-larindan he¢ birino daxil
olmadlgl agkar olsun.

T'rif 3.7. Ny interval f iiciin o zaman maksimal adlanr ki,
asagidak: sartlor 6danmis olsun:

a) Ny ¢ N;

b) ela bir N, intervai yoxdur ki, onun ticlin

Ny © Ny, ¢ N, miinasibsti 8donmis olsun.
Nyg < Ny, miinasibatinin yoxlanilmasi zamani nazars
almmalidir ki, hamm miinasibat ancaq va ancaq

K<K' va KzK’

olduqda yerino yetirilir vo ya K’ konyuksiyasi K
konyuksiyasindan bos goxluq togkil etmaysn sayda
vuruglarnn cizlanmast naticasinds alinir.
Misal. Tutaq ki, f(x,,X,,X,) funksiyasi codval 3.1-lo verilir.
Onda
K, (x,%;,%3) = X, A X,
K, (%%, %) = X, A X,
Ki(x,%5,%5) = X
konyuksiyalarina
Ny, ={(0,0,0),(1,0,0)}
NK2 = {(1’030)9(19091)}

K :{(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}
intervallan uygundur.

Bels olduqda, Ny va Ny iori maksimaldir; Ny,

iso N; Ugiin maksimal deyll clinki Ny x, © NK vo Ny -Un

Siclist Ny -nin Slglistindsn ¢oxdur.
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TS'rif 3.8. N; ¢oxlugunun N, maksimal iiziino uygun K
konyuksiyasina f funksiyasinin sada implikanti deyilir.

Ny € Ng. sorti K'-in butin vuruglannin K -da
yerlogsmosi ilo ekvivalentdir. Buna goéro do miisyyan
ma’nada f-in K sads implikantindan heg bir vurugu atmaq
olmaz, aks halda els K’ konyuksiyasi alariq ki, onun Ugiin
N & N;olar.

Asagidaki fakt askardr:

Hor bir Ny Gz ( Ny ©N;) maksimal {izs qoador

genislona bilor.

Tutaq ki, NK;,...,NK;‘ - N; ¢oxlugunun biitiin

maksimal Gizlaridir. Onda
N, =N
f K? U...UNK;‘
xk: € N¢ (i=1,2,...,m) va Ni-in har bir Gizi har
maksimal Gzo daxildir. Axinng barabarlik
f=K]VK;V...VK:, barabarliyins ekvivalentdir.

B'rif 3.9, f funksiyasinin  biitiin  sads implikantlarinin

dizyunksiyasina barabar olan d.n.f onun qisaldilmis d.n.f-si
adlanir. Demali, h

belo ki, N

hansi
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p.=KV..VK,

Yuxandaki cadval 3.1-doki f(x,,X,;,X;) funksiyasi {iclin
biitlin maksimal Gzlardan tagkil olunmus asagidaki ortiik var:

N, = NK] UNK3

Bu aynhsa qsaidilmis f(x,,X,,X;) =X, AX; VX,
d.n.f uygundur.

Askardir ki, f funksiyasina goro qisaldilmis d.n.f bir-
qiymatli to'yin edilir. Belo d.n.f imumiyystio no minimal, no
doa ki on qisa d.n.f-dir. Masalen, cadval 3.1-daki f(x,,X,,X;)
t¢lin qusaldilmis d.n.f XX, VXX, vX,X; VX,X;, minimal
d.nf X, X, VXX; VXX, V@ X/ X; VXX; VX, X, soklindadir.

Askardir ki, har bir Ny < N, intervahi miiayyan
NKJ, < N; maksimal intervalinda saxlanilir. Buna géro ds

{NKJ}, j=1,...,m kimi f {glin maksimal olan biitiin
intervallar hey'sti N, altcoxlugu {iclin ortiik togskil edir:

N; = u N, -

=
12’rif 3.10. f(x,,...,X,) funksiyasini realize edon va N;
altcoxlugunun f lglin maksimal olan butlin intervallarla

ortityline uygun \/Kj dizyunksiyasina f moantiq funksiya-

j=1

sinin  qusaldilmis  d.n.f-si deyilir; f funksiyasina uygun
qusaldilmus d.n.f D(f) ils isara edilir. ixtisar olunmus d.n.f-nin
basqa ekvivalent to'rifini do vermak olar.

Minimal va qsaldilmis d.n.f-lor arasindaki miinasibat
asagidaki toklifis t’yin olunur.
Teorem 3.2. f(x,,...,X,) funksiyasmin minimal d.n.f-si
onun qisaldiimis d.n.f-don ba’zi elementar konyuksiyalarin
uzaqlasdiriimasi naticasinds alinir.
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[sbati. dgar biz gostorsak ki, minimal d.n.fys uygun N;
alteoxlugunun ortiliyli ancaq maksimal intervallardan taskil
olunmusdur, belo halda teorem isbat edilmis olar. Bu isa
askardir; belo ki, agar ortik maksimal intervallardan taskil
olunmasaydi, onda onu hacmcs daha genis olan intervalla
svaz etmok olardl. Noticads verilmis &Srtiylin intervallar
ranqinin comi azalmig olarch ki, bu da d.n.f-nin minimalhg;
ils ziddiyyst téradoardi.
Natica. 9gar K konyuksiyasi f funksiyasinin qisaldilmis
d.n.f-ns daxil deyilss, onda K homin f-in heg bir minimal
d.n.f-ne daxil ola bilmsz.

on qisa d.n.flor Uglin teorem 3.2-ys> analoji fakt
dogru deyil. Dogrudan da, f(x,,X,) =X, Vv X, funksiyasi
U¢lin qusaldilmis d.nf X, vX, vo on qisa d.n.flor isa
D= x, v X,, D,= XX, v X,, D;= X, v XX, ifadsleridir. D, va
D; d.nflori qsaldilmis d.n.f-don heg¢ bir elementar
konyuksiyanin atilmasi naticasinds alina bilmaz.

on qisa va qisaldilmis d.n.f-lor arasinda miinasibat
asagidaki toklifls yaradilir.
Teorem 3.3. Har bir fix,,...,X, ) funksiyasi ti¢lin elo an qisa
d.n.f-lor var ki, o hamin funksiyanin ixtisar olunmus d.n.f-
dan ba’zi elementar konyuksiyalari atmaq hesabina alinir.
Isbati. Taleb olunan an qisa d.n.f-ni almaq Ugin kifaystdir ki,
f(x,...,X,) funksiyasinin ixtiyari qsaldilmis  d.n.f-ni
gotlrib, ona uygun ortikkde har bir maksimal olmayan
interval hacmcs genis olan maksimal interval ilo avez
edilsin. Yuxandaki teorem 3.2 va teorem 3.3-don ¢ixir ki,
minimal va an qisa d.n.f-larin qurulmasi prosesinds biitiin
miimkiin konyuksiyalarin baxiimasina ehtiyac yoxdur. Bunun
Uclin ancaq qisaldilmis d.n.flarlo  kifayatlonmak olar.
Sonralar biz ancaq els an qgisa d.n.f-lors baxacagiq ki, onlar
teorem 3.3-lin sartlorini ddamis olsunlar.
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Yuxarnidaki misalda gostarilmisdi ki, qisaldilmis d.n.f -
n2 minimal, na da an qisa sakilds olmaya da bilar. Lakin elo
Bul funksiyalar sinfi vardir ki, onlar {iclin hamin anlayislar tist-
listo diigiir. Belo siniflorden biri M -monoton Bul funksiyalar
sinfidir.

§ 3.5. Monoton funksiya {i¢lin miixtasar d.n.f

Asagidaki teorem har bir f(x;,...,x,) € M funksi-
yasi lc¢lin miixtasar d.n.f-nin onun yegans minimal formasi
il Gst-tista dusdiylnii gdstorir.

Teorem 3.4. Monoton {(X,,...,X,) funksiyasnin miixtasar
d.n.f-sina dayiseniarin inkan daxil deyildir vo homin forma
funksiyanin yegano minimal (an qisa) d.n.f-sini taskil edir.
Isbat1. dvvalcs teoremin 1-ci hissasini isbat edok.

Tutaq ki, Ny N, harada ki, K = x, ...x; KXy,
va r>1'. Onda K konyuksiyasi vo onunla birlikds f
funksiyast  E;  vahid  kubunun  X; =.=x; =1,

i, =--=X; =0 sortini 8dayen biitiin topalarinds (yerda
qalan koordinatlarin qiymati ixtiyaridir) vahid qiymat al.
Lakin bels olduqda, f(x,...,x,) e M funksiyasi E;
X

kubunun X; =..=X; =1 sortini 6dayan biitin qalan

topalorinde do vahid qiymat alar. 9ger K'= X;..-X
gotursak, alanq:

1y

Ng e Ny o N

Belaliklo, agor interval doayisonlorin inkarini da
6ziinds saxlayan konyuksiyaya uygundursa, onda homin
interval f funksiyasi licin maksimal ola bilmoz. Demali,
f(x,,...,X,) € M funksiyasinin miixtosar sokli doyisanlarin
inkarini 6ziinds saxlaya bilmaz.

171



isbat edildiyina gors, f(x,,...,X,.) €M funksiyasinin
qusaldilmis  d.n.f-sine daxil olan istonilan konyuksiyasi
K =X, ...x; soklindadir.

Gostarmak olar ki, K konyuksiyasi f-in qisaldilmig

d.nfsino daxil olan ve Ej; kubunun x; =.=x; =1,
x, =.=%_ =0 topasinds vahid qiymat alan yegana kon-
yuksiyadir.

Dogrudan da, sagar qisaldiimis d.n.f-nin ifadssinds
homin tapada vahid giymat alan bagqa bir K’ konyuksiyasi
varsa, onda hamin K’ konyuksiyasi na X; ,...,X; , nd da
X, 5eees Xy, dayisenlarini dziinds saxlamazdi. Buna gbrs da
K’ konyuksiyasina ancaq X;,...,X; doyisanlari (ham do
hamisi yox) daxil olardi.

Onda Ny < N, < N;.

Bu iss Ny intervalimn maksimalliq sorti ilo ziddiyyat
yaradardi. Beloliklo, istenilon Ny maksimal intervali tictin
E; kubunun els topaleri vardir ki, ancaq hamin maksimal
interval vasitasilo &rtiiliir. Ona gérs miixtesar d.n.f-ys uygun
N; altgoxlugunun &rtiiylindan heg bir intervali atmaq olmaz.

 Yuxandaki teorem 3.2 vo 3.3-don teorem 3.4-iin
ikinci hissasi alinir.

CALISMALAR

1. Verilmis elementar konyuksiyalar ¢oxlugu K-dan f(X")
funksiyasinin sads implikantlanni ayirmal:

a) K = {x,%,,X,X,,X,X, },f(X*) = (00101111);

b) K = {X,X,,X,Xs, X, X,;X, %, }, f(X*) = (01111110).

2. Bleyk metodunun kdmayi ilo verilmis D d.n.f-nin
miixtosar d.n.f-sini tapmali:
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a) D=XX, VX, X;X, VX,X;X,;

b) D=XX, VXX, VX,X;;

v) D=XX,X; VX, X,X, VX;X,.

3. Verilmis f(X") funksiyasinin k.n.F-sina gérs qisaldilmis
d.n.f-ni tapmabh:

a) fiX’) = (%, VX, )X, VX, VXy);

b) fX*)= (%, VX, VX)X, VX, VI )X, V)

v) f{ZH)=(x, vX, VI XX, VX, (X, VX, VEX,).

4. Tutaq ki, f(X") vo g(F") funksiyalannin mumi
doyisanlori yoxdur. f funksiyasinin sads implikantt K, g
funksiyasinin sads implikanti iso L-dir. f A g funksiyasinin

sada implikantiiin K A L oldugunu géstormali.
5. Miixtasor d.n.f-lordan niive implikantlanni ayirmal:

a) X;X; VX, X, VXX, VXXX, VX, XX, VX X;X,;
b) X,X; VX, X, VXX, VX X, VXX, VXX, VX X,.
6. Asagidak: funksiyalarnn dalan tipli d.n.f-sini tapmals:
a) f(X*)=(01111110);

by f(X*)=(1110011000010101).

7. Asagidaki d.n.f-lorin dalan, an qgisa vo ya minimal d.n.f
saklinda olduglanni yoxlamali:

a) D=X,X, VX,;
b) D=X,X, VXXX, VX X,X,;
v) D= XX, VX X; VX, XX, VX,X,.
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IV FOSIL. coxqi_\(mam MSNTIQ FUNKSIYALARININ
MiNIMALLASDIRILMASI

§ 4.1. Coxqgiymatli funksiyalann dizyunktiv normal forma
sinfinda minimallasmasi

Bul cebrinde oldugu kimi, ¢oxqgiymatli montiq
funksiyalarinin minimallagmasi, daha dogrusu bu funksiyala-
nn verilon bazis sistemine moaxsus funksiyalarin super-
pozisiyasi saklinde daha sada tasvir formalarnnin tapilmasi
bdyiik shamiyyat kasb edir.

Kanonik tasvirlori MDNF sinfine daxil olan Rosser-
Tyuket sistemino daha strafli baxaq. Bunun G¢tin a =k -1,
b = 0. 9gor a yigiminda f (@) > f,(a) sorti danarss, onda

hesab edacayik ki, f,(X) funksiyasi & yigiminda f,(X) funk-
siyasini 6rtir. 9gor bitlin yigimlarda f (@) 2 f, (@) olarsa,
onda f,(X) funksiyas! f,(X) funksiyasini udur deyirlar [19].

9gor f(X) funksiyasi f,(X),f,(%),....f, (¥) funk-
siyalanni udursa, onda o onlarin dizyunksiyalarini da udur.
Bundan basqa, udma miinasibati tranzitivdir, daha dogrusu
agar f(X¥) f,(X)-i udursa, f,(¥) isa f,(X)-i udursa, onda
f(X) f,(x)-iudur.

Verilon funksiyani udan vo heg olmazsa bir yigimda
onu ortan f(X) funksiyasini, Bul cabrinde qoabul edilmis

analoji anlayislara uygun olaraq, verilon funksiyanin
implikant1 adlandiniriar.

Sabitlordon va 0z aralarinda ciit-cit miixtslif olan
harflorin (harf dedikds ixtiyari X dayisanini, hamginin J (x)
amollarini basa dustirlik) sonlu ¢oxlugundan ibarat ixtiyari
konyuksiyani elementar hasil adlandinrlar.

Elementar hasil - verilon funksiyanin implikanti - heg
bir basqa hasil torafinden udulmayan, hansi ki, bu
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funksiyanin implikantidir, verilon funksiyanin sads implikanti
adlanir.

Dizyunksiya isaralori ilo birlagon ixtiyari sonlu sayda
elementar hasillar bu funksiyanin dizyunktiv normal formasi
adlanirlar (DNF).

Biutlin sada implikantlarin dizyunksiyasini miixtasor
DNF adlandiniriar.

Verilon ¢oxdayisenli funksiyanin heg biri istisna
olunmayan sads implikantlarin dizyunksiyasi saklinds tasviri
dalanli DNF adlanir.

(2.6.5) va (2.6.6)-nin asasinda alinan asagidaki eynilik
miinasibatlarina baxaq:

PJ,(x) vPI,(x)v...vP] _ (x)=P, (4.1.1)

1PJ,(x) v2PJ,(x)v...v(k - D)PJ,_ (x) =Px, (4.1.2)

burada P - ixtiyari ifadadir.
(4.1.1) va (4.1.2) minasibatlari imkan verir ki, f(X)

funksiyasmin ixtiyari dizyunktiv formasi miksammoal DNF
soklinda gdstarilsin.
Nimunays baxaq. k = 4 olduqda

f(x;,%,) =21, (%) v 21, (x,) V] (%)X, v %, X

x (X)) v, (x, ), (x,) VI, (x )L (x,)
saklinds verilon funksiyanin mitkammal DNF-ni barpa edak.
Bu ifadsnin birinci vo ikinci dizyunktiv hadlarina

(4.1.1)-i Gglincli vo dordiincli hadlarine (4.1.2)-ni tatbiq
etsok, asagidakilan alanq:

23,(x,) =27, (%) o (x,) v 2T, (x ) (x,) v 2T, (%, ) %
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x J,(x,)v 2T, (x; ) ;(x3),
21, (x,) = 2T o (x, )T, (x;) v 27, (%) %
x J,(x,)v 21, (x ), (x,) v 2T, (x, ), (X,),
J,(x))x, = lJl(xl)Jl(x2)v2J1(xl)Jz(xz)le(xl)J3(x2),
x,J,(x,) = 13,(x,)T,(5,) v 2T, (x ), (x,) v T, (x I (x,)-

Uygun olaraq, baxilan funksiyanin mitksmmoal DNF-si
asagidaki sakilds olar:

f(x,,x,) = 2J2(X1)J0(X2)V2J2(X1)J1(X2)V2]2(X1)J2(x2)\’

v2J2(x,)J3(x2)v2J0(x1)J2(x2)vZJl(xli)Jz(xz)v2J3(x1)x

X Jz(x:,_)vlll(x,)J,(xz)vJl(xl)J3(x2)vJ3(x1 W, (x,)v
v, 0T, (%,) v (x)T5(%,)

Sads implikantlann tapiimasi alqoritmins kegak. ixtiyari sac.la
implikant aRQ soklinda verilo bilor, burada a - sabit;

R=x %, ..x, Q=1J,(x,)x Jory g, 0o d g (K ), T+G<n
hamginin, i # £,, bels ki, aks halda uygun X; dayigon
kemiyyati sabito gevrilir, misal tglin x,J,(x,) =5J,(x,).

P J,(x)VvP. T, X)v...wvP_ J . (x) (4.1.3)

k-1

ifadasina baxaq. . N
Biitlin a,-lor igarisindan an kiclyini - a,-i - segirik vo
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P J,(x) VP, J (X)V..vP, J, (%) (4.1.4)
yaziriq.

(4.1.4) ifadssi (4.1.3) ifadasi ila udulur va (4.1.1)
miinasibatina asassn P, -ls barabordir. Ona gérs do

P J, (VP J X)v..vP, J,  (x)=
=P J () VP J (x)v..vP, J, (x)VP, (4.1.5)

(4.1.2)-don istifads edarak, analoji qaydada aling:

Q, 3, VvQ,J,(v..nQ, T, (%)=

=Q,J,®x)VvQ,J, (x)v...ank_le_l x)v Q,, (), (4.1.6)

burada a, - a;-lordan an kigiyidir, hansi ki, dziiniin dizyunk-

tiv haddinin J simvolunun yanindaki indeksdan kicikdir.

(4.1.5) va (4.1.6) miunasibatlorine uygun olaraq
yerins yetirilon smallori operatorlara va arqumentlora [19]
nazaran bitisdirma (yapisdirma) amali adlandinirlar.
Nimunays baxaq. Milkkemmal DNF asagidaki kimi (k=4)
verilon  kegirmo  (dayisdirici) funksiyanin  implikantlar
¢oxlugunu ta'yin edak:

£x,,%,) = T (65 (%) v 2T, (x,)T 5 (%, ) v 1T (%, ) X
x T (X%, ) v (x0T, (%) v 2T, (x)T (%) v, (%) %

x J (%) v 21, (x ), (x,) v 2], (x )T, (x,) v1T,(x,) x
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xJ (%) V2155 (x,)

) Bu DNF-nin hadlerindan (4.1.5) va (4.1.6)
miinasibatlorini ddayan biitiin miimkiin olan ifadalori yazaq:

F, = 2J,(x,)J o (x,) v 1T, (x, )T (%, ) V1T, (x, ) x
x J,(%,) v 2T, (%,)T5(x,),
F, = Jo(x)T5(%,) v 21, (%, )J5(%,) v 23, (x,) X
x J,(%,) v 2T,(x, )5 (x, ),
E, = 13,(x,)J,(%,) v 2T, (x )], (x,) v 2J, (x, )T, (x,),
F, = 13,(x,)J, (%,) v 13, (,)J, (%,) v 13, (x, )T, (%, ).

F, Gcgln ifadsds J (x,) funksiyasim P kimi isaro etsok,
asagidakini alang:

F, = P2J,(x,) v P1J,(x,) v P1J,(x,) v P2, (x,).

Bu ifadsnin axirina iki dizyunktiv haddinda sabitlar‘;
J.(x,) funksiyalannin yanindaki indekslordsn kicikdirlor. Bu -

sabitlordon on kigiyi vahiddir. Belalikls, (4.1.5)-o uygun‘
olaraq !

F=F VvPl=F v1J,(x)

yazmagq olar.
E,F; va F, lglin analoji olaraq aling:
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F,=F v2),(x,), E=F v2l,(x,)x,, F,=F vix,J,(x,).

Beloliklo, baxilan funksiyanin implikantlan onun
MDNF-nin hadlarindan vo

1J,(x,), 2J3(X2), 21, (%)X, llel(xz)’dgn

‘ ibaratdir.

Teorem 4. 1. Operatorlara vo arqumentlora gora bitisdirma
(yapiscirma) smoallori f(X) goxqiymsatli funksiyasinin biitlin
sada implikantlanin1 tapmaga imkan verir, daha dogrusu bu
funksiyanin miixtssar DNF-ni almaga imkan verir.

Isbatr. J (x)-don asih olmayan implikant, s= 1,2,....k—1
olduqda ancaq bir A qiymsatini alir. A #0 oldugundan f(X)
fuknksiyasinin MDNF-ni tagkil eden elementar hasiller
arasinda (4.1.5) miinasibatini 6doyan elementar hasillar do
var. X, arqumentine va (4.1.6) munasibatine nazaran

milahizalor analoji oldugundan, alinq ki, teorem isbat
olundu.

Ogor mimkiin olarsa, sonraki sadslagsmoalar yeni
alinmis implikantlaria analoji qaydada yerina_yetirilir. Butin
miimkiin bitisdirmalari bir dofo yerina yetirmak zaruridir.
Elementar hasillorin yalniz elolori bitigs bilarlor ki, o
elementar hasillor, onlann J (x) funksiyalan ils Dbitis-

dirilmasi naticasinda alinmis olsunlar.
Sado implikantlann tapiimasi metodikasima baxaq.
MDNF tipli kanonik tasvir xarakterik olan, coxqiymetli
funksional tam sistemlor sinfi, Bul csbrinda oldugu kimi

asagidaki qaydaya tabedir:
PxvP=P, (4.1.7)

bels ki, (2.6.4) va (2.6.7)-ya uygun olaraq
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PxvP=Pxv(k-1)=P.

Demaii, har hansi elementar hasilin ixtiyari maxsusi hissasi
onu udur.

Verilan hasildon bir vo ya bir neca vurugu yox
etmakls alinan hasils moxsusi hissa deyilir. Misal Uciin,
al (x,)],(x,) elementar hasili, aJ, (x,), aJ (x,), J,(x,)J,(x,).
a, J,(x,), J (x,) moxsusi hissalora malikdir.

Gostorilon sort, bir elementar hasilin digsrini udmasi
Uctin kafi sartdir, zaruri deyil. Haqgigaten, 5x elementar hasili
3J,(x) elementar hasilini udur, ancaq onun moxsusi hissasi
deyil.
Teorem 4.2. P, elementar hasilinin P, elementar hasilini

udmasi l¢lin  zoruri veo kafi sort asagidaki  sortlorin
6danilmasidir:

1) C,2C,; burada C, vo C, - P, vo P, elementar
hasillarinin sabitloridir;

2) P, hasilinin torkibina daxil olan biitiin J (%) funksiyalan

P, -da da olmalidirlar;

3) ager P-in torkibine P,-ds olmayan X, arqumenti
daxildirss, onda P,-nin torkibine bu arqumentin J s (%),
5; 2 C, funksiyasi daxil olmalidir.

Isbati. Birinci sortin zaruriliyi askardr.
ikinci sart do zoruridir, belo ki, P, elementar hasili f(%)

funksiyasini P, -nin Srtdiyli yigimlarda értir. Demali, ogar
P, har hansi J (X) funksiyasindan asiidirsa, onda P, do

ondan asili olmahdir.
Uglincli sortin zoruriliyi asagidaki  miilahizalardan
alinwr. Forz edok ki, P, J_(X;) funksiyalanm &ziinda
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f(X) funksiyasim P, -in sifra barabor oldugu yigimiarda &rtiir.
Bu isos mimkiin deyil. Tutaq ki, C,>s;. Onda P,
C, qiymatini, B <s, sortini 6dayon yigimlarda ala bilar ki,
bu da miimkiin deyil.

Belslikls, 1)-3) sortlarinin zoruriliyi isbat olundu.

Bu sortlorin kafiliyini isbat edok. Forz edsk ki,

C,=C,. P-i els simvollara vuraq ki, P, vo P, elementar

hasillori arasindaki forq 3) bandindoki sortlors ¢evrilsin.
(4.1.7)-ys uygun olaraq, P, elementar hasili, yeni alinmis P/

hasilini udacaq. P wve P, ifadslori P'=CP_ wvo
P,=C,PJ_ (x;) saklinds verilirlor. Aydindir ki, P 5, 2C
sartinda P, -ni udur.

isbat olunan teoremdon alinir ki, ixtiyari elementar
hasil ancaq o elementar hasillori udur ki, onlar onun
bitigdirilmasinin togkil olunmasinda istirak etsinlor (agor
elementar hasiller - f(X) funksiyasinin implikantlan olarsa.)

Gostorilan sortlar sads implikantlan ayrrmaga imkan
verir. Minimal (dalanll) DNF tapilmasinin sonraki prosesi k-
dan asili deyil va Bul cabrinde ma’lum olan yolla geds bilar,
bels ki, iki variant miimkiindiir: sads implikant verilon hasili
ya udur, ya udmur.
Nimunays baxaq. Bundan qabaqki misahin funksiyasi iiclin
biitlin sads implikantlan ta'yin edsk. Bunun licin har bir
implikantin sagina bu implikantin uddugu biitiin implikant-
lan yazaq. Bundan basqa, udulan har bir implikantdan sonra
m&'tarizads udulmanin bag verms sartini yazaq (D horfi ilo
udulmanin kafi sortini isars edak)

1, (x) - 1J,(x, ), (x,), D), 1J,(x,)J,(x,),(D);

215(x,) - 2J,(x,)J;(x,), (D); 21,(x )5 (x,), (D);
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213(x,) = 21, (x M5(x,), (D) 21,(x))5(x,), (D);
21,(x)),(x,), (D);

20, )%, - 10,600,050, (13 20,)0,(%,),  (1,3);
21, )5(x,),  (1,3);
1x,0,0,) - 13,6)0,0,), (1,3) 10,06) (1,3);
e, (1,3).

Baxilan halda yoxlama ilo gdstarmak olar ki, basqa
udma amallori aparmaq olmaz.

Udulan implikantlarin gostarilon siyahisini funksiya-
nin MDNF ilo miiqayiss edorak, amin olmaq olar ki,
udulmayan implikantlar yalmz J,(x )J;(X,) va 2J,(x,)J,(x,)-

dir. Belaliklo, baxilan funksiyanin sads implikantlari
13,0%, 0,20 505 0,20 5 (%, %51 3, (%), T (%, W 5(x, 0,28, (%, W €%, )-
don ibarotdir vo onlar funksiyanin miixtassr DNF-ni togkil
edirlar.

fx;,%,) =1, (x,) v2J5(X,) V21, (x )%, v IxJ,(X,) v
VI, (x MW 5(x,) VZJx(Xl)Jo(xz)-

Bu funksiyanin minimal DNF-ni implikant matrisin
kdmayi ilo tapaq. Bu matris, satirleri sacle implikantlardan,
siitunlan iso miikommsl DNF-nin hadlaerindson ibarat olan
cadval kimi tasvir olunur. Yazilisi sadslesdirmakdan &tril, har
bir sade implikanti indeksi miixtasar DNF-da onun tartib
ndmrasina barabar olan indeksli J horfi ilo isare edak (misal
tictin, J, =1x,J,(x,)), mitkernmal DNF-nin har bir haddini -
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yena da indeksi onun tartib ndmrasins barabar olan indeksi
Kils isaro edak (misal tgiin, K =2J,(x,)J 5(%,)).

B.u implikant matrisin sads implikanth satirlorinin
MDNF-rTm hadlarini udan siitunlarla kasismasindsn yaranan
qafeslari (cad. 4.1)carpaz xatlorls isars edok.

CoDVol 4.1
Sads MDNF hadlari
implikantlar

K, 'K, |K, | K, | K; | K, | K, | K, | K, | K,
I, X | x
J 2 X X X
J3 X X X
J4 X X X
J X
Jq I x

Bul cabrinds oldugu kimi, verilon funksiyanin minimal DNF
tapmaq Gc¢lin  implikant matrisinin ~ biitin  stitunlann;
krestiklarlo birga ortsn sado implikantlarin minimal sayini
tapmagq kifayotdir. Cadval 4.1-don gériintr ki, bitiin sads
implikantlar onun minimal formasina daxil olmalidirlar, ¢iinki
yalniz bu halda implikant matrisinin stitunlan krestiklorlo
orttliirlor. Demali, baxilan funksiyanin minimal DNF onun
miixtasar DNF ilo Gst-ists diisiir.
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§ 4.2. Coxqiymatli funksiyanin minimal DNF-ni almaq ti¢lin
me’yarlar vo Gsullar

Minimal DNF secilmasi me’yarlarina daha strafli
baxaq. Md'lum oldugu kimi, Bul cabrinds minimal DNF
horflorin  minimal sayma gors, daha dogrusu, ikiyerli
amallorin miinimal sayina goéra segilir. MDNF tipli kanonik
forma xarakterik olan ixtiyari coxqgiymatli tam sistemdas
minimal DNF secilmasi {i¢lin asagidaki me’yarlardan istifads
etmak magsadauygundur:

1) ikiyerli smallarin minimal sayi;

2) J,(x) funkslyalarinin minimal say;

3) superpozisiyalarin minimal sayi.

Els misal géstarmak olar ki, birinci yaxud ikinci me'yara géra
secilon minimal DNF, liglincii me’yara géro minimal olmur.
Eyni zamanda, praktik megsadlor ticlin sn uygun olani
ticlincli me’yardir. Digar torafdan, k* > 100 olduqda (agar k
qgeyd olunmursa, onda funksiyanin daha minasib

xarakteristikasi k" olur, n yox) biryerli funksiyalanin sayi

ikiyerlilorin  say1 ilo miiqayissda Umumi halda saygisiz

kicikdir.

Miixtosar DNF-dan minimalin alinmasi  zamani,
minimalliq me’yannin segilmasi, segilmo kamiyyatina asasl
to'sir gbstors bilar. Bu sapkids birinci me'yar ¢ox sadadir.
Bundan bagqa, birinci me’yardan praktikada ona gora
istifads olunmalidir ki, adstan bir nega f(X) funksiyasinin
reallasmasi zorurati yaranir v onlann formalasmasi zamani
eyni biryerli funksiyalardan istifade oluna bilor. Ancaq qurma
sxemlarinin bolluq (artighq) bazislorinds sintezi {iciin bu
yanasma yaramir, ¢inki bu halda biryerli fuksiyalarin sayi
haddoan ¢ox ola bilsr va onlara saygisizliq géstarmok olmaz.
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Nimunays baxaq. Asagidaki kimi verilmis x, +X,(mod3)
funksiyasinin minimal formasini tapmaq talob olunur.

X, +X,(mod3) =T, (x,)x, v1J,(x,)J4(x,) v
VJl(Xl)J1(X2)VJz(xl)Jo(Xz)VlJz(xl)Jz(Xz)-

Birinci dizyunktiv hadda (4.1.2) miinasibatini tstbiq edarak
bu funksiyanin MDNF barpa edak

X; +X,(mod3) =1J ,(x, ), (x,) vI,(x ), (x,) v

v IJI(XI)JO(XZ)VJI(XI)JI(XZ)VJ2(X1)JO(X2)VIJZ(XI)JZ(XZ)'

Bu MDNF-nin hadlarindan (4.1.5) va (4.1.6) munasibatlorini
6dayen biitlin mitmkiin ifadalari yaradaq

1o ()T, (%) v I ()T, (%) =17, (%,)T, (%, ) v
VI, (%,) VT, (%)X,

17, ()6 (%,) v T, (%) o (%,) =1, (%, )T (%, ) v
VI, )7, (%,) v, T, (x,).

Belalikla, X, +X,(mod3) funksiyasinin implikantlarn
onun MDNF-in hadlerinden va J,(x/)x, vo xJ (x,)

elementar hasillarindon ibarstdir. § 4.1-da gostarilon sartlars
uygun olaraq, butlin miimkiin olan udma amollarini yering
yetirib, bu funksiyanin miixtasar DNF aling:
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X; +X,(mod3) = J,(x,)x, v T (X)) v (%) x
x 31 () VI, ()T, (x,).

Svvalds oldugu kimi, har bir implikant: J harfi, MDNF hor bir
haddini K harfi ilo isaro edak. J vo K-nin indekslori, miixtasar
vo mikammsl DNF-da onlann tortib némrolsrini gOstarir.
X, +X,(mod3) funksiyasi tictin implikant matrisini (cad. 4.2)

qurub, smin oluruq ki, onun minimal DNF miixtasar DNF ilo
Ust-Usto distr.

Cobval 4.2
Sads MDNF hadlori
implikantlar K, K, K, K, K, K,
J, X X
J, X X
J, X
J, X

Asanligla géstormok olar ki, X, +X,(mod3) funksiyasinin

tapilan minimal formasi avvaldo gostarilon biitlin me’yarlara
g0ro  minimaldir. Tasvir olunmus metodika, elementar
hasillorin sayinin ¢ox oldugu halda bdylik hesablamalarla
baghdhir. Karno metoduna analoji olan, daha inandirc (askar)
olan basqa Usula baxaq. Funksiyani, satirlori Vo silitunian
J, (x;) funksiyalan ils isaralanan cadval saklinds yazirlar.

Sonra, funksiyanin (k-1)-s barabar oldugu yigimlarda onu
ortan,  birsimvollu  (sabitlor, X; dayigenleri, J_(x,)

funksiyalan), ikisimvolly ( ax;,al (Xi)sxst,» x:)hJ, N, (%)

Vo s. sads implikantlar tapirlar. Bunun tctin, bu implikantin
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ortdiiyi basqa yigimlan da qeyd edirlor. Sonra funksiyanin
giymotinin (k-2)-yo va s. barabar oldugu ortlilmamis
yigimlar &rtan sado implikantlan tapirlar vo bunu o vaxta
qadar davam etdirirlor ki, funksiya bitiin yigimlarda
ortlilmis olsun.

Tutaq ki, funksiya iki doyisandan asilidir. Bu halda
cadvalin har bir reagemi funksiyanin (a,;) wgimindaki

qiymatina, daha dogrusu J, (x,)J +(X;) hasilina uygun

galir. J, (X,) implikanti ¢, stitununa (satring) uygun galir.

9gor n23 olarsa, uygun yigimlarin to’yini ligin har hansi
vardis zaruridir.

Nimunays baxaq. Tutaq Li, k=4 ciin f(x,,%,,X;)
funksiyast caclval 4.3-Io verilmisdir.

CoDVIL 4.3
x2
A \
‘01 2301230123012 3
oloj1jo|offo]i1]oJofloTiToJoflo]1[o]o
t(2]212]2llo]lojo]o]lo]o]o]oflololo]0
212212 )2llofo|1]|o]lo]o[2]o]llolo[2]0
3[3|3|3|3]lojojo]o]lo]o]ofo]Jlojo]o]0
0 1 2 3
< . S
Vv
x3

(3,0,0),(3,1,0),(3,2,0),(3,3,00 yigimlarinda funksiya 3-o
borabardir. Askardir ki, funksiyani bu yigimlarda birsimvollu
implikantlar ~ vasitesilo  &rtmok  olmaz.  ikisimvollu
implikantlara baxaq. x,J,(x,) implikanti funksiyani birinci

dérd  yigimda oitlir. Bundan basga, bu implikant
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(2,0,0),(2,1,0),(2,2,0),2,3,0)
qiymatini Ortiir.

Cadval 4.3-da funksiyamin &rtiilen giymatlarini qeyd
edib, funksiyanin giymatinin 2-y> barabar oldugu yigimlara
kegirik. 2J,(x,)J,(x,) implikanti funksiyanin 2 qiymatini
(1,0,0), (1,1,0), (1,2,0) vo (1,3,0) yigimlarinda &rtir. (2,2,2)
va (2,2,3) yigimlannda iso funksiyam 2-J,(x,)J,(x,)x;
implikanti &rtir. Bu implikant funksiyanin 1 qiymatini
(2,2,1) wigminda  ortlr.  Funksiyamin 1 qiymati
(0,1,0),(0,1,1),(0,1,2),(0,1,3) yigimlarinda ham da 1J,(x,)J,(x,)
implikant1 tarsfindan o&rtiiliir. Belaliklo cadval 4.3-Is verilon
funksiyanin minimal DNF-si asaZidaki kimi olur:

yigimlarinda  funksiyanin 2

fx,,%,5,%3) = X, T o (%5) v 27, (%, ) o (%3) v 2T, (%, )T, (X, )% v

v (x ), (%)

§ 4.3. Coxqiymatli funksiyamin DNF-sinin artiqliq
bazislsrinds minimallasmasi

informasiyanm  veriimssinin  mioyyan prinsiplari
sayasinda kifayat qodor sado fiziki sxemisrin vasitasilo ¢oxlu
sayda ¢oxqlymatli montiqi smallari reallasdirmaq olar. Buna
g06ra, coxqlymatll funksiyalann kanonik tasvirinin alinmasi
imkanlarinin  tadqiqi va onlann belo amallori  &ziinds
saxlayan artiqhq bazis sistemlarinds minimallasmasi boyiik
ohamiyyst kesb edir. Diger torafden, artihq bazis
sistemlarinin tadqiqi DNF sinfinden olan, artiqhq olmayan
sistemlorde pis minimallagan funksiyalanin varhgl il3

sortlondirilir.
" Tam sistemin tarkibina yeni samollarin daxil edilmasi

bitisdirmonin slave miinasibatlorini almaga imkan verir. o
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Bunun noticosinde alinan sade implikantlar veriloan
funksiyanin daha sads tasvirinin tapilmasina imkan verir vo
demsli, onun daha sads reallasmasi imkani yaranir.

Biitiin sabitlori vo asagidaki amoallari &ziindo oks
etdiron artiqhq bazis sistemina baxaq:

X, V X, = max(x,,X,),
XIXZ = min(XDXZ):
x' = x+i(mod k),

X =k -1-x(modk),

k-1 x, =x,
I, %2) = 0 X, #X
1 2

Qeyd edsk ki, x,=s oldugda J(x,,x,) funksiyasi J (x)
funksiyasina gevrilir. Gostorilon amallor sistemi  Sziinds

Rosser-Tyuket (hamginin Post sistemini) tam sistemini aks
etdirir. Demali, sistemin 6zii tamdir.

Biyei J,(x), x,(X)' vo ikiyedi J(x;,x,),J((X),x,)
omollori yigimm D yigimi, gosterilon amalleri isa D
vigimindan olan simvollar adlandiraq. D yigimindan olan,
sonlu sayda simvollann konyuksiya isarasi ilo birlogmasini
hasil adlandiraq.

D yigmindan olan sonlu sayda clit-clit miixtalif
simvollann va sabitlerin hasili elementar hasil adlanir, hom
ds nazaro almaq lazimdir ki, '

1) hasilin bitiin hadlori arasinda D yigimindan olan
arqument {izorindo biryerli amoallerin yalmz har hansi bir
simvolu istirak eda bilar;

olarsa.
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2) sger hasilds J((x,)',x,) vaya J((%))',x,) simvolu varsa,
onda elementar hasilds x;, ve x, arqumentlori iizorinds
smollarin simvollan arasinda x),(%,)',/=1,2 4 simvoldan

yalniz biri ola bilor.

Aydindir ki, bu halda implikantlann vs sado
implikantlann ta'yin olunmasi, onlann udulmasi va 3rtiilmasi
dayismoaz qgalir.

Asagidaki  eynilik miinasibatlarinin dogrulugunu
asanligla yoxlamagq olar:

(k=T v (k- 2)J,(®)v...v1J,_,(x)= %
1) =1,,(x")
J.(0) =J;(X)
Baxilan sistemds operatorlara vo arqumentlars
nazaran bitigdirme smalindsn basqa, (4.1.5) va (4.1.6)

milnasibatlarine uygiun olaraq, asagidaki miinasibatiors
9sasan, hamginin, bitisdirms amallori ds dogrudur [20]:

k-1 k-1
PVa, 1,00= PVa J,evPx* VB ®",  (@43.1)

8,=0 a;=(

k-1
PVal (x,),..(x,)=

k-1
=PVa, I, ), ()VP I x,),  (43.2)
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k-1 k-1
PV a1 060 m(x) =P V &, 3,66, (x) v

a;=0 a;=0
m k~m-¢ m k~¢
v Pa J(x",x,)x; v PaJ(x’, x,)x ™ v

v PaJ(x, x, )X, )™ v PaJ(x, x, )X, ), (4.3.3)

k-1 k-1
' PXai 'Ji(xx)Jm-i(xz) = ani 'Ji(x1)Jm-i(X2) Vv

vPa J((X,)™",x,), (4.3.4)
k-1 k-1
PVal x ), (x,)= PVal ), (x,)v
a;=0 a;=0

v Pan(()\{] )mﬁ » X, )X:(-I \Y4 Pan(('i1 )"’+l JX, )(iz )m—1~1 v

v PaJ((X )™, x, XX )™ v Pa (R, )™, x, )x, ™ (4.3.5)
burada
a, = min(a; <i-/(modk));a, = min(a; < ¢ - i(modk)),
a,=min a;

i=0,1,....k~1.

(4.1.5),(4.1.6),(4.3.1),(4.3.5)-0 uygun olaraq, biitin mim-
kiin olan bitisdirma amalisrini yerina yetirib, biitiin sads
implikantlari almaq olar.
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Bu miiddsa askardir, ¢iinki ixtiyari sada implikant‘
elementar hasil kimi, 6ziinds vuruq sifotile yalmz goéstarilop
miinasibatlorin  kdmeyi ilo alinan, D yigimindan olan
simvollan saxiaya bilor. Ancaq bdéylik k va n {iglin minima}
DNF se¢mok ¢ox ¢atindir, ¢linki ¢oxlu sayda sads
implikantlann sec¢ilmasi zaruridir.

Bir elementar hasilin digorini udma qaydasi aydindir
vo demak olar ki, §4.1-do yazilanlan tokrar edir. P,
elementar hasilinin P, elementar hasilini udmasi iglin
asagidaki sortlorin danmasi zaruri va kafidir:

1) C,2C,, harada ki, C, vo C, - P, vo P, elementar
hasillarinin sabitlaridir;

2) P,-o daxil olan biitiin J;(x) funksiyalan P,-ds yerlosirlar;
3) P, P,-ys daxil olmayan x', yaxud ()" ifadslorini &zlinda
oks etdirir, P,-yaisa J (x) funksiyasi daxil olur, harada ki,
s+£ 2 C, birinci vo h-s-12 C, ikinci halda;

4) P-o J(x},x,) yaxud J((X,)?,x,) funksiyasi daxil olur,
hansi ki, P,-ys daxil olmur, P,-ys iso J (x,)-J_(x,) hasili,
harada ki, m-i=r birinci halda va i+m+1=q - ikinci halda
daxil olur.

Nimunays baxaq. x, +x,(mod10) funksiyasi {iclin minimal

DNF tapaq. 9gor §4.2-nin birinci me’yanndan istifado etsak,
onda asagidaki ifade minimal olacaq.

X, +X,(mod 10) =J,(x,)x, VI, (x, )X, V... VI, (x )x°

2

Uglincii me’yara géro minimal DNF

X, +X,(mod 10) =1J((X,)*,%,) V2I(X,)’, X, V...

v 8J((% )9>X2 WX, X,)
kimi olacaq.

Belsliklo, artighq bazis sistemindan istifado olunmas;
minimallasma algoritminin miirskksblasmasina v minimal
DNF alinmasi zaman! sads implikantlann saymnin artmas; ilo
slagadar olaraq, se¢monin artmasina (b&yiimasina) gotirib
¢ixanr. Bununla yanasi, (4.3.1)-(4.3.5) miinasibatlorinin
qurulmasi zamani, hotta biryerli funksiyalar arasinda
miimkiin superpozisiyalann he¢ ds hamisi nazors alinmayib
[20]. Buna gérs do, minimallasma alqoritminin har hansi
sadalagmasi liclin elementar hasilin ta'rifine mahdudiyyst
daxil edilir. 9lava ¢atinliklar, hamginin sads implikantlann va
onlann &rtdilylli elementar hasillarin  reallasmalannin
miirskksbliyinin miiqayise olunmasi zsruriliyindan yaranir.

Bitiin bunlar, coxqiymatli funksiyanin artiqhq
sistemlarindo minimallasmasini ¢ox ¢atinlagdirir. Qeyd edak
ki, Bul cobrinds da bels ¢atinliklor yaranir, ancaq orada onlar
ikiyerli omallorin  hesabina bazisin genislonmasi ils
slagadardir, bels ki, biitiin biryerli funksiyalar homisa bazis
sistemina daxil olurlar.

§4.4 Bitiin biryerli smallara malik sistemds goxqiymatli
funksiyalann minimallagmasi.

MDNF tipli kanonik tosvir xarakterik olan, biitiin
birdayiganli k-qiymatli funksiyalann daxil oldugu artiqhq
bazis sistemino baxaq.

Bu halda ixtiyari biryerli funksiya tgiin bitisdirma
miinasibatiarini onun MDNF-dan alirlar.

Misal iigiin, X =k —1-x(modk) funksiyasinin MDNF

X= j\Z(k -1-1)J,(x),
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homin funksiya Giglin bitisdirms miinasibstlori iso

PS{(k—l-i)Ji(x)=Pi

saklinda olur.

Baxilan sistemda belo miinasibatlor k* sayda olacaq
va onlarin har birinden asanliqla istifade etmak olar. Sads
implikantlann axtanimasi alqoritmi ¢ox sadadir, minimal
DNF tapilmasi zamani segms demok olar ki, yox olur
(n=2,3).

Bitln biryerli funksiyalann bazis sistemins daxil
edilmasi zamam minimallasma alqoritmi nisbatan sadalagir
va bunu agagidak sade misal tosdiq edir.

Tutaq ki, iki doyisandon asili olan, dogruluq cadvali
ilo verilon k-qiymatii funksiya var. ixttyari stitunun (sotrin)
biitin yerlorine uygun olan hasillor {izarinds bitisdirms
smallarini yerins yetirarak, bir sads implikant alinq.

ogar funksiyalar sistemina (misal U¢iin Rosser-Tyuket)
ancaq biryerli x' =x +i(mod k),i=1,2,... .k -1 funksiyala-
rnni daxil etsak, onda belo amallsrin naticasinds k+1 sads
implikant alinir [20]. Askardir ki, verilan funksiyanin minimal
DNF tapmagq {i¢iin se¢im birinci halda kifayat qodor azdir.

Bitisdirilon hasiliari qruplasdinb, k* sayda bitisdirma
minasibatlerindon lazim olanin asanliqla segmak olar.

Misal Uclin, tutaq ki, 4.4 cadvali ilo verilon funksiya
Gglin X, =2 satrina uygun olan hasillor izarinds bitisdirms
amoali yerins yetirilir.
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3T, )0 (%) v 21, () (%) v LT, (3 ), (%,) v 2T, (x,)]5(%,)

X2

r & Al

o 1 2 3
of[tJoJr]o
123 0] 1

“19 2032 (1] 2
3o 1 ]3] 1

Cad. 4.4

J,(x,) funksiyalanim mé’terize xaricino ¢ixanb, mdtarizo
daxilinds har hansi biryerli funksiyanin MDNF, daha dogrusu
k* bitisdirma miinasibatlsrinden birini aling. Verilon halda

P(J,(x,)V2],(x,)V1,(x,)V2]5(x,)) = Pf(x,),

harada ki, P =J,(x,), f(x,) iss X, =2 satri ilo ta'yin olunan

biryerli funksiyadir. n=2,3 olduqda minimal DNF k=2 halinda
oldugu kimi, bilavasits dogruluq matrisindon yazirlar.
Baxilan minimallasma Gsulu § 2.6.2-do tosvir olunmus
omallor sisteminde do dogrudur. (2.6.26) ixtiyari
goxqiymatli funksiyanin kanonik formada tesvirina, burada

k-1

VP(xi>R — PR

1=

bitisdirma miinasibati uygun galir.
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ixtiyari biryerli funksiya iigiin bitisdirms miinasibatini
onun kanonik formasindan alirlar. Misal Uglin, X funksiyas;
tglin o, asagidaki kimi verilir:

k-1 oL
pe - p¥*
i=0

harada ki, P,ReM, M, iss E, ¢oxlugunun biitiin alt
coxluglannin goxlugudur.

§ 4.5. Coxqiymatli funksiyalann basqa tam sistemlarda
minimallasmasi.

Coxqiymatli funksiyalann bir ¢ox tam omollar
sisteminds minimallasmasi, (4.1.5), (4.1.6) bitisdirma vo
(4.1.7) udma miinasibatlorine oxsar olan miinasibatlarin
istifads olunmasina asaslanir.

Misal {iclin, nazari-goxluq smallor sisteminda (§2.6.2)
bitisdirms miinasibatlor asagidaki sokilds olur.

k-1 k-1
\{ P(ix)" = \{ P(ix)" VPa, (4.5.1)
P(ix)' = P(ix)' VPix, (4.5.2)

k-1 k-1
Vpix= V pixvex (4.5.3)

harada ki, R-elementar hasildir, i,a € E,

Bitisdirma miinasibatlorinin belo oxsarligl onunla izah
olunur ki, tam sistemin torkibine daxil olan ikiyerli amallar,
adaten, distributivlik, assosiativiik vo kornutativlik xassalori-

196

nd malikdirlar. Belo sistemlardon hor biri iclin elementar
hasillarin, implikant vo sads implikantlarin analoqglan ta'yin
oluna bilor. Biitlin sads implikantlardan kecima funksiyala-
nmin minimal formasinin yaradiimasi, qeyd olundugu kimi K-
dan asili deyil va onu ixtiyari ma'lum olan tsullarla yerino
yetirmak olar, misal {i¢iin implikant matrislorinin kdmayi ilo.

Artighqhgin funksional tam sistemlore daxil edilmasi
bitisdirme mtinasibstlorinin sayinin artmasina gatirib qixanr
va bunun naticasinds minimallasmanin slave imkanlan
yaranir. Bununla yanagt, minimallasma alqoritminin miirok-
koablogsmasi bas verir. Misal iiciin, nozori coxluq amollari
sistemine X" funksiyasinin daxil edilmasi asagidaki miina-
sibati verir:

k-1 k-1
Vepr,. P = VPRIP.._ P, (x)VPEIES.. P,

harada ki, P, = a;x, ; I<r<n; j=12,..,m; 0Sm<n

177
Bu sistems ¢(x) funksiyasiin daxil edilmasils,
yuxarda tasvir olunan miinasibatlora

k-1 -
XPP{PG)'”P::G) (ix)w(i) = X PP1P(1)---P:(1) (ix)qp(l) v

VPPF®. o

yaxud m=0 oldugda
k-1 _ k-1 ]
V P(ix)*® = YP(ix "0 v Po(x),
i=0 1=

milnasibatlari slava olunur.
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[16]-da ikiyerli min(x,,X,),max(x,,X,) amallorini va
biryedi f (x)=—x, f,(x,s)=1J (x) samallarini éziinds 3ks
etdiron sistemds minimallasmanin miimkiinliyii miizakira
olunur.

Bunun iigiin, arqumentiar vo funksiyalar E, = {-1,0,1}
¢oxlugundan giymatlar alirlar. Hor bir n {iglii dayisonina n
olglilii fozanin n oxlanndan bird, arqumentlarin giymotinin
har bir yigimina isa, n Slglilti sabakanin (n Slgiilii hiperkub)
kasisma noqtaesi uygiun galir.

n-Slglilit hiperkubun biitlin kesisma néqtaleri ¢oxlugu
li¢ kasismayan altgoxluga aynlir: funksiyanin O giymat aldigy
N yigimlan alt¢oxlugu; 1 giymoti aldigi T yigimlan altgox-
lugu: -1 giymatli F altgoxlugu. Minimallasma bu halda N,T
vo F alt¢oxluglannin elementlarinin maksimal ortiiklsrinin
axtarlmasina gatirilir.

[18] isinde ilicgiymatli funksiyanin minimallasmasi
masalasini ikigiymatli funksiyanin minimallasmasi massla-
sino gatimok toklif olunur. Buna goro funksiyanin biitiin
giymatlar ¢oxlugunu iki altgoxluga elo boliirlar ki, onlarin har
birinda, funksiya yalmz iki qiymat ala bilor va bu qgiyrat-
lardan biri biitlin altgoxluglar ti¢lin imumi olur. Bunun ligiin
Bul funksiyalannin minimallagsmasinin  yaxsi  dyranilmis
tisullanndan istifads etmak olar.

Coxqiymatli funksiyalann minimallasmasi va goxhadli
soklinda tasviri masalslari [16]-da sarh olunmusdur.

§ 4.6. Coxgiymatli sirnmetrik funksiyalann realiza
olunmasi vo minimallagsmasi.

Coxgiymatli (k-giymatli) simmetrik moantiq cabri
funksiyalarn, Bul cabrinds oldugu kimi, xtisusi yerlordon biri'n‘i“
tutur. f(X) =1f(x,,...,x,) funksiyasinn qiymati, onun

arqumentlorinin ixtiyari yerdoyismasi zamani doyigsmaZ
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q_a:larsa_, bels funksiyaya simmetrik funksiya deyilir. §2.6.5-ds
gostarilmis tam sistemda simmetrik funksiyalann reallasmasi
masalesine baxaq. Bu halda xvyx.y veo J s(X) tam
sisteminin samoallori
xvb=bvx=x
xb=bx=Db
Xa=ax=Xx

(4.6.1)

sortlorini ddayirtar.
) Tutaq ki, @ = (o, @,,...,@,) - ixtiyari yigimdir.
@ yigimindan togkil olunan vo onun komponentlarinin
biitiin miimkiin olan yerdayismasindan alinan biitiin yigimlar
¢oxlugunu simmetrik yigimlar ¢oxlugu adlandiraq vo {é}
ilo isaro edsk.
Asagidaki isarolomaloari daxil edak:

Anl =X, VX2V...Vxn,

Anz =X Xy VXXV VXX,

Ann =X X, X,
L]

An] = va,v.ve, =ﬂ (
*

Ap=ao, vaayv.va, a =

(4.6.1a)

Teorem 4.3 9gar f(X) funksiyasi hor hans; {&} -simmetrik

yigimlar ¢oxlugunda eyni bir f(§) giymetini alirsa vo XVvy
V3 xy elo xassalara malikdir ki,
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A, =8,.G=12,.,n) (4.6.2)

tonliklar sisteminin ixtiyari X =& = (0,,0,,...,0,) halli {a}
¢oxluguna daxil olur, onda asagidaki eynilik miinasibati
dogrudur:

V 51, &), (x;)..d, (x,)=

butlin §e{a}

=80, (A, (AT, (AL, (463)

Isbati. Tutaq ki, X=7 vo y e€{a} (4.6.3) ifadasinin sol

torafi {07} ¢oxlugunun biitin  yigimlanna  uygun

konyuksiyalan &6ziinde saxladigindan, onda onlar arasinda
elo konyuksiya tapilacaq ki, s, =y, olsun. Belsliklo, (4.6.1)

sortlori nazare alinmagla (4.6.3) ifadasinin sol torafi f
yigiminda f(8) giymatini alir. Oz névbasinda

A;i/x:;" =4

oldugundan, (4.6.3)-lin sag torofi do segilon yigimda f(3)
qgiymatini alir.

Indi forz edsk ki, X=7 {@}coxlugunun heg bir
yigim il Ust-lists diismiir. Onda (4.6.3) miinasibatinin sgl
torafi b-ys borabar olur. y €{a} oldugundan, onda 7
(4.6.2) tonliklor sisteminin halli olmur. Ona goro elo i
tapmagq olur ki,

Ani/izf # ﬂl
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miinasibsti &danir. '
Demali, (4.6.3)-iin sag torofi do b-ys barabar olur, 7 yigimi
ixtiyari secildiyindan teorem isbat olundu.

Simmetrik funksiyanin to’yin olundugu bitin k"
yigimlar coxlugunu, har biri toradan (yaradici) yvigimlardan
toskil olunan, qarsiliqh  kasismeyan bir sira simmetrik
yigimlar coxluguna ayirmaq olar.

Yaradicl yigimlarin saymi N(n,k) ils isars edak. N(n,k)
va simmetrik yigimlann  miixtslif ¢oxluglan  say1 k

elementdan n-o gors  tokrarlanan birlasmalarin sayma
barabardir va
(n+k-1)!
N@m,k) = ——7-—=
@,k nl(k - 1)!
miinasibati ilo t3'yin olunur.

Simmetrik funksiya {d'} ¢oxlugundan olan ixti-
yari yigimda eyni bir f(a) qiymatini alir. Ona géro ds
simmetrik  funksiyanin  biitiin N(nk) coxluglannda
qiymatiarini bilmakls onu tamamilo to’yin etmak olar.

Demali, miixtslif simmetrik funksiyalarin say; KN _
ya barabardir.

Asagidaki  kimi ta'yin olunan funksiyami  baza
simmetrik funksiyasi adlandiraq

Har bir simmetrik yigimlar coxluguna bir baza

simmetrik funksiyasi uygun oldugundan, aling ki, miixtalif
S, (a,X) funksiyalarinin sayl N(n,k)-ya barabordir.
Onlardan ixtiyari biri
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S.(@%=_ V. J )], x,).T, (x,)

butiin 2e{a} gbro

soklinda gostarils bilor.
Teorem 4.4 Ixtiyari f(X) ¢oxqiymatli mantiq funksiyasini

N(n,k)

(%) = \{ (&), (&,,%) (4.6.4)
miinasibati soklinda gostoarmak olar. Burada
a,=(e,,q,,....a )i=12,..,N(nk), {a}#{a,},i#]

olduqda.
Isbat1. (4.6.4) barabarliyinds S, (&,,x)-in ifadssini yerino
yazsaq, teorem isbat olunar. (4.6.3) milnasibatindon alinir ki,
ixtiyari S, (a,X) baza funksiyasini asagidaki kimi géstormok
olar.

S.(a,X)= Ja(Au g (An). T4 (AL) (4.6.5)

Teorem 4.5 ixtiyari simmetrik funksiyani

N(n.k)

(@)= V 8@ )3 (A0 4(A0).-T,(A,).  (46.6)

harada ki, £, =A;

njlX=¢;,;j=1,2,..n

tipli kanonik sokilde g&starmak
olar.

Teoremin isbati (4.6.4) va (4.6.5) miinasibatlarindan alinir.
Nimuns. Tutaq ki, xvy=max(x,y), xy=min x.y,a=k-1,
b=0. xvy ve x-y omsallorinin bels t3'yin olunmasi
(4.6.1)-in Dbiitiin sartlorini 6doyir. n=2 olduqda (4.6.3)
miinasibati
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1,60 =3,0)vI,1,5) =T, (xvy)l ,(xy), (4.6.7)

soklino dislr. Burada i2 j;i, j€E,. (4.6.7)-dsn basqa

baxilan sistemda Ass =a, harada ki,
a2a,2.2a,(=12,.,n) eynilik minasibatlori do
dogrudur.

Qeyd edak ki, k=2, i=1 va j=0 olduqda, (4.6.7)

ifadasi Bul cabrinds mod 2-ys géro miitlaq minimal tasvirdir
\'C)

300360 v I, (y) =T, (x v y)] o (xy)

kimi géstarilir.

Asagidaki cadvalls (k=4) verilon simmetrik funksiyani
(4.6.6)-m nezora almaqla yazaq. Bu halda, miuxtslif
simmetrik  yigimlar ¢oxlugu omale gatiren yigimlar
asagidakilardr:

(0,2),(0,3),(1,1),(1,3),(2,3)

Xy
f /- hi
0O 1t 2 3
olo0| 0 [2]1
N 10|10} 3
1 21200 2
311131210
Cad. 4.5

Nsticada

fxy)=1,(A)I,(A,) V21, (AT (A VI (AT (A v
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T.(ADI(A,)V2I,(A)],(A)),

harada ki, A, = X; VX,; A, = XX;.

9gor X vy va xy amallarinae x+y(mod k) ve xxy(mod
k) kimi baxsaq ve a=1, b=0 oldugunu nazoro alsaq, onda
butiin yuxanda gostorilon teoremlor k-mn sads hali lgiin
dogru olur. 9gar k sade adad deyilss, onda (4.6.3)
miinasibatini tatbiq etmak olmaz. Misal liin, k=6 va n=2
oldugda, A_ =xy=4 tenliklorinin halli (1.4) va (4.4)
yigimlannin smalo gatirdiyi goxluqlara daxil olurlar.

Belolikla, (4.6.6) diisturuna asasan alinq ki, simmetrik
funksiyanin tosviri

_(n+k-1!

Nk = k=)

sayda dizyunktiv haddsn tagkil olunur. Onun MDNF isa k"
haddan ibaratdir.
ixtiyari k =2 vo n22 iglin

N, k) <k"

limM =0
koo kn

miinasibatiori dogrudur.

Coxqiymatli simmetiik funksiyalann minimallagmasini iki
isulla hoyata kegirmak olar. Birinci iisulla minimallasma
asagidaki  marhoalolorden  ibaratdir: ovvalca, verilmis
simmetrik funksiyanin miitksmmal dizyunktiv normal formast
tapilir. Sonra iso yuxanda gostorilmis Usullarla MDNF
minimallasir vo (4.6.6) diisturu nazere alinmagla minimal
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DNF-da x, arqumentlari onlann simmetrik analoqglan ilo
avaz edilir.

I Usulun reallasmasi zamani elementar hasillorin,
implikantlarin, hamginin miixtasar, dalanli vo minimal DNF-
in  simmetrik analoglan anlayisimm daxil etmak va
arqumentlarin avazino onlann simmetrik analoglannin daxil
olunmasin 9sas goétiirmak lazimdir.

132°rif: (4.6.6) diisturu ilo verilon ifadoya miikemmal DNF-in
simmetrik analoqu deyirlor (4.6.1a) disturu ilo t3'yin
olunmus A, funksiyalanni iss x, arqumentlarinin simmetrik
analoqglan adlandinrlar.

Qeyd edoak ki, | lsulun reallasmasi zamani bazan,
simmetrik  funksiyanin  minimal DNF-min  simmetrik
analoqunu almaq miimkiin olmur.

Misal

f(x, y) = 1J, (), ()V23, ()], (1)V3T; (0I5 () V15 (x)-

-3 V2,4 (y)

funksiyasinin mitkommal DNF k > 5 oldugda onun minimal
DNF ilo iust-Usta dislir. Bu funksiyanin DNF simmetrik
analoqu isa

f(x,y) =1, (A (A, V21, (A, ), (AL, V3T, (A,)) (A )
kimi t3'yin olunur. Onu sadalasdirib,
f(x,y)= A22J3(A21)

kimi do géstormak olar.
Simmetrik funksiyalann [l iisulla minimallagsmasina
baxaq. Bize sonradan lazim olan asas miinasibatlori yazaq:
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.
1oV 3,4)8,(3,)= L(A)I, AR, 469
k-1 _
1, AV 51,A)=1, (A)A, (4.6.10)
1, (A)QELAN)=T,AA, @611
s=0

hirada ki, i<r<p,q 2a,, ~ isarosi gostorir ki, X ya x-3, ya
d‘\i k-1-o barabardir, daha dogrusu, x uygun ifadods ola da
‘lar olmaya da bilor. (4.6.9)-(4.6.11) miinasibatlori DNF
Sl'hmetnk analoquna nazaran ixtiyar simmetrik funksiyanin
Mijkommoal DNF simmetrik analoqunu qurmaga imkan
Vridar.
[19]-da oldugu kimi, tutaq ki, f, vo f, funksiyalan
VQrilmisdir. 9gor biitlin yigimlarda f, > f, sorti &danarss,
ONda deyirar ki, f, funksiyasi f, funksiyasini udur.

Qeyd olundugu kimi, simmetrik funksiyann
EninimallasmaSI mosalasi, onun sads implikantlannin (bu hal
ufii'm onun simmetrik analoglannin) tapilmasina gatirilir, bele
X, dalanh va minimal DNF tapiimasi ma’lum dsullarla, misal
Ui, implikant matrislorinin kdmayi ils hayata kegirilir.

Sada implikant dedikda, implikant olan elo elementar
hasil basa diistiliir ki, onu verilon funksiyanin implikant: olan
%qa elementar hasil uda bilmasin. 9gar iki elementar hasil,

I t_birina borabar olan va implikant olan heg bir {giincii

€ ementar hasil tarafindan udula bilmayan implikantlardirsa,
ONda sado implikant elo hasili hesab ediror ki, o 8ziinda an
A horf saxlasin.

2Qye

A

Misal. 9gar J (A (A,) va J, (AT (AT, (A,) simmetrik
funksiyanin implikantlandirlarsa, onda onlardan birincisini
sada implikant hesab edirlor. Asagidala ifadalore baxagq:

T A1,V 21,4 ) =8,

(4.6.12)

k-1
T, AV 2 (A) =8, (4.6.13)
1LAXVal@A)=s, (4.6.14)

Tutaq ki, (4.6.12)-(4.6.14) minasibatlarinin
hansina baxilmasindan asili olaraq, burada a; 2s > «a,, yaxud

a=mina,.

k-12s2a, vayaxud ¢, 2520 olur.
indi tutaq ki, b=mina_ . a
miinasibatlarindaki

- (4.6.12)-(4.6.14)
a,<m sgartini O6dayan sabitlardir.
Asagidaki mitnasibatlarin dogrulugunu asanligla géstormak
olar.

‘m

g =g, Val, (A, (A)Vb] (A)], (A)A,, (46.15)
g, =g, vVal, (A)Vb], (A)A,, (4.6.16)
g3 == g3VaJai (Ax )Veral (A'l )Ar (4'6' l 7)

(4.6.15)-(4.6.17) miinasibatlori ilo t3'yin olunan amollori
natamam yapisdirma amallori adlandiraq. 9gar funksiyanin
milkeammal DNF-da onun biitiin hadlar lzsrinds vo yeni
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alinmig implikantlar tizorinds natamam yapisdirmanin biitiin
ampallarini aparsaq, onda aralarinda biitlin sados implikantlar
da olan elementar hasillsr ¢coxlugunu alanq. Onlan ayirmaq
liclin, udma me’yanna uygun olaraq biitlin udma amallorini
yerina yetirmak zaruridir.

Asagidaka iki elementar hasils baxaq:

U =2J, (AN, (A).J, (A A T (A ).

in® 7m im)

L AL, (AL,
U, =8I, (A, (A, ). T4 (A, AT, (A, )..

) A (AsH )J s, (Asv ),
harada ki,

YW2y,2.2y;s Bzpz2.z2; 1<i<i,<.i <n;
I<s <s, <.<s, <n; y, vo B €E, (z=12,..,1),
(v=12,...,v).

Bu elementar hasillords, m=max(i,s) olduqda,
AA =A_ oldugundan, ] operatorunun isarasi olmayan
ikidon artiq A; hesmvurugu ola bilmsz. Bundan basqa,
Yo S8, Sy, vo B, <a, <f_, minasibotlori dogrudur,
oks halda sabit yaxud operatorun isarasi olmayan arqument
istirak etmir.
Teorem 4.6 U, elementar hasilinin U, elementar hasilini

udmasi {iclin zaruri vo kafi sort:
1) U,-adaxil olan biitin  J, (A, )-lerin ~ U,-yo  daxil
olmasi;
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2 Yu2A, 200 VO B, 2A, 2f,, oldugda 3K _: ik
barabarsizliyinin &danilmasidir.

Isbatr. Svvalca birinci sortin zoruriliyini isbat edok. Tutaq ki,
U, 20U, voJ, (A, ) U,-ys daxil deyillor.

Bu halda x; arqumentlorinin qiymatlarini hamiss els

segmak olar ki, onlann simmetrk analoglan {glin
A =6, (y=12,...,v) A, #y, sortlari densin. Onda

U =0 vo U,#0, daha dogrusu U, >U,. Bu isa ola
bilmaz. Demali, biitiin J y, (A, )-lor U, -y daxildirlar.

Forz edok ki, U, 2U, wva 5‘,&!“ < 52:‘;3!.
As, =8, (y=12,.,v) qebul edak. Onda U, va U,
uygun olaraq aA; vo a,A, -y bsrabar  olacaglar.
51;&“, < szst oldugundan, onda bu halda U, < U, olar. Bu

iss miimkiin deyil. Naticads alinqg ki, ikinci sort da zaruridir.
Kafiliyi isbat edok. U, ve U,-nin giymatlorino

U, #0 yigimlannda baxaq. Biitiin J,,(A,) opera-torlan
U,-ys daxil oldugundan, bu yigimlarda U, =5‘1Kim Vo
U, =§2Kst olur. ikinci sarti nazers almagla aA, 23A, .
Demali, bu yigimlarda U, 2 U, olur. Qalan yigimlarda
U, =0 olur. Ona gérs ds ixtiyari yigimda U, 2 U, olur
Teorem isbat olundu.

Nimuns. Tutaq ki, f(x,y,z) simmetrik funksiyasimin DNF
(k =4) asagidak:t kimi verilir:

£(,Y,2) = 1, ¥, @)V 1,00 o ()zv K, () o(2) v 5 (9) ¢
xJ3(2) v T, (0T, 3)2v T, ()3, (2) v 15 (), ()], (2) v
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v Uz(x)Jl(Y)Jz(Z)VlJl(X)Jz(Z)Vzjz(X)Jz(Y)Jz(Z)

Asanligla yoxlamagq olar ki, bu forma f(x,y,z) funksiyasinin
minimal DNF-dir. Bu funksiyanin miikemmsal DNF 19
dizyunktiv hadds malikdir. Onun simmetrik analoqu isa
yalniz bes hodds malikdir.

fix,y,z)= 1J3(A1)J1(A2)Jo(As)VZJ3(A1)J2(A2)X
xJo(A3)V J3(A{)J3(A2)J0(A3)V1Jz(A1)J2(Az)J1(A3)V
v21,(A,(A)T,(AS)

CoDVoL 4.6

Miikammal DNF hadlori
H | H, [H, [ H, | H
Ja(Az)Jo(A3) X
21,(A)],(A,)
Jz(Al)Jz(Az)A3 X
Js(Al)AzJo(As) X

implikantlar

X X

17,(A) (AT (A) = H,

201,(A) 1, (A, (A)=H,  T,(A)T(A)](A;)=H,
10,(A) L,(A)T,(A) =H,  23,(A) T,(A,)],(A;) = H
Biitiin miimkiin olan yapisdirma vo udma amallorini (cadvel
4.6) yerina yetirarak funksiyanmn minimal DNF-nin simmetrik
analoqunu aling:
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fx,y,2) =1,(A)AJ(A) VI, (A)DT(A)A,.

Axinna ifads bu funksiyanin adi minimal DNF-dan xeyli
sadadir.

Tosvir olunan (simmetrik  funksiyanin  sads-
losdirilmasi) tisul hamise miitleaq minimal ifadsni vermir.
Ancaq gostarmak olar ki, bir qayda olaraq minimal DNF
simmetrik analoglan adi minimal DNF-dan xeyli sadadir vo
onlarda istirak edon J_(x) operatorlannin sayi, adi minimal

DNF-do olan operatorlann sayindan homiga kigikdir.
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