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Введение 

Главная особенность обучения основам численных методов, 
которая все отчетливее проявляется в последние годы, связана с 
интенсификацией процессов использования различных специа
лизированных математических пакетов и систем программирова
ния вычислительных методов как инструмента решения при
кладных задач . Широкое внедрение математических методов в 
самые разнообразные сферы профессиональной деятельности че
ловека требует создания и использования инструмента математи
ческого моделирования для решения вычислительных задач . Со
временные численные методы в совокупности с возможностью 
их автоматизации при использовании переанальных компьюте
ров и превращаются в такой рабочий инструмент для решения 
задач научного, технического, экономического характера и др. 
Развитие алгоритмов и программных средств их реализации ста
вит задачу обучения эффективным навыкам использования чис
ленных методов для решения практических задач исследований .  

Все  известные издания посвящены либо изложению теорети
ческих аспектов соответствующих разделов вычислительной ма
тематики, т. е. в них отсутствуют указания на конкретные при
ложения и практически не включены примеры конкретных алго
ритмов и текстов программ ,  либо представляют собой сборники 
чисто алгоритмов и программ без какого бы то ни было введе
ния в теорию используемых методов вычислений. Все это созда
ет искусственный барьер между специалистами в области вычис
лительной математики и пользователями-нематематиками ,  кото
рым по роду своей деятельности в той или иной сфере 
(естественные и экономические науки , техника, система образо
вания и т. п . )  приходится решать задачи с помощью соответст
вующих методов вычислений. 

К сожалению, в литературе часто не уделяется внимание уже 
разработанным и признанным весьма эффективными алгорит
мам , которые широко использовались для решения прикладных 
задач на переанальных электронных вычислительных машинах 
(ПЭВМ). 



4 Введеиие 

Данное учебное пособие устраняет отмеченные недостатки 
путем систематизированного изложения алгоритмов с краткими 
предварительными сведениями по теории используемых методов 
по всем включенным в издание разделам вычислительной мате
матики. 

Наряду с наиболее эффективными алгоритмами , разработан
ными в последнее время,  книга содержит оригинальные резуль
таты , которые тщательно отбирались с учетом их эффективности 
и оптимальности . 

Материал разбит на тематические части, соответствующие 
традиционно выделяемым областям .  Каждая часть содержит 
краткое введение в теорию с постулированнем основных положе
ний и серию алгоритмов с их программной реализацией на язы
ках ТшЬо Pascal и С++. 

Книга построена таким образом ,  чтобы пользовател ь, рабо
тающий в конкретной предметной области и не являющийся 
специалистом непосредственно в вычислительной математике , 
мог без особого труда выбрать наиболее эффективный метод 
численного решения задачи .  Методика подбора и изложения ма
териала позволит использовать это издание в качестве настоль
ной книги-справочника по эффективным алгоритмам и про
граммам вычислительной математики. 

В пособии не ставится задача фундаментальной подготовки в 
области профессионального программирования , так как в боль
шинстве случаев для решения задач обработки эксперимента и 
математического моделирования процессов уже существуют го
товые программные комплексы. Однако студенты должны иметь 
ясное представление об основных методах приближенных вы
числений и границах их применимости. Это позволит, во-пер
вых, выбирать подходящую для решения конкретной задачи 
программу, а во-вторых, правильно интерпретировать получае
мые результаты . 

Целью учебного пособия является ознакомление студентов с 
математическими основами численных методов решения задач и 
применение этих методов для решения проблем математическо
го моделирования систем и процессов. 

Рекомендуется учащимся лицеев , гимназий и школ , коллед
жей и техникумов, студентам младших курсов институтов и уни
верситетов, всем изучающим и преподающим программирова
ние . 



Глава 1 
ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

ПО ИНФОРМАТИКЕ 

1.1. Основные понятия вычислительной математики 

Вы
числительная математика- раздел математики , включаю

щий круг вопросов, связанных с использованием электронных 
вычислительных машин. В более узком понимании вычисли
тельная математика - теория численных методов и алгоритмов 
решения типовых математических задач. 

К задачам вычислительной математики относят: 
• решение линейных уравнений; 
• нахождение собственных значений и векторов матрицы; 
• решение нелинейных алгебраических уравнений ;  
• решение систем нелинейных алгебраических уравнений ;  
• решение дифференциальных уравнений ; 
• решение систем дифференциальных уравнений ;  
• решение интегральных уравнений;  
• задачи аппроксимации ,  интерполяции, экстраполяции . 
В вычислительной математике можно выделить следующие 

разделы: 
• анализ математических моделей , связанный с применением 

ПЭВМ в различных областях научной и практической дея
тельности ; 

• разработка методов и алгоритмов решения типовых мате
матических задач , возникающих при исследованиях мате
матических моделей ;  

• теория и практика программирования задач для ПЭВМ. 
Анализ математических моделей включает в себя изучение 

постановки задачи ,  выбор модели , анализ и обработку входной 
информации , численное решение математических задач , возни
кающих в связи с исследованием модели ,  анализ результатов вы-
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числений , и , наконец, вопросы , связанные с реализацией полу
ченных резул ьтатов. В табл . 1 . 1  показана классификация матема
тических моделей по различным признакам .  

Таблица /./. Классификация математических моделей 
П ризrшки классификации Виды математических моделей 

Принадлежность к иерархическому уровню Модел и микроуровня 
Модели макроуровня 
Модели метауровня 

Характер отображаемых свойств объекта Структурные 
Функционал ьные 

Сnособ nредставлен ия свойств объекта Аналитические 
Алгоритмические 
Имитацион ные 

Сnособ nолучения модели Теоретические 
Эм n ири•1еские 

Особенности nоведения объекта Детерминированные 
Вероятностные 

Рассматривая математический анализ явления как своего 
рода теоретический эксперимент, из общих и достаточно естест
венных соображений процесс математического моделирования 

разбивается на несколько этапов . 
l.(Dормулировка математической модели явления. �атемати

ческая модель любого изучаемого явления по причине его чрез
вычайной сложности должна охватывать важнейшие для рас
сматриваемой задачи стороны процесса, его существенные ха
рактеристики и формализованные связи , подлежащие учету. Как 
правило, математическая модель изучаемого физического явле
ния формулируется в виде уравнений математической физики .  
На этой. стадии анализа - это существенно нелинейные, много
мерные системы уравнений ,  содержащие большое число неиз
вестных и параметров. 

2. Проведение математического исследования полученной мо
дели и получение соответствующего решения . На этом этапе мо
делирования в зависимости от сложности рассматриваемой мо
дели применяют различные подходы к ее исследованию и раз
личный смысл вкладывается в понятие решения задачи .  Скажем ,  
доказательство теорем существования и единственности в опреде
ленном смысле рецшет задачу, однако ,  являясь зачастую некон-
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структивным , оно не позволяет решить проблему изучения эта
пов получения решения и оценки его количественных характе
ристик. 

Для наиболее грубых и несложных моделей удается получить 
их апалuтuческое решение. Следует оговориться - использова
ние средств символьных вычислений на ПЭВМ, таких как 
REDUCE, MAXIMA, MAPLE и <<интеллектуальных калькулято
ров>> МАТНЕМАТIСА, MATHCAD, MATLAB,  существенно ре
волюционизировало это поле деятельности . 

Для наиболее точных и сложных моделей основными мето
дами решения являются численные методы, требующие проведе
ния большого объема необходимых вычислений на ПЭВМ. Эти 
методы позволяют добиться хорошего количественного и даже 
качественного результата в описании модели . 

Приведеиная на рис . 1 . 1 схема частично отражает взаимосвя
зи этапов математического моделирования . Каждый из этапов 
математического исследования модели связан с использованием 
численных методов и получением численного решения . 

Математическое 
исследование модели 

Аналитические 
методы 

Аналитическое 
решение 

Символьные вычисления 
на ПЭВМ (REDUCE, MAXIMA, MAPLE, MATHCAD) 

1 
Приближенные 

методы 
Численные 

методы 

Состоятельность 
модели 

(анализ результатов) 

Численное 
решение пэвм 

Рис. 1.1. Взаимосвязи этапов мате�штического моделирования 
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3. Анализ состоятельности предложенной модели, т. е. осмыс
ление результатов решения , сопоставление полученного решения 
с имеющимися данными физического эксперимента. На этом 
этапе решается вопрос о состоятельности математической моде
ли и проведеиного исследования. Хорошее согласование с экспе
риментом обычно свидетельствует о правильиости выбора моде
ли .  В противном случае необходимы дополнительные уточнения , 
изменения и повторение предыдущих этапов исследования . 

Использование ПЭВМ в процессе математического исследо
вания модели требует специфических численных методов, т. е .  
такой интерпретации математической (дискретной или вычисли
тельной) модели ,  которая может быть реализована на ПЭВМ. 
Поскольку ПЭВМ выполняет только арифметические и логиче
ские операции ,  то для реализации вычислительной модели требу
ется разработка соответствующего вычислительного алгоритма. 

1 .2. Модели объектов н процессов 

Человек издавна использует моделирование для исследова
ния объектов, явлений и процессов в различных областях. Моде
лирование помогает принимать обоснованные и продуманные 
решения , предвидеть последствия своей деятельности . 

В 1 870 г. английское Адмиралтейство спустило на воду но
вый броненосец «Кэптен>> . Корабль вышел в море и перевернул
ся , а вместе с ним погибли 523 человека. Это было совершенно 
неожиданно для всех, кроме кораблестроителя В. Рида, который 
предварительно провел исследования на модели броненосца и 
установил , что корабль опрокинется даже при небольшом волне
нии.  Но ученому, проделывающему какие-то несерьезные опы
ты, не поверили лорды из Адмиралтейства и случилось непопра
вимое. 

Модели и моделирование используются человечеством давно .  
С помощью моделей и модельных отношений развились разго
ворные языки , письменность, графика. Наскальные изображения 
наших предков, затем картины и книги - это модельные ,  ин
формационные формы передачи знаний об окружающем мире. 

Технология моделирования требует от исследователя умения 
ставить корректно проблемы и задачи , прогнозировать результа
ты исследования , проводить разумные оценки , выделять главные 
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и второстепенные факторы для построения моделей ,  выбирать 
аналогии и математические формулировки, решать задачи с ис
пользованием компьютерных систем, проводить анализ компью
терных экспериментов . Для успешной работы исследователю не
обходимо проявлять активный творческий поиск, любознатель
ность и обладать максимумом терпения и трудолюбия . 

Навыки моделирования очень важны человеку в жизни . Они 
помогут разумно планировать свой распорядок дня, учебу, труд, 
выбирать оптимальные варианты при наличии выбора, удачно 
разрешать жизненные ситуации . 

Рассмотрим примеры, поясняющие понятие модели . 
\ .  Архитектор готовится построить здание . Но прежде чем 

воздвигнуть его ,  он сооружает это здание из кубиков на столе ,  
чтобы посмотреть, как оно будет выглядеть. Конечно, архитек
тор мог бы построить здание без предварительных эксперимен
тов с кубиками , но он должен быть уверен ,  что здание будет вы
глядеть достаточно хорошо . 

2. Для объяснения вопросов функционирования системы 
кровообращения лектор демонстрирует плакат, на котором 
стрелками изображены направления движения крови . Конечно,  
лектор мог бы для демонстрации воспользоваться подробным 
анатомическим атласом, но в данном случае ему это совершенно 
не нужно .  

3 .  Перед тем как запустить в производство новый самолет, 
его помещают в аэродинамическую трубу и с помощью соответ
ствующих датчиков определяют величины напряжений,  возни
кающих в различных местах конструкции . Конечно , можно за
пустить самолет в производство и не зная , какие напряжения 
возникают, скажем, в крыльях. Но эти напряжения , если они 
окажутся достаточно большими, могут привести к разрушению 
самолета. 

Модель - упрощенное представление о реальном объекте, 
процессе или явлении . Модель - это такой материальный или 
Мысленно представляемый объект, который в процессе изучения 
замещает объект-оригинал, сохраняя некоторые важные для дан 
ного исследования типичные его черты. 

Моделирование - построение моделей для исследования и 
изучения объектов ,  процессов или явлений . 

Для чего создавать модель , а не исследовать сам оригинал? 
Во-первых,  можно моделировать оригинал (прототип) ,  кото

рого уже не существует или его нет в действительности . 
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Во-вторых, оригинал может иметь много свойств и взаимо
связей.  Для изучения какого-либо свойства иногда полезно от
казаться от менее существенных, вовсе не учитывая их. 

1.3 .  Тнпы моделей 

Рассмотрим наиболее распространенные признаки , по кото-
рым классифицируют модели: 

• область использования ; 
• учет в модели временного фактора (динамики) ; 
• отрасль знаний;  
• способ представления моделей.  

Классификация по области использования 
По области использования модели можно классифицировать 

следующим образом: 
• учебные модели - наглядные пособия ,  различные тренаже

ры,  обучающие программы;  
• научно-технические модели; создают для исследования про

цессов и явлений;  
• игровые модели - это военные ,  экономические ,  спортив

ные,  деловые игры ; 
• имитационные модели не просто отражают реальность, а 

имитируют ее. Эксперимент либо многократно повторяет
ся,  либо проводится одновременно со многими другими 
похожими объектами ,  но поставленными в разные условия . 

Классификация с учетом фактора времени 
Модели можно разделить на статические (это как бы одно

моментный срез информации по объекту) и динамические. Ди
намическая модель позволяет увидеть изменения объекта во 
времени.  

1 . 3. 1 .  Клас си ф и кация м од елей 

Рассмотрим схему классификации моделей по способу пред
ставления (рис. 1 . 2). 

Модели делят на две большие группы :  материальные и ин
формационные. 
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Рис. 1 .2 .  Классификация моделей 
Материальные модели иначе можно назвать предметными, 

физическими . Они воспроизводят геометрические и физические 
свойства оригинала и всегда имеют реальное воплощение. 

В основе информационного метода моделирования лежит 
информационный подход к изучению окружающей действитель
ности . 

Информационная модель - совокупность информации ,  харак
теризуюшая свойства и состояние объекта, процесса, явления ,  а 
также взаимосвязь с внешним миром. 

Информационные модели в свою очередь подразделяются на 
знаковые и вербальные. 

Вербальная модель - информационная модель в мысленной 
или разговорной форме. (К таким моделям можно отнести и 
идею,  возникшую у изобретателя ,  и музыкальную тему, и рифму, 
прозвучавшую пока еще в сознании автора.) 

Знаковая модель - информационная модель, выраженная спе
циальными знаками , т. е. средствами любого формального языка 
(это рисунки , тексты , графики , схемы) . По форме представления 
можно выделить следующие виды информационных моделей :  

• геометрические - графические формы и объемные конст
рукции ;  

• словесные - устные и письменные описания с использова
нием иллюстраций ; 

• математические - математические формулы , отображаю
щие связь различных параметров объекта или процесса; 

• структурные - схемы , графики , таблицы и т. п . ; 
• логические - модели ,  в которых представлены различные 

варианты выбора действий на основе умозаключений и 
анализа условий ; 

• специальные - ноты , химические формулы и т. п . ; 
• 

компьютерные и некомпьютерные модели. 
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1.4. Этапы моделирования 

Моделирование является одним из ключевых видов деятель
ности человека. Оно всегда в той или иной форме предшествует 
любому делу. Моделирование занимает централ ьное место в ис
следовании объекта. Оно позволяет обоснованно принимать ре
шение. Решение любой задачи разбивается на несколько этапов. 
Моделирование - творческий процесс и заключить его в фор
мальные рамки очень трудно. В общем виде его можно предста
вить поэтапно (рис. 1.3) . 

Результаты 
соответствуют цели 

1 этаn. 
Постановка задачи 

1 
11 этаn. 

Разработка модели 

1 
111 этаn. 

Комnьютерный эксnеримент 

1 
IV этап. 

Анализ результатов 

l 
V этаn. 

Принятие решений 

� 

� 

-

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

-----' 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Результаты 
не соответствуют цели 

Рис. 1.3. Этапы моделирования 

Все этапы определяются поставленной задачей и целями мо
делирования. Рассмотрим основные этапы моделирования под
робнее. 

1 этап. Постановка задачи - описание задачи ;  определение 
цели моделирования;  анализ объекта мо.1слирования. 

11 этап. Разработка модели . На ЭТО\1 напе выясняются свой
ства , состояния ,  действия и другие характеристики элементар
ных объектов. Формируется представление об элементарных 
объектах. Выбор наиболее существенной информации при соз-
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дании информационной модели и ее сложность обусловлены це
лью моделирования .  

111 этап. Компьютерный эксперимент и тестирование,  т. е .  
процесс Проверки правильиости модели .  

IV этап. Анализ результатов моделирования.  Конечная цель 
модел ирования - принятие решения , которое должно быть вы
работано на  основе всестороннего анал иза полученных резуль
татов. 

1.5. Компьютерное моделирование 

Основной задачей процесса моделирования является выбор 
наиболее адекватной к оригиналу модел и и перенос результатов 
исследования на оригинал .  

В настоящее время компьютерное моделирование в научных 
и практических исследованиях является одним из основных и н 
струментов познания . 

Компьютерное моделирование начинается как обычно с объ
екта изучения , в качестве которого могут выступать явления,  
процесс,  предметная область, жизненные ситуации ,  задачи .  По
сле определения объекта изучения строится модель. П ри по
строении  модели выделяют основные,  доминирующие факторы ,  
отбрасывая второстепенные.  Выделенные факторы перекладыва
ют на понятный машине язык, разрабатывают алгоритм и про
грамму. 

Когда программа готова , проводят компьютерный экспери
мент и анализ полученных результатов моделирования при  ва
риации модельных параметров. И уже в зависимости от этих вы
водов делают нужные коррекции на одном из этапов моделиро
вания :  либо уточняют модель, либо алгоритм , либо , точнее, более 
корректнее определяют объект изучения .  

В методе компьютерного моделирования присутствуют все 
важные элементы развивающего обучения и познания: конст
руирование ,  описание,  экспериментирование и т. д. В результате 
добываются знания об исследуемом объекте-ориги нале .  

Однако важно не путать компьютерную модель (моделирую
щую программу) с сам им явлением. Модель полезна, когда она 
Хорошо согласуется с реальностью. Но модел и могут предсказы
вать и те  события , которые не произойдут, тем не менее полез·· 
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ность модели очевидна ,  так как она помогает понять, почему 
происходят те или иные явления .  

Современное компьютерное моделирование выступает как сред
ство общения людей (обмен информационными ,  компьютерны
м и  моделями и программами) , осмысления и познания явлений 
окружающего мира (компьютерные модели Солнечной системы,  
атома и т. п . ) ,  обучения и тренировки (тренажеры) ,  оптимиза
ции (подбор параметров) . 
Компьютерная модель - это модель реального процесса или 

я вления , реал изованная компьютерными средствами .  Компью
терные модели ,  как правило,  являются знаковыми или инфор
мационными. К знаковым моделям в первую очередь относятся 
математические модели ,  демонстрационные и имитационные 
программы .  
Информационная модель - набор величин , содержащий не

обходимую информацию об объекте , процессе , явлении . 
При построении компьютерной модели используют систем

ный подход , который заключается в следующем .  Рассмотрим 
объект - Солнечную систему. Систему можно разбить на эле
менты - Солн це и планеты. Введем отношения между элемента
м и ,  например,  удаленность планет от Солнца. Теперь можно рас
сматривать независимо отношения между Солнцем и каждой из 
планет, затем обобщить эти отношения и составить общую кар
тину Солнечной системы (принципы декомпозиции и синтеза) .  

Некоторые характеристики моделей являются неизменными ,  
не меняют своих значений ,  а некоторые варьируются по опреде
ленным законам.  Если состояние системы меняется во времени ,  
т о  модели называют динамическими ,  в противном случае - ста
тическими (рис . 1 .4) . 

При построении  моделей используют два принципа: дедук
тивный (от общего к частному) и индуктивный (от частного к 
общему) . ·  

При первом подходе рассматривается частный случай общеиз
вестной , фундаментальной модели . Здесь при заданных предпо
ложениях известная модель приспосабливается к условиям моде
лируемого объекта. Например,  можно построить модель свобод
но падающего тела на основе известного закона Ньютона и в 
качестве допустимого приближения принять модель равноуско
ренного движения мя малого промежутка времени . 

Второй способ предполагает выдвижение гипотез, декомпози
цию сложного объекта, анализ, затем синтез. Здесь широко ис-
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Имитационные 

Рис. 1.4. Виды моделей 

пользуется подобие ,  аналогичное моделирование,  умозаключе
ние с целью формирования каких-либо закономерностей в виде 
предположений о поведении системы. Например, подобным 
способом происходит моделирование строения атома. Вспомним 
модели Томсона, Резерфорда, Бора. 

1.6. Имитационное моделирование 

Теоретическая основа метода имитационного моделирования 
(метода Монте-Карла) была известна давно. Однако до появле
ния ПЭВМ этот метод не мог найти сколько-нибудь широкого 
применения ,  так как моделировать случайные величины вруч
ную - очень трудоемкая работа. 

Процессы в системе могут протекать по-разному в зависимо
сти от условий , в которых находится система. Следить за поведе
нием реальной ·системы при различных условиях и исследовать 
всевозможные варианты бывает трудно , а иногда и невозможно. 
В таких случаях выручают модели . Построив модель, можно 
многократно возвращаться к начальному состоянию и наблю
дать за поведением модели .  Такой метод исследования систем 
называется имитационным моделированием. Имитационное моде
лирование применяют в тех случаях, когда необходимо учесть 
возможно большее разнообразие исходных данных, изучить про
текание процессов в различных условиях. 

Само название метода <<Монте-Карла» происходит от города 
Монте-Карла в княжестве Монако , знаменитого своими игор
ными домами .  Дело в том , что одним из механических приборов 
дЛя получения случайных величин является рулетка, используе
мая в игорных домах. 
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Пример 1.1. Вычислить число л методом Монте-Карла. 
Решение. Число л - отношение длины окружности к ее диа

метру. Для вычисления числа л с помощью метода Монте-Карла 
рассмотрим круг радиусом r =  1 с центром в точке (\ , 1 ) . Его 
площадь равна лr2 = л2• Круг вписан в квадрат, площадь которо
го равна 4. Выбираем внутри квадрата N случайных точек. Обо
значим через Nкр число точек, попавших при этом внутрь круга. 
Геометрически очевидно (рис. 1 . 5) , что 

N кр . S = 4 
N кр . 

N 
' кр N 

' 
N кр л = 4 -- . 
N 

N кр Формула л =  4 N дает оценку числа л. Чем больше N, тем 

больше точность этой оценки. Следует заметить, что данный ме
тод вычисления площади будет справедлив только тогда, когда 
случайные точки будут не просто случайными , а еще и равно
мерно распределенными по всему квадрату. Для моделирования 
равномерно распределенных случайных чисел в языке програм
мирования Turbo Pascal используется датчик случайных чисел -
функция Random. Это специальная компьютерная программа, 
которая выдает последовательность случайных величин , равно
мерно распределенных от О до 1 . 

у 

о х 
Рис. 1.5. Круг, вnисанный в квадрат 

Таким образом ,  суть компьютерного эксперимента заключа
ется в обращении к функции Random для получения координат 
точки х и у N раз. При этом определяется , попадет ли точка 
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с координатами (х, у) в круг единичного радиуса. В случае попа
дания значение величины Nкр увеличивается на единицу. 

Ясно , что число точек, попавших внутрь фигуры,  тем боль
ше , чем больше фигура, а точность решения будет пропорцио
нальна количеству точек в квадрате . Пара случайных чисел в 
этом методе может быть рассмотрена как координаты точки на 
плоскости . 

Программа 

Program monte_karlo;  
Uses Crt ;  

var i , n , n l :lnteger; 
q,x,y,p i : Real ; 

begin 
ClrScr; randomize ;  
wгitе ( 'Введите n=' ) ;  readln(n) ;  

for i := l to n do 
begin 

x:=2*random; y:=2*random; 
if sqr(x- l )+sqr(y- 1 )<= 1 then n l :=n l + l ;  

end;  
p i :=4*n 1/n ;  
write ln( 'pi=' ,p i ) ;  Readkey; 

end. 

Пример 1 .2.  Построить математическую модель движения 
тела , брошенного под углом к горизонту. Выяснить зависимость 
расстояния и времени полета тела от угла броска и начальной 
скорости . 

Решение. Если тело брошено под углом f.t с начальной скоро
стью v0 , то при отсутствии сопротивления воздуха оно опишет 
параболу. При этом координата положения его в некоторый мо
мент времени t после броска может быть определена из системы 
уравнений:  {x(t) = v0 cos at; 

y(t) = v0 sin at - gt 2 /2. 

Эта математическая модель известна из курса физики и по
зволяет для заданных v0 и а проследить траекторию движения 
тела и отразить ее на графике .  2 - 1335 
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Прежде всего определим , на каком интервале будет построен 
график. Начало отрезка - это точка, откуда брошен камень. 
Можно принять ее за начало отсчета , т. е .  А = О .  Конец отрезка 
определяется точкой падения камня , в этой точке у =  О. Чтобы 
решить уравнение 

v0 sin at - gt 2 /2 =О, 

выразим t через х 

t =  xf(v0 cos a ) . 

Подставив это значение в уравнение , получим решение. 
Дальность полета 

Ь = (v� s in 2a)jg. 

Минимальное значение Ymin = О, а максимальное - это наи
большая высота подъема 

Ymax = (и� sin 2a)/2g. 

Теперь, чтобы получить график, нужно изменять значение 
от О до Tmax' где Tmax - момент падения , определяемый по фор
муле 

Tmax = (2v0 sin 2a)fg. 

Для каждого значения t получаем сразу обе координаты 
(х;, у;) - в этом случае имеем дело с функцией , заданной пара
метрически.  

Так как все значения , нужные для расчета коэффициентов , 
известны из формул ,  то нет необходимости повторного вычисле
ния значений функции.  Поэтому выбираем вариант без исполь
зования массива. 

Оси ра:;�метим следующим образом: ось ОХ - 1 1  значений 
от О до v� jg, ось О У- 1 1  значений от О до v� /2g. 

Программа 

program stone ; 
нses graph;  
const BoнndX=70 ;  {отстуnы от края экрана слева и сnрава} 

BoнndY=70; {отстуnы от края экрана сн изу и сверху} 
g=9 .8 ;  {ускорение свободного паден ия} 
rad=З . l 4 1 5/ l 80 ;  { nеревод в радианы}  
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var КХ, KY, LX, LY: i nteger; 
НХ ,  HY, DX, DY, HT: real ;  
X M ,YM: integer; 
x ,y,xO,yO : i ntege r; 
i ,gr,gm: integer; 
vO,alfa : real ;  
x i ,yi : real ; 
Bmax, H max,Tmax:real ; 
t : real ; 

{ коэффициенты} 
{коэффициенты} 
{размер экрана} 
{точки на графике}  

{начальная скорость и угол броска} 
{абсциссы и ординаты точек} 
{максимально возможн ые В ,  Н , Т} 
{время} 

Xmax,Ymax:real ;  { наибольшие значения по осям} 
R : real ; 
S :string [8 ] ; {строка для текста } 
Procedure FXY(T,YO ,ALF: REAL; VAR X,Y: REAL) ;  

Begin 
X:=VO*COS(ALF*RAD)*T; 
Y:=VO*S I N (ALF*RAD)*T-G*T*T/2 ; 
End; 

Begin 
Writе ( 'Введите начал ьную скорость ') ;  readln(vO) ; 
Writе ( 'Введите угол броска ' ) ;  readln(alfa) ;  
gr:=detect ; in i tgraph (gr,gm , ' ') ; 

{оnределение коэффициентов,  зависяших от размера экрана} 
XM:=GetMaxX; YM:=Get MaxY; 
КX:=XM+ I -2* BoundX; KY:=YM+ I -2*BoundY; 
{оnределяем остальные коэффициенты , нужные для nостроения} 

R:=sin(alfa*rad) ;  Bmax:=vO*vO*si n(2*alfa*rad)/g; 
Xmax:=vO*vO/g; Н max:=vO*vO*r*r/(2*g) ; 
Ymax:=v0*v0/(2*g) ; Tmax:=2*v0*r/g; 
hx:=Xmax/(kx- 1 ) ;  hy:=Ymax/(ky- 1 ) ;  
lx:= kx d i v  1 0 ;  ly:=ky d i v  1 0 ;  dx:=Xmax/ 1 0 ;  dy:=Ymax/ 1 0 ; 
ht:=Tmax/ 1 00 ;  {строим график  по  1 00 точ кам }  

{оnределяем цвет экрана и цвет осей }  
SetBkColor(Cyan) ;  SetColor( Biue) ; 
{рисуем оси } 

L INE( BoundX, BoundY, BoundX, YM - BollndY) ; 
xO := BoundX; yO := BoundY; x:=X M- BoundX; у:=уО; 
LIN E( BoundX,YM - BoundY,XM - BoundX, YM - BoundY) ; 

{размечаем оси } 
х:=О; y:=ym- BoundY; 
for i:=O to 1 0  do 

19 
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begin 
STR ( (dy*i ) : 8 :2 ,s) ; OutTextXY(x,y,s) ; y:=y- ly; 
end; 

x:=BoundX div 2;  y:=ym-BoundY div 2;  
for i :=O to 1 О do 

begin 
STR ((dx* i ) : 8 :2 ,s) ; OutTextXY(x,y,s) ; x :=X+lx; 
end; 

STR(Bmax:8 :2 ,s) ; 
OutTextXY(BoundX+20 ,5 , 'Дальность полета: '+s) ; 
STR( Hmax:8 :2 ,s) ; 
OutTextXY(BoundX+20 ,  1 5 ,  'Высота nодьема: '+s) ; 
{устанавливаем цвет графика функции } 
SetColor(Light Red) ; 
{рисуем график} 
t :=O; xO:=BoundX; yO:=ym-boundY; 
while (t<Tmax) do 

begin 
t :=t+ht ;  FXY(t,vO,alfa,xi ,yi ) ;  
х :=  BoundX+round(xi/hx) ; 
y:=ym- BoundY -round(yi/hy) ; 
l ine(xO,yO ,x,y) ; хО:=х; уО:=у; 
end; 

readln ;  
closegraph ; 
end. 

1.7. Полное построение алгоритма 

В последние годы большое распространение получила кон
цепция структурного программирования. Понятие структурного 
программирования включает определенные принципы проекти
рования , кодирования , тестирования и документирования про
грамм в соответствии с заранее определенной жесткой дисцип
ЛИНОЙ. 

Полное построение алгоритма предусматривает выполнение 
идуших последовательно друг за другом следуюших этапов: 

1 )  постановка задачи ;  
2) построение модели ; 
3) разработка алгоритма; 
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4) проверка правильиости алгоритма; 
5) реализация , т. е .  программирование алгоритма;  
б) анализ алгоритма и его сложности ; 
7) проверка (отладка) программы;  
8)  составление документации.  

21 

Не все эти этапы четко различимы между собой , особенно 
эта различимость делается мало заметной при программирова
нии простых задач (рис. 1 .6 ) .  При программировании простых 
задач некоторые этапы могут вообще не выполняться - на
столько очевидны их результаты. 

Рис. 1.6. Этапы решения задач на ПЭВМ 

Наоборот, при  программировании сложных, объемных задач 
некоторые из вышеперечисленных этапов приходится выпол
нять не в том порядке , как здесь указано, или выполнять их не 
оди н  раз. 

Рассмотрим более подробно каждый из этапов построения 
алгоритма. 

Постановка задачи .  П режде чем понять задачу, ее нужно точ
но сформулировать. Это условие само по себе не является доста
точным для понимания задачи ,  но оно абсолютно необходимо. 

Обычно процесс точной формулировки задачи сводится к 
постановке правильных вопросов. Перечислим некоторые полез
ные вопросы для плохо сформулированных задач : 

• Понятна ли терминология , используемая в предваритель-
ной формулировке? 

• Что дано? Что нужно найти? 
• Как определить решение? 
• Каких данных не хватает, или ,  наоборот, все ли перечис

ленные в формулировке задачи данные используются? 
• Какие сделаны допущения? 
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Возможны и другие вопросы ,  возникающие в зависимости от 
конкретной задачи .  

Построение модели .  Задача четко поставлена,  теперь нуж
но сформулировать для нее математическую модель.  Выбор 
модели существен но влияет на остальные этапы в процессе 
решения.  

Выбор модели - в большей степени искусство , чем наука. 
Правда , если вы будете встречаться с типовой задачей ,  то опыт, 
приобретенный ранее , не потребует от вас особого творческого 
подхода, и в этом случае будет удобно и целесообразно восполь
зоваться ранее наработанными правилами.  Поэтому изучение 
удачных моделей - это наилучший способ приобрести опыт в 
моделировании.  

Приступая к разработке модели ,  следует задать, по крайней 
мере , два основных вопроса: 

1 .  Какие математические структуры больше всего подходят 
для задачи? 

2. Существуют ли решенные аналогичные задачи? 
Второй вопрос , возможно,  самый полезный во всей матема

тике.  В контексте моделирования он часто дает ответ на первый 
вопрос. Действительно, большинство решаемых в математике за
дач , как правило, являются модификациями ранее решенных. 

Сначала нужно рассмотреть первый вопрос . Необходимо 
описать математически , что мы знаем и что хотим найти . На вы
бор соответствующей структуры будут оказывать влияние такие 
факторы ,  как: 

• ограниченность наших знаний относительно небольшим 
количеством структур ; 

• удобство представления ; 
• простот� вычислений ; 
• полезность различных операций ,  связанных с рассматри

ваемой структурой или структурами .  
Сделав пробный выбор математической структуры ,  задачу 

следует переформулировать в соответствующих терминах мате
матических объектов . Это будет одна из возможных моделей , 
если м ы  можем утвердительно ответить на такие вопросы:  

• Вся ли важная информация задачи хорошо описана мате
матическими объектами? 

• Существует ли математическая величина, ассоциируемая с 
искомым результатом? 
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• Выявили ли мы какие-нибудь полезные отношения между 
объектами модели? 

• Можем ли м ы  работать с моделью? Удобно ли с ней рабо
тать? 

Разработка алгоритма.  Выбор метода разработки алгоритма 
зачастую значительно зависит от выбора модели и может в боль
шой степени повлиять на эффективность алгоритма решения .  
Два различных алгоритма могут быть правильными,  н о  очень 
сильно различаться по эффективности. 

Правильиость алгоритма. Доказательство правильиости алго
ритма - это один из наиболее трудных, а иногда и особенно 
утомительных этапов создания алгоритма. Вероятно,  наиболее 
распространенный прием доказательства правильиости програм
мы - это прогон ее на разных тестах. Если выданные програм
мой ответы могут быть подтверждены известными или вычис
ленными вручную данными,  возникает искушение сделать вы
вод, что программа <<работает>> правильно. Однако этот метод 
редко исключает все сомнения ; может существовать случай , в 
котором программа не работает. 

Рассмотрим следующую общую методику доказательства 
правильиости алгоритма. Предположим , что алгоритм описан в 
виде последовательности шагов от О до т. Постарасмея предло
жить некое обоснование правомерности для каждого шага . В ча
стности , может потребоваться формулировка утверждения об ус
ловиях, действующих до и после пройденного шага. Затем по
стараемся предложить доказательство конечности алгоритма, 
при этом будут проверсны все подходящие входные данные и 
получены все подхоДящие выходные данные. Другой метод дока
зательства правильиости алгоритма, который не имеет специаль
ного названия,  состоит в следующем. Для каждого цикла, кото
рый имеется в программе (алгоритме) , вручную (например, на 
калькуляторе) подсчитываются две контрольные точки . Если 
контрольные точки совпадают со значениями ,  выданными про
граммой , можно быть уверенным, что все циклы в программе 
работают правильно. 

Почему речь идет о двух контрольных точках? Дело в том ,  
что первое контрольное значение в программе может быть вы
числено правильно,  а затем в этом цикле будут произведены не
которые некорректные действия , которые приведут к искажению 
всех последующих результатов .  Совпадение второго контрольно
го значения как раз и подтверждает, что в данном цикле некор-
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ректности нет. Повторю только еще раз - два контрольных вы
числения должны быть сделаны для каждого цикла программы.  

Следует подчеркнуть и тот факт, что правильиость алгоритма 
еще ничего не говорит об его эффективности . В этом смысле ис
черпывающие алгоритмы , или ,  как их еще называют, - алгорит
мы полного перебора - редко бывают хорошими во всех отно
шениях. 

Реализация алгоритма. Как только алгоритм выражен,  доnус
тим ,  в виде последовательности шагов и мы убедились в его пра
вильности , настает черед реализации алгоритма,  т. е .  написания 
nрограммы для компьютера. 

При этом возникают следующие проблемы :  
• очень часто отдел ьно взятый шаг  алгоритма может быть 

выражен в форме,  которую трудно nеревести неnосредст
венно в конструкции языка nрограммирования . Наnример, 
один из шагов алгоритма может быть записан в виде, тре
бующем целой подnрограммы для своей реализации ; 

• реализация может оказаться трудным nроцессом потому, 
что перед тем ,  как написать программу, необходимо по
строить целую систему структур данных для представления 
важных аспектов используемой модели .  

Чтобы сделать это, необходимо ответить, например, на такие 
воnросы:  

• Каковы основные переменные? 
• Каких типов они бывают? 
• Сколько нужно массивов и какой размерности? 
• Имеет ли смысл пользоваться связными списками? 
• Какие нужны подпрограмм ы  (возможно, уже записанные в 

памяти)? 
• Каким языком программирования пользоваться? 
Конкретная реализация может существенно влиять на требо

вания к памяти и на скорость алгоритма.  
Сделаем одно важное замечание. Одно дело - доказать пра

вильиость конкретного алгоритма, описанного в словесной фор
ме. Другое дело - доказать, что данная машинная программа, 
предположительно являющаяся реализацией этого алгоритма, 
также правильна. Таким образом, необходимо тщательно сле
дить, чтобы процесс преобразования правильного алгоритма 
(в словесной форме , или форме схемы алгоритма) в nрограмму, 
написанную на алгоритмическом языке, <<заслуживал довериЯ>>. 
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Исполняемая программа может быть описана некоторым 
множеством значений всех параметров, переменных, данных и 
результатов промежуточных вычислений.  Это множество конеч
но и явным образом влияет на процесс выполнения программы.  
Все элементы данных множества можно идентифицировать, т. е .  
присвоить им индивидуальные имена, причем среди этих имен 
будут не только начальные данные,  но и результаты промежу
точных вычислений .  

Для любой работающей программы каждый именованный 
элемент данных множества имеет либо определенное , либо не
определенное значение (например, элемент, которому еще не 
было приевсено значение) .  

Весь набор соответствий между именами элементов множе
ства и их текущими значениями (определенными или неопреде
ленными) называется вектором состояния программы. 

С этой точки зрения оператор присваивания представляет 
собой описание преобразований вектора состояний .  Выполне
ние программы начинается с первого вектора состояния . После 
выполнения очередного оператора программа переходит к друго
му состоянию, которое описывается другим вектором состояния. 
Последовательные преобразования вектора состояний полно
стью описывают результат исполнения программы.  

На рис .  1 . 7 приняты следующие обозначения: 
VI , V2 , . . .  , Vn - векторы состояний; Sl, S2 - выполняемые 

операторы или блоки программы .  Можно заметить, что, напри
мер ,  вектор V2 является одновременно выходным для Sl и вход
ным ДЛЯ S2 . 

� Операторы 
Vl V2 V3 Vn Векторы состояний 

Рис. 1.7. Проuесс исполнения программы 

Изменение вектора состояний программы происходит по за
вершению выполнения очередного оператора, т. е .  не плавно, а 
скачком .  Вектор состояния во время выполнения очередного 
Программнаго оператора неизменен и недоступен извне . Эта 
особенность вектора состояний программы важна при анализе 
вы полнения повторяющихся операторов. 
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1 . 1 .  1 .  Эфф ективно сть про гр а м м  

Основной задачей программирования является создание пра
вильных, а не эффективных программ.  Если программа работает 
неправильно, то вопрос об ее эффективности не имеет значения . 

Однако правильиость не является дополнительной характе
ристикой программы в отличие от эффективности . Неправиль
ную, но эффективную программу редко можно сделать правиль
ной , а правильную, но неэффективную можно оптимизировать и 
добиться эффективности . Поэтому оптимизация относится лишь 
ко второму этапу отладки программ .  

Наиболее разумный подход в данном случае к программиро
ванию заключается в создании программы,  которая наилуч шим 
способом реализована, не уделяя особого внимание эффектив
ности . Затем,  если программа пригодна для решения задачи ,  ее 
можно модернизировать. Поэтому задача написания эффектив
н ых программ как бы разбивается на две подзадачи :  нахождение 
того, что надо оптимизировать, и выбор способа оптимизации.  

Здесь надо заметить, что в погоне за эффективностью про
граммист может потратить огромное количество времени на оп
тимизацию редко выполняемых блоков и добиться небольших 
результатов по оптимизации.  Экономии машинного времени и 
ресурсов можно достичь, только оптимизируя многократно вы
полняемые блоки программ .  

Эффективность программы условно может быть определена 
двумя параметрами:  необходимым для ее работы временем и па
мятью, которая требуется программе. Причем,  фактор време
ни  - более важный по сравнению с памятью. 

Оптимизировать время выполнения можно за счет более 
экономного программирования часто выполняемых операций ,  
удаление из программы перекрестных ссылок, использование 
сложных

· 
ссылочных структур и многое другое . С проблемой оп

тимизации памяти дело обстоит значительно сложнее . 
Обычно программистов не заботит память, пока программа 

не превысит возможности машины и перестанет работать. Тогда 
программнету становится очевидным факт, что память машины 
не бесконеч на. Идеальной будет ситуация , когда в соответствии 
с запросами по памяти программист может использовать более 
мощную ПЭВМ.  Однако здесь существует еще одна опасность: 
любая программа стремится занять всю возможную память на 
ПЭВМ (это один из негласных принципов программирования) и 
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поэтому бесконечно наращивать ресурсы памяти машины нере
ально. Но, с другой стороны , экономное использование памяти 
почти всегда ведет к увеличению времени работы программы.  

Возможно выход из данной ситуации лежит где-то в некото
рой средней точке : наиболее малое время выполнения програм
мы с той наиболее экономной моделью памяти , как это воз
можно. 

Поэтому можно дать несколько советов для выполнения 
этих рекомендаций . 

l . Создавать программы с помощью оптимизирующих транс
ляторов. 

2. Максимально структурировать программ ы ,  широко ис
пользовать модульность. 

3. Удалять ситуации ,  предполагающие исключительные дей
ствия програм м ,  собирать эти действия в специальных модулях, 
что увеличит скорость работы с основными структурами про
граммы.  

4.  Присваивать начальные значения элементам массивов 
данн ых и всем данным,  если они используются в структурах 
типа <<сумматор>> , непосредственно перед первым их использова
нием ,  а не в самом начале работы программы.  

5 .  Широко использовать прямые доступы к данным и ссы
лочные переменные. Часто используемые данные располагать 
рядом в одной области памяти, предварительно сгруnnировав их 
по описаниям или другому признаку. 

6 . Если некоторые процедуры выполняются только в одном 
месте программы, то лучше такую процедуру поместить непо
средственно в програм му. 

7 . Решить, что интересует в первую очередь: память или вре
мя ,  так как экономия на одном влияет на использование друго
го. И от этого принципа не отступать до окончания работы над 
всем nроектом .  

1.8. Главные принципы, лежащие в основе создания 

эффективных алгоритмов 

Каждый, кто занимается разработкой алгоритмов, должен 
овладеть некоторыми основными методами и понятиями .  Всем 
когда-то впервые пришлось столкнуться с трудной задачей ,  за-
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дать вопрос : с чего начать? Один из возможных пугей - про
смотреть свой запас общих алгоритмических методов для того, 
чтобы проверить, нельзя ли с помощью одного из них сформу
лировать решение новой задачи .  

Ну, а если такого запаса нет, то как все-таки разработать хо
роший алгоритм? С чего начать? У всех есть печальный опыт, 
когда смотришь на задачу и не знаешь, что делать. Рассмотрим 
три общих метода решения задач , полезных для разработки алго
ритмов. 

Первый метод связан со сведением трудной задачи к после
довательности более простых задач . Конечно, мы надеемся на 
то , что более простые задачи легче поддаются обработке , чем 
первоначальная задача,  а также на то, что решение перваначаль
ной задачи может быть получено из решений этих более простых 
задач . Такая процедура называется методом частных целей. 

Этот метод выглядит очень разумно. Но ,  как и большинст
во общих методов решения задач или разработки алгоритмов , 
его не всегда легко перенести на  конкретную задачу. Осмыс
ленный выбор более простых задач - скорее , искусство или 
интуиция , чем наука. Более того , не существует общего набора 
правил для определения класса задач , которые можно решать 
с помощью такого подхода. Размы шление над любой конкрет
ной задачей начинается с постановки вопросов. Частные цели 
мoryr быть установлены ,  когда получены ответы на следующие 
вопросы: 

1 .  Можем ли м ы  решить часть задачи? Можно ли ,  игнорируя 
некоторые условия , решить оставшуюся часть задачи? 

2. Можем ли мы решить задачу для частных случаев? Можно 
ли разработать алгоритм , который дает решение,  удовлетворяю
щее всем условиям задачи ,  но входные данные которого ограни
чены некоторым подмножеством всех входных данных? 

3 .  Есть ли что-то, относящееся к задаче ,  что мы недостаточ
но хорошо поняли? Если попытаться глубже вникнуrь в некото
рые особенности задачи ,  сможем ли мы что-то узнать, что помо
жет нам подойти к решению? 

4. Встречались ли мы с похожей задачей ,  решение которой 
известно? Можно ли видоизменить ее решение для выполнения 
конкретной задачи? Возможно ли , что эта задача эквивалентна 
известной нерешенной задаче? 

Второй метод разработки алгоритмов известен как метод 

подъема. Алгоритм подъема начинается с принятия начального 
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предположения или вычисления начального решения задачи .  За
тем начинается насколько возможно быстрое движение <<вверХ>> 
от начального решения по направлению к лучшим решениям .  
Когда алгоритм достигнет такой точки ,  из  которой больше не
возможно двигаться вверх, алгоритм останавливается . К сожале
нию, мы не можем всегда гарантировать, что окончательное ре
шение,  полученное с помощью алгоритма подъема,  будет опти
мальным.  Эта ситуация часто ограничивает применение метода 
подъема. 

Вообще методы подъема являются «грубыми». Они запоми
нают некоторую цель и стараются сделать все , что могут и где 
могут, чтобы подойти ближе к цели .  Это делает их несколько не
дальновидными .  Недальновидность метода подъема хорошо ил
люстрируется следующим примером .  

Пусть требуется найти максимум функции у = f(x) , пред
ставленной графиком (рис.  1 . 8 ). 

у 

а Ь с 
Рис. 1 .8. Иллюстрация метода подъема 

х 

Если начальное значение аргумента х равно а, то метод подъ
ема дает устремление к ближайшей цели ,  т. е. к значению функ
ции в точке х = Ь, тогда как подлинный максимум этой функции 
Находится при х = с

. То есть метод подъема в данном примере на
Ходит локальный максимум ,  но не глобальный.  В этом и заклю
Чается <<грубость>> метода подъема. 

Третий метод известен как отрабаты вание назад,  т. е .  работа 
этого алгоритма начинается с цели или решения задачи и затем 
осуществляется движение к начальной постановке задачи .  Затем,  
если эти действия обратимы,  производится движение обратно
от постановки задачи к решению. 
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1 .  9. J.1сточннкн н класснфнкацня погрешностен 

Задача вычисления у =  А(х) называется корректно поставлен
ной , если для любых входных данных из некоторого класса су
ществует решение задачи ,  единственное и устойчивое по вход
ным данным.  

Источниками возникновения погрешности численного ре
шения задачи являются следующие: 

• неточиость математического описания,  в частности , неточ
иость задания начальных данных; 

• неточиость численного метода решения задачи .  
Данная причина, возникает например, когда решение ма
тематической задачи требует неограниченного или непри
емлемо большого числа арифметических операuий ,  что 
приводит к необходимости ограничения их числа,  т. е. ис
пользования приближенного решения ; 

• конечная точность машинной арифметики. 
Существуют следующие виды погрешностей:  
• неустранимая погрешность; 
• погрешность метода; 
• вычислительная погрешность. 
Неустранимая поrрешность состоит из двух частей:  
а) погрешности , обусловленной неточиостью задания число

вых данных, входящих в математическое описание задачи ;  
б )  погрешности , являющейся следствием несоответствия ма

тематического описания задачи реальной действительности (по
грешность математической модели) . Для вычислителя погреш
ность задачи следует считать неустранимой , хотя постановщик 
задачи и.ногда может ее изменить. 

Результирующая погрешность определяется как сумма вели
чин всех перечисленных выше погрешностей . 

Поrрешность метода связана со способом решения постав
ленной математической задачи .  Она появляется в результате за
мены исходной математической модели другой и/или конечной 
последовательностью других более простых (например, линей
ных) моделей . П ри создании численных методов закладывается 
возможность отслеживания таких погрешностей и доведения их 
до сколь угодно малого уровня . Отсюда естественно отношение 
к погрешности метода как устранимой (или условной) .  
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Вычислительная поrрешность (погрешность округлений) обу
словлена необходимостью выполнения арифметических опера
ций над числами ,  усеченными до количества разрядов, завися
шего от применяемой вычислительной техники . 

1 . 9 . 1 .  Понятия о погрешности машинных 
вы числений 

В основу запоминаютего устройства ПЭВМ положены од
нотипные физические устройства, имеюшие r устойчивых со
стояний,  причем каждому устройству ставится в соответствие 
одинаковое количество k элементов. Упорядоченные элементы 
образуют разрядную сетку машинного слова: в каждом разряде 
может быть записано одно из базисных чисел О, 1 , . . .  , r - 1 (одна 
из r цифр r-й системы счисления) и в специальном разряде ото
бражен знак <<+>� или <<-» . При записи чисел с фиксированной за
пятой , кроме упомянутых r параметров (основания системы 
счисления) и k (количества разрядов ,  отводимых под запись чис
ла) , указывается еше обшее количество 1 разрядов, выделяемых 
под дробную часть числа. Таким образом , положительное веще
ственное число а представляет собой в r-й системе бесконечную, 
непериодическую дробь и отображается конечной послед·ова
тельностью 

а 
�

a , r
k
-1 - l 

+ a
z
r

k
-1 -2 

+ . . .  + a k -l r
o 

+ 

- 1 -( / - \ ) -1 
+ a k-l+ l r + . . .  + a k_ , r + a k r , 

где а1 Е {О ;  1 ;  . . .  ; r - 1 } .  
Диапазон представляемых таким способом чисел определяется 

ЧИслами с наибольшими цифрами во всех разрядах, т. е. наимень
Uiим числом -(r - 1 ) (r - 1) . . .  (r - 1 )  и наибольшим (r - 1 ) (r - 1 )  . . .  
. . .  (r - 1 ) ,  а абсолютная точность представления есть оценка, зави 
сящая от способа округления . 

Абсолютная точность представления вещественных чисел с 
Фиксированной запятой одинакова в любой части диапазона. 
В то же время относительная точность может значительно разли
Чаться в зависимости от того, берется а близким к нулю или к гран ице диапазона. 
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Пример 1.3. Рассмотрим запоминающее устройство (ЗУ) с 
фиксированной запятой,  состоящее из k = 7 элементов и имею
щее r =  1 0 (r =  О, 1 , . . .  , 9) . Будем считать, что общее количество 
разрядов ,  выделяемых под дробную часть, 1 = 3 , под знак - один 
разряд, под целую часть - три разряда (рис. 1 .9) . 

Знак 
числа Целая часть Дробная часть 

Рис. 1 .9. Представление чисел 

Тогда наибольшее число ,  которое можно сохранить в данном 
запоминающем устройстве , составляет 999 ,999 , а наименьшее 
равно -999 ,999. У любого числа из указанного диапазона, являю
щегося бесконечной периодической дробью, вне зависимости от 
его величины после запятой сохраняется только три цифры. По
этому абсолютная точность представления чисел а 1 = 1 , 1 23456 
и а2 = 999 , 1 23456 оказывается одинаковой 

д \ =  1 , 1 23456 - 1 , 1 23 = 0 ,000456, 

д2 = 999 ' 1 23456 - 999 ' 1 23 = о ,000456 .  

Относительные погрешности представления этих чисел в за
поминающем устройстве будут различны:  

д 1 % д 2 -4 %  О 1 = - = 0 ,4 о, 8 2 = - = 0 ,5 - 1 0  о. 
а 1 а2 

В основе представления числа с плавающей запятой лежит 
эксnоненциальная форма записи: 

а = Mr
P

, 

где r - основание;  р - порядок; М - мантисса (r - 1 :s; J M J :s; 1) . 
Структура машинного слова запоминающего устройства с 

плавающей запятой представлена на рис. 1 . 1 О .  

Порядок 
(т разрядов) 

Мантисса 
(l разрядов) 

Рис. 1.10 . Структура машинного слова 
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Например, для записи числа в 48-разрядном машинном сло
ве 40 двоичных разрядов выделялись под мантиссу, 6 - под по
рядок числа и 2 - под знаки мантиссы ,  т. е .  r = 2, 1 = 40, т =  6. 
Следовательно, точность представления чисел с плаваюшей за
пятой не хуже 2-39 (:::: 1 0- 1 2) , граница машинного нуля 2-64 (:::: 1 0- 1 9) ,  
машинной бесконечности 263 • 

1 . 1 О .  Абсолютная н относительная погрешностн 

Абсолютной погрешностью измерения называется величина, 
определяемая разницей между результатом измерения х и истин
ным значением измеряемой величины х0: 

Величина 8, равная отношению абсолютной погрешности 
измерения к результату измерения ,  называется относительной по
грешностью: 

Пример 1.4. Приближенным значением числа n являет
ся 3 , 1 4. Тогда погрешность его равна 0 ,00 1 59 . . . . Абсолютную по
rрешность можно считать равной 0 ,00 1 6 , а относительную по
rрешность равной 0,00 1 6/3 , 1 4  = 0 ,0005 1 = 0 ,05 1 %. 

Значащие цифры. Если абсолютная погрешность величины а 

не превышает одной единицы разряда последней цифры числа а, 

то говорят, что у числа все знаки верные. Приближенные числа 
следует записывать, сохраняя только верные знаки . Если ,  напри
мер, абсолютная погрешность числа 52 400 равна 1 00 ,  то это 
число должно быть записано, например, в виде 524 · 1 02 или 
0,524 · 1 05 •  Оценить погрешность приближенного числа можно, 
указав , сколько верных значащих цифр оно содержит. При под
счете значащих цифр не считаются нули с левой стороны числа. 

Например ,  число 0,0283 имеет три верных значащих цифры, а 2 ,5400 - пять верных значащих цифр. 
Правила округления чисел. Если приближенное число содер

.IКит лишние (или неверные) знаки , то его следует округлить. 
3 - \ 3 3 5  



34 Глава 1. Теоретические сведения по информатике 

При округлении возникает дополнительная погрешность, не 
превышаюшая половины единицы разряда последней значащей 
цифры (d) округленного числа. При округлении сохраняются 
только верные знаки ; лишние знаки отбрасываются , причем 
если первая отбрасываемая цифра больше или равна d/2 ,  то по
следняя сохраняемая цифра увеличивается на единицу. 

Лишние цифры в целых числах заменяются нулями ,  а в деся
тичных дробях отбрасываются (как и лишние нули) .  Например, 
если погрешность измерения 0,00 1 мм, то результат 1 ,07005 ок
ругляется до 1 ,070. Если первая из изменяемых нулями и отбра
сываемых цифр меньше 5 , остающиеся цифры не изменяются . 
Например, число 1 48 935 с точностью измерения 50 имеет округ
ление 1 48 900. Если первая из заменяемых нулями или отбрасы
ваемых цифр равна 5,  а за ней не следует никаких цифр или 
идут нули,  то округление производится до ближайшего четного 
числа. Например, число 1 23 ,50 округляется до 1 24. Если первая 
из заменяемых нулями или отбрасываемых цифр больше 5 или 
равна 5 , но за ней следует значащая цифра, то последняя остаю
щаяся цифра увеличивается на единицу. Например, число 6783 ,6  
округляется до 6784. 

Пример 1.5. При округлении числа 1 284 до 1 300 абсолютная 
погрешность составляет 1 300 - 1 284 = 1 6 , а при округлении до 
1 280 абсолютная погрешность составляет 1 280 - 1 284 = 4. 

Пример 1 .6.  При округлении числа 1 97 до 200 абсолютная 
погрешность составляет 200 - 1 97 = 3. Относительная погреш
ность равна 3/ 1 97 "" 0 ,0 1 523 или приближенно 3/200 "" 1 , 5  %. 

Пример 1.7. Продавец взвешивает арбуз на чашечных весах. 
В наборе гирь наименьшая - 50 г. Взвешивание дало 3600 г. Это 
число - приближенное. Точный вес арбуза неизвестен.  Но абсо
лютная погрешность не превышает 50 г. Относительная погреш
ность не превышает 50/3600 "" 1 ,4 % .  

1 . 1 1 .  Погрешностн решення задачн на ПЭВМ 

В качестве основных источников погрешности обычно рас
сматривают три вида ошибок. Это так называемые ошибки усе
чения , ошибки округления и ошибки распространения . Напри-
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мер, при использовании итерационных методов поиска корней 
нелинейных уравнений результаты являются приближенными в 
отличие от прямых методов, дающих точное решение. С точки 
зрения точности результата использование прямых методов мо
жет показаться более предпочтительным.  Однако на самом деле 
при решении задачи на компьютере ответ все равно будет содер
жать погрешность. 

1 . 1 1 . 1 .  Ошибки усе чения 

Этот вид ошибок связан с погрешностью, заложенной в са
мой задаче. Он может быть обусловлен неточиостью определе
ния исходных данных. Например, если в условии  задачи заданы 
какие-либо размеры , то на практике для реальных объектов эти 
размеры известны всегда с некоторой точностью. То же самое 
касается любых других физических параметров. Сюда же можно 
отнести неточиость расчетных формул и входящих в них число
вых коэффициентов. 

Большое число расчетных формул являются эмпирическими 
и дают результат с некоторой погрешностью, содержат подго
ночные коэффициенты , обеспечивающие приемлемую ошибку в 
ограниченном диапазоне входных параметров. Поэтому, как 
правило,  если исходные данные известны с некоторой погреш
ностью ,  вряд ли стоит пытаться получить результат с меньшей 
погрешностью. 

1 . 1 1 .2 .  Ошибки распространения 

Данный вид ошибок связан с применением того или иного 
способа решения задачи .  В ходе вычислений неизбежно проис
ходит накопление или ,  иначе говоря , распространение ошибки. 
Помимо того ,  что сами исходные данные не являются точными,  
новая погрешность возникает при их перемножении , сложении 11 т. п. Накопление ошибки зависит от характера и количества 
арифметических действий , используемых в расчете . 

Обычно для решения одной и той же задачи может быть ис
пользован ряд различных методов решения. Например, систему 
линейных алгебраических уравнений можно решить методом Га
Усса или через определители (методом Крамера) . Теоретически 
З •  
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оба метода позволяют получить точное решение. Однако на 
практике при решении больших систем уравнений метод Гаусса 
обеспечивает меньшую погрешность,  чем метод Крамера , так 
как использует меньший объем вычислений . 

1 .  1 1 . 3 .  Ошнбкн округления 

Это тип ошибок связан с тем ,  что истинное значение числа 
не всегда точно сохраняется компьютером. При сохранении ве
щественного числа в памяти компьютера оно записывается в 
виде мантиссы и порядка примерно так же , как отображается 
число на калькуляторе . 

На рис. 1 . 1 1 используются следующие обозначения : Rp R
2 , 

R3 ,  • • •  , R
n - разряды мантиссы ; D

1 ,  
D

2 , • • •  , Dm - разряды порядка. 
На самом деле конечно, в отличие от дисплея калькулятора, 
мантисса и порядок числа, включая их знаки , в памяти компью
тера хранятся в двоичном виде . Но для обсуждения природы 
ошибок округления это различие не столь принципиально. 

1 ± 1 R, 1 Л, 1 R, 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 R. 1 ф, 1 D, 1 . 1 . 1 1 D• l 
. Мантисса 

. 

Порядок . 
Рис. 1 . 1 1 .  Структура записи вещественного числа 

Понятно, что иррациональные числа такие ,  как те =  3 , 1 4 1 59 . . . 

и е =  2 ,7 1 2 . . .  , не могут быть представлены точно, так как количе
ство их значащих цифр превышает число отведенных разрядов 
мантиссы . При этом цифра последнего сохраняемого в ПЭВМ 
разряда может быть записана с округлением или без него. Фак
тически при заданной структуре хранения числа компьютер мо
жет использовать не бесконечное , а конечное число рациональ
ных чисел . 

Поэтому люGой входной параметр решаемой задачи ,  ее про
межуточный результат и окончательной ответ всегда округляют
ся до разрешенных в компьютере чисел. 

Следующий важный вывод касается диапазона представле
ния чисел в ПЭВМ . Если проводить рассуждения для десятич
ной системы счисления , то максимальное по модулю число ,  ко-
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торое может быть представлено в соответствии со схемой на 
рис. 1 . 1 2 ,  равно 

-Х"' 
машинная 

бесконечность 

± х"' = ± 999 . . . 9 х 1 о +99 ... 9 
• 

Рис. 1 . 12 .  Машинная числовая ось 

Машинная 
бесконечность 

Все числа, превышающие по модулю Х", не представимы в 
ПЭВМ и рассматриваются как машинная бесконечность. Если в 
ходе расчетов будет получен результат, превышающий Х", то 
произойдет аварийное завершение вычислений по переполнению. 

Минимальное по модулю число ,  сохраняемое в памяти ком
пьютера, равно 

± х о = ± 000 . . . 1 х 1 о -99 . . .  9 
• 

Числа, модуль которых меньше Х0, воспринимаются ПЭВМ 
как нуль, точнее как машинный нуль. Если при выполнении рас
четов будет получен результат меньше, чем Х0, то это будет вос
принято как потеря порядка. Обычно в подобной ситуации ре
зультат полагается равным нулю, и вычисления продолжаются . 

На рис. 1 . 1 2 показана <<машинная)> числовая ось, на которой 
отмечены Х0 и Х"'. Числа располагаются на оси неравномерно. 
Их плотность возрастает по мере приближения к нулю. 

Вблизи единицы отмечена небольшая область Ем , которую 
называют машинное эпсилон. Параметр Ем весьма важен,  так как 
он характеризует относительную точность представления чисел в 
компьютере. В зависимости от способа округления чисел в 
ПЭВМ ВеЛИЧИНа Ем ОПредеЛЯеТСЯ ПерВЫМ ОТбраСЫВаеМЫМ ИЛИ 
последним сохраняемым разрядом мантиссы . 



Глава 2 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 

2 . 1. Элементарные функции н их свойства 

Функцией (функциональной зависимостью) называется закон, 
по которому каждому значению независимой переменной х из 
некоторого множества чисел , называемого областью определения 
функции, ставится в соответствие одно вполне определенное зна
чение величины у. Совокупность значений ,  которые принимает 
зависимая переменная у, называется областью значений функции. 

Графиком функции называется множество всех точек коорди
натной плоскости с координатами (х; у) , такими,  что абсцисса х 
принимает все значения из области определения ,  а ордината у 

равна значению функции в точке х. 
Функция f(x) называется четной, если для любого х из ее об

ласти определения -х также принадлежит области определения ,  
причем, f( -х) = f(x) .  

Функция f(x) возрастает н а  некотором интервале ,  если для 
любых значений х1 и х2 , принадлежащих этому интервалу, таких,  
что· х2 > х1 , выполнено неравенство f(x2) > f(x1 ) .  Функция f(x) 
убывает на некотором интервале ,  если для любых значений х1 
и х2 , принадлежащих этому интервалу, таких, что х2 > х1 , выпол
нено неравенство f(x2) </(х1 ) .  

Точка х0 называется точкой минимума функции f(x) ,  если для 
всех значений х из некоторой окрестности х0 выполнено нера
венство Ь Е R. 

Алгебраическая функция - функция , которая в окрестности 
каждой точки области определения может быть задана неявно с 
помощью алгебраического уравнения . 
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функция F(x1 , х2, • • • , xn) называется алгебраической в точке 
А ==  (ар а

2 , • • •  , an
) , если существует окрестность точки А , в кото

рой верно тождество 
P(F(x 1 , х2 , • • • , хп ) , х 1 , х2 , • • • , хп ) = 0 , 

где Р - многочлен от (n + l ) -й переменной. 
Функция называется алгебраической , если она является ал-

гебраической в каждой точке области определения .  
Все рациональные числа являются алгебраическими. Среди ир

рациональных чисел есть как алгебраические, так и трансцен
дентные. Например, .J2 - алгебраическое иррациональное 
число, а 1t - трансцендентное иррациональное число.  

2. 1 .  1 .  Примененив графиков в решении уравнений 

Уравнением с одним неизвестным называется равенство 
f(x) = g(x) , в котором требуется найти неизвестную величину х. 

Пусть задано квадратное уравнение х2 
+ рх + q = О . 

Перепишем его следующим образом: х
2 

= -рх - q и построим 
графики зависимостей 

у = х
2 и у = -рх - q. 

График первой зависимости известен - это парабола; вторая 
зависимость - линейная. В том случае , когда х является реше
нием уравнения , координаты точек обоих графиков равны меж
ду собой. Если прямая и парабола пересекаются , то абсциссы 
точек пересечения являются корнями квадратного уравнения. 

Пример 2. 1 .  Решить уравнение 4х
2

- 12х + 7 = О. 
Представим уравнение в виде х2 

= Зх - 7/4. 
Построим параболу у = х

2 и прямую у = Зх - 7/4 (рис. 2. 1 ) . 
Парабола и прямая пересекаются в двух точках с абциссами 

xl == 

О 8 и х = 2 2 ' 2 ' . 

У =  х2 .. .. .. .. 
У ==  Зх - 1 _ 4 

- 4  - 2  
Рис . 2. 1 .  Графическое решение уравнения 

4 х 
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Пример 2.2. Решить уравнение х2 - х + 1 = О. 

Запишем уравнение в виде х2 = х - 1 . 
Построив параболу у =  х2 и прямую у =  х - 1 , увидим ,  что они 

не пересекаются (рис. 2 .2) - значит, уравнение не имеет корней.  

5 

у =  х2 
y = x - I 

- 4  

Рис. 2.2. Графическое решение уравнения 

Пример 2.3. Решить систему ' {х2 
+ у

2 
= 25· 

у = -х
2 

+ 2х + 5. 
Построим в одной системе координат графики уравнений 

(рис. 2 .3 ) :  

- 1 0  

х2 
+ у

2 
= 25  и у = -х

2 + 2х + 5 .  

1 0  

1 0  х 

Рис. 2.3. Графическое решение системы уравнений 
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Координаты любой точки построенной окружности являют
ся решением первого уравнения , а координаты любой точки па

раболы - решением второго у�авнения. 
Значит, координаты каждои из точек пересечения окружно

сти и параболы удовлетворяют как первому уравнению системы , 
так и второму, т. е. являются решением рассматриваемой систе
м ы .  Находим приближенные значения координат точек пересе
чения графиков: А(-2 ,2 ;  -4,5 ) ,  В(О; 5 ) ,  С(2 ,2 ;  4 ,5 ) ,  D(4 ; -3) . Сле
довательно,  система уравнений  имеет четыре решения : 

х, "' -2 ,2 ,  у, "' -4,5 ;  

х3 "' 2 ,2 ,  у3 "' 4,5 ;  

Подставив найденные значения в уравнения системы , можно 
убедиться , что второе и четвертое из этих решений являются 
точными,  а первое и третье - приближенными. 

Пример 2.4. Решить уравнение sin х + cos х = 1 .  
Тригонометрические уравнения решают как аналитически , 

так и графически. Рассмотрим графический способ решения на 
примере рис. 2.4. 

х 

Рис. 2.4. Графическое решение уравнения 

Построим графики функций у = sin х и у = 1 - cos х. Из гpa�I1I<a видно , что уравнение имеет два решения : х = 2пп, где n Е Z х == n/2 + 2nk, где k Е Z. 
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2.2. Матрицы 

Матрицей размером т х n называется прямоугольная таблица 
чисел , содержащая т строк и n столбцов. Числа, составляющие 
матрицу, называются элементами матрицы. Обычно принято 
обозначать матрицы прописными (большими) буквами , а саму 
таблицу чисел заключать в круглые скобки. Матрицы можно обо
значать как 

А =  (aij) ( i = 1 ,  . . .  , т , j = 1 ,  . . .  , n) . 

Например, А = (3 1 9J - матрица размером 2 х 3 ; 
4 - 1  7 

В " [�] - матрица размером 3 х 1 ,  или , другими словами,  

матрица-столбец; 

С = ( 1  - 1  2 4) - матрица размером 1 х 4, или матри-

ца-строка. 

Иногда вместо круглых скобок в записи матрицы используют 
квадратные или двойные прямые линии 

Для обозначения элементов матрицы используется та же бу
ква, что и для обозначения матрицы, только не прописная ,  а 
строчная , и эта буква снабжается двумя индексами . Например, 
матрицу размером т х n можно записать в виде 

г 
a , l а , , ] 

А = ��� а22 . . .  aln 

а т \ aml amn 

Если число строк матрицы равно числу столбцов, то матрица 
называется квадратной. Число строк или ,  что то же самое, число 
столбцов в ней называется порядком матрицы. 
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Совокупность элементов квадратной матрицы, расположен
нЫХ на отрезке , соединяющем левый верхний угол с правым 
нижним, называется главной диагональю матрицы. Например, в 
матрице [ l -2 l ] 

в = о 3 -2 . 
l о -4 

главную диагональ образуют числа { 1 ;  3 ; -4} . 
Квадратная матрица, у которой все элементы вне главной 

диагонали равны нулю, называется диагональной. Примеры диа
гональных матриц:  

А = О -1 О , 
[ 2 о о ] о о 0 ,7 

Квадратная матрица называется верхней треугольной (нижней 

треугольной) , если все ее элементы , стоящие ниже (выше) глав
ной диагонали, равны нулю. Например, верхние треугольные 
матрицы: [ 1 1 -2] о 2 о ' (2 о о 4 о 

Нижние треугольные матрицы:  [ 2 о о] 
1 о о , (� 0 ) . о о 4 l о 

Если атп = апт• то матрица называется симметрической , на-[ 2 l 5] n ример 1 3 6 . 
5 6 4 
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Единичной матрицей называется диагональная матрица, у ко
торой все элементы главной диагонали равны 1 .  Для обозначе
ния единичной матрицы обычно используется буква Е. [ 1 о о] Е =  О 1 О . о о 1 

Если все элементы матрицы равны нулю, то матрица называ
ется нулевой. Матрица называется обратной к матрице А и обо
значается А - l , если 

АА - l = А  - I A = Е  (единичной матрице) . 

Две матрицы называются равными, если они имеют одинако
вые размеры и элементы , стоящие на одинаковых местах, равны 
друг другу. 

Суммой (разностью) матриц называется матрица, элементами 
которой являются соответственно сумма (разность) элементов 
исходных матриц 

cij = aij ± bij, С = А + В = В + А. 

Операция умножения (деления) матрицы любого размера на 
Произвольное число сводится к умножению (делению) каждого 
элемента матрицы на это число [ aa l l  

аА = а
-
�� 1 

aa 1 n ] 
· · ·  a��n , 

aa m l aam2 аа
тп 

а(А + В) = аА ± аВ , 
А( а ± р) = аА ± рА. 

Произведением матриц называется матрица, элементы кото
рой могут быть вычислены по следующим формулам : 

АВ = С; 
n 

с ij = L а ik • Ь kj . 

k = l 
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Из приведеиного определения видно, что операция умноже
ния матриц определена только для матриц, число столбцов пер
вой из которых равно числу строк второй . 

Если для каких-либо матриц выполняется соотношение 
АВ == ВА, то такие матрицы называются перестановочными. 

Матрицу В называют транспонированной матрицей к А, а пе
реход от А к В - транспонированием, если элементы каждой 
строки матрицы А записать в том же порядке в столбцы матри
цы в 

· · ·  a , n ] 
aln . 

' 

amn 

[
а " 

В = А т = �: � 
a , n 

a m l ] 
aml 

' 

amn 

другими словами ,  bji == aif. Квадратная матрица U, для кото
рой u-'  = U т, называется ортогональной матрицей . 

[
а " 

Определителем квадратной матрицы А = ��� 
an l  

. . .  а , " ] 

. . . aln 

a nn а 112 

называется число ,  которое может быть выЧислено по элементам 
матрицы по формуле 

n 
det А =  I (- 1) k + I a , k м ,k , k = l  

(2 . 1 )  

где м,k - детерминант матрицы , полученной из исходной вы
Черкиванием первой строки и k-го столбца. Следует обратить 
внимание на то , что определители имеют только квадратные 
Матрицы,  т. е .  матрицы ,  у которых число строк равно числу 
столбцов. Формула (2 . 1 )  позволяет вычислить определитель мат
Рицы по первой строке , также справедлива формула вычисления 
011Ределителя по первому столбцу: 

n 

det A =  L: <- l) k + ' a k , M k , . k = l 
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Вообще говоря , определитель может вычисляться по любой 
строке или столбцу матрицы, т. е .  справедлива формула 

n 
det А =  I <- l) k +i a ik мik ' i =  1 ,  2 , . . .  , n .  

k = l 

Очевидно, что различные матрицы могут иметь одинаковые 
определители. Определитель единичной матрицы равен 1 .  Для 
указанной матрицы А число M1k называется дополнительным ми
нором элемента матрицы a 1 k. Таким образом , можно заключить, 
что каждый элемент матрицы имеет свой дополнительный ми
нор. Дополнительные миноры существуют только в квадратных 
матрицах. 

Пример 2.5. Вычислить сумму матриц: 

Решение 

- 1 + 2 = 1 ; 
-2 + 4 = 2 ; 
4 + 2 = 6 ; 

3 + 7 =  1 0 ;  
3 + (-5) = -2 ; 
6 + (-3) = 3 ; 

5 + 2 = 7 ;  
7 + (-2) = 5 ;  
8 + о = 8 . 

Пример 2.6. Вычислить произведения матриц:  а) АВ; б) CD. [ 3 -4] [-3 2 4 !] ' 

в � -} � ' А =  3 -2 3 
6 -5 2 

-2 1 [ 2 7 3 ] 
D 

�
(� -3 2 -2] 

с =  -2 5 2 ' -2 4 . 
4 1 5 4 - 1  о 
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Решение [ -3 2 4 3 ] [� -4] г 49 ] 
а) 3 -2 3 1 . 3 5 = 1 9  -3 . 

6 -5 2 4 
2 6 

29 -33 
-2 1 

-3 . 3 + 2 . (-3) + 4 . 2 + 3 . (-2) = -9 - 6  + 8 - 6 = - 1 3 ; 
-3 . (-4) + 2 . 5 + 4 . 6 + 3 . 1 = 1 2  + 1 0  + 24 + 3 = 49; 
3 . 3 + (-2) . (-3) + 3 . 2 + 1 . (-2) = 9 + 6 + 6 - 2  = 1 9 ;  
3 . (-4) + (-2) . 5 + 3 . 6 + 1 . 1 = - 1 2 - 1 0  + 1 8 + 1 = -3 ; 
6 . 3 + (-5) . (-3) + 2 . 2 + 4 . (-2) = 1 8  + 1 5 + 4 - 8 = 29 ;  
6 . (-4) + (-5) . 5 + 2 . 6 + 4 . 1 = -20 - 25 + 12  + 4 = -33 . 

б) [:2 � �] . [� =� � 
-
4
2] = [�� -

4
8 

�1 �:] . 
4 1 5 5 4 - 1  о 39 6 4 -4 

2 . 3 + 7 . 2 + 3 . 5 = 35 ; 
2 . (-3) + 7 . (-2) + 3 . 4 = -8 ;  
2 . 2 + 7 . 1 + 3 . (- 1 )  = 8 ;  
2 . (-2) + 7 . 4 + 3 . о =  24; 
-2 . 3 + 5 .  2 + 2 . 5 = 1 4 ;  
-2 . ( -3) + 5 . ( -2) + 2 . 4 = 4 ;  
-2 . 2 + 5 .  1 + 2 . (- 1 )  = - 1 ; 
-2 . (-2) + 5 .  4 + 2 . о =  24 ; 
4 . 3 + 1 . 2 + 5 . 5 = 39 ;  
4 . (-3) + 1 . (-2) + 5 .  4 = 6 ; 
4 . 2 + 1 . 1 + 5 .  (- 1 )  = 4; 
4 . (-2) + 1 . 4 + 5 . о =  -4. 

Пример 2.7 .  Вычислить произведение матриц АВ: [ 5 4 
а) А =  -2 5 

- 4 2 
3 1 

6 1 - 4 
-2 3 ] [ 2 ] 
�3 � , В = � ;  

47 
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б) А = (7 -3 9 2 4) , В = 

Решение 

4 
-2 
-3 
1 
5 

3 -2 
9 4 
-5 7 
8 3 

о [ 5 4 
-2 5 

а) 
- 4  2 
3 1 

-2 J[-;}[:f] 6 
-3 
8 

4 3 -2 
-2 9 4 

б) (7 -3 9 2 4) . -3 -5 7 = (9 -3 1 43) .  
1 8 3 
5 о 

Пример 2.8 . Вычислить произведение :  а) АВт; б) втА. 
А =  (9 6 3 1) , В =  ( -2 3 -5 7). 
Решение 

а) (9 6 3 
!
) · [�] = � 

б) [ �] (9 г 6 3 1) = 
27 

- 45 
63 

- 1 2  -6 -2] 
1 8  9 3 

-30 - 1 5  -5 . 
42 2 1  7 

Пример 2 .9 .  Даны матрицы А = [ � 
-
�
4 
!) · В =Ш · С =П1 ] 

и число а =  2 . Найти А т В + аС. 



Решение [ 1 2 
А т = О 4 

3 1 

2.2. Матрицы 

[ 1  2 1 ] [ 1 ] [ 1 · 1 + 2 · 3 + 1 · 2 ] [ 9 ] 
А т в = О 4 - 4 · 3 = О · 1  + 4 · 3 - 4  · 2 = 4 ; 

3 1 2 2 3 · 1 + 1 · 3 + 2 · 2  1 0 

49 

Пример 2.1 О. Вычислить определитель матрицы А " [ � �2 f} 
Решение 
2 1 

� 
-2 

� "
1 1 �2 � 1 - 2 1 � � 1 + 1 1 � �2 1 "  

= ( -2 · 1 - 1 · 3) - 2(0 · 1 - 3 · 3) + (О · 1 + 3 · 2) = -5 + 1 8  + 6 = 1 9. 

Пример 2.11. ·Даны матрицы А = (; 
Найти det (АВ) .  
Решение 
1-й способ: 

det A = 4 - 6 = -2 ; det B = 1 5 - 2 = 1 3 ; 
det (АВ) = det А . det В = -26 . 
2

-й способ: 

2J в = (
5 2J

· 4 ' 1 3 

Ав
=
( 1 · 5 + 2 · 1  1 - 5 + 2 · 3 ) - ( 7 8 )  
3 - 5 + 4 · 1  3 - 2 + 4 · 3 1 9 1 8

; 

det (АВ) = 7 . 1 8 - 8 . 1 9 = 1 26 - 1 52 = -26 . 
4 - l з з s 
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Пример 2.12. Вычислить определители :  

1 -3 5 1 а) 
2 -2 

; 

2 -2 - 1 
б) по правилу треугольников 3 4 -3 

5 2 
2 3 5 

в) разложением по первой строке -7 1 0 О 

-2 - 1 1 5 
2 7 2 

г) разложением по первому столбцу 4 -5 -2 
2 -3 о 

д) свести матрицу к определителям меньшего порядка, упро
щая с помощью линейной комбинации строк и столбцов 

Решение 

5 4 -2 3 
-2 5 6 1 
- 4  2 -3 5 
3 8 о 

а) L'l = � -; �
2
� = -3 · ( -2) - 5 · 2 = 6 - 1 О = - 4; 

2 -2 - 1 
_б) L'l = 3 4 -3 = 2 . 4 . 2 + (-2) . (-3) . 1 + (- 1 ) . 3 . 5 -

1 5 2 
- (- 1 ) . 4 . 1 - 2 . (-3) . 5 - (-2) . 3 . 2 = 53 ;  

2 3 5 
в) L'l = -7 1 0  О = 2 . (- 1 ) 1 + 1  1 1 0 О 1 + 3 . (- 1 ) 1 +2 , -7 О 1 + 

-2 - 1  1 5  - 1 1 5  -2 1 5  

+ 5 · (- 1 ) = 2 · ( 1 0 . 1 5 - (- 1 ) . О) - 3 · (-7 . (- 1 ) -1 +3 1 -7 1 0 1 
-2 - 1 

- (-2) . 1 0) = 300 + 3 1 5 + 1 35 = 750 ; 
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2 7 2 
г) д = 4 -5 -2 = 2 · (- 1 ) 1 + 1 � -5 -2 � + 4 · (- 1 ) 1 +2 1 7 

2 -3 о 
-3 о -3 

+ 2 · (- 1 ) 1 +3 1 7 2 1 = 2 · (-5 · 0 - (-3) · (-2) - 4 · (7 · 0 --5 -2 
- (-3) . 2) + 2 . (7 . (-2) - (-5) .  2) = - 1 2 - 24 - 8 = -44; 

5 4 -2 3 
-2 5 6 

д) д = = 
-4 2 -3 5 
3 8 о 

1 1  - 1 1  -20 
= 1 . (- 1 )2+4 6 -23 -33 

3 8 

1 1  
-2 
6 
3 

- 1 1  -20 о 
5 6 1 
-23 -33 о 

8 о 

44 - 1 1  68 
75 -23 1 5 1 = 
о о 

= 1 . (- 1 )3+2 1 44 68 1 = - 1 . (44 . 1 5 1 - 75 . 68) = - 1 544. 75 1 5 1 

Пример 2.13. 
а) Вычислить сумму двух определителей: 

2 7 3 2 7 3 
-2 5 2 и 4 -2 -2 
4 5 4 5 

2 -2 - 1 
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2 1 о 
+ 

б) Представить определитель д =  3 4 -3 в виде суммы 

дВУХ определителей .  
Решение 

2 7 3 2 
а) 6. == -2 5 2 + 4 

4 1 5 4 

1 5 2 

7 3 2 7 3 
-2 -2 = 2 3 о = 

5 4 5 
::: 2 . 3 .  5 + 7 . о . 4 + 3 . 2 . 1 - 3 . 3 . 4 - 2 . о . 1 - 7 . 2 . 5 = -70 · � ' 
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2 -2 - 1 
б) L'. = 3 4 -3 

5 2 

Глава 2. Численные методы 

1 - 1 - 1  1 - 1  о 
3 4 -3 + 3 4 -3 

5 2 5 2 

2 7 2 
Пример 2 .14 .  Представить определитель t. = 4 -5 -2 в виде 

2 -3 о 
произведения определителя на число. 

Решение 
2 7 

L'. = 4 -5 
2 -3 

2 1 
-2 = 2 2 
о 

7 2 
-5 -2 
-3 о 

2.3 .  Алгебранческне уравнення 

Уравнение - аналитическая запись задачи о разыскании зна
чений аргументов,  при которых значения двух данных функций 
равны f(x, у, . . .  ) = g(x, у, . . . ) . Аргументы, от которых зависят эти 
функции ,  называются обычно неизвестными , а значения неиз
вестных, при которых значения функций равны,  - решениями 

или корнями. О таких значениях неизвестных говорят, что они 
удовлетворяют данному уравнению. 

Алгебраические уравнения имеют следующий вид: 

Р(х 1 , • • •  , хп ) = Q(x1 ,  • • •  , хп ) ,  

где Р и Q - многочлены с коэффициентами из поля рациональ
ных чисел. 

Линейное уравнение - это уравнение , обе части которого мо
гут быть выражены многочленами (от неизвестных) первой сте
пени . 

Линейное уравнение можно привести к виду: ах + Ь = О , где а - иенулевой параметр , Ь - произвольный параметр . 
л � ь инеиное уравнение имеет единственное решение х = - - . а 
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Квадратное уравнение - уравнение вида ах2 + Ьх + с = О ,  где 
a :;t О. 

В общем случае уравнение решается так: 

-Ь ± ..Jь 2 - 4ас xl.2 = -----..,-2-а __ _ 

Число D = Ь 2 - 4ас называется дискриминантом многочлена 
ах2 + Ьх + с = О. Если D > О , то уравнение имеет два различных ве
щественных корня . Если D = О, то оба корня вещественны и рав
ны. Если D < О, то оба корня являются комплексными числами. 
Если коэффициент перед х является четным числом , то уравне
ние можно записать в виде ах 2 + 2kx + с = О.  В этом случае ра
циональнее воспользоваться для решения следующей формулой: 

D = k 2 - ас, -k ± .[i5 х1.2 = при D � О. а 
Квадратное уравнение вида х2 + рх + q = О, в котором веду

щий коэффициент равен единице, называют приведенным. 

В приведеином случае решение выглядит следующим об
разом: 

Теорема Виета, Сумма корней приведеиного квадратного 
Уравнения х2 + рх + q = О равна коэффициенту р, взятому с обрат
ным знаком , а произведение корней равно свободному члену q: 

xlx2 = q. 
В случае неприведенного квадратного уравнения ах2 + Ьх + 

+ С =:: 0: 

Кубическое уравнение - уравнение вида ах3 + Ьх2 + сх + d = О, где а *  О. 
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Заменяя в этом уравнении х новым неизвестным у, связан
Ь ным с х равенством х = у - - , уравнение можно привести к бо-За 

лее простому (каноническому) виду: 

У3 + РУ + q = О,  

где 
ь с р = -- + -

3а 2 а ' 
2Ь Ьс d q = -- - - + - .  
27а 3 3а 2 а 

Решение этого уравнения можно получить с помощью фор
мулы Кардано. 

В табл. 2 . 1 приведены решения простейших уравнений .  

Таблица 2. 1. Решения простейших уравнений 

Уравнение Условие Решение 

D > 0 
-b ± JD 

Х1.2 = 
2а 

\ . ах2 + Ьх + с = 0 , а ;е О ь 
D = 0  Х = - -

2а 

D < 0  Корней нет 

Ь > О х1 = Ь, х2 = -Ь 

2. l x l = b Ь = О  х = 0  

ь < 0  Корней нет 

ь � о  х = Ь2 
3 . .JX = ь 

Ь < О Корней нет 

Ь > О х! = 2'!fБ, х2 = _2'!fБ 

4. x2m = ь, m E N  Ь = О  Х = О  

ь < 0  Корней нет 

Ь > О Х = log0 Ь 
5. а"' = Ь, а > 0, а ;е \  

Ь :> О  Корней нет 

6. loga Х = Ь, а > 0, а ;е \  Ь - любое х = аь 
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Окончание табл. 2. 1 
Уравнение 

7. sin x = b 

8. cos x = ь 

9. tg x = b 

1 0. arcsin x  = Ь 

Условие 

1 b l $ 1 

1 b l > 1 

1 b l s 1 

1 b l > 1 

Ь - любое 

l b l s � 
2 

l b l > � 
2 

Решение 

х = (- 1)" arcsin Ь + rr:n, n Е Z 
Корней нет 

х = ± arccos Ь + 2 rr:n, n Е Z 
Корней нет 

х = arctg Ь + rr:n, n Е Z 
х = sin Ь 

Корней нет 

Пример 2. 1 5. Решить уравнение � = 2. 
Решение 
Возведем обе части этого уравнения в квадрат и получим 

х2 - 5 = 4 , откуда следует, что х2 = 9 , т. е .  х = 
±3. 

Проверим ,  что полученные числа являются решениями урав
нения .  Действительно, при подстановке их в данное уравнение 
получаются верные равенства: 

� = 2 и �( -3) 2 - 5 = 2. 
Следовательн? , х = 3 или х = -3 - решения данного уравнения .  

Пример 2 . 16 .  Решить уравнение .JX = х - 2. 
Решение 
Возведем в квадрат обе части уравнения , получим х == Х2 - 4х + 4. После преобразований приходим к квадратному 

УРавнению х2 - 5х + 4 = О,  корни которого х = l и х = 4 . 
Проверим,  являются ли найденные числа решениями данно

го Уравнения . При подстановке в него числа 4 получим верное 
Равенство .J4 = 4 - 2, т. е . 4 - решение данного уравнения .  При 
llодстановке же числа l получаем в правой части - 1 ,  а в левой Части число l . Следовательно, l не является решением уравне
�ия ; говорят, что это посторонний корень, полученный в ре -Ультате принятого способа решения . 

Ответ: х = 4. 
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Пример 2.17. Решить уравнение х - 1 = Vx2 - х - 1 .  
Решение 
В отличие от рассмотренных ранее примеров, данное ирра

циональное уравнение содержит не квадратный корень, а корень 
третьей степени. Поэтому для того чтобы <<избавиться от радика
ла>> , надо возвести обе части уравнения не в квадрат, а в куб: 

После преобразований получаем: 

х 2 - Зх2 + Зх - 1 = х2 - х - 1 ; 
х3 - 4х2 + 4х = О ;  

х(х2 - 4х + 4 )  = О ;  

х(х - 2) 2 = О . 
Отсюда х 1 = О , х2 = 2. 
Диофантово уравнение, или уравнение в целых числах - это 

уравнение с целыми коэффициентами и неизвестными,  которые 
могут принимать только целые значения . 

Общий вид линейного диофантова уравнения: 

ах +  Ьу + . . .  + cz = d. 

В литературе под диофантовыми уравнениями понимаются 
также уравнения более частного вида (с двумя неизвестными) :  

ах + Ьу = с. 

2.3. 1 .  Уравнения с одним и двумя неизвестными 

Рассмотрим уравнение первой степени с одним неизвестным 

(2 .2 )  

Пусть коэффициенты уравнения а 1  и а 0  - целые числа. 
Ясно, что решение этого уравнения 
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будет целым числом только в том случае, когда а0 нацело делит
ся на а 1 • Таким образом, уравнение (2 .2) не всегда разрешимо в 
целых числах; так, например ,  из двух уравнений 3х - 27 = О 
и 5х + 2 1 = О первое имеет целое решение х = 9 ,  а второе в целых 
числах неразрешимо. 

С тем же обстоятельством мы встречаемся и в случае уравне
ний , степень которых выше первой : квадратное уравнение 
xz + х - 2 = О имеет целые решения х1 = 1 , х2 = -2; уравне-
ние х2 + х - 2 = О в целых числах неразрешимо, так как его кор
ни х12 = 2 ± .J2 иррациональны. 

Вопрос о нахождении целых корней уравнения п-й степени с 
целыми коэффициентами 

а X n  + а x n- i + + а х + а о n n-i · • · 1 О = (n ;::: 1) (2 .3) 

решается легко. Действительно , пусть х = а  - целый корень это
го уравнения. Тогда 

Из последнего равенства видно,  что а0 делится на а без ос
татка; следовательно , каждый целый корень уравнения (2 .3) яв
ляется делителем свободного члена уравнения . Для нахождения 
целых решений уравнения надо выбрать те из делителей а0, которые при подстановке в уравнение обращают его в тождество. 
Так, например ,  из чисел 1 , - 1 , 2 и -2 , представляющих собой все 
делители свободного члена уравнения 

только - 1 является корнем . Следовательно это уравнение имеет 
единственный целый корень х = - 1 . Тем же методом легко показать,  что уравнение 

х 6 - х5 + 3х 4 + х2 - х + 3 = О 
8 Цел ых числах неразрешимо. 
' I J1  Значительно больший интерес представляет решение в целых слах уравнений с многими неизвестными . 
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Рассмотрим уравнение первой степени с двумя неизвестными 

ах + Ьу + с = О, (2 .4) 
где а и Ь - целые числа, отличные от нуля , а с - Произвольное 
целое. Будем считать, что коэффициенты а и Ь не имеют общих 
делителей , кроме единицы. Действительно, если общий наи
больший делитель этих коэффициентов d = (а ,  Ь) отличен от 
единицы , то справедливы равенства а =  a 1 d ,  Ь = b 1 d ; уравнение 
(2 .4) принимает вид 

(2 . 5) 
и может иметь целые решения только в том случае , когда с де
лится на d. Таким образом, в случае (а ,  Ь) = d * 1 - все коэффи
циенты уравнения (2 .5) должны делиться нацело на d, и ,  сокра
щая на d, придем к уравнению 

а 1 х + Ь1у + с 1 = 0 (с 1 = �) , (2 .6) 

коэффициенты которого а1 и Ь 1 взаимно просты . 
Рассмотрим сначала случай , когда с = О. Уравнение (2 .6) пе

репишется следующим образом : 

ах + Ьу = О. 
Решая это уравнение относительно х, получим 

ь 
х = - - у. 

а 

Ясно, что х будет принимать целые значения в том и только 
в то_м случае, когда у делится на а без остатка. Но всякое це
лое у, кратное а, можно записать в виде 

у =  at , 
где t принимает произвольные целые значения ( t = О , ± 1 , ±2 , . . . ) . 
Подставим это значение у в предыдущее уравнение,  тогда 

ь х = -- at = -bt , 
а 

получим формулы,  содержащие все целые решения уравнения: 

x = -bt, y = at ( t = 0, ± 1 , ±2 , . . .  ) . 
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Перейдем теперь к случаю, когда с * О. 
Локажем,  что для нахождения всех целых решений уравне

ния достаточно найти какое-нибудь одно его решение ,  т. е .  най

ти такие целые числа х0, у0 , для которых 

ах0 + Ьу0 + с = О. 
Введем обозначения :  
n - степень многочлена; а - коэффициент при х; с - сво

бодный член уравнения ;  d - делитель свободного члена; w -

вспомогательная переменная для возведения d в степень аргу
мента ;  х - сумма w, умноженных на а. 
Программа (уравнення с одннм нензвестным) 

program matan 1 ;  
Uses Crt ;  
var i , n ,c ,j ,k,x,w,q ,p : integer; 

a ,d :array[ 1 .. 1 00] of integer; 
Begin 
C1rscr; 
write1n ('введите степень многочлена' ) ;  read1n (n) ;  

for i := 1 to  n+ 1 do begin 
if i=n+ 1 then begin write 1n ( ' введите свободный  коэффициент' ) ;  
read (с) ; end ;  
if i<>n+ 1 then begin Write 1n ( 'введите коэффициент при хл • ,  n-i+ 1 ) ;  
read1n (a [ i ] ) ;  end; end; 

w:= 1 ;  
for j := 1 to с do begin 

if cjj= (с div j) then begin d(j ] := -j ;  k:=n ; 
for i := 1 to n do begin 

for q:= 1 to k do 
w:=w*d[j] ;  x:=X+w*a[ i ] ; k:=k- 1 ;w:= 1 ;  
end; 

if Х+с=О then begin р :=р+ 1 ;  
Write1n( 'цeлый корень уравнения =' ,d[j] ) ;end; 
end ; х:=О; end; 
for j := 1 to с do begin 

if cjj= (с div j) then begin d(j ] :=j ;  k:=n ; 
for i := 1  to n do begin 

for q:= 1 to k do 
w:=w*d(.;] ;  x:=X+w*a[ i ] ; k:=k- 1 ;w:= 1 ; 
end ;  
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if Х+с=О then begin р:=р+ 1 ;  
write ln('цeлый корень уравнения =',d[j] ) ;end; 
end;  х:=О; end ; 
if р=О then write1n ('данное уравнение в целых числах неразрешимо'); 
readln ;  readln ;  
End. 

Программа (уравнения первон степени с двумя неизвестными) 

program matan2 ;  
Uses Crt ;  
var p ,q,t , n , i ,k,x,y,w, r,s,d : integer; 

a,b ,c:array[ 1 . .  1 OOO]of integer; 
Begin 

Clrscr; 
write1n('вв. при х') ; readln(p) ; 
writeln('вв. при у') ; readln{q) ; 
writeln ( 'вв. при с') ;  readln(t) ; 

if р<О then х:=-р else х:=р; if q<O then y:=-q else y:=q; 
n:=O; n:=O; k:= 1 ;  
for i := 1 to 1 О do begin 

if k<>O then begin n :=n+ 1 ;  
for i :=n to n do begin 

a [ i ] :=x; b [ i ] :=y; c [ i ] :=x div у; x:=x-c [ i ] *y; 
k:=k+ 1 ;  n :=O; r:=r+ 1 ; 
if (х<у) and (х< > 1 )  then begin w:=y; у:=х; x :=w; end else k:=O; 

end; end; end; 
х:=р; y:=q; 

for i := 1 to r do begin 
a [ i ] :=x; b [ i ] :=y; c [ i ] :=x div у ;  x:=x-c [ i ] *y; a [ i ] := 1 ; b [ i ] := l ;  
if.(x<y) and (х<> 1 )  then begin w:=y; у:=х; x:=w;end; 
end; 

for i :=r downto 1 do begin 
b [r] :=O; b [ i ] :=c [ i ] *b [ i ]+a [ i ] ; 
if i> l then b [ i- 1 ] :=b[ i ] ;  if i>2 then a [ i -2] :=b[ i - 1 ] ; 
end; 

if (р*Ь [ 1 ]+q*a ( 1 ]+t)=O then begin 
writel n('кopни уравнения х=' ,b [ l ] , 'у=' ,а [ 1 ] ) ; 
writel n  ( 'все его решения будут содержаться в прогрессиях') ;  
write ln ('x=' ,Ь [ 1 ] , '+' ,q , '* ' , 't ') ; write1n ('y=' ,a [ 1 ]  , '+' ,р , '* ' , 't ') ; end; 
readln ; 
End. 
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}. 3. 2- Численные м етоды решения уравнений 

Во многих практически важных случаях, когда уравнение 
имеет сложный вид, аналитически его точное решение найти не 

удается . Отсутствуют методы решения в общем виде алгебраиче
ских уравнений высоких степеней .  Для трансцендентных урав
нений точное решение можно найти в немногих самых простых 
случаях. 

Если решение нельзя найти в явном виде , то для отыска
ния корня используют другие методы.  Например ,  приближен
ное решение можно получить методом последовательных при
ближений .  Сравнительно легко корни уравнения определяются 
графически - достаточно лишь для уравнения f(x) = О постро
ить график функции у = f(x) и найти точки пересечения кривой 
с осью абсцисс , в которых эта функция равна нулю. Наконец , 
корень уравнения можно попытаться определить <<методом 
подбора>> .  

Однако ни один из  перечисленных подходов нельзя считать 
достаточно эффективным при решении инженерных и научных 
задач на ПЭВМ. Более предпочтительны способы, обеспечиваю
щие одновременно как оперативность получения результата, так и высокую точность. 

Второе важное требование к методу - универсальность, т. е. 
способность находить решения для разных видов уравнений. 
В особенности эти требования должны соблюдаться в специальных пакетах прогр�мм, предназначенных для выполнения боль
шого объема расчетов, например в системах автоматизированно
го проектирования (САПР) . 

В связи с этим для решения нелинейных уравнений на 
nэвм широко применяются специальные методы, которые от
Носятся к методам вычислительной математики. На их основе 
создано большое число алгоритмов, различающихся сложностью 11 Эффективностью. 
Пэ Когда говорят о методах решения нелинейных уравнений на 
д ВМ ,  то подразумевают в первую очередь итерационные мето
/'· Главным признаком итерационного метода является много'! Ратное повторение одного и того же набора действий для полу-ения результата. 
81 В основе итераци )нного метода лежит итерационная , т. е .  по

оряем:ая процедура. Процедура эта строится таким образом , 
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что после каждого ее выполнения производится очередное при
ближение к корню. Можно сказать, что итераuионный метод не
сколько напоминает отыскание корня подбором, однако этот 
подбор производится не наугад, а по вполне определенному алго
ритму. 

При решении практических задач обычно приходится прово
дить предварительное исследование уравнения до его решения. 
Дело в том , что если уравнение не удается решить аналитически , 
то заранее трудно определить, сколько оно имеет корней и како
ва их природа - сколько из них комплексных или веществен
ных, сколько отриuательных или положительных. Поиск корней 
наугад без предварительного исследования чреват тем ,  что пра
вильный ответ так и не будет найден .  Кроме того , зачастую не
которые корни не имеют физического смысла, и поэтому нет 
необходимости определять их точные значения . 

Однако в ходе предварительного исследования уравнения 
можно,  не вычисляя точных значений всех корней , сразу вы
брать из них те, которые представляют наибольший интерес. 

Примерное положение корней уравнения f(x) = О на число
вой оси легко определить, построив график функuии у = f(x) . 
Точки пересечения кривой у = f(x) с осью абсuисс, где у = О, и 
будут соответствовать искомым корням. 

Построенный график позволяет провести отделение указан
ных корней , т. е. найти на оси х граниuы отрезков, в каждом из 
которых располагается не более одного корня . 

Решение многих практических задач сводится к решению 
уравнений 

f(x) = О , (2 .7 )  

где функuия f(x) определена и непрерывна на некотором интер
вале.  

Если функuия f(x) представляет собой многочлен, то уравне 
ние (2 .7) называется алгебраическим. Если в функuию f(x) входяr 
трансuендентные (тригонометрические, логарифмические,  пока
зательные и т. д.) функuии , то уравнение (2 . 7) называется транс
цендентным.  

Для решения а..'lгебраических уравнений любой степени И 
трансuендентных уравнений разработаны численные методы. 
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Пример 2.18. Отделить корень уравнения cos х = 2х. 
Решение 
nостроим графики функuий у = cos х и у = 2х. 
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Из рис . 2 .5  видно, что уравнение имеет единственный ко
рень, принадлежащий отрезку [О ; 1 ] . Когда находится отрезок, 
внутри которого расположен корень, то этот этап решения назы
вается этапом отделения корня. 

/ v 

� v 

� 
v 

- - - 7 / ..- - - - J'- - - -- - - - - -- -1 ,5 -1 � о 0 ,5 1 1 ,5 - .... 3 f- - �·� 2 2 - - - - - - - - -
/ 2,5 

/ v 

8,00 
6,00 
4,00 
2,00 
0,00 

-2,00 
-4,00 

-- cos x - - • - - 2х 
Рис. 2.5. Графики функций у = cos х и у = 2х 

Если непрерывная функuия f(x) на отрезке [ а; Ь] строго 
монотонна и имеет на конuах отрезка разные знаки , то на 
этом отрезке существует (и причем единственный) корень урав
нения f(x) = О. 

Действительно , ·  функuия f(x) = 2х - cos х в 
точках х = О и х = 1 имеет разные знаки и воз
растает на отрезке [О; 1 ] : 

/(0) = (2 · О - cos О) = О - 1 = - 1  < О ; 
/( 1 ) = (2 · 1 - cos 1 )  "" 2 - (0 , 5) "" 1 , 5 > О. 
действительно , если f(a) < О , f(b) > О (или �аоборот) , то непрерывная функuия f(x) обяза-цеJiьно хотя бы один раз пересекает ось абс-Исс ,  а иногда несколько раз (рис. 2 .6) .  

ф Отделение корней осуществляют либо гра-
с}]И'-Iески ,  либо на основании аналитических ис- р 2 6 г Ф ед н е .  . . ра ик  ований ,  либо сочетают оба этих способа. функции y =f(x) 
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Пример 2.19. Отделить корни уравнения х3 + 2х - 1 = О . 

Решение 
В данном случае f(x) = х3 + 2х - 1 ,  f' (x) = Зх2 + 2. Поскольку 

f' (x) > О при всех х, то функuия f(x) возрастает в промежутке 
(-оо , + оо) . Корень считается отдельным , если указан конечный 
промежуток (а; Ь) , на котором он находится . Методом проб на
ходим отрезок [а ;  Ь] , для которого f(a) f(b) < О ,  т. е .  на конuах 
отрезка функuия f(x) принимает значения разных знаков. Для 
этого вычислим значения функuии при некоторых значениях ар
гумента: 

f(- 1 )  = (- 1 )3 + 2(- 1 ) - 1 = -4 < О ,  

/(0) = - 1 < О ,  /( 1 )  = 1 + 2 - 1 = 2 > О. 

Так как /( 1 )/(0) > О , то на отрезке [- 1 ;  О] корня нет; посколь
ку f(- 1 )/(0) > О , то корень находится на отрезке [О ;  1 ] . 

Замечание l .  Можно указать отрезок меньшей длины,  которому принадле
жит корень. Взяв середину отрезка [О ; ! ] ,  т. е. положив х =  0,5, по формуле 

/(0,5) = (0,5)3 + 2 . 0,5 - l > о. 

Так как /(0)/(0,5) < О, то корень находится на отрезке [О; 0,5] . Этот процесс 
можно продолжать. 

Замечание 2 . Корень данного уравнения можно отделить и графически. 
Придадим уравнению вид хз = -2х + l и построим графики функций у =  хз , у =  -2х + ! .  Эти графики пересекаются в точке, абсцисса которой принадлежит 
интервалу (О; ! ) . 

Для уточнения корней используют несколько различных ме-
тодов:  

• деления отрезка пополам ; 
• хорд; 
• касательных. 

2 . 3 . 2. 1 .  Метод половинного делення 

В методе половинного деления (дихотомии ,  бисекuии) за
данный отрезок [а;  Ь] разделим пополам (рис. 2 .7)  и положим 
Ха = (а + Ь)/2 . Из двух полученных отрезков [а ;  Ха] и [ха ;  Ь ]  выби 
раем тот, на конuах которого функuия f(х) имеет противополож
ные знаки . Полученный отрезок снова делим пополам и приво
дим те же рассуждения . Проuесс продолжаем до тех пор, пою1 
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J(x ) Исходный интервал (Ь - а) 

1 -й шаг: интервал ( Ь - а) /2 

2-й шаг: (Ь - а)/4 

3-й шаг: (Ь - а)/8 � 

1 / 
о а : Хс2 � хсу 

Xc l ь 
х 

Рис. 2.7. Метод половинного деления (дихотомии) 

длина отрезка, на конuах которого функuия имеет противопо
ложные знаки , не будет меньше заданного Е, любую точку отрез
ка с точностью Е можно принять за корень уравнения f(x) = О. 

Таким образом , если х0 и х1 таковы, что f(x0) f(x1 ) < О ,  то по
лагаем х2 = (х0 + х1 )/2 и вычисляем f(x2) . Если f(x2) = О , то корень 
найден. В противном случае из отрезков [х0; х2] и [х2 ; х1 ] выбира
ем тот, на конuах которого /принимает значения разных знаков, 
и проделываем аналогичную операuия . Проuесс продолжаем до 
получения требуемой точности . 

Пример 2.20. Составить программу для нахождения корней 
методом половинного деления для функuии F(x) = х2 + 1 , 7х + 1 , 7 . 

Решение 
Схема алгоритма дихотомии показана на рис. 2. 8 .  

Программа 
program polovina; ·  { Половин ное деление} 
var a ,b ,e ,x : real ; 

function f(x: real) : real ; 
begin 

f:=x*x- 1 .7*x- 1 .7 ;  
end ;  

begin  
Writе( 'введите а ,Ь ,е' ) ;  read ln(a ,b ,e ) ;  
repeat 
х:=(а+Ь)/2 ; 
if f(x)*f(b)<O then а :=х else Ь :=х;  
unt i l  abs(a-b)<=e 
Write ln( 'кopeнь: '  ,х :6 : 2 ) ;  гeadln ;  

end . 
' - 1 3 3 5 
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Рис. 2.8. Схема алгоритма дихотомии 

Пример 2.2 1 .  Методом половинного деления найти корень 
уравнения 2е 1-х - 3 , 5sin х = О на отрезке [0 ,05 ;  1 , 5 ]  с точностью 
Е = 0,00 1 .  

Решение 
Схема алгоритма будет иметь вид, приведенный на рис .  2 .9 . 
Вначале задаются значения границ отрезка [а ;  Ь ]  и точность , 

с которой должен быть найден корень.  Затем вычисляется значе
ние функции в точке а 

f(a) = 2е1 -а - 3 , 5sin а. 

В середине отрезка [а ;  Ь] (точка х = (а + Ь)/2) вычисляется 
функция f(х) = 2е 1-х - 3 , 5s in х. Проверка f(а) * f(x) < О  определяет, 
имеют ли значения функции на границах отрезка [а ;  х] разные 
знаки. 

Если условие f(a) * f(x) < О верно,  то корень находится на от
резке [х; Ь] . 
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Рис. 2.9. Схема алгоритма дихотомии 

Если условие f(a) * f(x) < О ложно, то корень находится на 
отрезке [а; х] . 

При этом задаются новые значения для а или Ь. Таким образом , новый отрезок [а; Ь] , на котором отыскивается корень, ста
Новится в 2 раза меньше предыдущего. 
s -
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Если достигнута заданная точность, то выводят на печать 
найденное значение корня. В противном случае процесс деления 
интервала пополам продолжается . 

Пример 2.22.  Найти корень уравнения х + Гх + VX - 2,5 = О  
с точностью Е = 1 0-4  на отрезке [0 ,4 ;  1 ] , используя метод поло
винного деления . 

Решение 
Сначала выбираем начальное приближение,  разделив отре

зок пополам , т. е . х0 = (а + Ь)/2 .  Если F(x) = О, то х0 является кор
нем уравнения . Если F(x) -:t- О , то выбираем тот из отрезков,  на 
концах которого функция имеет противоположные знаки . Полу
ченный отрезок снова делим пополам и выполняем действия 
сначала и т. д. Процесс деления отрезка продолжаем до тех пор, 
пока длина отрезка , на концах которого функция имеет проти
воположные знаки , не будет меньше заданного числа Е .  

Программа 
program lab; 
uses crt ;  
var  x ,a ,b ,e : real ; 

iteraz: integer; 
function fun(x : real) : real ; 
begin 
fun :=X+sqrt(x)+exp( ( 1 /З)*( ln(x)) ) -2 . 5 ;  
end; 

begin 
repeat 

c l rscr; 
write ln( 'Kopeнь уравнения находится на интервале [а ,Ь ] ' ) ;  
writе( 'Введите [а=') ; read ln(a) ; writе ( 'Введите [Ь=') ; read ln(b) ; 
writе( 'Введите nриближённое значение корня Х=') ; read ln(x) ; 
writе( 'Введите точность е=' ) ;  read ln(e) ;  

unt i l  (Ь-а>е) or (х>а)  or (х<Ь) or (а< >О) ;  
iteraz:=O; whi le  (fнn(x)<>O) and (abs(a-b)>e) do 

begin 
iteraz:=ite raz+ 1 ;  
if (fнn(a)*fun(x))<O then Ь:=х else а:=х; 
х :=( (а+Ь)/2) ;  
end;  

write ln( 'Peшeниe уравнения : ' ) ;  
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wгitе ln( 'Вычисленное значение корня . .  · ,х :6 :5) ;  
write ln ( 'Чиcлo итераций . .  ' , ite raz) ; 
write ln ( 'Пporpaммa закончена, нажмите Enter. ' ) ; 
readln ;  

end.  
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Пример 2.23. Методом половинного деления найти корень 
уравнения sin (x) + cos(x) = О с точностью Е .  

Программа 
Program Primer; 
Uses Crt; 
Yar 
а ,Ь ,е ,х: rea l ;  

Function f(x : real ) : real ; 
Begin 
f:= sin (x)+cos(x) ; 
End; 

Begin 
Clrscr; 
Wгitе( 'Введите границы интервала:  '); Readln(a ,b) ; 
if (f(a)*f(b)) > О then 

Begin Sound(220) ; Delay(200) ; NoSound; 
Write ln( 'Oшибкa! Функция не меняет знак на этом интервале ! ') ; 
Write ln ( 'Haжмитe любую клавишу' ) ;  Readkey; Halt ;  
End 

else 
Begin Wгitе('Задайте точность вычислений :  ' ) ;  Read ln(e) ; 
Write ln ;  Write ln( '  Х F(X) А F(A) В F( B) ') ; 
Write ln ( '- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ') ; 
While (Abs(b-a)>=2*e) do 

Begin 
х:=(Ь+а)/2 ; 
if f(x)*f(a) >O then а:=х else Ь :=х; 
W rite ln(x :8 : 3 ,  f(x) :  8 : 3 ,а :  8 : 3 , f( а) : 8 : 3 ,  Ь:  8 :3 , f(b) :8 :  3) ;  
End; 

End; 
Write ln ;  Write ln( ' Kopeнь уравнения ' , (В + А) 1 2 :4 :2) ; 
Write ln( 'Haжмитe любую клавишу') ;  

Readkey; 
End.  
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2.3 .2.2. Метод нтерацнн 
Пусть задана функция f(х) , требуется найти корни уравнения 

f(x) = О . (2 .8) 
Метод простых итераций (последовательных приближений) 

является наиболее общим, и многие другие методы можно пред
ставить как некоторую вариацию метода простых итераций . 

Представим уравнение (2 .8) в виде 

х = w(x) . (2 .9) 
Это можно сделать, например, прибавив х к обеим частям 

уравнения (2 .9) . 
Рассмотрим последовательность чисел Х;, которая определя

ется следующим образом: 

xk+ l = w(xk) ,  Х0 принадлежит [а; Ь] . 
Метод простых итераций имеет следующую наглядную гео

метрическую интерпретацию (рис. 2 . 1 0) . Решением уравне
ния (2 .9) будет абсцисса точки пересечения прямой у = х с кри
вой у = w(x) . При выполнении итераций значение функции w(x) 
в точке Х; необходимо отложить по оси абсцисс . Это можно сде 
лать, если провести горизонталь до пересечения с прямой у = х и 
из точки их пересечения опустить перпендикуляр на ось абс
цисс. На рис. 2 . 1 0 показаны разные ситуации : а) сходимость к 
корню односторонняя ; б) сходимость с разных сторон . 

у у 
f(x) = О 

у = lji(X) 

х 
а 

Рис. 2 . 10 .  Приближение к корню методом простой итерации 
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Сходимость процесса приближения к корню в значительной 
степени определяется видом зависимости lji(X) . На рис . 2 . 1 1  по
казан расходящийся процесс, при котором метод простой итера
ции не находит решения уравнения . 

х 
Рис. 2. 1 1 .  Расходящийся процесс в методе простой итерации 

На рис .  2 . 1 О сходимость обеспечивается для медленно изме
няющихся функций lji(X) , для которых выполняется условие 
l ljl '(x) l  < 1 .  

На рис. 2 . 1 1  расходящийся процесс наблюдается для более 
быстро меняющейся функции l ljl '(x) l > 1. 

Можно сделать вывод, что для обеспечения сходимости мето
да простой итерации необходимо выполнить условие l ljl '(x) l < 1 .  

На практике в качестве рассматриваемой окрестности ис
пользуют интервал [а ;  Ь] , а условие сходимости итерационного 
процесса имеет вид: 

l ljl '(x) l  < 1 .  

Для сходящегося итерационного процесса характерно сле
дующее: при решении задачи переменная последовательно стре
мится к некоторому искомому пределу. Так как итерационный 
Процесс представляет собой последовательность повторяющихся 
ВЬiчислительных процедур, то он,  естественно, описывается цик
лическими алгоритмами .  Особенность итерационного цикла за
I<.лючается в том ,  что неизвестен закон изменения рекуррентной 
Величины, выбранной в качестве параметра цикла, и неизвестно 
число повторений цикла. При этом значение ,  полученное на п-й 
Итерации , является исходным для следующей (n + 1 ) -й итерации 
(рис . 2 . 1 2 ) .  
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с Начало ) 
�----.-----� 

Номер 
итерации i = о 

Вычисление 
xi+ I = w(x;) i = i + 1 

Рис. 2 . 12 .  Метод nростой итерации 

Процесс итераций продолжается до тех пор, пока для двух 
последовательных приближений xn+ I и xn не будет обеспечено вы
полнение неравенства 

где Е - точность вычислений. 

Пример 2.24. Методом итераций уточнить с точностью до 1 0-4 
корень уравнения 5х3 - 20х + 3 = О , заключенный на отрезке [О; 1 ] . 

Решение 
Для отделения корней исследовалась производная уравне

J-tия F '(x) = l 5x2 - 20 , корни которой легко определились анали
тически:  это ±2/ .JЗ. Определим знаки функции на интервалах 

[-оо; -2/.JЗJ ;  [-2/.JЗ; 2/.JЗJ ;  [2/.JЗ; +оо] . 
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Параметр Характеристики интервалов 
Интервал -3 -2 о + 1  +2 
Знак (F(x)) - + + - + 

Следовательно, корни расположены на отрезках [-3 ; -2] ; 
[О ; 1 ]  и [ 1 ;  2 ] . 

Теперь уравнение F(x) = О следует привести к виду х = 'JI (X), 
что можно сделать разными способами ,  например: 

l ) x = x + (5x3 - 20х + 3) , тогда 'V 1 (х) = 5х3 - 1 9х + 3; 

2) х = � ' тогда 'V 2 (x) = v 20� - 3
; 

5х3 + 3 5х3 + 3 3) х = , тогда 'V з (х) = . 20 20 
Определим , какой из полученных функций 'JI (X) следует воспользоваться для вычисления последовательных приближений. Итерационный процесс сходится , если 

I 'V '(x)l < 1 .  

Выберем на отрезке [О ;  1 ]  произвольную точку х0• Пусть 
х0 = 0 , 5 .  Тогда 

'V ; (x) = 1 5x2 - 1 9 ; 

, х _ 4 ( 20х - 3 ) -Уз . \j/ 2 < ) - з 5 
, 

, ( ) 3 2 'Ji з X  = 4 Х .  

Проверим условие сходимости итерационного процесса: 
I 'V ' (х ) 1 > 1 } 
1 

1 0 
- расходящийся итерационный процесс ; 'V ; (xo ) l  > 1 

1 \jl ;  (х0 ) 1 < 1 - сходящийся итерационный процесс. 
Следовательно, для вычисления последовательных прибли-Жений можно использовать только 'V з (х) . 
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Тогда, выбирая х0 = 0,5 , определим х 1 = 1j! (X0 ) ,  т. е .  

5х

� 

+ 3 х, = 
20 

Если l x2 - х1

1 

� Е, то х1 - корень уравнения. 
В противном случае вычисляем х2 = 1j! (X 1 ) , т. е .  

5х

( 

+ 3 х2 = 
20 

Затем снова проверка 

l x2 - x , l � Е. 

Если условие выполняется , то х2 - корень уравнения , в про
тивном случае вычисляется величина х3 = \ji(X2 ) . Процесс про
должается до тех пор, пока не будет достигнута требуемая точ-
н ость. 

При составлении программы введены следующие обозначе-
ния: 

ХО - предыдущее значение корня ; 
X l  - последующее значение корня ; 
Eps - точность вычислений . 

Программа 

Program Pr; 
Var 

Eps, ХО, X l  ,С : Real ; 
Begin 

Write (' Введите ХО, Eps') ; Readln (XO , Eps) ; 
�epeat 

X l  :=(5* ЕХР(З* LN (ХО))+З)/20;  
C:=ABS(X l -XO) ; 
XO:=X l ;  

Unti l  С < =  Eps; 
Writeln(' Корень  уравнения=' ,ХО) ; 
Readln ;  

End.  

В операторе Readln (XO,Eps) - операторе ввода начальных 
данных - переменным ХО и Eps задаются значения: ХО: = 0 ,5 ;  
Eps: = 0,000 1 .  



2.3. Алгебраические уравнения 75 

В операторе цикла Repeat . . .  Until многократно вычисляется 
последующее i-e приближение (Х 1 )  через предыдущее (i - 1 ) -е 
(ХО) . Оператор С: = ABS(X 1 -XO) производит вычисление модуля 
разности между последующим приближением и предыдущим. 
Оператор ХО : = Х1 пересылает значение последующего прибли
жения (Х 1 )  в переменную ХО, т. е .  делается подготовка к сле
дуюшей итерации .  

Если IX I - XOI > Eps, т .  е .  точность не  достигнута, то  цикл 
продолжается . Если корень найден с заданной точностью, осу
шествляется печать найденного корня. 

Пример 2 .25. Методом итераций уточнить с точностью 
до 0,000 1 корень уравнения 2cos (х + тr./6) + х2 - 3х + 2 = О. 

Решение 
Первоначально корни уравнения определяем с точностью 

Е =  О, 1 графическим методом, а затем найденное значение корня 
уточняем до 0 ,000 1 .  

Перепишем уравнение в виде 
2cos (х + тr./6) = -х2 + 3х - 2.  

Если построить два графика: у = 2cos (х + тr./6) и у = -х2 + 
+ 3х - 2 ,  то можно убедиться , что один корень равен - 1 , 1 ,  а вто
рой -2 ,9 .  Поэтому первый интервал выбираем [0 ,9 ;  1 , 3 ] , вто
рой - [2 ,7 ;  3 , 1 ] .  

Если предположить, что все условия для реализации расче
тов по методу простой итерации выполнены,  то подпрограм
ма-функция будет иметь вид 

Функцня 

FUNCTION IТER I  (ХО: REAL; EPS : REAL; К1 : INTEGER) : REAL; 
VAR 

Х, У :  REAL; 
К :  I NTEG ER;  

BEG I N  
К := О;  
У := ХО; 
REPEAT Х := У; У := FUNCI  (Х) ; INC  ( К) ;  
U NTI L (ABS(X-Y) < EPS) O R  ( К >  K l ) ;  

IТE R I  :=  Х;  
EN D; 

FUNCI (Х) - подпрограмма-функция , которая вычисляет IJI (x) . 
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Если заранее неизвестно, выполняются условия или нет, то в 
подпрограмму-функцию следует включить дополнительную про
верку: 

Функцня 

FUNCTI ON IТER2 (ХО: REAL; EPS : REAL; Kl : I NTEG ER) : REAL; 

VAR Х, У, E PS I ,  E PS2 : REAL; 

К, L : I NTEG ER;  

B EG I N  

К := О ;  У := ХО; L : =  О ;  Х := У ;  У := FUNCI  (Х) ; К := 1 ;  
E PS I  := ABS (Х-У) ;  

REPEAT 

Х := У; У := FUNCI  (Х) ; I N C  ( К) ;  E PS2 :=  ABS (Х-У) ; 

I F  EPS2 > EPS I TH EN L := 1 ;  I F  К >  Kl TH EN L := 2 ;  

EPS 1 := E PS2;  

U NТI L ( E PS2 < EPS) O R  ( L< >O ) ; 
IТER2 :=  Х; 
EN D ;  

Пример 2.26. Найти методом итераций корень уравнения 
х + JX + VX - 2,5 = О  с точностью с =  1 0-4 на отрезке [0,4 ; 1 ] . 

Решение 
Пусть уравнение х + JX + VX - 2,5 = О имеет один корень на 

отрезке [а;  Ь] . Функция F(x) непрерывна на отрезке [а;  Ь] . 

Этот метод заключается в замене уравнения х + JX + VX 
- 2 ,5 = О эквивалентным ему уравнением вида х = 2,5 - JX - VX: 

ЧJ (Х) = 2,5 - JX - vx. 
После этого строится итерационный процесс : на заданном 

отрезке [а ;  Ь] выберем точку х0 (нулевое приближение) и вычис
лим х1 = ЧJ(Х0) , после этого найдем х2 = ЧJ(х1 ) и т. д. 

Таким образом ,  процесс нахождения корня уравнения сво
дится к последовательному вычислению чисел:  

Х11 = ЧJ(Х11 _ 1 ) , n = l ,  2 , 3., . . . . 
Процесс итераций продолжается до тех пор, пока l x0 - х 1 1 :::; с .  

где с - заданная абсолютная погрешность корня х. 



nJ>ограмма 

program Pr; 
uses crt ;  

2.3. Алгебраические уравнения 

var хО,х 1 ,а ,Ь ,е :  rea 1 ;  
iteraz: integer; 

function fun(x:rea1 ) :  rea1 ; 
begin 
fun :=2 .5-sqrt(x) -exp( 1 /3* 1n(x) ) ;  

end; 
begin 

c1rscr; 
writе ( 'Введите nриближённое значение х=') ; read1n(x 1 ) ; 
writе ( 'Введите точ ность е=') ; read1n(e) ; 

iteraz:=O; 
repeat 
iteraz:=iteraZ+ 1 ;  хО:=х 1 ;  х 1  :=fun(xO) ; 
unti 1  (abs(x 1 -хО)<=е) ; 

write 1n( 'Peшeниe уравнения: ' ) ;  
writе1n( 'Вычисленное значение корня . .  . '  ,х 1 :6 :5) ; 
write 1n( 'Чиcлo итераций . . .  ' , iteraz) ; 
write 1n( 'П porpaммa закончена, нажмите Enter. ' ) ;  
read 1n ;  

end. 
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Пример 2.27. Найти методом итераций корень уравнения 
ln x . 2 = о с точностью е = I o-5 • 

Решение 
Исходное уравнение следует привести к виду х = 'V (x) , на

Пример 

х = l n (x)/2 + х. 

nодnрограмма 
procedнre iter(a ,b ,eps,q: rea1 ;  fn :func) ;  { Метод простой итерации } 

function Fi(x : rea1) : rea1 ; 
beg in  
Fi :=1n (x)/2+X;  {Экви валентная функция } 
end ; 
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var n , i :word ;  
x,xp:real ; 

f:boolean;  
begin 

c lrscr; 

Глава 2. Численные методы 

writе ( 'Введите кол-во итераций (>2) ' ) ;  
repeat 
{ $ 1 -} 
readln(n) ;  
{ $ 1+} 
until ( IO Result=O) and (n> l ) ; 

x :=Fi((b-a)/2) ;  i := l ;  f:=true ; 
while ( i<n)  and f do 

begin 
хр :=х; x:=Fi(x) ; 
f:=abs( ( q*(x-xp) )/( 1 -q) )>=eps; {f:=abs(x-xp )>=eps; } 
i :=i+ l ;  
end; 

if f then write ln('Зa ' ,n , '  итераций нельзя достигнуть корня') 
else 

begin 
writeln( 'Kopeнь вычислен с заданной точностью' ) ;  
write ln( 'Oтвeт: ' ,  х :7 :4) ;  write ln( 'F(x)=' ,  fn(x) :7 :4) ; 
writeln( ' Koл-вo итераций : ' , i ) ;  
end; 

read ln ;  
end;  

Пример 2.28.  Найти методом итераций с точностью Е = l о-3 
корень уравнения , представленного в виде 

Решение 

х = F(x) , где F(x) = 
5х2 - е1-х - 4.  

Модернизируем метод итераций так, чтобы он быстрее схо
дился . Для этого функцию F(x) разделим на коэффициент М, 

который является численным значением производной функ
ции F(x) в каждой точке итерационного приближения. Главной 
особенностью метода итерационных приближений является вы
бор начального приближения, т. е .  самого первого значения х, 
с которого стартует метод итераций .  
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program IТE RA Т; 

uses crt ;  

2.3. Алгебраические уравнения 

const max_iter= 1 00;  {максимальное количество итераци й} 
var 

i : integer; 
x,xO,eps , M  : rea1 ;  

function F(x: rea1 ) :  rea 1 ;  {функция } 
begin 
F:=5*x*x-exp( 1 -х)-4; 
end; 

begin {основная программа} 
c1rscr; 
writе ( 'Введите приближенное значение х=' ) ;  read1n(x) ; 
writе( 'Введите точность вычислений eps=') ;  read1n(eps) ; 

i :=O;  
repeat 

{ коэффи циент для улучшения сходимости } 
M :=-(F(X+eps) - F(x-eps))/(2*eps) ; хО :=х; 
x :=xO+F(xO)/M ; inc( i ) ;  write 1n( '--- Итерация ' ,  i : З , '  х=', х) ; 
writeln( 'F(x)=' ,F(x) , '  точность=' ,  abs(x-xO) ) ;  

unti 1  (abs(x-xO)<=eps)or( i>max_iter) ; 
if (abs(x-xO)<=eps) then write 1n('Oтвeт: Х=', х) 
e1se write 1n('Oтвeт не найден!  За ' ,  max_iter:O , '  шагов ' ) ;  
Read1n ;  
end.  

Замечание. Чтобы получить метод простых итераций, уберите строку: 
{коэффициент для улучшения сходимости} 
М : = -(F(x + eps) - F(x - eps))/(2*eps) ; 
и вместо строки х: = хО + F(xO)/M наберите х: = хО + F(xO) ; . 

2.3.2.3 .  Метод хорд 
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Если х0, х1 - приближенные значения корня уравнения 
/(х) = О, а f(x0) f(x1 ) < О, то последующие приближения находят 
flo формуле 

n = l , 2 , . . . . 



80 Глава 2. Численные методы 

Методом хорд называют также метод, при котором один из 
концов отрезка [а ;  Ь] закреплен (рис. 2 . 1 3) ,  т. е . вычисление при
ближения корня уравнения f(x) = О производят по формулам 

либо 

Лхп ) х0 = Ь , Xn+ l = Хп - (хп - а) 
f(xn ) - f(a ) 

При расчете предполагается , что корень уравнения находит
ся на отрезке [а; Ь] , а f"(x) сохраняет знак на [а; Ь] . 

f(x) 

о х 
Рис. 2 . 13.  Метод хорд 

Из рис. 2 . 1 3  видно,  что получаемые точки хс постепенно схо
дятся к корню уравнения. Поскольку в рассмотренном методе 
очередное приближение хс определяется с помощью интерполя 
ции ,  учитывающей наклон кривойf(х), он во многих случаях ока
зывается более эффективным, чем метод половинного деления . 

Пример 2.29. Методом хорд найти корень уравнения 
х4 - 2х - 4 = О  с точностью до 0 ,0 1 .  

Решение 
Положительный корень будет находиться на отрезке [ 1 ;  1 ,  7 ] , 

так как 

/( 1 )  = -5 < О ,  а /( 1 ,7) = 0,952 > О . 

Найдем первое приближенное значение корня по формуле 

х, = 1 - ( 1 ,7 - l ) · /( 1 )//( 1 ,7) -f( l ) = 1 , 588 ;  
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так как /( 1 , 588) = - 0 , 8 1 7  < О , то , применяя вторично способ хорд 
к отрезку [ 1 , 588 ;  1 , 7 ] , найдем второе приближенное значение 
корня:  

х2 = 1 , 588 - ( 1 ,  7 - 1 , 588)/( 1 , 588)/ f( 1 ,  7) -f( 1 , 588) = 1 ,639 ;  

f( 1 , 639) = -0,05 1 < О.  

Теперь найдем третье приближенное значение: 

х3 = 1 ,639 - ( 1 ,  7 - 1 ,639)/( 1 ,639)/ f( 1 ,  7) -f( 1 , 639) = 1 ,642; 

/( 1 ,642) = - 0 ,0 1 6 < О.  

После этого найдем четвертое приближенное значение: 

Х4 = 1 ,642 - ( 1 , 7 - 1 ,642)/( 1 ,642)//( 1 ,7) -/( 1 ,642) = 1 , 643 ; 

f( 1 , 643) = 0 ,004 > О. 

Следовательно ,  искомый корень с точностью до 0 ,0 1 ра
вен 1 ,64. 

Пример 2.30. Методом хорд найти корни уравнения 
ех - 10 = 0 С ЗадаННОЙ ТОЧНОСТЬЮ Е .  

Решение 
Введем следующие обозначения : 
а - начало отрезка ; Ь - конец отрезка ; eps - погрешность 

вычислений ;  х - искомое значение корня ; min - модуль значе
ния производной функции в начале отрезка; d - модуль значе
ния производной функции в конце отрезка; х О - точка, в кото
рой отыскивается производная . 

Программа 
Program kurs ;  
uses crt ;  

Уа г 
a,b ,eps ,x,m in :  rea l ;  
{ Выч исление заданной функuи и }  
Function fx(x: real ) :  rea l ;  

begin 
fx:=exp(x)- 1 О*х; 
end ;  

{Фун кuия вычисления производной и определение точности 
вычислений }  

6 - 1335 
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{ Вычисляем значение 2-й производной в точке (S*x0/4) } 
Function proizv(xO,eps: real) :  real ;  

Yar dx,dy,dy2 :  real ;  
begin 

dx:= 1 ;  
Repeat 

dx:=dx/2 ; dy:=fx(xO+dx/2)-fx(xO-dx/2) ;  
dy2:=fx(5*x0/4+dx)-2*fx(5*x0/4) ; dy2 :=dy2+fx(5*x0/4-dx) ; 

U nti1 abs( dy2/(2*dx) )<eps; 
proizv:=dy /dx; 

end; 
{Уточнение количества знаков после запятой} 
Function utoch (  eps :real) :  integer; 

Var k :  integer; 
begin 

k :=- 1 ;  
Repeat 
eps :=eps* 1 О; k:=k+ 1 ;  
Until eps> 1 ;  
utoch :=k; 

end;  
{ Процедура определения наименьшего значения производной 
на заданном промежутке} 
Procedure minimum(a,b,eps: real ;  var min :  real) ; 

Var d: real ; 
begin 

a:=a-eps; b :=b+eps; 
Repeat 

a:=a+eps; b :=b-eps; min :=abs(proizv(a,eps) ) ;  
d :=abs(proizv(b ,eps) ) ;  I f  m in>d  Then min:=d 

Until min <>О 
end; 

{ П роцедура уточнения корня методом хорд} 
Procedure chord(a,b,eps ,min :  rea l ;  var x : real ) ;  
Yar х 1 :  rea1 ; 

begin 
х 1 :=а; 
Repeat 

х:=х 1 - ( (Ь-х 1 )*fx(x 1 ) )/(fx(b) -fx(x 1 ) ) ;  х 1 :=х 
U ntil abs(fx(x) )/min<eps 

end;  
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{Основная программа} 
Begin 

clrscr; 
Write ln ( 'Введите начало отрезка а, конец отрезка Ь') ; 
Readln (а,Ь) ; 
Write ln  ( 'Введите погрешность измерений eps') ; 
Readln (eps) ; 
minimum(a,b,eps,min) ; 
chord(a,b,eps ,min,x) ;  
Writeln ( 'Корень уравнения х= ' ,x :З :utoch(eps)) ;  

Readln ;  
End. 

2.3 .2.4. Метод Ньютона (касательных) 
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Если х0 - начальное приближение корня уравнения f(x) = О ,  
то последовательные приближения находят по формуле 

· Лхп ) хп+ i = Хп - f
'

(хп )
' n = O, \ ,  2 ,  . . . . 

Если f' и f" (первая и вторая производные) непрерывны и 
сохраняют определенные знаки на отрезке [а ;  Ь] , а f(a) f(b) < О, 
то, исходя из начального приближения х0 Е [а ;  Ь] , удовлетворяю
щего условию f(x0 )/"(x0 ) < О ,  можно вычислить с любой точно
стью единственный корень уравнения f(x) = О. 

На практике часто используют модификации метода Ньюто
на , свободные от этою недостатка. Одно из упрощений сводится к тому, что производная вычисляется только один раз в началь
ной точке и затем это значение используется на всех последую
Щих шагах . Данная модификация основывается на предположе
нии о малом изменении производной вблизи корня. 

Одной из наиболее известных модификаций является метод 
секущих. В этом методе производная заменяется ее приближенн ы м  значением: 

f'(x) = lim f(x + Ах) - f(x) => 
F'(x) = f(xi+ i ) - f(x) . м-.о Ах xi+l - Х; 

В формуле для F '(x) в отличие от f'(x) приращение Ах = xi+ l -
- Х; полагается малым , но Ах *  О .  Геометрически это означает, 
'�то приближенным значением корня считается точка пересече-
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ния секущей, проходящей через две точки функции f(x) и 
f(xi + h) ,  с осью абсцисс. Схема метода Ньютона показана на 
рис. 2 . 14 .  

а б 

Рис. 2. 14. Метод Ньютона (а) и метод секущих (б) 

Выберем на отрезке [а; Ь] произвольную точку х0 - нулевое 
приближение. Затем найдем 

далее 

F(x0 ) х - х - --' - о F'(xo ) ' 

Таким образом, процесс нахождения корня уравнения сво
дится к вычислению чисел xn по формуле 

F(xn- 1 ) 2 Хп = Хп- 1
-
F '(xn-1 ) ' 

n =  1 ,  ' 3 , . . . . 

Процесс вычисления продолжается до тех пор, пока не будет 
выполнено условие 

iХп - Xn- 1 1 < Е.  

Схема итерационного процесса метода Ньютона приведена 
на рис. 2 . 1 5 ,  из которого понятно, что каждое следующее при
ближение может быть определено по формуле 

x< n+ l ) - х< п) = f(x(
n) ) = f(x(

n) ) . 
tg a f'(х< п

>

) 
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Номер 
итерации 

i = о 

Вычисление 
xi+ l = 

= Х; - f (x;)/f' (х;) 
i = i + 1 

Нет 

Рис. 2 . 15 .  Схема алгоритма Ньютона 
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Пример 2.31. Методом Ньютона (касательных) найти корень 
уравнения х4 - 2х - 4 = О с точностью до 0,0 1 . 

Решение 
В этом уравнении 
f(x) = х4 - 2х - 4,  f'(x) = 4.il - 2 ,  а f"(x) = 1 2х2 . 

Так как f(x) и f"(x) при х0 = 1 ,  7 имеют один и тот же знак, 
а именно /( 1 , 7) = 0 ,952 > О  и /"( 1 , 7) > О , то применяем формулу 

Х1 = Хо -Лхо)/ f'(xo) ,  

где f'( l  ,7 ) = 4 . 1 , 73 - 2 = 1 7 ,652 . 
Тогда 

х1 = 1 , 7 - 0,952/ 1 7 ,652  = 1 , 646 .  
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Применяем второй раз способ касательных: 

где f(х1 ) =/( 1 ,646) = 0 ,048,  /'( 1 , 646) = 1 5 , 838 ;  

х2 = 1 ,646 - 0 ,048/ 1 5 , 838 = 1 , 643 ; 

/( 1 , 643) = 0 ,004 , /'( 1 , 643) = 1 5 ,740 ; 

х3 = 1 , 643 - 0,004/ 1 5 ,740 = 1 , 6427 .  

Следовательно, искомый корень с точностью до 0 ,0 1 ра
вен 1 , 64. 

Пример 2.32. Методом касательных найти действительный 
корень уравнения � + х - 3 = О. 

Решение 
Записав данное уравнение в виде � = -х + 3 и построив гра

фики функций J; (x) = � и J;(x) = -х + 3 , найдем,  что единствен
ный корень уравнения принадлежит отрезку [ 1 ; 2] . 

Определим отрезок меньшей длины, на котором находится 
корень. 

Так как f(x) = � + х - 3 ,  /( 1 ,2) = ( 1 ,2)3 + 1 , 2 - 3  = - 0,072 < О ,  
f( 1 , 3) = ( 1 , 3)3 + 1 , 3 - 3 = 0 ,497 > О ,  то корень лежит на отрезке 
[ 1 ,2 ;  1 , 3 ] .  Серединой этого отрезка является точка х =  1 , 25 .  По
скольку /( 1 , 25) = ( 1 ,25)3 + 1 , 25 - 3 = 0,203 1 25 > О  и /( 1 , 2) < О,  то 
искомый корень принадлежит отрезку [ 1 ,20 ;  1 ,25 ] . Данная функ
ция f(x) = � + х - 3 имеет производные f'(x) = 3х 2 + 1 ,  f"(x) = 6х, 
принимающие положительные значения на отрезке [ 1 , 20 ;  1 ,25 ] .  
В качестве начального приближения выберем х = 1 , 25 . 

Результзты вычислений записываем в табл . 2 . 2 ,  из которой 
видно,  что искомый корень х = 1 , 2 1 34 1 .  
Таблица 2.2. Метод касательных 

n Xn Лхп) = Х� + xn - 3  f'(хп) = 3х�. 1 Xn+ l  

о 1 ,25 О,  203 1 25 5,6875 1 ,2 1 4286 

1 1 , 2 1 4286 0,004738 5 ,42347 1 , 2 1 34 1 2  

2 1 ,2 1 34 1 2  0 ,000002 5 ,4 1 7 1 07 1 ,2 1 34 1 2  
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Пример 2.33. Методом Ньютона найти корни уравнения 
у ==  ::r? + О,  1х2 + 0,4х - 1 , 2 на отрезке [О; 1 ]  с точностью Е .  

Решение 
Приведем уравнение к виду х = Ч'(х) так, чтобы 1 \jf '(x) l  < 1 

при О ::;; х ::;; + 1 . Так как max 1 Ч' '(x) l  = Ч' '( + 1) = 3 + О, 1 + 0 ,4 = 3 , 5 ,  то 
можно выбрать R = 2. Вычислим Ч' (х) = х - (f(x)/ R) = х - 0 ,5::r? 
- 0,05х2 - 0 ,2х + 0, 6 = - 0 ,5_i1 - 0,05х2 + O , Sx + 0 ,6 . 

Программа 
program metod_kasatel ;  

Uses Crt ;  
Var xn ,xn 1 ,a ,b ,c ,mx,yO,xO : real ; 

function fi (х 1 : Real) :  Real ; {Заданная функuия} 
begin 
fi := х 1 *х 1 *х 1 * (  -0 .5)-0 .0S*x 1 *х 1 +0.8*х 1 +0.6 ;  
end; 

function f2(x4: Real ) :  Real ; 
begin 
f2 := х4*х4*х4+0.5*х4*х4+0. 1  *х4*х4+0.4*х4- 1 . 2 ;  
end ;  

begin {Основная программа} 
Clrscr; 
а :=О; Ь:= 1 ;  с :=О.ООООООО 1 ;  
Writeln( ' От А=' ,а , '  до В=' ,Ь) ;  Writeln(' Погрешность с=' ,с) ; 
Readln ;  { Ожидание нажатия клавиши Enter} 

xn:=b; xn l :=;o fl (xn) ; y0:=f2(b) ; 
while ABS(yO)>c do { Проверка по точности вычисления корня } 

begin 
xn:=xn l ;  xn l :=f\ (xn) ;  уО := f2(xn l ) ;  
{ Печать промежуточного результата} 
Writeln ('xn=' ,xn , '  xn+ 1 =' ,xn 1 ,' f(xn+ 1 )=' ,уО) ; 
Read ln ;  
end; { Конец тела цикла} 

Write ln( 'Koнeчныe значения') ; Writeln( '  xn+ 1 =' ,xn 1 , '  f(xn+ 1 )=' ,уО) ; 
Readln ;  

end. 

Пример 2.34. Комбинированным методом хорд и касатель
ных найти корни уравнения , заданного функцией FUNC(X) на 
отрезке [а ; Ь] с точностью Е .  
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Решение 
Формальные параметры процедуры:  
входные: а, Ь - заданный отрезок, на котором ищется реше

ние;  eps - точность решения (погрешность) ; it - наибольшее 
разрешенное число итераций. 

выходные: х - решение, найденное с заданной точностью; 
k - целое число,  равное О ,  если процесс решения прошел удач
но ,  и 1 ,  если решение расходится . 

Подпрограмма 

Procedure HORDКAS (A, B , EPS:real ;  IТ: integer; VAR Х :  real ;  
VAR K: integer) ; 
Yar X I ,X2,XЗ,A l , B l : rea l ;  

К 1 : integer; 
Begin 

К := 1 ;  X l  := FUNC(A) ; Х2 := FUNC( B) ;  
A l  :=А; B l  := В ;  
ХЗ  := В - Х2*(В-А)/(Х2-Х 1 ) ;  
I F  S IGN(X2)=S IGN(FUNC(X3)) then K l := l  e lse К 1 :=2;  
repeat 

inc (К) ;  Х := ХЗ; 
Case Kl of 
1 :  Х2:= XЗ-FUNC(XЗ)*(XЗ-A I )/ (FUNC(XЗ)-FUN C(A I )) ;  

2 :  Х2 := XЗ-FUNC(XЗ)*(B I -XЗ)/ (FUNC( B l )- FUN C(XЗ) ) ;  

end ;  
ХЗ := Х2 ; 
Case К !  of 
1 :  begin 

A l· := Al - FUNC(A l )/FUNC I (A l ) ;  
X l  := А ! ;  
end; 

2 :  begin 
B l  := В !  - FUNC( B l )/FUNC I ( B I ) ;  
X l  : =  B l ;  
end; 

end;  
unt i l  (К> П) or (ABS(X-X2)< E PS) ;  
End ; 
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2.4. Ряды 

Ряды играют исключительную роль в математике как очень 
эффективное средство математического исследования и модели
рования. Известные всем таблицы тригонометрических функ
ций,  таблицы логарифмов и т. п. составляются с помощью рядов 
для этих функций. Точное значение числа n также получается с 
помощью ряда. 

Понятие суммы конечного числа чисел и свойства суммы 
были известны уже в древнейшие времена. С частными приме
рами сумм бесконечных рядов,  например, с суммой членов убы
вающей геометрической прогрессии,  математики имели дело уже 
во времена Архимеда. Успешно пользавались рядами Ньютон , 
Лейбниц, Эйлер ,  Гаусс. Однако точная теория рядов,  основан
ная на понятии предела последовательности и содержащая дока
зательства основных теорем ,  была построена в первой половине 
XIX в.  в основном Коши.  С тех пор ряды стали незаменимым 
рабочим средством для математики , появились разделы матема
тики ,  например, теория аналитических функций , целиком осно
ванные на теории рядов. 

Сумма членов бесконечной числовой последовательности и" 
и2 ,  • • •  , U11 , • • •  называется числовым рядом. 

"' 

u l  + u2 + . . .  + un + . . . = L: ип , n= l  
при этом числа и" u2 , , • •  будем называть членами ряда, а U11 - об
щим членом ряда. n 

Суммы sn = u l + u 2 + . . .  + u n = I иk ' n = 1 ,  2 , . . .  называются 
k = l  

Частичными (частными) суммами ряда 

sl = и � , 
S2 = U I + u2 , 

Sз = и I + u2 + Из ' 

511 = U 1 + u2 + Из + . . .  + U 11 • 
Таким образом , возможно рассматривать последовательности 

Частичных сумм ряда S1 , S2 , • • •  , Sn,  . . . . При этом разность между 
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суммой S и частичной суммой Sn называется п-м остатком ряда 
Rn = S - Sn . 

Так как S есть предел последовательности Sn, то очевидно: 

l im Rn = l im(S - Sn ) = О . п�::ю п�::ю 
Поэтому, взяв достаточно большое число членов сходящего

ся ряда, сумму этого ряда можно вычислить с необходимой сте
пенью точности . 

Для сходящегося ряда его п-й член ип при неограниченном 
возрастании номера n стремится к нулю, т. е .  и n = s n - s n-1 ; 
I im иn = 0 . n->oo 00 

Ряд и i + и2 + . . .  + ип  + . . .  = I ип называется сходящимся, n= i  
если сходится последовательность его частных сумм.  Сумма схо
дящегося ряда - предел последовательности его частных сумм 

00 

l im Sn = S, S = I ип . n= i 
Если последовательность частных сумм ряда расходится , 

т. е .  не имеет предела или имеет бесконечный предел , то ряд 
называется расходящимся и ему не ставят в соответствие ника
кой суммы. 

Если ряд I и; сходится и его сумма равна S, то ряд IСи; 
тоже сходится, и его сумма равна CS ( С '*  0) .  

Суммой или разностью этих рядов будет называться ряд 
I Cиn ± vn ) , где элементы получены в результате сложения (вы
читания ) исходных элементов с одинаковыми номерами .  

Если ряды I и n и I v n сходятся и их  суммы равны соответ-

ственно s .и а, то ряд I с и n ± v n ) тоже сходится и его сумма рав-

на S + а: 

Разность двух сходящихся рядов также будет сходящимся 
рядом .  

Пример 2.35 . Исследовать ряд I � 
"' ( 2 \ ) n  
n= i  n + 2 

на сходимость. 



Решение 
Находим 

2.4. Ряды 

1 im ifiJ: = 1im n � = lim � = � = 1im ln ln = ( 2 ) n 2 
[ ] 

2n/ _ 1/ 
n->"> n n->"> n + 2 n->oo n + 2 00 n->oo % + Уп 

2 - Уп 
= l im Упп = 2. n->oo 1 + n 

Так как 2 > 1 ,  то по признаку Коши ряд расходится . 
Ответ: ряд расходится . 

"' (2п) ' 
Пример 2.36 .  Исследовать ряд .l.:--2• на сходимость. n= i (n ! ) 
Решение 

91 

Так как в ип пр"Исугствуют факториалы,  используем признак 
Даламбера. (2 (n + 1)) ! Составим и п+i = 2 , тогда ( (n + 1) ! ) 

lim и n+ i = l im ( 2n + 2) ! (n ! ) 2 = 

1 (2n + 2 !  = ( 2n) ! ( 2n + 1) (2n + 2) 1 = ноо и n ноо ((n + 1) ! ) 2 (2n) ! (n + 1) ! = n ! (n + 1) 

= lim (2n) ! (2n + 1)(2n + 2) (n !)2 = [�] = 
н"' (n ! ) 2 (п  + 1) 2 (2n) ! оо 

( 2n + _!_) ( 2n + 2) ( 2 + _!_) ( 2 + 2) 
1 . n n n n 1 . n n 4 1 = 1m = 1m = > . 

ноо ( п ; 1у ноо ( 1 + �у 

Следовательно ,  по признаку Даламбера ряд расходится. 
Ответ: ряд расходится . 

Пример 2.37 .  Исследовать ряд f(-2n_+_1 ) n на сходимость. n= l  2n + 3 
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Решение �знак Коши в этом случае не 
l im !{/И" = 1. Здесь применим необходимый 
n->oo 

работает, так как 
признак сходимости 

рядов. Находим 

l im U" = l im( 2n + 1 ) " 
= [1 + 0 ] "' .  

11-->ОО 11-->ОО 2n + 3 

Сводим ко второму замечательному пределу 

1. и ·  1. ( ( 2n + 1 ) + 2 - 2 ) " 1. ( 1 -2 ) _, 
0 l ffi  n = l ffi  = l ffi + --- = е * . 

n->oo n->oo 2n + 3 n->oo 2n + 3 

Следовательно, по необходимому признаку ряд расходится . 
Ответ: ряд расходится . 

Пример 2.38. Методом математической индукции доказать 
формулу 

1 3 + 23 + 3 3 + . . .  + n3 = ( n(n
2
+ l )y , 

где n - натуральное число. 
Решение 
При n = 1 обе части равенства обращаются в единицу и ,  сле

довательно,  первое условие принцила математической индукции 
выполнено. 

Предположим, что формула верна при n = k, т. е .  

1 3 2 3 3 3 k 3 = ( k(k + 1 ) ) 2 
+ + + . . .  + 

2 

Прибавим к обеим частям этого равенства (k + 1 ) 3 и преобра
зуем правую часть. Тогда получим 

1 3 + 23 + . . .  + k 3 + (k + 1) 3 = ( k(\+ 1) у + (k + 1) 3 = 

= (k + 1 ) 2 ( � + k + 1] = 
( k ; ly (k 2 + 4k + 4) = (<k + 1)ik + 2) ) 2 

Таким образом , из  условия , что формула верна при n = k ,  
следует, что она верна и при n = k + l . Это утверждение справед
ливо при любом натуральном значении k. Итак, второе условие 
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nринципа математической индукции тоже выполнено. Формула 
доказана. 

Пример 2 .  39 . Доказать, что сумма n первых чисел натураль
п(п + l ) ного ряда равна 

2 . 
Решение 
Обозначим искомую сумму S п ,  т. е . S п = 1 + 2 + . . . + n. 
При n = 1 гипотеза верна. 

k(k + 1 ) Пусть S k = l + 2 + . . .  + k = 
2 

. 

(k + l ) (k + 2) Покажем, что Sk + l = . 
2 

В самом деле, 

s k + l = s k + (k + l )  = k(k + l) + (k + 1 ) = (k + l )(k + 2) . 
2 2 

Задача решена. 

Пример 2.40. Вычислить сумму ряда 
х х 2 х 3 х 4 

у = - - - + - - - + . . . 
2 2 2  2 3 2

4 

с точностью е = 0,00 1 при заданном значении х = 0 ,235 .  
Решение 
Вычисление суммы ряда с заданной точностью е следует 

nроизводить до тех пор, пока не выполнится условие 

J u n J �  е. 
В данном примере вычисление суммы ряда 

х х2 х 3 х 4 
у = - - - + - - - + . . . 

2 2 2  23 2
4 

liеобходимо производить до тех пор, пока очередной член ряда 
по абсолютной величине не будет меньше е = 0,00 1 . Обозначим 
n-й член ряда через 

И = (- l) n+ l � .  
2 n 

Тогда алгоритм нахождения суммы ряда будет иметь вид: 
у = у + и .  
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Программа 

Program PR; 
Uses Crt; 
Const Eps=O.OO 1 ; 
Yar 

U, Х,У : Rea l ;  
N , R: l nteger; 

Begin 
Clrscr; 
Х:=О.235 ;  У:=О; N :=O; R:= l ;  
REPEAT 
N :=N+ I ;  
U :=R* EXP(N* LN(X/2)) ;  
Y:=Y+ U ;  
R : =  - R; 
UNTI L ABS(U)  <= Eps; 
WRIТELN('Y=' ,  У:8 : 3 ) ;  

Readkey; 
End. 

В данной программе очередной член ряда вычисляется неза
висимо от предыдущего. При таком подходе для вычисления U 
необходимо использовать операции умножения и возведения в 
степень. Для повышения эффективности программы рассмотрим 
второй вариант. 

Определим последующий член ряда через предыдущий :  
х х 

Uп• i  = - Uп - , при этом U0 = - l , U 1 = - .  

2 2 

Обозначим: 
У - значение суммы ряда; 
U - п-й член ряда; 
R - <<мигающая>> единица; 
N - номер вычисляемого члена ряда. 
Тогда схема алгоритма примет следующий вид (рис. 2 . 1 6) .  

Программа 

Program PR; 
Uses Crt; 
Const Eps=O.OO 1 ;  ( 



Yar 

2.4. Ряды 

с Конец ) ---
Рис. 2. 1 6. Схема алгоритма вычисления суммы ряда 

U,  Х,У : Real ; 
N :  I nteger; 

Begin 
ClrScr; 
Х:=О.235 ;  У:=О; N :=O ;  U :=  - 1 ;  
REPEAT 
N:=N+ l ;  
U :=  - U*X/2 ; 
Y:=Y+U ; 
UNТI L ABS(U)  <=Eps;  
WRIТELN('Y=' ,  У:9:4) ;  

Readkey; End.  
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Пример 2.41. Вычислить сумму ряда с заданной точностью 
Е = 0,000 1 :  

х х2 х3 х 4 х 5 
у = 1 + - + - + - + - + - + . . . при х = 1 , 25. 

1 !  2 !  3 !  4 !  4 !  

Решение 
Общий член данного ряда выражается формулой 

Программа 

Program PR; 
Const Eps=O.OOO 1 ;  
Уа г 

U ,  Х,У : Real ; 
N :  lnteger; 
I FAKT: Longlnt ;  

Begin 
Х:=О.235 ;  Y:= I ;  N :=O; I FAKT:= I ;  
REPEAT 

N:=N+ I ;  
I FAKT:=I FAKТ*N;  
U :=EXP(N*LN (X))/ I FAKT; 

Y:=Y+U ; 
UNTI L U <= Eps; 
WRIТELN("Y=" ,  У:8 :4) ; 

Reщ.lln;  
End.  

Пример 2.42. Вычислить сумму ряда с точностью Е = 1 о-4 ' об-
v n !  щи и член которого а n = - . 

n n 

Решение 
При определении суммы членов ряда следует использовать 

заданную рекуррентную формулу. 
При составлении программы считать, что точность достигну

та, если ап � 1 0-4 • 



2. 4. Ряды 

nрограмма 

program Рг; 
Uses CRT; 
Var sum ,an :real ; 

begin 
c l rscr; 

n : integer; 
nfakt: longint; 

sum:=O; n := 1 ;  nfakt := 1 ;  an= 1 ;  
while an>O .OOO 1 do 
begin 

nfakt :=nfakt*n;  
an :=nfakt/( exp(n* ln(n) ) ;  
sum:=sum+an;  
n :=n+ l ;  

end;  
write ln('Cyммa · ,n , '  элементов равна =" ,sum: 8 :6 ) ;  
readkey; 
end. 

Пример 2 .43. Вычислить функцию Бесселя 

с точностью е = 1 0-3 • 
Решение 

00 (- l ) k ( �)
2 k 

lo (x) = 6 (k ! ) 2 
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Суммирование будет производится до тех пор, пока элемент 
ряда не станет меньше значения поrрешности , т. е .  1 а n 1 < е. На
пишем простейшую проrрамму, подсчитывающую значение 
функции Бесселя . 

Функцня 1 
function Func(x, eps : Reai) : Real ; 
{ х - аргумент функци и ,  eps - погреш ность округления .  
Функция возвращает приближенное значение функци и Бесселя } 
var 

k: word ;  
а ,  s: Real ;  

begi n 

7 - 1 з з s 

k := О ; а := 1 .0 ; s := 1 . 0 ;  
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while abs(a) > eps do 
begin 
k := k +  1 ;  
а := -а * sqr (х 1 2 .0) / sqr (k) ; 
s := s + а; 
end; 

Func :=  s; 
end; 

При этом k лучше было бы хранить как вещественное число. 
Для увеличения скорости работы программы удобно затабу

лировать квадрат знаменателя. Запишем разность знаменателей 
на следующих один за другим шагах цикла. �+I = (k + 1 ) 2 -
- k2 = 2k + 1 ,  в свою очередь, табулируя полученную линейную 
функцию, получаем uk+ I = zk. I  - zk = 2. Таким образом нахожде
ние k2 сводится к сложению, представленному следующей таб
лицей: 

о 2 3 4 

о 4 9 1 6  

3 5 7 

2 2 2 2 2 

Теперь можно написать другую подпрограмму. 

Функция 2 

function JO (х, eps :Real) : Real ;  
{ х - значение аргумента, eps - погрешность округления. 
Функция возвращает приближенное значение функции Бесселя } 

const 
u :  = 2 .0 ;  

var 
s, а ,  z,  zO, r : Real ; 

begin 
а:= 1 .0 ;  s := а; z:= - 1 .0 ;  zO := 0.0 ;  
r:= -sqr (х/2 .0) ;  
whi le abs (а) > eps do 

begin 
z:= z + u; 
zO := zO + z ;  



а := а *  r 1 zO; 
s := S+a ;  
end ;  

JO := s; 
end; 
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Математические свойства данной программы будуг такими 
же ,  так как используется тот же математический аппарат. 

2.5 . Снетемы уравненнн 

Многие задачи практики сводятся к необходимости решения 
системьi линейных уравнений. При конструировании инженер
ных сооружений,  обработке результатов измерений, решении за
дач планирования производственного процесса и ряда других за
дач техники ,  экономики , научного эксперимента приходится ре
шать системы л.инейн ых уравнений . 

Система т линейных уравнений с n неизвестными (или ли
нейная система) в линейной алгебре - это система уравнений 
вида 

{:.: : :_: :_ :.::=.: � _ : : .  :_ :.::=.: .  � :: ,; 
a m , x l + a m2x2 + . . . + a mnxn - ьт .  

Здесь х1 , х2 , • • •  , xn - неизвестные , которые надо определить; 
al l , а , 2 , . . .  , amn - коэффициенты системы ; ь, ,  bz ,  . . . bm - свобод
ные члены (предполагаются известными) .  Индексы коэффици
ентов (а;) системы обозначают номера уравнения (i) и неизвест
ного ( j ) ,  при котором стоит этот коэффициент. 

Система называется однородной, если все ее свободные члены 
Равны нулю, т. е .  Ь1 = Ь2 = . . .  = bm = О , иначе - неоднородной. 

Система называется квадратной, если число т уравнений 
Равно числу n неизвестных. 

Р

ешение системы - совокупность n чисел с1 , с2 , • • • 
, сп , таких, 

Что подстановка каждого с; вместо Х; в систему обращает все ее 
УРавнения в тождества . 

Система называется совместной, если она имеет хотя бы 
0дно решение,  и несовместной, если у нее нет ни одного реше-

7 •  
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ния. Совместная система может иметь одно или более решений . р ( \ )  ( \ )  ( \ ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) v ешения с 1 , с2 , • . .  , с" и с 1 , с2 , . . .  , с" совместнон системы 
называются различными, если нарушается хотя бы одно из ра
венств 

C < I > = с < 2 > с < ' >  = с <2 > 2 2 ' · · · ' n n · 

Совместная система называется определенной, если она имеет 
единственное решение; если же у нее есть хотя бы два различ
ных решения, то она называется неопределенной. 

2.5. 1 
.

. Матри чный м етод 

Матричный метод решения систем линейных алгебраических 
уравнений с иенулевым определителем состоит в следующем. 

Пусть дана система n линейных уравнений с n неизвестны-
ми: {� : : �-·· �- .  . . � .  � ·�-� �- -� �·. ;; а " 1 х 1 + . . .  + а ""х" - Ь" . 

Тогда ее можно переписать в матричной форме: 
АХ = В , 

где А - основная матрица системы , В и Х - столбцы свободных 
членов и решений системы соответственно: 

[
а " 

А =  ��: 
а " , 

. . .  а , " ] [ Ь' ] [х' ] 

. . .  ��� , в = �2 , х = �2 
. 

а "" ь" х" 
Умножим это матричное уравнение слева на А- ' - матрицу, 

обратную матрице А: 

А - ' (АХ) = А - ' в . 

Так как А- ' А =  Е (учитывая ассоциативность матричного про
изведения) , получаем Х = А- '  в.  Правая часть этого уравнения 
даст столбец решений исходной системы . Условием применимо
сти данного метода (как и вообще существования решения неод-
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J-!Ородной системы линейных уравнений с числом уравнений,  
равных числу неизвестных) является невырожденнесть матриu ы  А. Необходимым и достаточным условием этого является не
равенство нулю определителя матриuы А: 

det A ;t. О .  

Для однородной системы линейных уравнений,  т .  е .  когда 
вектор В ==  О , действительно обратное правило: система АХ ==  О 
имеет нетривиальное (т. е. ненулевое) решение только если 
det А ==  О. Такая связь между решениями однородных и несдно
родных систем линейных уравнений носит название альтернати
вы Фредгольма. 

Трехдиагональной называют матриuу вида 

с, в, о о о о 

А2 с2 в2 о о о 
А =  о Аз Сз Вз о о 

о о о о Ап- 1 сп- 1 
Системы с такими матриuами встречаются при решении 

многих задач математики и физики . Помимо матриuы в правой 
части в системе задаются краевые условия х0 и Х11, которые берут
ся из контекста задачи. 

Пример 2.44. ,Решить систему линейных уравнений, задан
ную .таблично, методом простой итераuии. 

г: ---
---,-----------, , : 1 У, у2 Уз 1 F i !l__ 

1 0  4 о 1 3  
2 1 0  5 1 4  
о 2 1 0  1 5  

Решение 
Приводим систему к виду: {Х ,  == (F, - 4X2 )/ I O ; 

Х2 : ( 1 4 - 2Х ,  - 5Хз )/ 1 0 ;  
Хз - ( 1 5 - 2X2 )/ I O . 
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Построим таблицу итераций (последовательных приближений) . 
Во второй столбец вводим начальные значения аргументов, в 

третий - соответствующие формулы, исходя из системы: 

(Х, = 1 , 3 - 0,4* В4 ; Х2 = 1 ,4 - 0 ,2* В3 - 0, 5* В5 ; Х3 = 1 , 5  - 0 ,2* В4) 

Ном�р итерации , , , l , 2 
х, 1 , 3 0,74 

х2 1 ,4 0 ,39 

Хз 1 ,5 1 ,22 

Расхожд. Х1 0,56 

Расхожд. Х2 1 ,0 1  

Расхожд. Хз 0,28 

Автозаполняем таблицу до тех пор, пока расхождение значе
ний Х соседних итераций не снизится до приемлемой величины. 
Таким образом на десятой итерации получаем 

Расхожд. Х1 

Расхожд. Х2 
Расхожд. Хз 

1 , 1 09368 

0,47552 

1 ,404684 

0 ,000588 

0,00 1 06 

0,000294 

Пример 2.45. Методом итераций решить систему 4х4 линей-
ных уравнений с точностью Е =  0 ,000 1 :  {Х, = 0 ,08Х 1 + 0 ,05Х2 + 0 ,1 1Х3 + 0 ,08Х4 + 2,1 5 ; 

Х2 = 0 ,05Х 1 + 0 ,1 3Х2 + 0 ,27Х3 + 0 ,28Х4 + 0 ,44; 
Х3 = 0 , 1 1Х 1 + 0 ,27Х2 + 0 ,28Х3 + 0 ,06Х4 + 0 ,83 ; 
Х , = 0 ,08Х 1 + 0 , 1 8Х2 + 0 ,06Х3 + 0 , 1 2Х4 + 1 , 1 6 .  

Решение 
Формальные параметры процедуры:  
входные: А - матрица, составленная из коэффициентов при 

Х преобразованного уравнения ; В - матрица, составленная из 
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свободных членов; N - размерность массивов A(N х N) и B(N); 
JK - предельно возможное количество итераций (введено для 
того, чтобы в случае расхождения процесса выйти из подпро
граммы. Обычно решение достигается за 3-6 итераций) ; EPS -
заданная погрешность решения ; 

выходные: Х - массив, в котором находится решение системы. 

Подпрограмма 

Procedure IТER (N ,  I K  : integer; EPS : real ; 
А :  mas l ;  В :  mas; VAR Х :  mas) ; 

VAR X I : mas; 
S :  real; 
1 , J, К : integer; 

BEG I N  
X l  := В;  Х := X I ;  К := О ; 

REPEAT S := 0 .0 ;  l nc(K) ;  
for 1 := 1 to N do 
BEG I N  

for J : =  1 to N d o  X [ l ]  : =  A[ I ,J ] *X I  [J ] + В [J ] ; 
S :=  S + abs (X[ I ] -X I [ I ) ) ;  

END;  
S := S / N ;  X l  := Х; 

UNTIL (S< EPS) AND ( K> I K) ;  
EN D;  

Результаты вычислений представлены в таблице: 

2 , 1 50000 0,440000 0,830000 1 , 1 60000 IТER = O  

1 ,252800 1 ,484800 1 ,229600 1 ,299200 IТER = 1 

1 ,263936 1 , 523776 1 ,237952 1 ,3 1 5904 IТER = 2  

1 ,265272 1 , 528453 1 ,238954 1 ,3 1 7908 IТER = 3 

1 ,265433 1 , 5290 1 4  1 ,239075 1 , 3 1 8 1 49 IТER = 4  

1 ,265452 1 , 529082 1 ,239089 1 ,3 1 8 1 78 JТER = 5 

1 ,265454 1 , 529090 1 ,23909 1 1 ,3 1 8 1 8 1  IТER = 6 

1 ,265455 1 ,52909 1 1 ,23909 1 1 , 3 1 8 1 82 IТER = 7 

1 ,265455 1 , 52909 1 1 ,23909 1 1 , 3 1 8 1 82 :  РЕШЕНИЕ 
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ний 
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Пример 2.46. Методом Ньютона решить систему двух уравне-

Решение 

{e <X+r > - х2 + у = 2; 
(х + 0 ,5) 2 + у 2 = 1 . 

Начальное приближение решения системы (рис. 2 . 1 7) найде
но графически (0 ,4 ; 0 ,2) . 

- 1 ,5 

Рис. 2. 1 7. Графическое решение системы 

Программа 

function funcF(x,y:real) : real ; 
begin 
funcF:=exp(X+y)-x*X+y-2 
end; 

function funcG(x,y:real) : real ; 
b�in 
funcG:=(X+0.5)* (X+0.5)+y*y- l 
end; 

2 

{ Процедура метода Н ьютона (хО , уО - начальное nриближение ,  
eps  - точность, max - максимал ьное число итераций , х, у -
точное решение,  I P - код ошибки) } 
{hx, hy - шаг по оси Х (по У) , Fx, Fy,Gx,Gy - производн ые 
фун кций } 
procedure NN(xO, уО , eps: real ; max : iпteger; var х, у : real ; 
var I P: integer) ; 
var  max 1 : i nteger; 

hx ,hy, FxO ,GxO, Fx, Fy,Gx,Gy, х 1 , у \  : rea l ;  J 
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begin  
max \ :=0; x l :=x0+0 .0000 1 ;  y l :=y0+0.0000 1 ;  
hx:=O.OOOO 1 ;  hy:=O.OOOO 1 ;  
FxO:=func F(xO ,yO) ;  GxO:=funcG(xO ,yO) ; 
whi le (abs(xO-x l )>=eps) and (max l <=max) do 
begin 

max 1 :=max 1 + 1 ;  FxO:=func F(xO,yO) ; GxO:=funcG (хО,уО) ; 
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Fx:=(funcF(x l ,y0)-func F(xO-hx,y0))/(2*hx) ; {nроизводная функции 
F по Х} 

Gx:=(funcG(x 1 ,y0)-funcG(xO-hx,y0))/(2*hx) ; {производная 
фун кций G по Х} 

Fy:=(funcF(xO ,y 1 )-funcF(xO-hy ,y0))/(2*hy) ; { производная фун кций 
F по У} 

Gy:=(funcG(xO,y 1 )-funcG (x0-hy,y0))/(2*hy) ; { производная 
фун кций F по У} 

х 1 :=xO- (FxO*Gy- Fy*GxO)/( Fx*Gy- Fy*Gx); 
у 1 :=yO-(Fx*GxO- FxO*Gx)/(Fx*Gy- Fy*Gx) ; 
x:=x l ;  y:=y l ; 
write ln( '  х=' ,х , '  у=' ,у) ;  {промежуточные значения } 
hx:=x l -xO ; hy:=y l -yO ; xO:=x l ;  
x l :=xO+hx; yO :=y l ;  y l :=yO+hy; 
end; 

if max 1 >max then 1 Р:= 1 else 1 Р:=О; 
end; 
var xl ,у\  : rea l ;  

1 Р : integer; 
begin 
NN (0 .2 ,0 .4,0 .000000 1 ,  1 ООО ,х 1 ,у  1 , 1 Р) ; { вызов процедуры } 
writeln( 'x l = ' ,x l , ' ;  у ! = ' ,y l , ' ;  I P  = ' , I P) ;  
Readln ; 
end. 

2 . 5 . 1 . 1 .  Метод Зенделя 

Этот метод представляет собой некоторую модификацию ме
l'ода простой итерации. Основная его идея заключается в том ,  
til'o при вычислении (k + 1 ) -ro приближения неизвестной Х; учи
l'Ьrваются уже вычисленные ранее (k + 1 ) -е приближения (х1 , Х2 , . . . , X;_ I ) . 
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Для того чтобы применить метод Зейделя к решению систе
мы линейных алгебраических уравнений Ах =  Ь с квадратной не
вырожденной матрицей А, необходимо предварительно преобра
зовать эту систему к виду х = Вх + с. 

Здесь В - квадратная матрица с элементами bij ( i, j = 1 , 
2 , . . .  , n) ; с - вектор-столбец с элементами cij (i = 1 , 2 , . . .  , n) . 

Самый простой способ приведения системы к виду, удобно
му для итераций , состоит в следующем . Из первого уравнения 
системы выразим не известное х, , из второго уравнения - не из
вестное х2 и т. д. В результате получим систему 

Х1 = Ь 1 2Х2 + Ь 1 3х3 + . . .  + bl.n- I Xn- l + Ь1пХп + С 1 ; 
Xz = bz ,x , + ЬzзХз + . . .  + ь2,п- 1 хп- 1 + bznXn + Cz ; 
Хз = Ьз , х , + bзzXz + . . .  + ь3,п- 1 Хп- 1 + ЬзпХп + Сз ; 

в которой на главной диагонали матрицы В находятся нулевые 
элементы. Остальные элементы выражаются по формулам 

Для возможности выполнения указанного преобразования 
необходимо, чтобы диагональные элементы матрицы А были не
нулевыми. 

Пример 2.47 . Решить систему линейных алгебраических урав
нений с вещественными коэффициентами по методу Зейделя. {2х1 + Зх2 - 4х3 + х4 = 3; 

х , - 2х2 - 5х3 + х4 = 2; 
5х 1 - 3х2 + х3 - 4х4 = 1 ;  
1 0х 1 + 2Х2 - Х3 + 2Х4 = 4. 

Для того чтобы обеспечить достаточные условия сходимости 
итерационного процесса (преобладающие значения диагональ
ных элементов) , преобразуем исходную систему и приведем J< 
удобному виду. Чтобы дальнейшие преобразования был� понят-
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J-IЬI ,  обозначим уравнения исходной системы буквами А, Б, В и Г 
соответственно: 

х1 = -0 ,2х2 + О , l x3 - 0 ,2х4 - 0,4 ;  (Г) 

х2 = - 0,2х1 - 0 ,2х3 + 0 ,2 ; 
х3 = 0,2х1 - 0,4х2 + 0 ,2х4 - 0 ,4 ; 
х4 = 0, 333х1 - l , 1 1 1 . 

(А - Б) 
(Б) 

(2А - Б + 2В - Г) 
Преобразованную систему будем решать методом Зейделя , 

nри этом получим: 

x< k + l > = 0 ,333x < k > - l l  1 I ·  4 1 ' ' 
x < k + l > = -0 2x< k > + О 2x< k > + О 2 · 2 ' 1 ' 3 ' ' 
x < k + l > = -0 2x< k + l > + О lx < k > - О 2x < k + l > - О 4· 1 ' 2 ' 3 ' 4 ' ' 
x < k + l > = О 2x < k + l > - О 4x< k + l > + О 2x < k + l > - О 4 3 ' 1 ' 2 ' 4 ' • 

В качестве нулевого приближения (k = О) возьмем xf 0> = /3 ; 
Зададим количество итераций k = 2 . t • , . ! i ;  Зн.,онияноощ'""'"' , , , ·•-, Невн�!(И .,�- . С' ерация k 

· '''::.'; : :  х, х2 хз Х4 E i Е2 EJ Е4 
о -0,4 0,2 -0,4 - 1 , 1 1 1  -2,7 1 1 - 1 ,9 1 1 0,444 - 1 ,422 

1 -0,263 0,36 -0,846 - 1 ,244 -0,309 1 ,0 0,734 0,446 

2 -0,329. 0,422 -0,874 - 1 , 1 99 0,095 -0,00 0,009 0,029 

В приведеиной таблице, кроме значений неизвестных, на ка
ждом шаге оценивались невязки. Так как используется итераци
онный метод, значения неизвестных вычисляются приближенно, 
"Го, подставляя значения неизвестных в исходную систему, справа 
nолучим не ноль, а некоторые значения , называемые невязкой 
nервого, второго , . . .  уравнений на k-м шаге.  

Решение 
В переменную n вводится порядок матрицы системы ,  в переменную е - максимальная абсолютная погрешность. С помощью 

Вспомогательной процедуры ReadSystem в двухмерный массив а и 
одномерный массив Ь вводится с клавиатуры расширенная мат
Р11ца системы . Начальное приближение предполагается равным 
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нулю. Оба массива и переменные n и е передаются функции 
Seidel, в которой исследуется сходимость системы. И в том слу
чае, если система не сходится , выполнение функции прекраща
ется с результатом false. В ходе каждой итерации вычисляется но
вое приближение и абсолютная погрешность. Когда полученная 
погрешность становится меньше заданной , выполнение функции 
прекращается . Полученное решение выводится на экран с помо
щью вспомогательной процедуры WriteX 

Программа 

Uses C RT; 
Const 

maxn = 1 0 ; 
Туре 

Data = Rea1 ;  
Matrix = Array[ 1 . .  maxn, 1 . .  maxn] of  Data ; 
Vector = Array[ 1 . .  maxn] of Data ; 

{ Процедура ввода расширенной матрицы системы } 
Procedure ReadSystem(n:  l nteger; var а: Matrix; var Ь: Vector) ; 
Уа г 

i ,  j ,  r: lnteger; 
Begin 

r := WhereY; GotoXY(2 ,  r) ; Write('A' ) ;  
For i :=  1 to n do begin 

GotoXY(i * 6 + 2 ,  r) ; Write( i ) ;  
GotoXY( 1 ,  r + i + 1 ) ;  Write( i :2 ) ;  

end;  
GotoXY((n + 1 )  * 6 + 2 , r) ; Write('b') ; 
For i := 1 to n do begin 

For j := 1 to n do begin 
GotoXYU * 6 + 2, r + i + 1 ) ;  Read(a [ i ,  j ) ) ;  

end; 
GotoXY( (n + 1 )  * 6 + 2 ,  r + i + 1 ) ;  Read(b [ i ] ) ;  

end; 
End; 
{ П роцедура вывода результатов } 
Procedure WriteX(n : I nteger; х: Vector) ; 
Уа г 

i :  l nteger; 
Begin 

For i := 1 to n do Write ln('x' , i , ' =  ' , x [ i ] ) ;  
End; 
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{ Фун кция ,  реализующая метод Зейделя } 
Function Seidel(n :  l nteger; а: Matrix; Ь: Vector; var х: Vector; е: Data) 
: Boolean; 
Var i ,  j :  lnteger; 

s l ,  s2 , s ,  v ,  т: Data ; 
Begin { Исследуем сходимость } 

For i :=  1 to n do begin 
s := О;  
For j := 1 to n do lf  j < >  i then s := s + Abs(a [ i ,  j ] ) ;  

l f  s >=  Abs(a[ i ,  i ] )  then begin 
Seidel :=  false ; 
Exit; 

end; 
end; 
Repeat 

т := О; 
For i := 1 to n do begin 

{ Вычисляем суммы } 
s l  := О;  s2 ·:= О;  
For j := 1 to i - 1 do s l := s l  + a [ i ,  j ]  * x[j ] ;  

For j : =  i to n do s 2  : =  s2 + a [ i ,  j ]  * x[j] ;  
{ Вычисляем новое nриближение и nогрешность } 
v := x [ i ] ;  x [ i ]  := x [ i ] - ( 1  / a [ i ,  i ] )  * (s l + s 2  - b [ i ] ) ;  
lf  Abs(v - x[ i ] )  > т then т := Abs(v - x [ i ] ) ;  

end; 
Unti l  т <  е;  
Seidel := true; 
End; 
Var 

n ,  i :  lnteger; 
а: Matrix; 
Ь , х: Vector; 
е :  Data ; 

Begin 
ClrScr; 
Write ln( 'Пporpaммa реш .  систем лин .  уравнени й  по методу 
Зейделя') ; 
Write ln ;  
Write ln( 'Bвeдитe nорядок матриuы системы (макс. 1 О)') ; 
Repeat 

Write ( '> ' ) ;  Read(n) ; 
U nt i l  (n > О) and (n <= тахn) ; 
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Write ln ;  
Write ln( 'Bвeдитe точность вычислений') ;  
R epeat 

Write ('> ' ) ;  Read(e) ; 
Until (е > О) and (е < 1 ) ;  

Write ln ;  
Write ln( 'Bвeдитe расширенную матрицу системы') ; 

ReadSystem(n ,  а, Ь) ;  
Write ln ;  
{ П редполагаем начальное приближение равн ым  нулю } 
For i := 1 to n do x[ i ]  := О ;  
If Seide l (n ,  а ,  Ь ,  х, е) then begin 

Write ln( ' Peзyльтaт вычислений по методу Зейделя' ) ;  
WriteX(n, х) ; 

end 
else 

Write ln( 'Meтoд Зейделя не сходится для дан ной системы') ;  
Writeln ;  

End.  
Ответ: х1 = 5,2 ; х2 = - 4,2 ;  х3 = 3 ;  х4 = - 1 , 8 . 

1. 5 . 1 .2. Метод прогонки 

Метод прогонки основан на предположении , что искомые 
неизвестные связаны рекуррентным соотношением : 

Используя это соотношение,  выразим Х; _ 1 и Х; через xi+ l и 
подставим в i-e уравнение: 

(А;а_; а ;+ 1  + С;а ;+ 1 + В; )Х; + А;а ;/3 ;+ 1 + А;/3 ;  + С;/3 ;+ 1 - F; = О , 
где F; - правая часть i-го уравнения . Это соотношение будет вы
полняться независимо от решения , если потребовать 

Отсюда следует: 

a i+ l 
F; -

А
;
/3 ; 

А;а ; + С; \ 
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Из уравнения х0 = а. 1х1 + 13 1 получим а. 1 = О ; 13 1 = х0• 
После нахождения прогоночных коэффициентов а. и 13 получим решение системы. 

]. 5. 2. Метод Гаусса 

Метод Гаусса - метод последовательного исключения неиз
вестных, имеет много разных вычислительных схем. Рассмотрим 
схему единственного деления , алгоритм которого состоит в сле
дующем. 

Прямой ход: путем элементарных преобразований строк (при
бавлений к строке другой строки , умноженной на число и пере
становак строк) матрица приводится к верхнетреугольному виду. 

С этого момента начинается обратный ход. Из последнего 
иенулевого уравнения выражаем каждую из базисных перемен
ных через небазисные и подставляем в предыдущие уравнения. 
Повторяя эту процедуру для всех базисных переменных, получа
ем фундаментальное решение. 

Например, пусть дана расширенная матрица некоторой сис
темы т линейных уравнений с n неизвестными:  

am2 a mn 

Будем считать, что а1 1  :t= О . (Если это не так, то достаточно 
переставить первую и некоторую другую строку расширенной 
матрицы местами. )  Проведем следующие элементарные преоб
разования :  

с - � С 2 1 
a J J  

с - am l с т 1 
a l l  

an , Т. е .  Ci - - С1 , i = 2 , 3, . . .  , т , 
a J J  

1'. е . из каждой строки расширенной матрицы (кроме первой) 
Вьrчитаем первую строку, умноженную на частное от деления 
nервого элемента этой строки на диагональный элемент а 1 1 • 
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В результате получим матрицу 

[
а

�
, 0 1 2 0 i n 

ь, ] а 22 a 2n 
�-

2
· ' 

a m2 a mn J3 m 

т. е. первая строка осталась без изменений,  а в столбце под а 1 1  на 
всех местах оказались нули .  Обратите внимание, что преобразо
вания коснулись всех элементов строк ,  начиная со второй , все й 
расширенной матрицы системы. 

Теперь задача состоит в том,  чтобы получить нули подо все 
ми диагонал ьными элементами матрицы А - aii, где i = j. 

Повторим элементарные преобразования,  но уже для эле 
мента а22 

с 
- � С 1 2 

022 

т. е .  из каждой строки расширенной матрицы (теперь кроме пер
вой и второй) вычитаем вторую строку, умноженную на частное 
от деления первого элемента этой (текущей) строки на диаго
нальный элемент а22 • 

Такие преобразования продолжаются до тех пор, пока мат
рица не приведется к верхнетреугольному виду. То есть под 
главной диагональю не окажутся все нули :  

a m2 У mn 

Вспомнив,  что каждая строка представляет собой одно и з  
уравнений линейной системы уравнений , легко заметить, что 
последнее т-е уравнение принимает вид 

у тпхп = от. 
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Отсюда легко можно найти значение первого корня 

от xn = - .  

у тп 

113 

Подставив это значение в предыдущее (т - 1 ) -е  уравнение,  
легко получим значение хп_ 1 - го корня . 

Таким образом , поднимаясь до самого верха обратным ходом 
метода Гаусса, последовательно найдем все корни системы урав
нений . 

Пример 2.48. Решить по методу Гаусса систему из трех урав-
нений с тремя неизвестными {3х1 - 2х2 + 5х3 : 7 : 

7х1 + 4х2 - 8х3 - 3 ,  
5х1  - 3х2 - 4х3 = - 1 2 . 

Решение 

Запишем расширенную матрицу системы: r� -

: �8 

5 -3 - 4 

7 ] 3 . 
- 1 2  

Проведем элементарные преобразования для первого диаго-
нального элемента: 

[� -2 5 7 ] 4 -8 3 . С а; 1 С · 2 3 ; - - 1 , 1 = ' , . . . , т 

�3 -4 - 1 2 ' a l l  

3 -2 5 7 

о 7 7 7 
4 - - . ( -2) -8 - - . 5 3 - - - 7 

3 3 3 

о 7 7 7 -3 - - · (-2) -4 - - - 5  - 1 2 - - - 7 
3 3 3 

3 -2 5 7 3 -2 5 7 

о 4 + .!..± 35  -8 - - 3 - 49 
о 26 59 40 

3 3 3 3 3 3 
о 1 4  3 5  49 

о 5 47 85  -3 + - -4 - - - 1 2 - - - --
3 3 3 3 3 3 

8 - 1 3 35 
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Теперь проведем элементарные преобразования для второго 
диагонального элемента 

3 -2 5 7 
26 59 40 о 

- -

3 3 3 с - !!..!2. с i 2 ' i = 3, . . .  , т 

о 
3 -2 

о 26 
3 

о о 
3 -2 
о 26 

3 

о о 

5 
-

3 
47 -

-

3 

5 
59 

85 
3 

7 
40 

3 3 

а22 

- 47 - (�/ 26 ) .  59 
-

85 - (�/]___) . (- 40 J 
3 3 3 3 3 3 26 3 

5 
59 

7 
40 

3 3 

_ �
7 

_ (j . �6 ) . 5; _ 

8
: _ (� . �6 ) {_�о ) 

3 -2 
о 26 

5 
59 
3 

7 
40 
3 

3 -2 
о 26 

3 
о о 

= 3 

5 
59 
3 

1 222 + 295 
78 

7 
40 
3 

22 1 0 + 200 
78 

3 -2 5 

о 26 59 
3 3 

= 

о о 1 5 1 7  
78 

Получили матрицу верхнетреугольного вида. 

= 

7 
40 
3 

24 1 0  
78 
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Теперь можем применить обратный ход метода Гаусса . По
следнее уравнение принимает вид 

Отсюда 

1 5 1 7  24 1 0  -78 хз = - п · 

х 
= - 24 1 0/(- 1 5 1 7 ) = 3 

78 78 

= -
24 1 0  · (-__!!_) = 24 1 0  = 1 58866 1 832564 ""  1 59 . 

78 1 5 1 7  1 5 1 7  ' ' 

Подставляем это значение в предыдущее уравнение, которое 
принимает вид 

Отсюда 

26 59 40 - х2 + - · 1 59 = - - · 
3 3 ' 3 ' 

26 93,73 40 - х + -- = - -
3 

2 
3 3 

26 40 93,73 . - х - -- - --
3 

2 -
3 3 ' 

26 1 33,73 . - х - ---
3 

2 -
3 ' 

х = - 1 33 ,73/ 26 = - 1 33 ,73 
= -5 1 4346 1 538462 "" -5 1 4 . 2 

3 3 26 ' ' 

Подставляем это значение и предыдущий корень  в первое 
Уравнение ,  которое принимает вид: 

3х1 - 2(-5 , 14) + 5 · 1 ,59 = 7; 

3х1 + 2(5 , 1 4) + 5 · 1 ,59 = 7; 

3
х

1 = 7 - 2(5 , 1 4) - 5 · 1 ,59 ; 

3х 1  = 7 - 1 0 ,28 - 7 ,95 = 7 - 1 8 , 23 = - 1 1 , 23 ;  

х , = - 1 1 , 23 = -3,743333333333 "" -3 ,74 . 
3 
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Программа 

Program GAUS; { Метод Гаусса для систем ы  } 
{уравнений с тремя неизвестны м и} 

Uses Crt ;  
VAR A:array[ 1 . . 3 , 1 . .  3 ]  of rea1 ;  

d ,b , х :  array [ 1 . .  3 ]  o f  Rea 1 ;  
m,s : rea1 ; i j , k: integer; 

begin 
C1rscr; 
for i:= 1 to 3 do begin 
for j := 1 to 3 do read(a [ i j ] ) ;  read1n ;  end; 
for i := 1 to 3 do read1n(b [ i ] ) ;  
{ Исключен ие неизвестн ых} 
for k:= 1 to 2 do 
for i :=k+ 1 to 3 do 

begin 
m:=a[ i , k]/a [k ,k] ; 
for j :=k+ 1  to 3 do a [ i j ] :=a [ i j ] -m*a [kj] ; b [ i ] :=b [ i ] -m*b [k] ; 
end; 

{Обратная подстановка} 
х[3 ] :=Ь [3]/а [ 3 , 3] ; 
for i :=2 downto 1 do 

begin 
s :=O;  
for j :=i+ 1 to 3 do s:=s+a [ i ,j ] *x[j] ; 
x [ i ] :=(b [ i ] -s)/a [ i , i ] ; 
end; 

for i := 1 to 3 do 
write1n ('x' , i , '=' ,x [ i ] ) ;  
Read1n ;  
end .  

Пример 2.49.  Решить систему линейных уравнений {х1 - х2 + х3 = 2 ; 
2х 1 - х2 + х3 : 3; 
х1 + х2 - 2х3 - -3 

методом Гаусса с точностью до 0 ,000 1 .  
Решение 
Определитель системы не равен нулю,  поэтому система с о 

вместна и определена (решение единственно) .  Выпол н и м  преоб 
разования. 
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Первое уравнение оставим без изменения. Для того чтобы 
избавиться от первого неизвестного во втором и третьем уравне
ниях,  к ним прибавим первое, умноженное на -2 в первом слу
чае и на - 1 во втором {х 1 - х2 : х3 • = 2; х2 - х3 - - 1 , 2х2 - 3х3 = -5 . 

Теперь избавимся от второго неизвестного в третьем уравне
нии . Для этого второе уравнение умножим на  -2 и прибавим к 
третьему. Получим эквивалентную заданной систему треуголь
ного вида {х 1 - х2 + х3 = 2; х2 - х3 = - 1 ; -х3 = -3. 

Решаем систему снизу вверх. Из третьего уравнения имеем х3 = 3 и, подставляя его во второе уравнение,  находим х2 = 2. По
ставив найденные неизвестные в первое уравнение, получим х, = \ .  

Таким образом, получим решение системы: х1 = 1 , Х2 = 2, х3 = 3. 
Провер ка: {1 - 2 + 3 = 2; 2 - 2 + 3 = 3; 1 + 2 - 2 · 3 = -3. 
Получили три тождества. 

Подпрограмма 1 
Формальные параметры процедуры :  входные: n - порядок системы; А - массив коэффициентов 

системы размером n х п;  В - массив-строка свободных членов; выходные: х - массив-строка, в который помещается реше
ние системы .  

Procedure GAUS (N : integer; А :  mas; В :  mas l ; VAR Х :  mas l ) ;  ТУ Р Е  MST = ARRA У [ l . .  N] OF REAL; 
MSS = ARRAY [ l  . .  N] OF MST; 

VAR А !  : MSS;  В!  : MST; 
1 ,  J ,  М, К : integer; Н : rea l ;  
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B EG I N  
F O  R 1 := 1 t o  N do 

BEGIN 
В \ [ 1 ]  := В [ ! ] ;  
FOR J : =  1 t o  N D O  А \  [ I ,J ]  := A[ I ,J ] ; 
END;  

FOR 1 := 1 ТО N- 1 DO 
FOR J := 1+ 1 ТО N DO 

BEGIN 
A \ [J , I ]  :=- A \ [J , I ]  1 А \ [ 1 , 1 ] ; 
FOR К := 1+ 1  ТО N DO A\ [J , K] := А\ [J ,K] + A \ [J , I ] *Al [ I ,K] ; 

B \ [J ]  := B I [J ]  + B I [ I ] *A l [J , I ] ; 
END;  

X [N] := B l [N ]  1 A I [N ,N ] ;  
FOR 1 : =  N- 1 DOWNTO 1 DO 

BEG I N  
Н := В \ [ 1 ] ;  
FOR J : =  1+ 1  ТО N DO Н := Н - X[J ] *A l [ I ,J ] ;  
X [ l ]  : =  Н 1 А \  [ 1 , 1 ] ; 

END;  
EN D; 

Если необходим контроль за невырожденностью матрицы А, 
то можно предложить воспользоваться другой процедурой 
GAUS I .  

В отличие от первой процедуры в данном случае в выходных 
параметрах есть переменная tol, возвращающая О при нормаль
ном завершении работы процедуры ,  или 1 , если на главной диа
гонали один из элементов равен О, или 2 ,  если матрица А раз
мерностью больше чем 50 х 50. 

Подпрограмма 2 

Procedure GAUS I (N: integer; А : mas; В :  mas l ;  
VAR Х :  mas l ; YAR TOL : integer) ; 

ТУРЕ M ST = array [ 1  . .  50] OF rea l ;  
MSS  = array [ 1  . . 50] OF M ST; 

VAR A l  : MSS ;  B l : M ST; 
1 , J , М, К :  integer; Н : real ; 

BEGIN  
FO R 1 := 1 Т О  N DO 

BEG IN 
В \ [ 1 ]  := B [ l ] ;  
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FOR J := 1 ТО N DO Al [ I ,J ] := A[ I ,J ] ; 
EN D; 

TOL := О ;  
IF  N > 50 TH EN BEG I N  TOL := 2 ;  ЕХП; EN D; 
FO R 1 := 1 ТО N - 1  DO 

FOR J := 1+1 ТО N DO 
BEGIN 
I F ABS(A I [ I , I ] )<  I .OE- 1 0  TH EN 

BEG I N  
TOL : =  1 ;  ЕХIТ; 
EN D; 

A I [J , I ]  :=- A I [J , I ]  1 A l [ l , l ] ; 
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FOR К := 1+1 ТО N DO A I (J , K] := Al [J , K] + A I [J , I ] *A I [ I , K] ; 
B I [J ] :=  B I [J ] + B I [ I ] *A I [J , I ] 

EN D;  
IF  ABS(A I [N ,N ] ) < I .OE- 1 0  TH EN 

B EG I N  
TOL := 1 ;  ЕХП; 
EN D;  

X[N ] := B I [N ]  1 A I [ N , N ] ;  
F O R  1 : =  N- 1  DOWNTO 1 DO 

BEG IN 
I F  ABS(A 1 [ 1 , 1 ] ) < 1 .0Е- 1 0  TH EN 

B EG IN  
TOL := 1 ;  ЕХП; 
END;  

н := 8 1 ( 1 ] ; ·  
FOR J : =  1 + 1  ТО N DO Н := Н - X(J ] *A I [ I ,J ] ; 
X[ l ] := Н 1 А 1 [ 1 , 1 ] ; 
EN D;  

EN D;  

Пример 2.50. Решить систему линейных уравнений , задан-
1-!ую матрицей 

! . · А 
� \' ; '  

в . с  -- � D 
1 1 0  4 о 1 3  

2 2 1 0  5 1 4  

3 о 2 1 0  1 5  
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Решение 
Приводим исходную матрицу к виду 

1 ;Ш · ; 'х ·· · !Р В • ·· ·  : '1!  .,,,.'D 
9 1 0,4 о 1 ,3 

1 0  о 9 ,2  5 1 1 ,4 

1 1  о о 8,9 1 3  1 2 ,52 1 74 

Используем формулье 

Х1 = (D1 - В1В14)/А 1 ; Х2 = (D1 0 - С1 0В1 5)/В10 ; Х3 = D1 /C1 1 •  
Находим аргументы: 

х, = 1 , 1 09758 

Х2 = 0,475606 

Хз = 1 ,404885 

Программа 

unit gauss; 
{ ----------------------------} 
i nterface 
const ndim = 20; 
type 

d_vector = array[ l .. ndim] of douЬ!e; 
d_matrix = array[ l  . .  ndim , l . .  ndim] of douЬ!e ;  

procedure leq( а :  d_matrix; var Ь :  d_vector; n : word) ;  
implementation 
{ ----------------------------} 
prt>cedure leq( а :  d_matrix; var Ь :  d_vector; n :  word) ;  
{ Решение системы линейных уравнений методом Гаусса. 
На входе - матрица системы а, число уравнений n и вектор-столбец Ь. 
На выходе решение системы содержится в векторе Ь} 
var 

i j ,k , l  : word ;  
s , t  : douЬ!e ;  

begin 
if (n  > ndim) then n := ndim;  

{ Каждое уравнение делится на  наибольший элемент 
соответствующей строки матрицы а} 
for i := 1 to n do 



begin 
s := abs(a [ i ,  1 ] ) ;  
for k := 2 t o  п do 
begin 
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t := abs(a [ i , k] ) ;  if ( t > s )  then s := t ; 
end; 
for k := 1 to п do a [ i , k] := a [ i , k]/s; b [ i ]  := b [ i ]/s; 
end; 

{ Прямой ход } 
for k :=  1 to п do 

begin 
{ Поиск j-го уравнения, имеющего наибольший a[j, jj }  

j := k;  s := abs(a [k ,k] ) ;  
for i := (k+ 1 )  t o  п do 
begin 
t := abs(a [ i , k] ) ;  
i f  ( t > s )  then begin s := t ;  j := i ;  end 
end; 

{ найденное уравнение меняется местами с текущим k-м} 
if ( j <> k) then 
begin 
for 1 := k to п do 

begin s := a[j , 1] ;  a[j , 1] := a[k , 1] ; a [ k, 1 ] := s ;  end; 
s := b[j] ;  b [j] := b [k] ; b [k] := s ; 

end; 
{ делим k-e уравнение на a[k,kЛ 

s := a [k ,k] ; a [k ,k] := 1 .0 ;  
for 1 : = (k+ l )  to п do a[k , 1 ]  := a [k , 1]/s; b [k] := b [k]/s; 

{ в этом цикле - исключение столбца ниже диагонали} 

for i := (k+ l )  to п do 
begin 
s := a [ i , k] ;  a [ i , k] := 0 .0 ;  
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for 1 := (k+ l )  to п do a [ i , l ]  : = a [ i , l ]  - a [k , l ] *s ;  b [ i ] := b [ i ] - b [k] *s 
end; 

end; 
{ Обратный ход} 
for i := (п- 1 )  downto 1 do 

begin 
s : = b [ i ] ; 
for k := ( i+ . )  to п do s := s - a [ i ,k] *b [k] ; b [ i ] := s 
end 

end ; 
End. 
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Пример 2.5 1 .  Решить систему линейных уравнений методом 
Гаусса с точностью до 0 ,00 1 :  

Решение 

{3 ,2х 1 + 5,4х2 + 4,2х3 + 2,2х4 = 2,6 ; 
2 , lx 1 + 3 ,2х2 + 3 , lx3 + l , lx4 = 4,8 ; 

l , 2x 1 + 0 ,4х2 - 0 ,8х3 - 0 ,8х4 = 3 ,6 ; 
4,7х 1 + 1 0 ,4х2 + 9 ,7х3 + 9 ,7х4 = -8,4. 

В данной программе реализован метод Гаусса со схемой час
тичного выбора. 

В переменную n вводится порядок матрицы системы. С по
мощью вспомогательной процедуры ReadSystem в двухмерный 
массив а и одномерный массив Ь вводится с клавиатуры расши
ренная матрица системы ,  после этого оба массива и переменная 
n передаются функции Gauss. В фукции Gauss для каждого k-го 
шага вычислений выполняется поиск максимального элемента в 
k-м столбце матрицы , начиная с k-й строки . Номер строки, со
держашей максимальным элемент, сохраняется в переменной /. 
В том случае если максимальный элемент находится не  в k-й 
строке , строки с номерами k и 1 меняются местами . Если же все 
эти элементы равны нулю, то происходит прекращение выпол
нения функции Gauss с результатом fa!se. После выбора строки 
выполняется преобразование матрицы по методу Гаусса. Далее 
вычисляется решение системы и помещается в массив х. Полу
ченное решение выводится на экран с помощью вспомогатель
ной процедуры WriteX 

Программа 

Program MetGauss; 
Uses CRT; 
Const maxn = 1 0 ;  
Туре 

Data = Real ;  
Matrix = Array[ l . .  maxn , l . . maxn] of  Data ;  
Yector = Array[ l . . maxn] of Data; 

{ Процедура ввода расширенной матрицы систем ы } 
Procedure ReadSystem(n: l nteger; var а: Matrix; var Ь: Yector) ; 
Уа г 

i , j, г: l nteger; 1 
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r := WhereY; GotoXY(2 , r) ; Write('A') ; 
For i := 1 to n do begin 

GotoXY(i*6+2 , r) ; Write(i) ; GotoXY( 1 ,  r+i+ 1 ); Write ( i : 2 ) ;  
end; 

GotoXY((n+ l )*6+2 , r) ; Write('b') ; 
For i := 1 to n do begin 
For j := 1 to n do begin 

GotoXYU * 6 + 2 ,  r + i + 1 ) ;  Read(a[ i , j ] ) ;  
end; 

GotoXY((n + 1 )  * 6 + 2, r + i + 1 ) ;  Read(b[ i ] ) ; 
end; 

End; 
{ Процедура вывода результатов } 
Procedure WriteX(n : I nteger; х: Vector) ; 
Уа г 

i: l nteger; 
Begin 
For i := 1 to n do Writeln('x' , i , ' =  ' , x [ i ] ) ;  
End; 

{ Функция , реализующая метод Гаусса } 
Function Gauss(n: Integer; а: Matrix; Ь: Yector; var x:Yector) : Boolean; 
Уа г 

i , j , k, 1 :  I nteger; 
q, т, t : Data ; 

Begin 
For k := 1 to n - 1 do begin 

{ И щем строку 1 с максимальным элементом в k-м столбце} 
1 := О ;  т := О ;  
For i := k to n do 
If  Abs(a [ i , k] ) > т then begin т := Abs(a [ i ,  k] ) ;  1 := i ;  end;  
{ Если у всех строк от k до n элемент в k-м столбце нулевой , 

то система не и меет однозначного рещения } 
If 1 = О then begin Gauss := false ; Exit; end; 
{ Меняем местам и 1 -ю строку с k-й } 
I f  1 <> k then begin 

For j := 1 to n do begin 
t := a [k , j ] ; a [ k ,  j ] := a[l , j ] ; a [ l ,  j ] := t ;  
end;  

t :=  b [k] ; b [k] := b [ l] ; b [ l ]  := t ;  
end;  
{ Преобразуем матрицу } 

For i := k + 1 to n do begin q := a [ i ,  k] j a [k, k] ; 
For j := 1 to n do lf j = k then a [ i ,  j ] := О 
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else a [ i ,  j] := a [ i ,  j ] - q * a [k, j] ; b [ i ] := b[ i ]  - q * b[k] ; 
end;  

end;  
{ Вычисляем решение  } 
х [п] := Ь[п] 1 а[ п,  п] ; 
For i :=  п - 1 downto 1 do begin t := О;  

For j := 1 to n- i  do t := t + a [ i ,  i + j ]  * x[ i + j] ; 
x [ i ]  := ( 1  1 a [ i ,  i ] )  * (b [ i ]  - t) ; 

end;  
Gauss := true ; 

End; 
Уа г 

п, i: I nteger; 
а: Matrix ; 
Ь, х: Vector; 

Begin 
ClrScr; 
Writeln( 'Peш. систем лин .  уравнений по методу Гаусса') ; 
Write ln ;  
Write ln( 'Bвeдитe порядок матрицы системы (макс. 1 0) ' ) ;  

Repeat 
Write( '>') ; Read(n) ;  
U nti l  (п > О) and (n <= maxn) ; 

Writeln;  
Writeln( 'Bвeдитe расширенную матрицу системы' ) ;  
ReadSystem(n ,  а ,  Ь) ; Writeln ;  
If Gauss(n, а ,  Ь ,  х) then begin 

Wгitеlп('Результат вычислений методом Гаусса') ; 
WriteX{n , х) ; 

end 
else 
Writeln( 'Дaннyю систему невозможно решить по методу Гаусса') ; 
-Write ln ;  

Readln ;  
End. 

Ответ: х1 = 5 ,  х2 = - 4, х3 = 3 , х4 = -2. 
2. 5. 3 .  Метод Жордана - Гаусса 

�етод �ордана -- Гаусса используется для реlllения систем 
линейных алгебраических уравнений , нахождения обратной м ат
рицы , нахождения координат вектора в заданном базисе , оты -
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скания ранга матрицы.  Метод является модификацией метода 
Гаусса. 

Алгоритм 
l .  Выбирается первая колонка слева, в которой есть хоть 

одно отличное от нуля значение . 
2 .  Если самое верхнее число в этой колонке есть нуль, то ме

няется вся первая строка матрицы с другой ее строкой , где в 
этой колонке нет нуля .  

3 .  Все элементы первой строки делятся на верхний элемент 
выбранной колонки. 

4 . Из оставшихся строк вычитается соотвественно много
кратно первая строка с целью получить первым элементом каж -
дой строки (кроме первой) нуль.  

· 

5 .  Вычеркивается первая строка и первая колонка и на остав
шейся матрице повторяем предыдущие шаги . 

2. 5 . 4 .  Метод Крам ера 

Метод Крамера (правило Крамера) - способ решения квад
ратных систем линейных алгебраических уравнений с иенуле
вым определителем основной матрицы (причем для таких урав
нений решение существует и оно единственно) .  

Описание метода. Для системы n линейных уравнений с n не
известными (над произвольным полем) {а���� 1

1
.
Х

Х 
• • ',· -�- •• : : . � -�-��-��- -�· ��-; 

+ . . . + а ппхп = bn 
с определителем матрицы системы д, отличным от нуля , реше
ние записывается в виде 

где 

a n l ' ' ' a n,i- l bn a ll.i+ l ' ' ' a n" 
( i-й столбец матрицы системы заменяется столбцом свободных 
'I.11енов) .  
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Пусть дана система линейных уравнений с двумя неизвест
ными:  

{a l l x l + а 1 2Х2 = с 1 ; 

a2 1 x l + а22х2 = с2 . 

Если главный определитель системы отличен от нуля,  то 
система имеет решение, притом единственное. Решение системы 
определяется формулами 

где х1 ,  х2 - корни системы уравнений ; � - главный определи
тель системы ; �1 ,  �2 - вспомогательные определители .  

Главный определитель системы вычисляется по схеме: 

Вспомогательные определители :  

Пример 2.52. Решить систему линейных уравнений {Зх1 + 4х2 - 5х3 = �; . 

-2х1 + 5х2 - 3х3 - 4, 
2х1 - Зх2 + х3 = 2 

а) с помощью обратной матрицы ; 
б) с помощью формул Крамера. 

Решение {Зх 1  + 4х2 - 5х3 = 6 ; 
а) -2х 1 + 5х2 - 3х3 = 4; 

2х 1 - Зх2 + х3 = 2; 
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д =  -2 5 -3 = 3 о 5 о 1 + 4 о (-3) о 2 + (-5) о (-2) о (-3) - (-5) х 

2 -3 

Ответ: 

х 5 о 2 - 3 . (-3) . (-3) - 4 о (-2) о 1 = -8 +'= О .  

- 4  - 4 - 4 - 4  1 1  1 3  
А = 1 1  1 3  1 7  - т  А = - 4  1 3  1

9 

1 3  1 9 23 - 4 1 7  23 

4 - 1 1  - 1 3  
- - -

- 4  1 1  1 3  8 8 8 

А - 1 
= - .!. - 4  1 3  1 9 4 - 1 3  - 1 9 

-

8 - 4  1 7  23 
8 8 8 
4 - 1 7  -23 

- - -

8 8 8 

4 - 1 1  - 1 3  -46 
- - -

8 8 8 6 8 
4 - 1 3 - 1 9 

о 4 = 

-66 
- -

8
- '  

8 8 8 
2 4 - 1 7 -23 -

9

0 
- -

8 8 8 8 

4 . ( - 1 1 ) 
(

- 1 3 ) 
(
- 46

) 

8 0 6 + -
8
- 0 4 + -

8
- 0 2 = -

8
- '  

4 
( 

- 1 3 ) 
( 

- 1 9 ) 
( 
- 6

6 ) 

8 0 6 +  -
8
- · 4 + -

8
- · 2 =  -

8
- '  

4 
(

- 1 7 ) 
(

-23 ) 
(
-

9

0
) 

8 ° 6 +  -
8
- · 4 + -

8
- · 2 = -

8
- о 

(
- 46

) 
Х1 = -

8
- = -5,75 ,  

(
-66

) (
-

9

0
) 

х2 = -
8
- = -8 ,25 ,  х3 = -

8
- = - 1 1 , 25 0  
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б) -2х 1 + 5х2 - 3х� � 4; 

2х 1 - 3х2 + х3 - 2,  

3 4 -5 
� = -2 5 -3 = 3 о 5 о 1 + 4 о (-3) о 2 + (-5) о (-2) о (-3) - (-5) х 

2 -3 

х 5 . 2 - 3 . (-3) . (-3) - 4 . (-2) . 1 = -8 ;t О. 

6 4 -5 
х, = - .!. 4 5 -3 = -.!. (6 1 5 -3 1 - 4 1 4 -3 1 - 5 1 4 �3 1 ) =  

8 
2 -3 1 

8 -3 1 2 1 2 

1 ( 46 ) = - 8 (6 о (5 - 9) - 4 о (4 + 6) - 5 о (- 1 2 - 1 0)) = - 8  = -5 ,75 . 

3 6 -5 
1 1 1 4 -3 1 1 -2 -3 1 1 -2 4

1 х2 = - 8 -

2

2 � -
1
3 = - 8  (3 

2 1 
- 6 

2 1 
- 5 

2 2 
) = 

1 ( 66 ) = - 8 (3 о (4 + 6) - 6 о (-2 + 6) - 5 о (- 4 - 8))  = - 8  = -8 ,25 . 

3 4 6 
1 1 1 5 4 1 1 -2 4 1 1

-2 5

1 х3 = - - -2 5 4 = - - (3 - 4 + 6 ) = 
8 2 -3 2 

8 -3 2 2 2 2 -3 

1 ( 90 ) = - 8 <3 - ( 1 0 + 22) - 4 · (-4 - 8) + 6 · (6 - l o)) = - 8  = - 1 1 ,25 . 

Ответ:  х1 = (-�6 ) = -5 , 75 ,  

х3 = (-
9
8
° ) = - 1 1 , 25 .  

х = (-
66 ) = -8 25 2 8 

' ' 



2.5. Системы уравнений 129 

Пример 2 .53. Определить, является ли система совместной и 
сколько решений она имеет 

Решение [-3 
А =  

� 

j-3x 1 + 4х2 - 5х3 =
.
6 ; 

3х 1 + 3х2 - 5х3 = 8 , 
4х1 - 5х2 + х3 = 2. 

4 3 =�] ' -5 1 

-3 4 
М =  3 3 

4 -5 

[-3 
в = 

� 
-5 
-5 = 1 09 7' 0 ; 
1 

М =  1 09 * О , следовательно rang (А) = 3 . -3 -5 6 

L'!. l = 3 -5 8 = -62 * О ; 
4 1 2 

4 -5 6 

L'\.2 = 3 -5 8 = 26 * О; 

-5 2 

-3 4 6 

L'!.з = 3 3 8 = - 1 96 7' 0. 
4 -5 2 

Следовательно , rang (В) = 3 . 
Так как rang (А) = rang (В) ,;" 3 , то  система совместна. Так как 

rang (А) = rang (В) = n, то система имеет единственное решение.  

Пример 2.54. Решить систему уравнений 1 2 ' по 
{2х - 3х = -5 · 
5х 1 + 7х2 = 3 1  

Формулам Крамера. 
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Решение 
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1
2 -3

1 
д 

= 5 7 
= 2 о 7 - ( -3) о 5 = 2

9

; 

Ml = = (-5) 0 7 - (-3) 0 3 1  = -35 + 
9

3 = 58 ; 
1
-5 -3

1 

3 1  7 1
2 -5

, 

д.Х2 = 5 3 1  = 2 о 3 1  - ( -5) о 5 = 62 + 25 = 87; 

Ответ: х1 = 2 ;  х2 = 3 . 
Программа 

program komi l ; {Метод Крамера для системы } 
\abel Out ; {уравнений  с двумя неизвестными}  
var а: аггау[ l o o2 ,  l o o3] of  integer; 

x,y,dx,dy,d:real ; ij : integer; 
begin 
for i := l to 2 do 
for j:= l  to 3 do readln(a[ i j] ) ;  

d:=a[ 1 ,  l ] *a[2 ,2]-a[2 ,  l ] *a[ 1 ,2] ; 
if d=O then begin 
wгitеlп('Единственноrо решения нет' ) ;  goto Out; end; 
dx:=a[ 1 ,3]*а[2,2]-а[2,3]*а[ 1 ,2] ; 
dy:=a[ 1 , 1 ] *а [2,3]-а [2 , 1 ] *а[ 1 ,3] ;  
x:=dx/d; y:=dyjd ; 

writeln('x=' ,х) ; writeln('y=' ,у) ; 
Readln;  
Out :  endo 

2.5 .4. 1 .  Снетема линейных уравнений с тремя ненэвестнь1мн 

Если главный определитель системы 

{а 1 1 х 1 + а 1 2х2 + а 1 3х3 = с 1 ; 

a2 1 x l + а22х2 + а2З хз = с2 ; 

G з 1 Х 1 + йз2 Х2 + G зз Хз = Сз 
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отличен от нуля,  то система имеет решен ие ,  притом единствен
ное. Решение системы определяется формулами 

t':!.x 
х =

--1 .  

1 

д ' 

t':!.x 

х =
--2 .  

2 

д ' 

где х1 , х2 , х3 - корни системы уравнений ; д - главный опреде
литель системы;  дх1 0 д х

2 , д х3 - вспомогательные определители.  
Главный определитель системы вычисляется по схеме : 

й 1 1 й 1 2 

д = 02 1  022 

0з 1 0з2 0зз 0з 1 0з2 

= а н йп йзз + а 1 2 ав а з 1 + а 1 з 0
2 1 °з2 - а 1 з ап аз 1 - а 1 1 а 2з аз2 - а 1 2 а2 1 °зз · 

Вспомогательные определители:  

c l й 1 2 а 1 з 
c l й 1 2  

t':!.x l с2 ап а2з с2 Оп 

Сз 0з2 0зз Сз а 32 

= с 1 апа зз + а 1 2 а 2з Сз + а 1 3 с2 а32 - а 1 зап сз 
-

С 1 °2з а32 

a l l c l а i З 
0 1 1  

c l 
t':!.x2 й2 1 с2 О в 02 1 с2 

йз 1 Сз йзз йз 1 Сз 

й 1 1 й 1 2  С 1 й 1 1 й 1 2 

t':!.хз й2 1  й22 С2 й 2 1 Оп 

йз 1 йз2 Сз й з 1  й з2 

Пример 2 .55 .  Решить систему уравнений 12х + у + z = 7 ;  
х + 2у + z = 8 ; 
х + у +  2z = 9 

llo формулам Крамера. 
9•  

- а 1 2 с2азз ; 
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д = 
2 2 

2 
2 

2 = 

= 2 . 2 . 2 + 1 . 1 . 1 + 1 . 1 . 1 - 1 . 2 . 1 - 2 . 1 . 1 - 1 . 1 . 2 = 4; 

7 1 1 7 1 
М =  8 2 1 8 2 = 

9 1 2 9 

= 7 . 2 . 2 + 1 . 1 . 9 + 1 . 8 . 1 - 1 . 2 . 9 - 7 . 1 . 1 - 1 . 8 . 2 = 4; 

2 7 1 2 7 
ду = 8 1 8 = 

9 2 9 

= 2 . 8 . 2 + 7 . 1 . 1 + 1 . 1 . 9 - 1 . 8 . 1 - 2 . 1 . 9 - 7 . 1 . 2 = 8; 
2 1 7 2 1 

дz = 2 8 2 = 
9 

= 2 . 2 . 9 + 1 . 8 . 1 + 7 . 1 . 1 - 7 . 2 . 1 - 2 . 8 . 1 - 1 . 1 . 9 = 1 2; 

х = м = i = 1 у - ду - � - 2 z = дz = .!3. = 3. 
д 4 ' 

-
д 

-
4

- ' 
д 4 

Ответ: х =  1 , у = 2 , z = 3 . 

Программа 

program korni2 ;  { Метод Крамера для системы } 
label Out; {уравнений с тремя неизвестными} 
var a:array[ 1 . .  3, 1 . .4] of integer; 

d 1 ,d2 ,x ,y,z,dx,dy ,d ,dz: real ; i j : integer; 
begin 
for i := 1 to 3 do begin 
for j:= 1 to 4 do read(a [ i j ] ) ;  read ln ;  end; 
d 1 :=а [ 1 , 1 ] *а [2 ,2 ] *а [ 3 , 3 ]+а [ 1 , 2] *а [2 ,3 ] *а [ 3 , 1 ]+а [ 1 , 3 ] *а [2 ,  1 ] *а [3 ,2 ] ; 
d2:=a [3 , 1 ] *а [2 ,2 ] *а [ 1 , 3 ]+а [3 , 2] *а [2 ,3 ] *а [ 1 , 1 ]+а[ 3 , 3 ] *а [2 ,  1 ] *а [ 1 ,2 ] ; 
d:=d l -d2 ;  
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if d=O then begin writе ln( 'Единственного решения нет') ; 
goto Out; 
end; 

d 1 :=а[ 1 ,4] *а [2 ,2 ] *а [ З , З]+а [ 1 ,2 ] *а [2 ,3 ] *а [3 ,4]+а [ 1 ,З ] *а [2 ,4] *а [3 ,2] ; 
d2 :=a[3 ,4] *a [2 ,2 ] *a [ 1 , 3 ]+а [3 ,2 ] *а [2 ,3 ] *а [ 1 ,4]+а [З , З ] *а [2 ,4 ] *а [ 1 ,2] ; 
dx:=d l -d2 ;  
d 1 :=а [  1 , 1  ] *а [ 2 ,4 ]*а [ З , З]+а [ 1 ,4] *а [2 , 3 ] *а [ З ,  1 ] +а [ 1 , 3 ] *а [2 ,  1 ] *а [ 3 ,4] ; 
d2:=a [3 ,  1 ] *а [2 ,4 ] *а[ 1 , З]+а [3 ,4] *а [2 , 3 ] *а [ 1 , 1  ]+а [З ,З ] *а [2 ,  1 ] *а [  1 ,4 ] ; 
dy:=d 1 -d2; 
d 1 :=а [ 1 ,  1 ] *а [2 ,2 ] *а [3 ,4]+а [ 1 ,2] *а [2 ,4] *а [З ,  1 ]+а [ 1 ,4] *а [2 ,  1 ] *а [3 ,2 ] ; 
d2 :=a [3 , 1 ] *а [2 ,2 ] *а [ 1 ,4]+а [3 , 2] *а [2 ,4] *а [ 1 , 1  ]+а [3 ,4] *а [2 ,  1 ] *а [ 1 , 2] ; 
dz:=d 1 -d2 ;  x:=dx/d ; y:=dyjd; z:=dz/d ; 
writeln('x=' ,х) ; write1n('y=' ,у) ; write ln( 'z=' ,z) ; 
Readln ;  
Out :  end. 

2.6. Днфференцн�льные уравнения 
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Теория дифференциальных уравнений - раздел математики , 
который занимается изучением дифференциальных уравнений и 
связанных с ними задач . Ее результаты применяются во многих 
естественных науках, особенно широко - в физике. 

Неформально говоря , дифференциальное уравнение - это 
уравнение,  в котором неизвестной величиной является некото
рая фун кция .  При этом в самом уравнении участвует не только 
неизвестная функци� , но и различные производные от нее. 

Дифференциальным уравнением называется уравнение ,  связы
вающее аргумент, функцию этого аргумента и производные этой 
Функции до некоторого порядка включительно. Наивысший по
Рядок производной , входящей в дифференциальное уравнение, 
Называется порядком уравнения .  

Различают обыкновенные дифференциальные уравнения 
(ОДУ) и дифференциальные уравнения в частных производных 
<дУЧП) .  

Первоначально дифференциальные уравнения возникли из 
3адач механики , в которых участвовали координаты тел , их ско
Рости и ускорения , рассматриваемые как функции времени .  

Обыкновенные дифференциальные уравнения - это уравнения 
811да F(t, х, х ', х ", . . . , _х<п>) = О , где х = x(t) - неизвестная функция 
(возможно , вектор-функция ; в таком случае часто говорят о сие-
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теме дифференциальных уравнений) , зависящая от переменной 
времени t, штрих означает дифференцирование по t. Число n на� 
зывается порядком дифференциального уравнения. 

Дифференциальное уравнение в частных производных - это 
уравнение,  содержащее неизвестные функции от нескольких пе�  
ременных и их частные производные. 

Решение задач на нахождение функции по заданным свой � 
ствам сводится к решению уравнения , связывающего искомую 
функцию и величины , задающие ее свойства. Поскольку свой�  
ства функции выражаются через ее производные, то , решая ука
занную выше задачу, приходим к уравнению, связывающему ис
комую функцию и ее производные. Такие уравнения называют
ся дифференциальными. Решая полученное дифференциальное 
уравнение, находят искомую функцию. 

Решением дифференциального уравнения называют любую 
функцию,  при подстановке которой в это уравнение получается 
тождество. График решения дифференциального уравнения на
зывается интегральной кривой этого уравнения. 

2. 6 .  1 .  Численное решение дифференциального 
уравнения 

Решить задачу Коши на примере уравнения первого порядка {: = f(x, у) , а � х � Ь ; 

у(а ) = Уа ·  
(2 .  1 0) 

Уравнения высших порядков можно свести к системе урав
нений первого порядка. Например, уравнение второго порядка 

у " = f(x, у, у ') 
можно переписать в следующем виде : 

z ' = f(x, у, z) ; 

у ' = z, 
где z - новая зависимая переменная , определяемая Вторым 
уравнением. Теперь получается система уравнений относитель-
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но у и z. Решение этой системы дает функцию и ее производ
ную. 

Построение численных алгоритмов решения уравнения 
(2 . 1 О) опирается на  дискретизацию задачи.  Введем в области 

расчета х Е [а , Ь] дискретный набор точек xi = а + hi ,  i =  О, 1 ,  . . .  , 
N, h = (Ь - a)jN, в которых будет вычисляться приближенное ре
шение.  Точки xi будем называть узлами интегрирования или узла

ми сетки (рис. 2 . 1 8 ) ,  расстояние h между узлами - шагом интег

рирования или шагом сетки. Совокупность всех узлов {xi, i = О , 
1 , . . . , N} будем называть сеточной областью или просто сеткой 

узлов. 

у 
т 

1 д у 1 
t 

j 1 

3 
2 
l 

l 2 3 . . .  - ---. n х 

Рис. 2 . 18 .  П рямоугольная сетка 

Также будем пользоваться другими обозначениями: 
{yi, i = О , 1 ,  . . .  , N} - совокупность искомых приближенных 

значений решения задачи в узлах сетки ; 
{/; =/(xi, у) , i =  О ,  1 , . . . , N} - совокупность значений правой 

Части уравнения в узлах. 
Различные совокупности величи н ,  отнесенных к узлам сет

ки , называются сеточными функциями. 

Для характеристики точности численных методов определим 
Ilогрешность приближенного решения следующим образом: 

о =  max ! yi - y(xi ) l , 
1 rде y(xi )  - значение точного решения в узле сетки . 
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Метод, по которому получено численное решение,  является 
методом р-го порядка точности , если  выполняется неравенство 

8 � const · h Р . 

Переходим к обсуждению конкретных методов получения 
приближенного решения задачи в узлах сетки.  

Простейший способ их конструирования опирается на заме
ну производной в левой части уравнения в окрестности каждого 
узла прибл иженным разностным отношением по формулам чис
ленного дифференцирования . 

2.6. 1 . 1 .  Метод Эйлера 

Заменяя в (2 . 1 О) производную в окрестности каждого i- ro 
узла сетки разностным отношением , приходим к методу Эйлера : jyi+l - У; j( ) · О 1 N 1 · � = Х; , У; , 1 = , , . . .  , - , 

Уо - Уа · 
(2 . 1 1 ) 

Алгебраические соотношения между компонентами сеточной 
функции , которыми заменяются исходные дифференциальные 
уравнения в окрестности каждого узла сетки , будем называть 
разностными уравнениями (соотношениями) . 

Замкнутую систему разностных уравнений вместе с дополни
тельными условиями (начальными или краевыми) называют раз
ностной схемой. Таким образом , (2 . 1 1 ) - это разностная схема 
Эйлера. 

Последовательные значения У; вычисляются по формуле 

Y;+ l = У; + hf(x; , У; ) , (2 . 1 2 ) 

которая непосредственно следует из соотношения (2 . 1 1 ) . 
Метод Эйлера имеет очень простую геометрическую интер

претацию. Искомая интегральная кривая у(х) на отрезке [а ;  Ь]  
приближается к ломаной (рис.  2 . 1 9) ,  наклон которой на кажлом 
элементарном участке [х; , xi+ l ] определяется наклоном инте 
гральной кривой уравнения в точке (х; , У; ) . 
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у 

х 

Рис. 2 . 1 9 .  И нтегральная кривая 

Замечание. К этому же методу можно nридти, заменяя nроизводную в урав
нении (2. 1 2) разностным отношением 

f У; -/i - l  = /(Х; ,  у; ) , i = 0, 1, . . .  , N - 1 ;  

lYo = Уа ·  

Последовательные значения У; в этом случае вычисляются 
по формуле 

У; = Yi- i + hf(x; , У; ) . 
Однако при этом возникают некоторые трудности , связан

ные с тем ,  что искомая величина У; входит в правую часть урав
нения , причем , в общем случае ,  нелинейным образом. Эти труд
ности непринципиальны,  достаточно вспомнить о методах реше
ния нелинейных уравнений . 

Например ,  можно предложить следующий итерационный 
Процесс для вычисления приближенного решения в очередном i-м узле 

yJ k > = Yi- i + hf(xk ' Y;( k - 1 > ) , У;(
О ) 

= Yi- i · 
Такого рода методы , в которых для вычисления приближен

Ного решения в очередном i-м узле необходимо дополнительно 
Реwать некоторые уравнения (линейные или нелинейные) , на
зьтваются неявными методами. В противоположность этому мето
дьт , в которых приближенное решение в очередном i-м узле явно 
эьтражается через предыдущие значения у1_ 1 , у1_2 , • • •  , называются 
явными методами. При этом , если для вычисления У; использу
еrся только одно предыдущее  значение у1_ 1 , то метод называется 
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одношаговым, а если несколько предыдущих значений - много

шаговым. Таким образом, метод Эйлера является явным одноша
говым методом (рис. 2 .20) .  

и 

о 

Ошибка 

: "• 
1 "о \ : 

• ) 1 
1 Касательная f (х0, u0 1 
1 1 

Рис. 2.20. Начальный шаг метода Эйлера 

х 

В основе метода Эйлера лежит идея графического построения 

решения дифференциального уравнения. Однако этот метод дает 
одновременно и способ нахождения искомой функции в таблич
ной форме. 

Пусть дано дифференциальное уравнение у ' = f(x, у) .  Найти 
приближенное численное решение этого дифференциального 
уравнения, т. е. составить таблицу приближенных значений 
функции у = у(х) ,  удовлетворяющей заданным начальным усло
виям 

хз xs 

Yt У2 Уз У4 У5 

· х - х 
где Х; = х0 + ih , h = ---0 - шаг таблицы . n 

У6 Уп 

Приближенно можно считать, что правая часть в у ' =f(x, у) 
остается постоянной на каждом из отрезков между точками де 
ления. Метод Эйлера состоит в непосредственной замене произ
водной разностными отношениями по приближенной формуле 

: = f(x, у) ; 
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есЛИ Х = Х1 , ТО 

если х = х2 , то 

если х = х;+ 1 , то 

Y;+ I = У; + hf(x;, у;) , D.y; = hf(x;, у;) .  

Таким образом, получение таблицы значений искомой функ
ции у(х) по методу Эйлера заключается в циклическом примене
нии пары формул 

где k =  О ,  1 ,  2 ,  . . . , n. 
Геометрически Эти формулы означают, что на отрезке 

[х;; Х;+ 1 ] интегральная кривая заменяется отрезком касательной к 
кривой (рис. 2 .2 1 ,  2 .22) .  

у у 
!:J.Y; 

У; 

Хо xl х2 Хз х о Х; Х; + h х 
Рис. 2.2 1 .  И нтегральная кривая Рис. 2.22. Касательная к кривой 

Пример 2.56.  Проинтегрировать методом Эйлера дифферен
Циальное уравнение 

у ' = у - х 

с 1-!ачальными условиями х0 = О ; у0 = 1 , 5 на отрезке [О ;  1 , 5 ]  при 
h :::: 0 ,25 . 
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Решение 

i Х; У; у; = У; - Х; !!,.yi = h;y; 

1 2 3 4 5 

о о 1 , 5 1 , 5 0,375 

1 0,25 1 ,875 1 ,625 0,406 

2 0,5 2,28 1 1 , 78 1 0,445 

3 0,75 2 ,726 1 ,976 0,494 

4 1 3 ,22 2,22 1 0,555 

5 1 , 25 3,775 2,525 0,63 1 

6 1 , 5 4,407 

По начальным данным заполним первую строку в столбцах 
(2) и (3) .  

И з  уравнения у; = У; - Х; вычисляем у; ( i  = О , 1 ,  2 , . . .  , 5) 
в столбце (4) .  

К содержимому столбца (3) прибавляем содержимое столбца 
(5) этой же строки (вычисляем У;+ 1 = У; +  !:.у;) , и результат записы
ваем в столбец (3) следующей строки . Определяем xi+ l = х; + h 
и затем шаги повторяем до тех пор, пока не будет пройден весь 
отрезок. 

Пример 2.57. Решить методом Эйлера дифференциальное 
уравнение у ' =  cos у +  3х с начальным условием у(О) = 1 , 3 на от
резке [О ; 1 ] ,  приняв шаг h = 0,2 . 

Решение 
Табличный способ 

;'" ' ' k 
',,'.,, < xk 

о о 

1 0 ,2 

2 0,4 

,; ; ' " , ' Yk ----
1 , 3 

1 , 35 

1 , 52 

' '  , , ' . ,,, , , ' , ' i'J.Yk = 0,2(cos Yk + 3xk) 
0,05 

0, 1 6  

0,25 

3 0,6 1 , 77 0 ,32 i l 
-11 

4 0,8 2 ,09 0 , 38  1 

5 1 2 ,47 j -
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n�ограмма 

var x,y,a,b ,h : real ; { Метод Эйлера} 
function f(x,y: rea l ) : real ;  
begin f:= соs(у)+З*х; 
end; 

begin 
write ln('ввeдитe у , а, Ь, h') ; readln(y,a ,b ,h) ;  
х:=а ; 
repeat 

write ln(x:O:З , '  ' ,у :О :З) ;  
y:=y+h*f(x,y) ; 
x:=X+h ; 

until x>b+O. I ;  
read ln ;  
end. 

Схема алгоритма показана на рис. 2 .23 .  

/ Вывод х, у /" 
L.-�--.-------"/ ! 

у : = у + hf(x, у) 

х := х + h 

Конец 

Рис. 2.23. Метод Эйлера 
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Пример 2.58. Методом Эйлера решить систему дифференци
альных уравнений 

{у ' = ( z - у)х; 
z ' = ( z + у)х 

с начальными уравнениями у(О) = 1 ; z(O) = 1 на отрезке [О ; 0 ,6] ,  
шаг интегрирования h = 0 , 1 .  

Решение 

,' �;;�),{�; ,t, >:���� д�i4 z;h ll 
о о о о о о 

0, 1 о о 0,2 0,02 

2 0,2 0,004 0,0004 I ,Q2 0,404 0,0404 

3 0,3 1 ,0004 0,0 1 8  0,00 1 8  1 ,06 0,6 1 8  0,06 1 8  

4 0,4 1 ,0022 0,048 0,0048 1 , 1 2  0,849 0,085 

5 0,5 1 ,007 0, 1 00 1  0,0 1 1 ,2 1  1 , 1 07 0, 1 1 07 

6 0,6 1 ,0 1 7  1 , 3 1 7  

2.6. 1 .2. Метод Рунrе - Кутта второrо порядка 

Рассмотрим метод Рунге - Кутта второго порядка (метод 
Эйлера - Коши).  

В этом методе величины у1+ 1 вычисляются по следующим 

формулам (рис. 2 .24) : 

h 
�У1 1 = 2 f(x; , У; ) , 

h 
�У12 = 2 f(x1 + h , у1 + hf(x1 , у1 ) ) .  

Тогда 

_ + h f(x; , У; ) + f(xt+ l , У; + hf(x1 , у1 )) 
Yi+l - У; 

2 
· 

Обозначим 
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у 

о Хо + h/2 Хо + h х 

Рис. 2.24. Метод Эйлера - Коши 

у . = у + h f(X; , Y; ) + /(X;+ l ' y;+ , )) 
l+ l  1 

2 
. 

143 

Геометрически это означает, что определяется направление 
интегральной кривой в исходной точке (х;, У;) и во вспомогатель
ной точке (x;+ I , у;+ , ) , а в качестве окончательного выберем сред
нее из этих направлений.  

Пример 2.59. Решить методом Эйлера дифференциальное 
уравнение у ' =  cos y + Зх методом Рунге - Кутта второго по
рядка (начальное условие у(О) = 1 , 3 на отрезке [О ; 1 ] ) .  

!!рограмма 

Program Rumge ; { Метод Рунге - Кутта 2-ro порядка} 
Uses Crt; 
var z,x,y,a,b ,h : real ; 

function f(x,y:real ) : real ; 
begin 

begin 
ClrScr; 

f:= соs(у)+З*х; 
end; 

write ln( 'Bвeдитe у, а ,  Ь ,  h') ; readln(y,a,b ,h ) ;  х:=а; 
repeat 

write ln(x:O :З , '  ' ,у :О :З) ;  
z:=y+h*y*( 1 -х) ; 
y:=y+h*(f(x,y)+f(X+h,z))/2 ;  x :=X+h ; 

until x>b+O. I ;  
readkey; 
end. 
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2.6. 1 .3 .  Метод Рунге - Купа 4-го порядка 

В вычислительной практике наиболее часто используется м е 
тод Рунге - Купа четвертого порядка. В этом методе величины 
У;+ 1 вычисляются по следующим формулам: 

11у; = h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6 ,  где i = О, 1 , . . .  ; 

k1 = f(x;, у;) ; 

k2 = f(x; + h/2 , У; + hk/2) ; 

k3 = f(x; + h/2 , У; + hk2/2) ; 

k4 = f(x; + h, У; + hk3) . 

Пример 2.60.  Пусть дано дифференциа.пьное уравнение у '  = 
= у - х с нача.пьным условием у( О) = 1 , 5 .  

Найти с точностью Е =  0 ,0 1 решение этого уравнения мето-
дом Рунге - Купа при х = 1 , 5 . 

Решение 
Пусть h = 0,25 . 
Весь отрезок интегрирования [О ;  1 , 5 ]  разобьем на шесть час

тей точками :  
х0 = О;  
х1 = 0, 25 ;  

х2 = 0, 5 ; 
х3 = 0 ,75 ;  

х4 = 1 ; 
х5 = 1 , 25 ; 
х6 = 1 , 5 . 

Из нача.пьных условий имеем х0 = О; у0 = 1 , 5 .  
Найдем первое приближение 

Используя формулы метода Рунге - Купа, получаем 

k1 = (у0 - X0)h = 1 , 5 · 0 ,25  = 0 ,375 ;  

k2 = [ (у0 + �) - (х0 + �)] h  = [ ( l , 5 + О ,  1 87) - О ,  1 25] · 0 ,25  = 0 , 39 ; 
2 2 
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k2 h k3 = [ (Уо + 2) - (Х0 + 2)] h  = 0 , 392 ; 

k4 = [ (у0 + k3) - (х0 + h) ] h  = 0 ,4 1 .  
1 

следовательно дуо = 
6(0, 375 + 2 . 0 , 39 + 2 . 0 , 392 + 0,4 1 )  = 0, 392 .  

Отсюда 
у1 = 1 , 5  + 0 , 392 = 1 , 892 и т. д. 
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Пример 2.61 .  Проинтегрировать дифференциальное уравне-
ни е 

dy = х2 + 2у 2 + 3е 
4 

dx 
методом Рунге - Кутта на отрезке [О ;  2] и выдать на печать зна
чение функции в каждой двадцатой точке . В качестве шага ин
тегрирования можно взять h = 0,005 ,  в качестве начальных усло
вий - у(О) = 1 .  

Программа 
F(X,Y) - подпрограмма-функция (правая часть уравнения) 

Program Dif; 
Uses Crt ;  
Const Н= 0.005 ; 
Yar X,Y: Real ;  

FI , F2 , FЗ , F4 : real ; 
I ,N : I nteger; 

Begin 
ClrScr; 

I Q - 1 335 

Х:=О; У:= \ ;  N :=20; 
For 1 := 1 ТО N DO 
Begin 

Х:=Х+Н ;  
F l :=H*F(X,Y) ;  
F2 :=H*F(X+H/2 . ,Y+F l /2 . ) ;  
FЗ :=H*F(X+H/2 . ,Y+F2/2 . ) ;  
F4:=H*F(X+H ,Y+F3) ; 
У:=У +( F l  +2* F2+2* F3+F4)/6 ; 

End;  
Writeln( 'Y=' ,  У: 8 : 3 )  
Readkey; 
End. 
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Замечание. Метод Рунге- Кугrа для решения дифференциального уравнения 

dy 
- = F(x, у) dx 

сводится к последовательному вычислению следующих равенств 

х1•1 = х1 + h; 

k1 = hF(x1,  у; ); 

k2 = hF(x1 + � ·  у1 + 1>; 
k3 = hF(x1 + � · у1 + �2 ); 
k4 = hF(x1 + h, у1 + k3 ); 

У1•1 = У1 + i (k1 + 2k2 + 2k3 + k4), где i = 1 ,  . . . , n. 

Пример 2 .62.  Решить дифференциальное уравнение 

dy = cos y + Зх 
dx ' 

у(О) = 1 , 3 на отрезt<е [О; 1 ]  методом Рунге - Кутта 4-ro порядка. 

Программа 

Program Runge; { Метод Рунге - Kyrra 4-ro порядка} 
var k l ,k2 ,k3 ,k4,x,y,a ,b ,h ,d :real ;  

function f(x,y:real) : real ; 
begin f:= соs(у)+З*х ;  
end; 

begin 
writeln( 'Bвeдитe у, а, Ь ,  h') ; readln(y,a,b ,h) ;  
х:=а; 
repeat 

write ln(x:O :З , '  ' ,у :О :З ) ;  
k l :=f(x,y) ; 
k2 :=f(X+h/2 ,y+h*k 1 /2) ;  
k3 :=f(X+h/2,y+h*k2/2) ; 
k4:=f(X+h,y+h*k3) ; 
d :=(k l +2*k2+2*k3+k4)/6 ; 
y:=y+d ;  x:=X+h ; 

until x>b+O. l ;  
readln ;  
end. 
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2.1. Аппрокснмацня 

Аппроксимация , или приближение , - замена одних матема

тических объектов другими ,  в том или ином смысле близкими к 
исходным. Аппроксимация позволяет исследовать числовые ха

рактеристики и качественные свойства объекта, сводя задачу к 
изучению более простых или более удобных объектов (напри
мер, таких, характеристики которых легко вычисляются или 

свойства которых уже известны) . В теории чисел изучаются дио
фантовы приближения , в частности приближения иррациональ
ных чисел рациональными . В геометрии рассматриваются ап
проксимации кривых ломаными.  Некоторые разделы математи
ки в сущности целиком посвящены аппроксимации ,  например 
теория приближения функций ,  численные методы анализа. 

Аппроксимацией (приближением) функции f(x) называется 
нахождение такой функции g(x) (аппроксимирующей функции) , 

которая была бы близка заданной . Критерии близости функций 

f(x) и g(x) могут быть различные. 
В том случае ,  когда приближение строится на дискретном 

наборе точек, аппроксимацию называют точечной или дискрет
ной. В том случае ,  когда аппроксимация проводится на непре
рывном множестве точек (отрезке) ,  то аппроксимация называет
ся непрерывной или интегральной. Примерам такой аппрокси
мации может служить разложение функции в ряд Тейлора, т. е .  
замена некоторой функции степенным многочленом. 

Например: 
• для приближенного вычисления интеграла используется 

формула прямоугольников или формула трапеций , или бо
лее сложная квадратурная формула. Фактически при этом 
происходит приближение подынтегральной функции сту
пенчатой функцией или вписанной ломаной ; 

• для вычисление значений сложных функций часто исполь
зуется вычисление значения отрезка ряда, аппроксимирую
щего функцию (рис. 2 .25) . 

�грамма 

I O• 

program Kram; 
uses CRT; 
const n=25 ; 
type 
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1 

х 

а 

R 

х 

б 

Рис. 2.25. Иллюстрация метода параболической аппроксимации :  
а - решение найти можно; б - решение найти нельзя ; 1 - функция,  экстремум 
которой ищется ; 2 - аппроксимирующая парабола первого этапа, построенная 
по точкам х1 , х2, х3 ; 3 - аппроксимирующая парабола второго этапа, построен
ная по точкам х2, х3 , х4; х3 - середина исходного интервала; х2 , х4 - точки мак-

симума первой параболы;  х5 - точ ка максимума второй параболы 

TArrayXY = array[ 1 . . 2 ,  l . .  n ]  of rea l ;  
TArray = array[ l . .  n] of real ; 
var 
SumX,Sum Y,SumX2, SumXY, SumX3 ,SumX4, SumX2Y, SumLn У, 
SumXLnY: rea1 ;  
OPR1 in ,OPRkvadr ,OPRa l ,OPRa2 ,0PRa3 : rea1 ;  
а l l in ,a2 1 in ,a 1 kvadr,a2kvadr,a3kvadr,a 1 exp,a2exp ,cexp : rea1 ;  
Xsr,Ysr, S 1 , S2 ,S3 ,S1 in ,Skvadr,Sexp: rea1 ; 
Kkor, KdetLin,  KdetK vadr, KdetExp : rea 1 ;  
i :byte ; 
const 
ArrayXY:TArrayXY=(( 1 2 . 85 ,  1 2 . 32 ,  1 1 .43 , 1 0 . 59 , 1 0 .2 1 , 9 . 65 ,9 . 63 ,9 .22 , 8 .44 , 
8 .07 ' 7 .  74 ,7  . 32 ,  7 . 08 ,6 . 87  , 5 . 23 ,5 .02 ,4 .65 ,4 . 5 3 , 3 . 24 ,2 . 55 ,  1 . 86 ,  1 .  76 , 1 . 1 1 ' 
0 .99 ,0 .72) , 
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( 1 54.77,  1 45 .59 , 1 08 .37 '  1 00. 76 ,98 .32 ,8 1 .43 ,80.97 , 79.04 ,6 1 . 76,60.54 ,55 .86 ,  
47 .63 ,48.03 ,36 .85 ,25 .65 ,24.98 ,22 .87 ,20. 32 ,9 .06,6 .23 , 3 .9 1 ,3 .22 ,  1 . 22 ,  1 . 1  О,  
0 .53)) ;  
begin 
ClrScr; 
SumX:=O.O; SumY:=O.O;  SumXY:=O.O;  SumX2:=0.0; SumXЗ:=O.O; 
SumX4:=0.0; SumX2Y:=O.O;  SumLnY:=O.O;  SumXLnY:=O.O; 
{ Вычисление сумм х, у, х*у, хл2, хлз ,  хл4, (хл2)*у, Ln(y) , x*Ln(y) } 
for i := 1 to n do 
begin 

SumX:=SumX+ArrayXY[ 1 , i ] ; 
SumY:=SumY+ArrayXY[2 , i ] ; 
SumXY:=SumXY+ArrayXY[ 1 , i ] *ArrayXY[2, i ] ; 
SumX2:=SumX2+Sqr(ArrayXY[ 1 , i ] ) ;  
SumXЗ:=SumXЗ+ArrayXY[ 1 , i ] *  ArrayXY[ 1 , i ] * ArrayXY[ 1 , i ] ; 
SumX4:=SumX4+Sqr(ArrayXY[ 1 , i ] )*sqr(ArrayXY[ 1 , i ] ) ;  
SumX2Y:=SumX2Y +sqr(ArrayXY[ 1 , i ] )*ArrayXY[2 , i ] ; 
SumLn Y:=SumLn У +ln (ArrayXY[2 , i ] ) ;  
SumXLn Y:=SumXLn У +ArrayXY[ 1 , i ] * ln (ArrayXY[2 , i ] )  

end; 
{ Вычисление коэффициентов } 
OPRi in:=O.O; a 1 1 in :=O.O;  a21 in :=O.O;  a 1 kvadr:=O.O;  а2ехр:=О.О; 
OPRkvadr:=O.O;  a2kvadr:=O.O;  a2kvadr:=O.O; а 1 ехр:=О.О;  
OPRiin :=n*SumX2-SumX*SumX; 
а l l in :=(SumX2*Sum У -SumX*SumXY)/0 PRiin; 
a21 in :=(n*SumXY -SumX*Sum Y)jOPRiin;  
OPRkvadr:=n*SumX2*SumX4+SumX*SumXЗ*SumX2+SumX2*SumX* 
SumX3-
SumX2*SumX2*SumX2-n*SumXЗ*SumX3-SumX*SumX*SumX4; 
а 1 kvadr:=(Sum Y*SumX2*SumX4+SumX*SumX2Y*SumX3+SumX2* 
SumXY* 
SumX3-SumX2*SumX2*SumX2Y -Sum Y*SumXЗ*SumXЗ
SumX*SumXY*SumX 4 )/0 PRkvadr; 
a2kvadr:=(n*SumXY*SumX4+SumY*SumXЗ*SumX2+SumX2*SumX* 
SumX2Y-
SнmX2*SumX2*SumXY -n*SumXЗ*SumX2Y -Sum Y*SumX*SumX4 )/ 
O PRkvadr; 
аЗ kvadr:=( n*S umX2*SнmX2Y +SumX*S umXY* SumX2+Sнm Y*SumX* 
SumX3-
SнmY*SumX2*SumX2-n*SumXY*SumX3-SumX*SumX*SumX2Y)/ 
OPrkvadr; 
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a2exp:=(n*SumXLn У -SumX*SumLn У)/0 PRiin ; 
cexp:=(SumX2*Sum Ln У -SumX*SumXLn У)/0 PRiin;  
а \ ехр:=ехр(сехр) ; 
{ Вычисление средних арифметических х и у } 
Xsr:=SumX/n; Ysr:=SumY /n ; 
S 1 :=0.0;  S2:=0.0; SЗ:=О.О;  S l in :=O.O;  Skvadr:=O.O; Sexp:=O.O;  
Kkor:=O.O; KdetLin :=O.O;  KdetKvadr:=O.O ;  KdetExp:=O.O; 
for i := 1 to n do 
begin 

S 1 :=S 1 +(ArrayXY[ 1 , i ] -Xsr)* (ArrayXY[2 , i ] -Ysr) ; 
S2:=S2+Sqr(ArrayXY[ 1 , i ] -Xsr) ; 
SЗ :=S3+sqr(ArrayXY[2 , i ] -Ysr) ; 
S l in :=Si in+Sqr(a 1 1in+a21in*ArrayXY[ 1 , i ] -ArrayXY[2 , i ] ) ;  
Skvadr:=Skvadr+sqr(a 1 kvadr+a2kvadr*ArrayXY[ 1 , i] +aЗkvadr* 
ArrayXY[ 1 , i ] *ArrayXY[ 1 , i ] -ArrayXY[2 , i ] ) ;  
Sexp:=Sexp+sqr(a 1 exp*exp(a2exp*ArrayXY[ 1 , i ] ) -ArrayXY[2, i ] ) ;  

end; 
{ Вычисление коэффициентов корреляции и детерминированности } 
Kkor:=S l jsqrt(S2*S3) ;  KdetLin := 1 -Si in/SЗ;  
Kdet Kvadr:= 1 -Skvadr/SЗ ; KdetExp:= 1 -Sexp/SЗ; 
{ Вывод результатов } 
Writе Ln('Ли ней ная функция') ; WriteLn('a 1 =' ,а l l in :8 :5 ) ;  
Write Ln('a2=' ,a2l in :8 :5 ) ;  
WritеLn('Квадратич ная функция') ; WriteLn('a 1 =' ,а 1 kvadr: 8 :5) ;  
Write Ln('a2=',a2kvadr:8 :5 ) ;  Write Ln('aЗ=' ,a3kvadr: 8 :5 ) ;  
Writе Ln('Экспоненциальная функция') ; 
Write Ln('a 1 =' ,а 1 ехр :8 :5) ;  WriteLn('a2=' ,а2ехр:8 :5 ) ;  
WriteLn('c=' ,сехр:8 :5) ;  WriteLn( 'Xcp=' ,Xsr:8 :5 ) ;  
Write Ln('Ycp=',Ysr:8 :5 ) ;  
Writе Ln(:Коэффи циент корреляции ' , Kkor: 8 :5 ) ;  
Write Ln(' Koэф. детерминированности (линейная аппроксимация) ' ,  

Kdet Lin :2 :5) ;  
WriteLn('Koэф. детерми нированности (квадратическая 
аппроксимация) ' ,  

KdetKvadr:2 :5) ; 
WriteLn(' Koэф. детерминированности (экспоненциальная 
аппроксимация) ' ,  

KdetExp:2 :5) ;  
Read ln ;  
End. 
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]. 7. 1 .  Метод коне чных элементов 

Существуют различные формулировки метода конечных эле
ментов, различающиеся как в основных, так и в менее значи
тельных деталях. Рассмотрим основные этапы решения задачи 
этим методом.  

Метод конечных элементов основывается на том ,  что любое 
непрерывное распределение физической переменной и(х, у, z, t) в расчетной области , например деформацию или температурное 
поле, можно аппроксимировать набором кусочио-непрерывных 
функций,  определенных на конечном числе подобласей (конеч

ных элементов) .  Данные элементы имеют общие узловые точки и 
в совокупности аппроксимируют форму области . 

В зависимости от геометрии и размерности задачи использу
ют различные виды конечных элементов (рис . 2 .26) . Чаще всего 
применяются простейшие элементы - симплексы. 

, ... - - - - - - - - -, ,  
1 ' 1 
\ _ _ _ _ _ _ _ _ _ '-_} 
,- - - - - - - - - -
1 1 ' 
• 1 : \- - - - - - - --�/ 

а б в 

Рис. 2.26. Некоторые виды конечных элементов: 
а - одномерные;  б - двухмерные; в - трехмерные 

Количество узлов в симплексе на единицу превышает раз
мерность задачи .  Для двухмерной задачи симплекс-элементом 
будет являться прямолинейн ы й  трехузловой треугольник, а для 
Трехмерных - прямолинейный четырехузловой тетраэдр. Широ
I<ое применение симплексов обусловлено тем ,  что они позволя
Jот заполнять расчетную область произвольной формы полно
стью без разрывов, а также на них удобно использовать линей
liЬiе полиномы в качестве аппроксимирующих функций .  
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Обычно для разбиения расчетной области на элементы ис
пользуется специальный алгоритм покрытия, обеспечивающий 
автоматическую генерацию сетки . Одна из таких процедур рабо
тает следующим образом (рис. 2 .27 , а) . Вначале производится 
нанесение с некоторым шагом узлов на границу области. После 
этого внутри области строится вспомогательная кривая , эквиди 
стантная границе. На кривую также наносятся узлы.  Поочеред
ное соединение узлов на первом и втором контурах дает сим
плексы. Далее все операции повторяются до заполнения сим
плексами всей области . 

' / 

а б 

Рис. 2.27. Построение сетки конечных элементов 

Известны и другие алгоритмы формирования конечных эле
ментов, например, <<картографический>> ,  использующий наложе
ние на расчетную область сетки , которая затем адаптируется к 
границам и неоднородностям геометрии, или методы , основан 
ные на заполнении объекта набором фигур (тел) с использова
нием свойств симметрии или отражения. 

Пример автоматически сгенерированной трехмерной сетки 
для круглого диска по казан на рис. 2 .27 , б. 

2.7 . 1 . 1 . Конечно-элементная аппрокснмацня 

Рассмотрим построение аппроксимации на одномерном при 
мере. Пусть требуется найти распределение некоторой непре
рывной функции u(x) вдоль стержня (рис. 2 .28 , а) . На практике 
эта функция может описывать, например,  распределение темпе
ратуры или деформацию стержня . 

Выберем и пронумеруем ряд точек вдоль оси х - это узловые 
точки (рис. 2.28 , б) .  В данном примере взято всего пять точек.  
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Рис. 2.28. Одномерное распределение 
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Вообще говоря, их может быть произвольное количество, и рас
полагаться они моrуг не на равном расстоянии друг от друга. 
Предположим, что значения u(x) в узловых точках известны.  
Они обозначены на рис .  2 .28 ,  б в соответствии с номерами уз
лов - и 1 ,  u2 , u3 , и4 , и5 • 

Разбиение расчетной области , т. е. стержня ,  на конечные эле
менты может быть проведено различными способами.  Можно, 
например, выделить четыре элемента, включив в каждый из них 
по два соседних узла (рис. 2 .29 ,  а) . А можно выделить в стержне 
всего два элемента, содержащие по три узла (рис. 2 .29 ,  б) . 

ul 
u l 

u2 

C:Jвt::! из u4 иs 
r: I I 

xl х2 х2 хз хз х4 х4 xs xl х2 хз хз х4 xs 
а б 

Рис. 2.29. Варианты разбиения стержня на элементы 

При использовании четырех элементов, каждый из которых 
включает только два узла, аппроксимирующая функция в преде
liах элемента будет линейна по х, так как две точки однозначно 
011ределяют прямую линию. Общая аппроксимация зависимости 
ll(x) по всей длине стержня будет складываться из четырех отрез
'<ов прямых (рис. 2 . 29 ,  а) . 

Зависимость u(x) в пределах одного элемента, ограниченного 
4вумя соседними узлами Х; и xj (j = i + 1 ) ,  можно представить ли-
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нейным интерполяционным полиномом и(х) ::::: а + ахх. Опреде
лив параметры а и ах по известным в точках Х; и xj значениям 
функции и; и иj, запишем интерполяционный полином , т. е . 
функцию элемента следующим образом:  

где N; и � - так называемые функции формы конечного элемен

та; и; и иj - значения функции и(х) в точках Х; и xj; 
[N <e> ] = [N; �] - матричная строка функций формы элемента; 

[и <е>] = [ �: ] - вектор-столбец. 

Здесь следует отметить, что ряд терминов метода конечных 
элементов получил название из механики , где он впервые начал 
активно использоваться. 

К достоинствам метода конечных элементов, благодаря кото
рым он находит широкое применение,  относят гибкость и раз
нообразие сеток, четко формализованные алгоритмы построения 
дискретных задач для произвольных областей,  простоту учета ес
тественных краевых условий .  Кроме того, этот метод применим 
к широкому классу исходных задач, а оценки погрешностей 
приближенных решений ,  как правило, получаются при менее 
жестких ограничениях, чем в методе конечных разностей.  

2.8.  Инт�рполяцня н экстраполяцня 

Интерполяция - способ нахождения промежуточных значе
ний величины по имеющемуся дискретному набору известных 
значений. 

В научных и инженерных расчетах часто приходится опери
ровать наборами значений , полученных экспериментальным пу
тем или методом случайной выборки. Как правило, на основа
нии этих наборов требуется построить функцию, на которуЮ 

могли бы с высокой точностью попадать другие получаемые зна
чения . Например, известны некоторые значения функции - фИ-
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зической величины , замереиные через 1 ч .  Необходимо найти 
значения в промежутках через 30 мин. 

Интерполяцией называют такую разновидность аппроксима
uии , при которой кривая построенной функции проходит точно 
через имеющиеся точки данных. 

Существует также близкая к интерполяции задача,  которая 
заключается в аппроксимации какой-либо сложной функции 
другой,  более простой функцией.  Если некоторая функция 
слишком сложна для производительных вычислений , можно по
пытаться вычислить ее значение в нескольких точках, а по ним 
построить, т. е .  интерполировать, более простую функцию. Разу
меется ,  использование упрощенной функции не позволяет полу
чить такие же точные результаты, какие давала бы первоначаль
ная функция ,  но в некоторых классах задач достигнутый выиг
рыш в простоте и скорости вычислений может перевесить 
получаемую погрешность в результатах. 

Наиболее часто встречающимся видом точечной аппрокси
мации является интерполяция. Пусть задан дискретный набор то
чек Х; ( i == О, 1 , . . . , п) ,  называемых узлами интерполяции, причем 
среди этих точек нет совпадающих, а также значения функции У; 
в этих точках. Требуется построить функцию g(x), проходящую 
через все заданные узлы.  Таким образом ,  критерием близости 
функции является g(x; )  == У; . В качестве функции g(x) обычно 
выбирается полином, который называют интерполяционным по
линомом. В том случае , если полином един для всей области ин
терполяции ,  говорят, что интерполяция глобальная. 

В тех случаях, когда между различными узлами полиномы 
Различны ,  говорят о кусочной или локальной интерполяции. Найдя 
интерполяционный полином , можно вычислить значения функ
ции f(x) между узлами (провести интерполяцию в ужом смысле 
слова) , а также определить значение функции f(x) даже за пре
делами заданного интервала (провести экстраполяцию) . 

Пусть имеется п значений Х;, каждому из которых соответст
Вует свое значение У;· Требуется найти такую функцию F, что: 

При этом : 

F(xJ == y; , i == 0 , 1 , . . . , п. 

• Х; называют узлами интерполяции; 
• пары (х;, у;) называют точками данных; 
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• разницу между соседними значениями (х; - xi- 1 ) называют 
шагом; 

• функцию F(x) - интерполирующей функцией или интерпо
лянтом. 

Задача интерполирования состоит в том , чтобы по значени
ям функции в некоторых точках восстановить ее значения в ос
тальных точках отрезка. Функция F называется интерполирую
щей, точки х0, х1 , х2 , • • •  , xn - узлами интерполяции.  

Будем искать функцию F в виде многочлена степени n: 

Можно найти коэффициенты а;, i = О , 1 , . . .  , п , при этом полу
чим систему из (п + 1 ) уравнения с (n + 1 ) неизвестными 

!а0х; + a 1x;-l + . . .  + a n-l XO + a n = У о ; 
n n- 1 . 

���: . -�· � :��. • • .  � • � � � -�- � ��:� �- • �- -� -
n
- -�- � : ' 

аох: + a l x:-[ + . . .  + a n-l xn + a n = Уп · 

Эта система имеет единственное решение, так как по наше
му предположению все Х; различны. Решая эту систему относи
тельно неизвестных а0, а 1 , • • •  , an, получим аналитическое выра
жение многочлена. 

Описанный прием можно использовать при решении задач 
интерполирования, но на практике используют другие более 
удобные и менее трудоемкие методы. 

2. 8. 1 . Интерполяцнонный многочлен Лагранжа 

Пусть функция у = f(x) задана таблицей . Построим интерпо
ляционный многочлен Ln(x) , степень которого не больше n и вы
полняются условия:  Ln(X;) = У;, i = О , 1 ,  . . .  , n. Будем искать Ln(x) в 
виде 

n 
Ln (x) = Ро (Х)Уо + Р 1  (x)y l + · · ·  + Pn (x)yn = 

L

P; (X)Y; . i= l 
где Р;(х) - многочлен степени п; 
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{ 1 , i = j ;  
( � 

P; (xj )  = . . , т. е. Р; х) только в однои точке отличен от 
О ,  1 * J ,  

J-IУЛЯ при i = j, а в остальных точках он обращается в нуль. Сле

довательно, все эти точки являются для него корнями:  

Р;(х) = с(х - х0) (х - х1 ) • • •  (х - Хн) (х - Х;+ 1 ) • • •  (х - xn) ; 

nри х = Х; 

Р;(х;) = с (х; - х0) (х; - х1 ) • • •  (Х; - xi- l ) (x; - Х;+ 1 ) • • •  (Х; - xn) ; 

С = [ (Х; - х0) (х ; - Х1 ) • • •  (Х; - Х;_ 1 ) (Х; - Х;+ 1 ) • • •  (Х; - Хп) ] -
1
; 

nодставим с в формулу Р;(х) , получим:  

( )  
(х - х0 ) (х - х1 ) • • •  (х - хн )(Х - Х;+ 1 ) • • •  (x - xn ) 

� Х = ' 

(х; - х0 ) (х; - х 1 ) • • •  (Х; - Х;_1 ) (Х; - xi+ l ) . . .  (Х; - xn ) 

отсюда 

L ( ) = � (х :.._ х0 ) (х - х 1 ) • • •  (х - хн )(Х - Х;+ 1 ) • • •  (х - хп ) 
. n x  

� � ·  i=O (Х; - х0 ) (Х; - Х1 ) • • •  (Х; - Х;_ 1 ) (Х; - Xi+ i ) • • •  (Х; - Хп ) 

Это и есть интерполяционный многочлен Лагранжа. По ис
ходной таблице формула позволяет весьма просто составить 
внешний вид многочлене> . . 

Пример 2.63. Построить интерполяционный многочлен Ла
гранжа для функции,  заданной таблично 

2 

5 

Решение 
Степень Ln (x) не выше третьей ,  так как функция задается 

Четырьмя значениями:  

L (х) = 1 . (х - 2)(х - 3) (х - 5) + 5 . (х - 1) (х - 3) (х - 5) + 3 ( 1 - 2) ( 1 - 3) ( 1 - 5) ( 2 - 1)( 2 - 3) ( 2  - 5) 

+ 1 4 . (х - 1) (х - 2) (х - 5) + 8 1  . (х - 1) (х - 2)(х - 3) 
= 

(3 - 1) (3 - 2) (3 - 5) (5 - 1)(5 - 2) (5 - 3) 

= х3 - 2х2 + 3х - 1 . 
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Пример 2.64.  Для функции у = sin(7tx) построить интерполя

ционный полином Лагранжа, выбрав узлы х0 = О ; Х 1 = i ;  х2 = � .  
Решение 
Вычислим соответствующие значения функции:  

о . 7t . 7t
1 Уо = ; Y i = SШ б ; У2 

= SШ 2 
= . 

Применяя формулу, получаем 

Пример 2.65. Построить интерполяционный полином Ла
гранжа для двух узлов интерполяции : 

хо 

У о Yi 

Решение 
N = О, 1 (два узла интерполяции) . 

х - х1 х - х0 
Ln (x) = Уо + У 1 

Хо - x l x l - Хо 

3 

9 

- уравнение прямой , проходящей через точки (х0, у0) , (х1 , у1 ) ; 
х - 3 х - 1 х - 3 х - 1 8х - 6 

L1 (x) = -- · 1 + -- · 9 = -- + -- · 9 = -- = 4х - 3. 
1 · - 3 3 - I -2 2 2 

Пример 2.66. Построить интерполяционный полином Ла
гранжа для трех узлов интерполяции:  

Уо Yi У2 
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Решение 
N = О, 1 ,  2 (три узла интерполяции) . 

L ( ) (х - х1 ) (х - х2 )  (х - х0 ) (х - х2 )  
n 
Х 

= Уо + 
У 1 + 

(х0 - х1 ) (х0 - х2 )  (х 1 - х0 ) (х1 - х2 )  

159 

- уравнение параболы , проходящей через точки (Хо, у0) , (х1 , у 1 ) , 
(х2 , У2) ; 

L (х) = 
(х - 3) (х - 4) . 1 2 + (х - 1) (х - 4) . 4 + 

n 
( l - 3) ( 1  - 4) (3 - 1) (3 - 4) 

+ (х - l)(x - 3) - 6  
= 2х 2 - 1 2х + 22. 

(4 .- 1) (4 - 3) 

Построим график этой функции (рис . 2 . 30) и отметим на 
нем узловые точки М; (х;, у;) .  

у 

1 2  

1 0  

8 

6 

4 

2 

о 

у =  2х2 - 12х + 
22 

2 3 4 5 

Рис 2.30. График полученной функции (к примеру 2 .66) 

х 
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Пример 2.67.  Найти приближенное значение функции /(arg) 
при данном значении аргумента arg с помощью интерполяцион
ного многочлена Лагранжа, если функция задана таблицей 

Программа 

program Lagrange ; 

uses Crt; 

хо 

Уо У1 

arg = . . .  

var Х, У :  array[ l  . . \ 00] of Real ; 
Arg, L, F : Real ; 
1 , J ,  N : l nteger; 

begin 

Уп 

Writе( 'Введите количество узлов интерполяци и') ; 
Readln(n) ; 

Write Ln( 'Bвeдитe таблицу значений xi , yi') ; 
for 1 :=0 to N do begin 

Write('X [' , I , ' )=') ; ReadLn(X[ I ] ) ;  

Write ('Y[' , I , ' )=') ; ReadLn(Y[ I ] ) ;  

end; 

Wгitе( 'Введите аргумент ' ) ;  ReadLn(Arg) ; 

L:=O; 
For 1 ::=0 to N do begin 

F:= l ;  

for J :=O to N do 

if I < >J then F:=F*(Arg-X[J ] )/(X[ I ] -X[J ] ) ;  

F:=F*Y[ I ] ; L:= L+F; 
end; 

Write Ln('Знaчeниe многочлена Лаrранжа в точке ' ,Arg:O :З) ; 
WriteLn('paвнo ', L:О:З ) ;  
ReadLn ; 
end. 
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]. 8. 2. Использование электронных таблиц 

Напомним формулу интерполяционного многочлена Ла

гРанжа: 

( )  � (х - х0 ) (х - х1 ) . . .  (х - хн ) (Х - Х;+ 1 ) . . . (х - хп ) 
Ln Х = L...J У; · 

i=O (Х; - Х0 ) (Х; - Х1 ) . . .  (Х; - Хн ) (Х; - Xi+ l ) • . • (Х; - Хп ) 

Введем обозначения : 

Пn+ l  (х) = (Х - х0) (Х - Х1 ) . . .  (Х - Хп) ; 
D; = (х; - х1 ) (Х; - х2) . . .  (Х; - Х; _ 1 ) (Х; - Х; + 1 ) . . .  (Х; - xn) ,  

тогда 
n У; 

Lп (х) = П п+ 1 (Х)

L

- · 
i= l D; 

По этой формуле удобно вычислять многочлен Лагранжа 
Ln(x) в таблице. 

Пример 2.68. Пусть требуется вычислить значение многочле
на Лагранжа Ln(x) в точке х. 

Решение 
Составим следующую таблицу 

i "  ,,,Х; ' Разности ·: ' ;; ; . , . " .. 

о хо (х - х0) (х0 - х 1 ) " (XQ - Х2) (Хо - хз) 
1 х, (х, - хо) (х - х1 ) (х1 - х2) (х1 - х3) 
2 Х2 (х2 - хо) (х2 - х1 ) (х - х2) (х2 - хз) 
3 хз (хз - хо) (х3 - х1 ) (хз - х2) (х - х3) 
4 х4 (х4 - Хо) (х4 - х1 ) (Х4 - Х2) (х4 - хз) 

--

5 xs (xs - хо) 
-

(х5 - х1 ) (xs - х2) (xs - хз) 

Далее необходимо вычислить 

1 1 - 1 335 

, ,i,:. · , ·. 

(хо - х4) (Хо - xs) 

(х, - х4) (х1 - х5) 

(х2 - Х4) (Х2 - Xs) 

(хз - х4) (хз - xs) 

(х - х4) (х4 - xs) 

(xs - х4) (х - х5) 

y- I D. 1 " l 

У о 

Yi 

У2 

Уз 

У4 

Ys 

Y;/D; 11 
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5 
и сумму последнего столбца 

L 

!.i__ . Тогда получаем 
i=O D; 

Пример 2.69. Найти приближенное значение функции пр11 
данном значении аргумента с помощью интерполяционного 
многочлена Лагранжа, если функция задана своей таблицей . Вы
числить значение функции F(x) при х =  0 ,263 . 

1 ;, _х'; 0,05 0, 1 0  0 , 1 7  0,25 0,30 0,36 

1 ;:�,.;( 0 ,050042 О, 1 00335 0 , 1 7 1 657 0,255342 0 , 309336 0 ,376403 

Воспользовавшись формулой интерполяционного многочле
на Лагранжа, составим таблицу разностей ,  где запись тЕ - Ь оз

начает т ·  I о-ь. 

i 
о 

1 

2 

3 

4 

5 

Х =  0,263 

Х; Разности У; D; y/D; 
0,05 0 ,2 1 3  -0,05 -0, 1 2  -0,2  -0,25 -0 , 3 1  0 ,050042 -2Е-05 -2526,23 

0, 1 0  0,05 0, 1 63 -0,07 -0, 1 5  -0,2  -0 ,26 0, 1 00335 4,45 Е-06 22547,7 

0 , 1 7  0, 1 2  0,07 0,093 -0,08 -0, 1 3  -0, 1 9  0 , 1 7 1 657 - 1 , 5Е-06 - 1 1 1 202 

0 ,25 0,2 0, 1 5  0,08 0 ,0 1 3  -0,05 -0, 1 1 0 ,255342 1 ,72Е-07 1 488007 

0 , 30 0 ,25 0 ,2 0, 1 3  0 ,05 -0 ,037 -0,06 0 ,309336 7 , 2 1 Е-07 428740, 1 

0 ,36 0 , 3 1 0,26 0, 1 9  0 , 1 1  0,06 -0 ,097 0 ,376403 -9,8Е-06 -38392 ,7 

ВыЧисляем : 

п5+ 1 (0 ,263) = (0 ,263 - Хо) (О ,263 - х, ) (О ,263 - х2) (0 ,263 - Хз) х 

х (0,263 - х4)(0,263 - х5) = О, 1 506492 . 1 о-6, 

сумма последнего столбца отсюда 

5 У; F(0 ,263) = П5+ 1 (0 ,263)

L

- = 
i=O D; 

= 0 , 1 506492 · 1 0 -6 · 1 790 1 73 ,8 = 0 ,269678. 
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Вычисления вручную довольно громоздки , но решение можtiО получить с помощью электронной таблицы. 

А в с D Е F G н 1 J к 
1 0,263 

2 j Х; Разности У; D; y, /D, 
3 о 0,05 =$А$ 1 - = 83- = ВЗ- = 83- = 83- = ВЗ- 0,050042 = П РОИЗВЕЛ = 1 3jJ З 

$83 $ 8$4 $ 8$5 $ 8$6 $ 8$7 $ 8$8 (С3:НЗ)  

4 1 0 , 1 = 84- О, 1 00335 
$8$3 

5 2 0 , 1 7  0, 1 7 1 657 

6 3 0,25 0 , 255342 

7 4 0 ,3  0,309336 

8 5 0,36 0,376403 

9 = П РОИЗВЕд СУМ М 
(C3 , D4, E5, (КЗ:К8) 
F6,G7 ,H8)  

1 0  = 19*К9 

Заполняем таблицу по образцу. Затем копируем ячейку С4 в 
С5:С8 , ячейку DЗ - в D5:D8 , ячейку ЕЗ - в Е4, Еб:Е8 , ячей
ку FЗ - в F4, F5 , F7 ,F8 , ячейку GЗ - в G4:G6, G8 , ячейку НЗ в Н4:Н7 , ячейку СЗ - в D4, Е5 , Fб , G7, Н8 , ячейку J3 - в J4:J8 , 
ячейку КЗ - в К4:К8 . 

В результате вычислений в ячейке I 1 О получаем значение 
многочлена Лаrранжа. 

В математике экстраполяция обозначает особый тип аппрок
симации , при котором функция аппроксимируется не между за
данными значениями , а вне заданного интервала. 

1.9 . Чнсленное ннтегрнрованне 

Многие инженерные задачи ,  задачи физики , геометрии и 
Многих других областей человеческой деятельности приводят к 
liеобходимости вычислять определенный интеграл вида 

tде f(x) 
[а ; Ь] .  

, , ,  

ь J f(x)dx, (2 . 1 3) , 
а 

подынтегральная функция ,  непрерывная на отрезке 
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Пусть задана подынтегральная функция f(x) , необходимо 
найти определенный интеграл , который вычисляется по форму
ле Ньютона - Лейбница 

ь f f(x)dx = F(b) - F(a) . (2 . 1 4) 
а 

Если же интеграл от данной функции не может быть вычислен 
по формуле (2. 14) , или если функция f(x) задана графически или 
таблицей, то для вычисления определенного интеграла применяют 
приближенные формулы. Для приближенного вычисления инте
грала (2 . 1 4) существует много численных методов, таких как: 

• метод прямоугольников; 
• трапеций ;  
• Симпсона и др. 

При вычислении интеграла следует помнить, каков геомет
рический смысл определенного интеграла. 

ь 

Если f(x) � О на отрезке [а ; Ь] , то f f(x)dx численно равен 
а 

площади фигуры , ограниченной графиком функции у =  f(x) , от
резком оси абсцисс , прямой х = а и прямой х = Ь (рис. 2 .3 1 ) .  Та
ким образом , вычисление интеграла равносильно вычислению 
площади криволинейной трапеции . 

у 

х 

Рис. 2.3 1 .  Геометрически й смысл интеграла 

2. 9. 1 .  Метод прям оугольников 

Разделим отрезок [ а; Ь] на n равных частей ,  т. е .  на n эле
ментарных отрезков. Длина каждого элементарного отрезка 

Ь - а h =-- . Точками деления будут: ха =  а; х1 = а + h; Х2 = а + 2h, . . . , 

n 
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Xn- t == а +  (n - 1 )h ; xn == Ь. Эти числа будем называть узлами . Вы
числим значения функции J(x) в узлах, обозначим их у0, у, , 

у2 , • • • , Yn· Стало быть, Уо ==/(а) , у, == f(x, ) ,  у2 == f(x2) ,  . . . , Yn == f(b) .  
Числа у0 , у, , у2 , • • •  , Уп являются ординатами точек графи -ка функции ,  соответствующих абсциссам х0 , х, , х2 , • • •  , xn 
(рИС .  2 .3 1 ) .  

у у 

х 

а б 

Рис. 2.32. Методы левых (а) и правых (б) прямоугольников 

Из рис. 2 .32  видно,  что площадь криволинейной трапеции 
приближенно заменяется площадью многоугольника ,  составлен
ного из n прямоугольников. Таким образом,  вычисление опреде
ленного интеграла сводится к нахождению суммы n элементар
ных прямоутольников 

ь 

S :::: J f(x)d� :::: y0 h + y , h + y2 h + y3 h + . . .  + Yn- t h :::: 
а 

:::: h(Yo + у , + У2 + Уз + · · ·  + yn_ , ) ;  (2 . 1 5) 
ь 

S :::: J f(x)dx :::: y 1 h + y2 h + y3 h + y4 h  + . . . + Yn h :::: 
а 

(2 . 1 6) 

Формула (2 . 1 5 ) называется формулой левых прямоутольн и 
l<ов, (2 . 1 6) - правых прямоугольников, (2 . 1 7) - формулой cpeдlil1x прямоугольников (рис. 2 . 33) .  

n- 1  h S :::: hL y(X; + -) . (2 . 1 7) 
i=O 2 
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у 

х 

Рис. 2.33. Метод средн их прямоугольников 

Алгоритм вычисления интеграла по формуле левых прямо
угольников показан на рис. 2 . 34. 

(.._ __ н_а,ч_ал_о_�) 1 

Н := (В - A)/N 
S := О 

ХВ := А 

/ := О, N - 1 , 

Х := ХВ + 1 *  Н 

Цикл закончен 

Рис. 2.34. Схема ал горитма вычисления и нтеграла 
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Пример 2.  70. С помощью метода левых и правых прямо-
угольников вычислить определенный интеграл 

9 dx J -- , полагая n = 4. 
1 х + 2 

Решение 
Зная пределы интегрирования , а = 1 и Ь = 9 , находим шаг 

h - b - a _ 9 - 1 _ 2 - n - 4 
- · 

Тогда точками разбиения будут 

х0 = 1 ; х1 = 3 ; х2 = 5 ; Хз = 7 ; х4 = 9 . 
Значения подынтегральной функции f(x) = -1- в этих точ

х + 2 
ках таковы: 

1 1 1 1 1 Уо = Лхо ) = з ; у , = Лх, ) = 5 ; У2 = 7 ; Уз = 9 ; У4 = и · 

Найдем численное значение интеграла по формуле левых 
прямоугольников: 

I, = h (y0 + У 1 + у2 + у3 )  = 2 (! + _!_ + _!_ + !) � 1 ,6024. 3 5 7 9 
По формуле правых прямоугольников: 

fn = h (y , + У2 + Уз + У4 ) = 2 (! + _!_ + _!_ + _!_) � 1 , 1 053 .  5 7 9 1 1  

Пример 2.7 1 .  Вычислить по методу левых прямоугольников: 

J
2 1 . ( x ) 

- sш n - . 
1 х 2 

Программа 

program integral l ; {Метод левых прямоуrольников} 
uses crt ;  
var i , n : i nteger; 

a ,b ,h ,x,xb,s : real ; 
function f(x: real) : real ;  
begin 
f:=(  1 /x)*sin( Pi*x/2) ;  
end; 
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begin 
clrscr; gotoxy( 1 О ,  1 О) ; textbackground( 1 ) ;  c lrscr; 
writе ( 'Введите нижний предел интегрирования ' ) ;  
readln(a) ; gotoxy( 1 О ,  1 2) ;  
wгitе ( 'Введите верхний предел интегрирования ' ) ;  
readln(b) ; gotoxy( I O , 1 4) ; 
writе ( 'Введите количество отрезков ') ; readln(n) ; 
h :=(b-a)/n ; s :=O; хЬ:=а; 
for i :=O to n- 1 do 

begin x:=xb+i*h ;  s :=S+f(x)*h ;  end; 
gotoxy( 1 О ,  1 8 ) ;  
write ln( 'И нтeгpaл равен ' ,s : 1 2 : 1 0) ;  
readkey; 
end. 

Пример 2. 72. Вычислить по методу правых прямоугольников: 

f2 l . ( x ) - sш 1t - . 
1 х 2 

Программа 

program integral ;  { Метод правых прямоугольников} 
uses crt ;  
var i ,n : integer; 

a ,b ,h ,x,xb,s :real ;  
function f(x:real ) : rea1 ; 
begin 

begin 

f:=(  1 /x)*sin(3 . 1 4*x/2) ;  
end;  

c lrscr; gotoxy( 1 О ,  1 О) ; textbackground( 1 ) ;  c 1rscr; 
writе ( 'J;Зведите нижний  предел интегрирования ' ) ;  
readln (a) ; gotoxy( l О ,  1 2) ;  
writе ( 'Введите верхний предел интегрирования ' ) ;  
readln(b) ;  gotoxy( I O , I 4) ;  
wгitе ( 'Введите количество отрезков ') ; readln(n) ; 
h :=(b-a)/n ; s :=O; хЬ :=а; 
for i := l to n do 

begin x:=xb+i*h ;  s:=S+f(x)*h ;  end;  
gotoxy( 1 О ,  1 8) ;  
write ln( 'И нтeгpaл равен ' ,s : 1 2 : 1 0) ; 
readkey; 
end. 
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Задача 2.73. Вычислить по методу средних прямоугольников: 

f2 I . ( x ) - sш те - . 
1 х 2 

Программа 

program integral ; { Метод средних nрямоугольников} 
uses crt ;  
var i ,  n :  integer; 

begin 

а, Ь, dx, х ,  s, хЬ : real ;  
function f(x : real ) : real ; 
begin 
f:=(  l /x)*sin(3 . 1 4 *х/2 ) ;  
end; 

clrscr; gotoxy( 1 О ,  1 О ) ;  textbackground( 1 ) ;  clrscr; 
writе ( 'Введите нижний nредел интегрирования ' ) ;  
readln(a) ;  gotoxy( I O , 1 2) ;  
writе ( 'Введите верхний nредел интегрирования ' ) ;  
readln(b) ; gotoxy( I 0 , 1 4 ) ;  
writе( 'Введите количество отрезков ') ; readln(n) ; 
dx:=(b-a)jn ; xb :=a+dx/2 ; s :=O; 
for i :=O to n- 1 do 

begin x:=xb+i*dx; s :=s+f(x)*dx; end; 
gotoxy( 1 О ,  1 8 ) ;  
writе( 'И нтеграл равен ' ,s : l 5 : 1 0) ;  
readkey; 
end. 

2. 9 . 2. Метод трапеций 

Формула трапеций имеет следующий вид: 

S "" I  f(x)dx "" h (Yo ; Yn + Y i + У2 + . . . + Yn- i ) . (2 . 1 9) 

Эта формула означает, что площадь криволинейной трапе
Ции заменяется площадью многоугольни ка , составленного из n 

1'рапеuий (рис . 2 . 35 ) ,  при этом кривая заменяется вписанной в liee ломаной . 
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у 1; 

Х; Х 

Рис. 2.35. Метод трапеций 

Пример 2.74. Пользуясь формулой трапеций,  вычислить оп
ределенный интеграл 

J
1 dx --2 при n = 4 . 
о 1 + х 

Решение 
1 

Подынтегральная функция на отрезке [О; 1 ] равна F(x) = --2 • 

1 + х 
Находим шаг вычислений 

h = Ь - а = 0 ,25 .  n 
Отсюда точки интегрирования : 

х0 = О ; х 1 = 0 ,25; х2 = 0 ,5; х3 = 0 ,75; х4 = 1 .  
Тогда по формуле трапеций имеем 

J
1 dx . 0 ,25 ( 1 2 + 2 + 2 + _!_J :=:: О 764. 
0 1 + х2 = -2

- + 
1 + 0 ,252 1 + 0 ,5 2 1 + 0 ,752 2 ' 

J
1 dx Ответ: --2 = 0 ,764 . 
о 1 + х 

Пример 2.75.  Методом трапеций вычислить определенный 
интеграл 

J 
sin(7tX/2) dx. 

а Х 
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nрограмма 

program integral ; {метод трапеций } 
uses crt ;  
var i , n : integer; 

end; 
begin 

a ,b ,h ,x,s : real ; 
function f(x:real) : real ; 
begin 
f:=(  l /x)*sin(3 . 1 4*x/2) ; 

clrscr; gotoxy( 1 О , 1 О) ; textbackground( 1 ) ;  clrscr; 
writе( 'Введите нижний предел интегрирования') ; 
readln(a) ;  gotoxy( l О , 1 2) ;  
writе( 'Введите верхни й  предел интегрирования ' ) ;  
readln(b) ; gotoxy( 1 О , 1 4) ;  
writе( 'Введите количество отрезков ' ) ;  readln(n) ;  
h :=(b-a)jn ; s :=O;  х:=а; 
for i := l to n- 1 do 
begin x:=X+h ; s:=S+f(x) ; end; 
s :=h*((f(a)+f(b))/2+s) ; gotoxy( 1 О ,  1 8) ;  
writeln( 'Интeгpaл равен ' , s : l l :4) ; 
readkey; 
end. 
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Пример 2.76. Методами трапеций и средних прямоугольни
ков вычислить определенный интеграл 

Программа 

program Integral ;  
uses Crt, Dos; 
var 

dx,x 1 ,x2 ,e , i : real ; 

ь J ( 2х2 + Зх) dx. 
а 

function Fx(x:real ) : real ; 
begin 
Fx:=2x*X+3x; {подынтегральная функция } 
end; 

procedure CountYiaBar; 
var 

хх 1 ,xx2 : real ; 
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c: longint; 
begin 

wri te ln ( '  ------------------------------------------------' ) ;  
write ln( '- ->Meтoд средних прямоугольников. ') ; 
writeln( 'Bceгo итераций : '  , round(abs(x2-x 1 )/е) ) ;  
i :=O ;  
for c := J to round(abs(x2-x l )/e) do begin 

writе( 'Итерация ' ,c ,chr( J З) ) ;  
xx i := Fx(x l +c*e ) ;  xx2 :=Fx(x l +c*e+e) ;  
i :=i+abs(xx 1 +хх2)/2*е ;  
end;  

writel n (' ------------------------------------------------ ' ) ;  
write ln( 'И нтerpaл=' , i ) ; 

end;  
procedure CountYiaTrap; 
var 

хх 1 ,xx2,xx3 : real ; 
c : longint; 

begin 
writeln( '  ------------------------------------------ ------' ) ;  
writeln( ' -->  Метод трапеций . ') ; 
writeln( ' Bceгo итераций : '  , round(abs(x2-x 1 )/е) ) ;  
i :=O;  
for c := I to round(abs(x2-x l )/e) do begin 

writе( 'Итерация ' ,c ,chr( 1 3) ) ;  
xx i := Fx(x l +c*e) ; xx2 :=Fx(x l +c*e+e) ;  
if xx2>xx l then ххЗ:=хх l e lse хх3:=хх2; 
i :=i+abs(xx2-xx 1 ) *е+аЬs(ххЗ)*е ;  

end; 
writel n (' ------------------------------------------- -----' ) ;  
write ln( 'И нтeгpaл=' , i ) ;  

end; 
begin 

write ln( ' -= Пpoгpaммa вычисления определенного интеграла=-') ; 
writeln( 'Bвeдитe исходные значения : ') ;  
writе ( 'Начальное значение х ( х  1 )=') ; Readln(x 1 ) ;  
wri te ( 'Koнeчнoe значение х (х2)=') ; Read ln(x2) ;  
writе ( 'Точность вычисления (е)=') ; Readln(e) ; 
CountYiaBar; CountYiaTrap; 

wri te 1 n ( ' - - - ---- - - -- --- ------ - ----------- ------------ ---- ' ) ;  
Read ln ;  
end .  
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]. 9. 3.  Метод Монте-Карла 

Метод статистических испытаний,  называемый также мето
дом Монте-Карла, применяют для решения разнообразных задач 
вычислительной математики , в том числе для вычисления инте
гралов. Рассмотрим вначале один из простых вариантов метода 
Монте-Карло, который можно интерпретировать как статисти
ческий метод прямоугольников (рис. 2 . 36) . 

у 

х 

Рис. 2.36. Метод Монте- Карло 

На отрезке интегрирования [а ;  Ь] выберем N случайных то
чек х1 , х2 , • • •  , xN, являющихся значениями случайной величины х 
с равномерным распределением на данном отрезке. Для каждой 
точки вычислим площадь прямоугольника, одна сторона которо
го равна Ь - а , а вторая - значению функции в данной точке 
!(х): S; = (Ь - a)f(x; ) . 

Вследствие случайного выбора узла Х; значение площадей S; 
также будет носить случайный характер. В качестве приближен
liого значения интеграла можно принять результат усреднения 
nлощадей S; : 

(2 . 1 8) 

Погрешность вычисления интеграла будет уменьшаться с 
Ростом числа испытан и й  N по закону " "' N  - '12 • 

Полученная формула формально совпадает с формулой праnьrх прямоугольников , но различие состоит в том , что в формуле 
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(2 . 1 8)  узлы интегрирования расположены регулярно, а в данном 
случае расположение узлов носит случайный характер. 

Формула (2 . 1 8)  непосредственно обобщается на кратные ин 
тегралы 

V N fJ . . .J f(x, у , . . .  , z)dv = _Q_ L_ Лxi , Yi ,  . . . , zJ , 
G N i= i 

где v G - объем области интегрирования . Например, для дву
кратного интеграла с прямоугольной областью интегрирования 
имеем 

ь d  (b - a) (d - c) N J J f(x, y)dxdy = L_ Лxi , Yi ) . 
а с N i= i  

Пример 2.77.  Интегрирование методом Монте-Карло на об
ласти D, включенной в прямоугольник [ах, Ьх] · [ау, Ьу) , с исполь
зованием n опорных точек. 

Программа 

#include "ap.h" 
1*-----------------------------------------------
This routines must Ье defined Ьу the programmer: 
bool d(douЬie х, douЬie у) ; 
douЬie f(douЬie х, douЬie у) ; 
-----------------------------------------------*/ 
douЬie montecarlointegration(const douЬie& ах, 

const douЬie& Ьх, 
const . douЬie& ау, 
const douЬie& Ьу, 
const int& n) ;  

douЬie result; int i ;  
douЬie х ;  douЬie у ;  
i = 1 ;  result = О ; 
do 
{ 

х = ax+(bx-ax)*ap : : randomreal () ; 
у = ay+(by-ay)*ap : : randomreal ( ) ;  



if( d(x, у) ) 
{ 
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result = result+f(x, у) ; 

i = i+ l ;  

while ( i<=n) ;  
result = (bx-ax)*(by-ay)*result/n ; 
return result; 

2. 9. 4. Метод Снмпсона 
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Геометрически иллюстрация формулы Симпсона состоит в 
том , что на каждом из сдвоенных частичных отрезков заменяем 
дугу данной кривой дугой графика квадратного трехчлена 
(рис. 2 .37) . 

х 

Рис. 2.37. Метод Сим псона 

Разобьем отрезок интегрирования [а; Ь] на 2n равных частей 
Ь - а дЛиной h = -- . Обозначим точки разбиения х0 = а; х1 = х0 + 2n 

+ h, . . . , Х; = х0 + i h, . . . , х2" = Ь. Значения функции fв точках Х; обо
зн:ачим У;, т. е . У; = f(x). Тогда, согласно методу Симпсона 

fь Ь - а S "' f(x)dx "' -6-(Уо + 4y i + 2у2 + . . .  + 4y2n- i + Y2n ) "' 
а n 

ь - а  2 n- i . 
"'�(Уо + У2 п + � (3 + (- l) ' - 1 )y; ) . 
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Пример 2. 78. Вычислить определенный интеграл по формуле 
Симпсона 

1 d f � при h = 0 ,25 . 
о 1 + х 

Решение 

Вычислим значения подынтегральной функции f(x) = -1-
1 + х2 

в точках 

получим 

fl ___!!!.__ 
-

0 ,25 [ 1 + 4 + 2 + 4 + .!.] "" о 702. 
о 1 + х2 

-

3 1 + 0 ,25 2 1 + оУ 1 + 0 ,752 2 
' 

f1 dx Ответ: --2 = 0,702. 
о 1 + х 

f1 dx 
Пример 2.79. Вычислить интеграл 1 = -- , n = 1 0 методом 

о 1 + х 
Симпсона, где n - количество разбиений отрезка интегриро
вания. 

Решение 
1 - о 

Имеем n = 1 0 ,  отсюда h = -- = О , 1 .  Результаты вычислений 
1 0  

приведены в таблице. 
1 

i х, У21 - 1  У21 1 
� 

о о у0 = 1 , 00000 1 
1 

1 0 , 1 0 ,90909 li 
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i х, Y2j - 1 
2 0 ,2  

3 0 , 3  0 ,76923 

4 0,4 

5 0 ,5  0 ,66667 

6 0 ,6  

7 0 ,7  0 ,58824 

8 0 ,8  

9 0 ,9 0 ,52632, 

1 0  1 ,0 

L: 3 ,45955(cr 1 )  

П о  формуле Симпсона получаем:  

l ::::: h(Yo + Yn + 4cr l  + 4cr2 ) = 0 , 693 1 5 . 

3 
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Окончание табл. 

Y2j 
0,83333 

0 ,7 1 429 

0 ,62500 

0, 55556 

0, 50000 = Уп 

2,728 1 8 (cr2) 

Подсчитаем погрешность полученного результата. Полная 
rrогрешность R складывается из погрешностей действий R1 и ос
таточного члена R2 • Очевидно 

где A (i) - коэффициенты формулы Симпсона; Е - максималь
Ная ошибка округления значений подынтегральной функции. 

Тогда 
R1 = n · h · Е . 

3 cos 
Пример 2.80.  Вычислить интеграл f - dx методом Симпсона 

2 х nри n = 1 0 . 
12 - 1335 
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Решение 

Х; COS X1 f(x; ) = 
cos х1 

Х; 
n = 1 0  

2 -0,4 1 6 1 3  -0,208065 1 

2,05 -0,46 1 07 -0,2249 1 2  

2 , 1 -0,59485 -0,240405 4 

2, 1 5  -0,54736 -0 ,254586 

2 ,2  -0,58850 -0 ,267500 2 

2,25 -0,628 1 7  -0 ,279 1 87 

2 ,3  -0,66628 -0,289687 4 

2 ,35 -0,7027 1 -0,299026 

2,4 -0,73739 -0,307246 2 

2,45 -0,77023 -0, 3 1 4380 

2,5 -0,80 1 1 4  -0,320465 4 

2 ,55 -0,83005 -0, 3255 1 0  

2,6 -0,85689 -0, 329573 2 

2 ,65 -0,88 1 58 -0,332672 

2,7 -0,90407 -0,33484 1 4 

2,75 -0 ,92430 -0 ,336 1 09 

2,8 -0,94222 -0,336507 2 

,85 -0,95779 -0, 336067 

2,9 -0,97096 -0,3348 1 4  4 i 
2,95 -0,98 1 70 -0 ,332780 

! 

3 -0 ,98999 -0,329997 1 1 
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Оценки для погрешности R метода Симпсона: 

R ::;  0 ,00000 1 7  для h = О , l , R ::;  0 ,0000002 для h = 0 ,05 .  

Чтобы погрешность округления не искажала столь точный 
результат для формулы Симпсона, все вычисления проводились с шестью знаками после запятой . 

Окончательные результаты сведены в таблицу 

h 1 R 
0, 1 -0, 30335 0 ,00000 1 7  

0,05 -0,30335 0 ,0000002 

Подпрограмма 

Procedure I NTEG R (var S : real ; K : integer) ; { Метод Симпсона} 
begin 

S := 0 .0 ;  Х := А; 
IF К<5 TH EN 

FO R 1 := О ТО N DO 
begin 
IF К <>3 TH EN Х := А+ H * l  E L S E  X:=A+H/2+H * I ;  
F := F U N C  (Х) ; 
I F  К=4 THEN F := F/2 .0;  
I F  ( 1=0) AN D (К< >2) TH EN S := S + F; 
I F  ( I=N)  AN D ( (К=2) OR (К=4)) TH EN S := S + F ;  
IF ( 1 < >0) AN D ( I < >N)  TH EN 

IF К<>4 TH EN S := S+F 
ELSE S := S + F*2 ;  

end 
ELSE 

begin 

end; 

FO R 1 := 1 ТО N- 1 DO 
S := 2*FUNC(X+H * I )  + 4* FUNC(X+H* I - H/2) + S; 

S := S + 4* FUNC(B-H/2) + FUN C(A) + FUNC( B) ;  
s := s 1 6 ;  

S := S * Н ;  
end; 



180 Глава 2. Численные методы 

Пример 2.8 1 .  Вычислить интеграл методом Симпсона 

J 
sin( тrх/2) dx. 

а Х 

Программа 

Program integral ;  {Метод Симпсона} 
Uses crt;  
var i , n ,c : integer; 

a ,b ,h ,x,s :real ;  
function f(x :real) : real ; 
begin 
f:=( 1/x)*sin(Pi*x/2) ; 
end; 

begin 
clrscr; gotoxy( l О , 1 О) ; textbackground( l ) ;  clrscr; 
writе( 'Введите нижний  предел интегрирования ' ) ;  
readln(a) ; gotoxy( I O, I 2) ;  
writе( 'Введите верхний предел интегрирования ' ) ;  
readln(b) ; gotoxy( l О ,  1 4) ;  
writе( 'Введите количество отрезков ') ; readln(n) ; 
h :=(b-a)/n; s :=O; х:=а; с := 1 ;  
for i := l to n- 1 do 

begin x:=X+h;  s:=s+(З+c)*f(x) ; с :=-с ;  end;  

s:=h*(f(a)+f(b)+s)/3 ; gotoxy( 1 О , 1 8) ;  
write ln( 'И нтeгpaл равен ' ,s : 1 1 :5 ) ; 
rea

.
dln ; 

end. 

fb о 43429 
Пример 2.82 .  Вычислить интеграл ' dx методами тра-

а x ln x 
пеций и Симпсона. 

Программа 

program tr_s ; 
uses crt, graph ;  
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var 
a,b: real ;  { Границы отрезка } 
r, r2 : real ;  { Предыдущее и текущее значения интеграла} 
n : integer; { Счетчик } 

{ Интегрируемая функция } 
function f(x :real) : real ; 
begin 
f:=0.43429/(x* ln(x) ) ;  
end; 

{ Метод трапеций } 
function trap(a,b :real ;n : integer) : real; 
var 
s :real; 
h : real ; 

{Сумма } 
{ Шаг } 

m: integer; { Счетчик } 
begin 
h :=(b-a)/(n- 1 ) ;  
s :=(f(a)+f(b))/2 ; { Начальное значение сумм ы  } 
for m:= l to n-2 do s:=S+f(a+m*h) ;  
trap:=s*h ;  {Значение интеграла } 
end; 
{ Метод Симпсона } 
function simpson(a,b: real ;n : integer) : real; 
var 
s : real ; 
h : real ; 
m : integer; 

. { Сумма } 
{ Шаг } 
{ Счетчик } 

mn: integer; { Очередной множитель } 
begin 
h :=(b-a)/(n- 1 ) ;  { Вычисление ш а г  } 

s :=f(a)+f(b) ; { Н ачальное значение шага } 
mn :=4; { Первый множител ь } 
{ Суммирование остальных элементов } 
for m := l to n-2 do begin 
s :=S+mn*f(a+h*m) ; 
if (mn=4) then mn:=2 else mn:=4; 
end;  
s impson :=s*h/3 ; { Вычислен ное значение } 
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end; 
Begin 
clrscr; 

Глава 2. Численные методы 

writе( 'Введите нижний предел интегрирования ' ) ;  
readln(a) ; 
writе( 'Введите верхний  nредел интегрирования ' ) ;  
readln(b) ; 
writе( 'Введите количество отрезков ' ) ;  readln(n) ;  
write ln('Интerpaл равен · ,  trap(a,b ,n) ,  simpson(a,b , n) ) ;  

readln ;  
end.  

2. 1 О .  Математическая статистика 

Математическая статистика - раздел математики , посвящен
ный математическим методам систематизации , обработки и ис
пользования статистических данных для практических и науч
ных выводов. Такие понятия, как генеральная совокупность, вы
борка, вариационный ряд, характеристики вариационного ряда, 
станут для школьной математики столь же обычными и не менее 
важными понятиями, как медиана, апофема, вписанный угол, 
монотонность функций или производная . 

2. 1 0. 1 .  Вы числение средних 

В статистике очень часто применяется вычисление средней 
арифметической величины. Пусть величина Х имеет n значе
ний - Х1 ; х;, . . .  , Хп, тогда 

1 )  вычисление среднего арифметического осуществляется по 
формуле 

х- - .!.. � 
-

х 1 + х2 + . . . + х n - L. Х; - __:_ _ __.:: ____ .::... n i= l n 

2) среднее квадратичное этих же чисел :  

х- _ .!_ � 2 
_ �х� + xi + . . .  + х� 

q - L_. X; -
n i= l  n 
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3) среднее кубическое : 

4) среднее гармоническое: 

+ х] + . . .  + х� 
n 
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5) общая формула, пригодная для вычисления всех средних: 
1 

Ix/ r n 

] k 

М
= � 

Если k = 1 , то производится вычисление среднего арифмети
ческого, если k = 2 - среднего квадратичного, k = 3 - среднего 
кубического, k = - 1 - среднего гармонического. 

Таким образом , можно составить одну программу для вычис
ления всех средних. Подчеркнем, что средняя арифметическая 
используется , если размерность оцениваемой величины равна 
единице (средняя длина) . Если необходимо найти среднее значе
ние площади нескольких участков,  то лучше в качестве средней 
взять среднюю квадратичную. Если же размерность оцениваемой 
величины равна трем (средний объем) , то в качестве средней бе
рется средняя кубическая . 

2. 1 0. 2. Числовые характеристики случайных величин 

Многие явления в природе , технике, экономике и в других 
областях носят случайный характер. В этом случае величина, 
nринимающая свои значения в зависимости от исходов некото
Рого испытания (опыта) , называется случайной величиной. 

Пусть Х - дискретная случайная величина, возможными 
значениями которой являются числа х1 , х2 ,  • • •  , Х11 • 
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Обозначим через pi = Р(Х = xi) (где i = 1 ,  2, . . . , п) вероятност11 
этих значений , т. е .  pi - вероятность события , состоящего в том 
что Х принимает значение xi. 

' 
Закон распределения полностью задает дискретную случай _ 

ную величину. Однако часто закон распределения случайной ве
личины неизвестен. В таких ситуациях ее описывают числовым11 
характеристиками. 

Случайные величины характеризуются следующими число
выми параметрами .  

• Математическое ожидание (М(Х)) - это статистическое 
среднее случайной величины: 

n 
М (Х) = L.xipi , i= l  

где xi - значение случайной величины;  pi - вероятность 
появления этой величины,  определяемая по формуле 

n 

L Pi = 1 . 
i= l  

Для равновероятных событий :  
n 

L.xi 
М(Х) = ..!=.!..___ • 

n 

• Дисперсия - это математическое ожидание квадрата откло
нения случайной величины от ее математического ожида
ния: 

n 
D(x) = L. <xi - М (Х)) 2 pi . i= l  

• Среднее квадратичное отклонение случайной величины cr -

корень квадратный из дисперсии:  

cr(x) = .J D(x) ; 

cr = /_1_ f_ (xi - М (Х)) 2 . V n - 1 i= l 
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• Точность оценки - отношение среднего квадратичного от
клонения к корню квадратному из количества измере
ний n: 

• Показатель достоверности математического ожидания -
отношение математического ожидания к точности оценки: 

Тм = М (Х) . 
Л м 

• Коэффициент корреляции определяет зависимость между 
двумя потоками случайных величин :  

R( ) = М (х · у) - М (х)М (у) х, у . 
cr(x)cr(y) 

Коэффициент корреляции принимает значения на отрезке 
- l � R(x, у) �  l . 

Потоки случайных величин, для которых R(x, у) = О, называ
ются некоррелированными (независимыми) .  

Рассмотрим алгоритмы для детерминированной выборки 
случайных чисел . 

2. 1 0. 3 .  Метод середины квадрата 

Один из ранних генераторов случайных чисел ,  принадлежа
Щий Джану фон Нейману, известен как метод середины квад
Рата. 

Метод используется для генерации k-разрядных леевдоелу
Чайных чисел . Должно быть задано k-разрядное начальное чис
ло Хо (для удобства предполагаем ,  что k четно) . Это число возво
дИтся в квадрат и получается число у. Число у должно иметь 
2k разрядов. Если число разрядов меньше 2k, то число у допол
llлется слева нулями . Затем в у выделяют средние k разрядов, 
I<оторые и дают новое случайное число. 

Алгоритм сводится к выполнению следующих шагов:  
Шаг О. [Инициализация] х : = х0 • 

Шаг 1. [Основной цикл] FOR j : =  l ТО т DO шаг 2; Stop. 
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Шаг 2. [ Генерация нового случайного числа xJ 
у : = х2 ; хi := (средние k разрядов числа у) ; х : = xi . 

(Число у будет иметь 2k разрядов, а следующее случайное 
число xi получается , если удалить по k/2 разрядов с каждого кон
ца у. Десятичная точка помещается перед первым разрядом чис
ла xi до поступления его на выход случайного генератора. ) 

Пример 2.83. Получить три случайных числа методом середи
ны квадрата 

k = 4; х0 = 3 1 67 ; у = 1 0029889;  

х1 = 0298 ;  у =  00088804; 
х2 = 0888 ;  у =  00788544. 
х3 = 7885 ;  

Пример 2.84. Для k = 4 и х0 = 2 1 34 получить первые восемь 
псевдослучайных чисел , выработанные алгоритмом: 

х� = 04 5539 56 XJ = 0,5539 

х12 = 30 6805 2 1  х2 = 0,6805 

xi = 46 3080 25 хз = 0, 3080 

xi = 09 4864 00 х4 = 0,4864 

xi = 23 6584 96 xs = 0,6584 

х; = 43 3490 56 Хб = 0,3490 

xi = 1 2  1 80 1  00 Х7 = 0, 1 80 1  

х; = 03 2436 0 1  Xg = 0,2436 

Несмотря на видимую случайность чисел , генерируемых ал
горитмом , ему свойственны недостатки. В самом деле, если 13 
последовательности когда-нибудь появится число- 0.0000 , то все 
следующие за ним числа будут также равны 0 .0000. 

Таким образом , многое зависит от начального выбора k и Хо· 
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]. 1 0. 4. Линейный конгруэнтный м етод 

Метод используется для генерации последовательности х1 , 

;с2 , • • •  , xm из т псевдослучайных чисел.  Должны быть заданы сле
дующие входные значения : 

• Ь - целочисленный множитель, Ь � 1 ;  
• х0 - начальное случайное целое число, х0 � 1 ;  
• k - шаг; k � О целое; 
• т - целочисленный модуль, т � х0 , Ь, k. 
Случайные числа генерируются по рекуррентной формуле 

xi = (bxi- J + k) mod т. 

Алгоритм сводится к выполнению следующих шагов: 

Шаг 1.  [Основной цикл] 

FOR j := 1 ТО т DO шаг2, шагЗ; Stop. 

Шаг 2. [Генерация нового необработанного ·случайного числа] 

xi : =  (Ь * Хн + k) mod т. 
(Число xi должно лежать в интервале О :::; xi < т. По определе

нию, если а mod т = х для целых а и т, то х есть остаток от цело
численного деления а на т. Например , 5 mod 3 = 2; 7 mod 4 = 3 ; 
9 mod 3 = 0. ) 

Шаг 3. [Генерация следующего случайного числа] 

Yi : = х

)

т 

(yi будет лежать в интервале О :::; yi < 1 и будет обладать требуемым распределением) .  

Пример 2.85. Получить три случайных числа линейным кон-
rруэнтным методом 

Х0 = 27; Ь = 5 ;  k = 1 0 ;  т =  40 ; 
х1 = (5*27 + 1 0) mod 40 = 1 45 mod 40 = 25 ;  
Х2 = (5*25  + 1 0) mod 40 = 1 5 ; 
х3 = (5* 1 5  + 1 0) mod 40 = 5 . 
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Пример 2.86.  Для k = О , т =  2 10 , Ь = 1 0 1 , х0 = 432 получить 
первые восемь псевдослучайных чисел , выработанные алго
ритмом: 

х, = 624 

х2 = 560 

х3 = 240 

х4 = 688 

xs = 880 

Хб = 8 1 6  

Х7 = 496 

Xg = 944 

YI = 624/ 1 024 = 0 ,6 1 0  

У2 = 560/ 1 024 = 0 ,546 

Уз = 240/ 1 024 = 0,234 

У4 = 688/ 1 023 = 0 ,673 

у5 = 880/ 1 024 = 0,859 

Уб = 8 1 6/ 1 024 = 0 ,796 

У7 = 496/ 1 024 = 0,486 

Ys = 944/ 1 024 = 0,923 

Существует такой выбор параметров k, Ь, т, .ха, при котором 
алгоритм будет генерировать числа на отрезке [О ;  1 ] , представ
ляющиеся непредсказуемыми и удовлетворяющие определенным 
статистическим критериям .  Для всех практических целей эти 
числа оказываются последовательностью наблюдений равномер
но распределенной случайной переменной. 

2. 1 0. 5. Полярный м етод 
Метод используется для генерации двух независимых слу

чайньiх чисел с нормальным распределением (N(O , !)) из двух 
независимых равномерно распределенных случайных чисел .  Рас
пределение N (О , 1) преобразуется в N (fl, cr2 ) с использованиеМ 
центральной предельной теоремы.  

Алгоритм сводится к выполнению следующих шагов: 

Шаг 1. [Генерация двух равномерно распределенных случай 
нь�х чисел . ]  Генерируются два независимых случайных числа и ,  
и u2 с распределением U(O, 1 )  

v 1 : =  2u 1 - 1 ;  v2 : =  2u2 - 1 ( v1 и v2 имеют распределение U(- 1 , + 1 ) . 
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Шаг 2. [Вычисление и проверка s] 
s : =  v �  + vi ; IF s ?:  1 THEN GOTO шагl. 

Шаг 3. [ Вычисление n 1 и n2] 

n 1 : = v 1 �-2 1n sfs ; n2 : = v2 �-2 1n sfs 

Stop (n 1 и n2 распределены по нормальному закону) . 

Алгоритм имеет важное вычислительное преимущества: он 
обычно генерирует по одному числу с нормальным распределе
нием на каждое число с равномерным распределением. Правда, 
при этом следует убедиться , что компенсируется дополнительное 
время , затрачиваемое на вычисление натуральных логарифмов и 
квадратных корней. 

Пример 2.87. Составить программу для вычисления всех 
средних. Произвести расчеты на ПЭВМ,  результаты поместить в 
таблицу 

NQ оnыта 

1 

2 

3 

Программа 

Program statist; 
Uses crt ;  

Х(  Х2 
2 ,5  3 , 1  

0,4 1 ,4 

1 , 1  1 , 3 

var k , i, n :  integer; sr, s : rea l ;  
х :  array[ 1 . .  1 00]  of real ;  

begin 
ClrScr; 
writе( ' Введите k и n') ; readln(k,  n ) ;  

for i := 1 to  n do  readln (x [ i ] ) ;  
s :=O; 

хз 
4,2 

3,3 

2,4 

for i := l to n do s:=S+exp(k*ln(x[ i ] ) ) ;  
sr:=exp((  1 /k)* ln(s/n) ) ;  

write ln(sr) ; 
Readkey; 
end. 

Х4 Х) 
1 ,7 1 ,9 

4,7 6,3 

5 ,6 7,9 
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Пример 2.88. На телефонной станции производились наблю
дения за числом неправильных соединений в минугу. Наблюде
ния в течение часа дали следующие результаты:  

3 ,  1 ,  3 ,  4 , 2 ,  1 ,  1 ,  3 ,  2 ,  7 ,  2 ,  О ,  
2 ,  4, О ,  3 ,  О ,  2 , О ,  1 , 3 ,  3 ,  1 , 2 , 
2 ,  О ,  2 , 1 ,  4, 3 ,  4, 2 ,  О ,  2 , 3 ,  1 ,  
3 ,  1 , 4, 2 , 2 ,  1 , 2 , 5 , 1 ,  1 , О ,  1 ,  
1 , 2 , 1 , О ,  3 ,  4, 1 ,  2 ,  2 ,  1 ,  1 , 5 . 
Составить программу для нахождения математического ожи

дания и среднего квадратичного отклонения . 

Программа 

Program telephon ; 
Uses crt; 

Const а :  array[ 1 . . 60] of integer =(3 , 1 , 3 ,4 ,2 ,  1 , 1 , 3 ,2 ,7  ,2 ,0, 
2 ,4,0 , 3 ,0 ,2 ,0 , 1 , 3 , 3 , 1 , 2 ,2 ,0 ,2 , 1 ,4, 3 ,4,2 ,0 ,2 , 3 , 1 ,3 , 1 ,4 ,2 ,2 ,  1 , 2 , 5 , 1 , 1 ,  
О ,  1 , 1 ,2 ,  1 , 0 , 3 ,4 ,  1 ,2 ,2 ,  1 , 1  , 5 ) ;  

var i , n , k: integer; 
е ,  mx, dx, q, х, w: real ;  

Begin 
ClrScr; mx:=O; dx:=O; 

for i := l to 60 do mx:=mX+a[ i ] ; 
mx:=mx/60 ; 
for i := 1 to 60 do dx:=dX+sqr(a[ i ] -mx) ;  
w:=sqrt(dx/59) ;  q :=wfsqrt(60) ; e :=mxfq; 
writeln( 'cpeднee =' ,mx:5 :2) ; 
writе ln('отклонение =' ,w:5 :2) ; 
w.riteln('тoчнocть оценки =' ,q :5 :2) ;  
writеln( 'показатель достоверности =' ,е :5 :2) ;  

Readkey; 
End. 

Пример 2.89. Даны результаты измерения роста (в см) слу
чайно отобранных 1 00 студентов: 

-

Рост 1 54- 1 58 1 58- 1 62 1 62- 1 66 1 66- 1 70 1 70- 1 74 1 74- 1 78 1 78- 1 82 --

Число 1 0  1 4  26 28 1 2  8 2 
студентов -
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Составить программу для нахождения выборочного среднего 
(математическое ожидание) , среднего квадратичного отклоне
кия , точности оценки и показателя достоверности . 

Указание. Середины интервалов принять в качестве значений 
1 56 ;  1 60 ;  1 64; 1 68 ;  1 72 ;  1 76 ; 1 80. 

Программа 

Program statist; 

Uses crt; 

Const 

x:array[ 1 . . 7 ]  of integer=( 1 56 ,  1 60 , 1 64, 1 68 , 1 72 , 1 76 ,  1 80) ; 

p :array [ 1 .. 7] of integer=( 1 О, 1 4,26,28 ,  1 2 ,8 ,2 ) ;  

var mx,  dx ,  w:rea1 ; 

i :  i nteger; 

begin 

C1rScr; mx:=O; dx:=O;  

for i := 1 to 7 do mx:=mX+x[ i ] *p ( i ] ; 

mx:=mx/1 00; 

for i := 1 to 7 do dx:=dX+sqr(x[ i ] -mx) ; 

w:=sqrt( dx/6) ; 

write1n('cpeднee=' ,  mx:5 :2) ;  

write1n( 'cpeднee КJзадратичное отклонение=' ,  w:8 :2) ; 

readkey; 

end. 

2.11. Линенное программирование 

Использование информационных технологий для решения 
3адач оптимизации может быть получено с помощью методов 
оnтимального проектирования . 

Методы оптимизации подразделяются на: 
• линейное и динамическое программирование (задачи рас

пределения ресурсов) ; 
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• теорию массового обслуживания (задачи со случайным ха
рактером поступления и обслуживания заявок в системе) ;  

• имитационное моделирование (задачи, где реальный экс
перимент заменяется имитационной моделью) ; 

• статистическое моделирование (задачи , в которых резуль
тат находится методами математической статистики из 
большого числа расчетов с различными факторами) ; 

• теорию управляемых марковских процессов (задачи со слу
чайными неконтролируемыми факторами) ; 

• теорию игр (состязательные задачи в условиях неопреде
ленности) ;  

• теорию расписаний (задачи календарного упорядочения 
работ) ; 

• сетевое планирование и управление (задачи с неопределен-
ной оценкой времени выполнения различных видов работ); 

• векторную оптимизацию (многокритериальные задачи) ; 
• теорию распознавания образов и др. 
При математическом моделировании требуется получить бы

стрый ответ на поставленный вопрос и получить возможность 
широкого экспериментирования .  

Для успешного математического моделирования необходимо: 
• учитывать главные свойства моделируемого объекта; 
• пренебрегать его второстепенными свойствами; 
• уметь отделить главные свойства от второстепенных. 

2. 1 1 . 1 . Общий случай зада чи оптимизации 

В общем случае задачу оптимизации можно записать так: 

Ц Ф F = f(x j )  � max (min , const) ; 

g 1 (x) 5; (=; �)bj ; 

gm (xj )  5; (=; �)bm ; 
ГРУ dj 5; xj 5; Dj ; i = I . . . m ;  j = I . . .  n . 

(2 . 1 9 ) 
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Систему (2 . 1 9) принято записывать более компактно: 

I

F = f(xj ) 4- max; 

g; (Xj ) ::;; b; ;  

dj ::;; xj ::;; Dj ; 
i = l . . .  т; j = l . . .  n . 
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(2 . 20) 

Запись (2 .20) является общей формой записи задач оптими
зации. 

В эту систему входят три составляющие. 

l .  Целевая функция (ЦФ) , или критерий оптимизации, пока
зывает, в каком смысле решение должно быть оптимальным, т .  е .  наилучшим. При этом возможны три вида назначения целе
вой функции : 

• максимизация ; 
• минимизация ; 
• назначение заданного значения . 

2 .  ОГР - ограничения , устанавливают зависимости между 
переменными. Они могут быть односторонними (g;(x) ::;; Ь;, )  или 
двухсторонними (а; ::;; g;(x) ::;; Ь) . Причем любое двухстороннее ог
раничение можно записать в виде двух односторонних (g;(x) � а;) , 
(g;(.x) ::;; Ь;) . 

3 .  ГРУ - граничные условия , показывают, в каких пределах 
Могут быть значения . искомых переменных в оптимальном ре
шении. 

Решения задачи,  удовлетворяющие всем ограничениям и 
Граничным условиям, называются допустимыми. Важной харак
теристикой задачи оптимизации является ее размерность, опре
деляемая числом переменных n и числом ограничений т. Соот
Ношение этих величин является определяющим при постановке 
задачи оптимизации. 

В общем случае ОГР имеют вид: g;(x) ::;; Ь;, i =  l . . . т ;  } =  l . . .  n ; l-lx можно записать в виде: g;(x) + У; =  Ь;У; � О ; i = l . . . т; j = l . . .  n.  
В этом случае общее число переменных xj и У;, равное N, бу

дет: N = n + т, а число уравнений останется прежним, равным 
�- Очевидно, что N = n + т > т, и система имеет бесчисленное 
�lfожество решений. Значит, если ограничениями являются не-
1 3 - l з з s  



194 Глава 2. Численные методы 

равенства, то система всегда имеет бесчисленное множество Ре
шений. 

Таким образом,  условие n > т - это непременное требова
ние задач оптимизации. 

Оптимальное решение - это наилучшее решение , но наи 
лучшего решения во всех смыслах быть не может. Может быть 
лучшим только в одном, строго установленном смысле .  

Принимающий решение должен абсолютно точно представ
лять, в чем заключается оптимальность решения , т. е .  по какому 
критерию принимаемое решение должно быть оптимальным .  

Критерий называют целевой функцией. С помощью критерия 
можно оценивать качества как желательные (например, при
быль, производительность, надежность) , так и нежелательные 
(затраты, расходы , простои и т. д. ) .  Тогда в первом случае стре
мятся к максимизации критерия , во втором - к минимизации. 

Итак, задача имеет оптимальное решение , если она удовле
творяет двум требованиям:  

• есть реальная возможность иметь более одного решения , 
т. е .  существуют допустимые решения ; 

• имеется критерий, показывающий, в каком смысле прини
маемое решение должно быть оптимальным,  т. е .  наилуч
шим из допустимых. 

2. 1 1 . 2. Решение задачи линейного 
программирования 

Задача линейного программирования является частным слу
чаем задачи оптимизации . 

Задача, · в которой требуется минимизировать (или макс и м и
зировать) линейную форму 

n L С; Х; � miп(max) J= l 
n n 

при условии , что :L aux; ::;; Ь1 , j = 1 , . . .  , т или :L aux; = Ь1 , ) -;:; J= l  i= l  
= т +  l ,  . . .  , р и Х; > О , i = l , . . .  , n ,  называется задачей линейного 

проrраммирования в произвольной форме записи. 
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Задача в матричной форме вида 

с т х � _mi�max) ,} 
АХ :о; Ь , 
х 2: 0 
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называется симметричной (канонической) формой записи задачи 
линейного программирования . 

Любую задачу линейного программирования можно привес
ти к канонической форме. 

Если система ограничений задана в форме АХ :о; Ь , то можно, 
введя дополнительные переменные , привести ее к виду 

АХ + ЕУ = Ь, х 2: 0 , у 2: 0 , где .Y = [xn+ l ' ' " " ' xn+m,

J

т . 

Если же ограничения в задаче заданы в форме АХ 2: Ь , то 

АХ - Ejl = Ь ,  х 2: О ,  у 2: О .  

Рассмотрим задачу с ограничениями АХ :0:: Ь .  Эту систему ог-
раничений можно представить в виде системы 

!a l, l x l + а ,.2х2 + . . .  + a , ,nxn + xn+ l = ь, ; �� :� : . � -���-�-' -�-

·

.

·

·
. � �� :�:. �-�::� . � -� ; 

am, l x l + am.2_x2 + . . .  + am,nxn + xn+m - bm о 

Введем следующие обозначения : 

I З• 
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Тогда задачу линейного программирования можно записать 
в виде: 

n 
I С;Х; ---+ min(max) ;  i= l  

.Х ::::: О. 

Векторы А; называются векторами условий, а сама задача л и 
нейного программирования - расширенной по отношению к ис
ходной. 

Пусть D и D 1 - допустимые множества решений исходной и 
расширенной задач соответственно. 

Тогда любой точке множества D, соответствует единственная 
точка множества D, и наоборот. В общем случае допустимое 
множество D исходной задачи есть проекция множества D, рас
ширенной задачи на подпространство исходных переменных. 

Набор чисел х = [х 1 , х2 , • • •  , хп ] т , удовлетворяющий ограни
чениям задачи линейного программирования , называется ее 
планом. 

Решением задачи линейного проrраммирования называется ее 
план , минимизирующий (или максимизирующий) линейную 
форму. 

Введем понятие базисного решения . Из матрицы расширен
ной задачи А Р  = L 

А

1 , 

А

2 , • • •  , 

A

n+m J выберем т линейно независи-

мых векторов-столбцов, которые обозначим как матрицу Bmxm' 
а через Dmxn - матрицу из оставшихся столбцов. Тогда АР = [В, D] ,  
и ограничения расширенной задачи линейного программирова
ния можно записать в виде : 

А Р.Х = В х8 + D .XD = А0 • 
Очевидно,  что столбцы матрицы В образуют базис т-мерно

го пространства. Поэтому вектор А0 и любой столбец матрицы D 
можно представить в виде линейной комбинации столбцов мат
рицы В. 

т в _ , в - в - ' D - в - ' А-огда · · Х 8 + · · XD = · о · 
Отсюда х8 = в - ' · А 0 - в - ' · D · xD . 
Придавая .XD различные значения , будем получать различные 

решения х 8 •  
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Если положить XD = о, то Хв = в - l . Ао . 
Решение х 8 = В - l · А0 называют базисным решением системы 

и з  т уравнений с т + n неизвестными. 
Если полученное решение содержит только положительные 

компоненты , то оно называется базисным допустимым. 
Особенность допустимых базисных решений состоит в том , 

что они являются крайними точками допустимого множества D1 
расширенной задачи (рис. 2 . 38 ) .  

А 

D 

Рис. 2.38. Допустимые базисные решения 

Если среди компонент х 8 нет нулевых, то базисное допусти
мое решение называется невырожденным. 

План х задачи линейного пр_9граммирования будем называть 
опорным, если векторы условий А; с положительными коэффици-
ентами линейно независимы, т. е. опорный план - это базисное 
допустимое решение расширенной системы , угловая точка мно
гогранника решений.  

Опорное решение называется невырожденным, если оно со
держит т положительных компонентов (по числу ограничений) . 
Невырожденный опорный план образуется пересечением n ги
nерплоскостей из образующих допустимую область. В случае вы
Рождениости в угловой точке многогранника решений пересека
ется более n гиперплоскостей .  

Зависимости между переменными (как целевые функции, 
так и ограничения) могут быть линейными и нелинейными. Ли
Нейными называются такие зависимости , в которые переменные 
Входят в первой степени и с ними выполняются только действия 
сложения и вычитания. Иначе ,  если переменные входят не в 
nервой степени или над ними выполняются другие (кроме ело-
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жения и вычитания) операции, то зависимости называются н е 
линейными. 

Задачи линейного программирования можно решить анали
тическим путем и графическим методом.  Второй метод - н а
глядный, но пригоден лишь для n = 2 (т. е .  если число перемен 
ных равно 2) . 

Пример 2.90. Пусть уравнение прямой имеет вид а1х1 + 
+ а�2 = Ь, т. е .  задано уравнение 2х1 + х2 = 2. 

Решение 
х х Перепишем исходное уравнение в виде _!_ + -2 = 1 .  
1 2 

При такой форме записи в знаменателе показаны отрезки, 
которые отсекает прямая на осях координат (рис. 2 .39) . Если от 
исходного уравнения перейти к неравенству 2х1 + х2 :о:: 2 , то гра
фически решение этого неравенства показано на рис . 2.40 , т. е . 
решением линейного неравенства с двумя переменными является 
полуплоскость. На рис. 2.40 часть плоскости , которая не удовле
творяет неравенству, расположена выше прямой и заштрихована. 
Координаты всех точек, принадлежащих к незаштрихованной 
части плоскости , имеют такие значения х1 и х2, которые удовле
творяют заданному неравенству. Эта полуплоскость является об
ластью допустимых решений (ОДР) . 

3 

2 \ 
\ \ 

1 2 3 х 

Рис. 2.39. Исходная прямая Рис. 2.40. Решение неравенства 

Пример 2.9 1 .  Пусть дана система неравенств :  jx1 + 4х2 :0:: 1 4; 
3х 1 + 4х2 :0:: 1 8 ; 
6х1 + 2х2 :0:: 27 ; 
х1 :;:: О ;  х2 :;:: О . 
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Решение 
Для удобства запишем ее в следующем виде: 

х х _!_ + _

2 � 1 ·  1 4 7/2 ' 
х х _!_ + _2 � J · 
6 9/2 ' 

� + l � J · 
9/2 27/2 ' 
х1 � О ; х2 � О . 
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Графическое решение этой системы показано на рис. 2.4 1 . 

5 

4 

А з т---=f���lf±rг---г-г 
2 �--+--4---r��-4---r--+-

о 

Рис. 2 .4 1 .  Графическое решение системы 

Решением системы являются координаты всех точек, при
надлежащих ОДР, т. е .  многоугольнику ABCDO.  Так как в ОДР 
бесчисленное множество точек, значит, рассматриваемая система имеет бесчисленное множество допустимых решений .  

Если требуется найти оптимальное решение , то  нужно при
Нять целевую функцию равной F= х1 + х2 ---+ max. Эта зависи
Мость на рис. 2 .42 представлена в форме уравнения прямой с уг
ловым коэффициентом х2 = F- х1 , из которого видно,  что 
tg а =  - 1 . При этом угол а =  1 35" , а величина F равна отрезку, от
секаемому прямой на оси ординат. Если прямую перемешать 
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параллельна самой себе в направлении , указанном стрелками , то 
величина F будет возрастать. Совместим теперь ОДР, изобра
женную на рис. 2.4 1 , с линией целевой функции F, построенной 
на рис. 2.42 , получим рис. 2.43 . 

Рис. 2.42. Отсекаемый отрезок 

Рис. 2 .43. Графи к  целевой функции 

Поскольку требуется найти оптимальное решение, при кото
ром целевая функция F = х1 + х2 � max, т. е. стремится к макси
муму, будем перемещать график целевой функции в направле
нии увеличения F. Очевидно, что оптимальным решением будут 
координаты точки С, равные х � и х; . При этом F = F·. 

На основании рассмотренного можно сделать вывод: опти
мальным решением являются координаты вершин ОДР. 
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На этом базируется аналитический метод решения задач ли
r�ейного программирования , который заключается в следующем: 

• найти вершины ОДР, как точки пересечения ограничений; 
• определить последовательно значения целевой функции в 

вершинах; 
• вершина, в которой ЦФ приобретает оптимальное (мак

симальное или минимальное) значение, является опти
мальной ; 

• координаты этой вершины и являются искомыми опти
мальными значениями переменных. 

2. 1 1 . 3 . Симплекс-м етод 

В геометрии используется такое понятие,  как <<Симплекс>> . 
Симплексом тел в k-мерном пространстве называется совокуп
ность (k + 1 )  его вершин. 

Так, для плоскости при k = 2 симплексом будут три вершины 
треугольника. При k = 3 - четыре вершины четырехгранника и т. д. С учетом этого понятия аналитический метод решения за
дач линейного программирования называется симплекс-методом.  
Вычисления, обеспечивающие определение значения целевой 
функции и переменных в одной вершине, называются итерацией. 

Симплекс-метод (метод последовательного улучшения плана) 
предназначен для решения общей задачи линейного программи
рования. 

Пусть имеется задача: 

Q(x) = c l x l + с2х2 + . . . + cnxn � min 
с системой ограничений следующего вида: {� : :� · .� . . � :'�' . � . • • • .  � .� ::·�� . � :: ; 

am, ) x ) + am2x2 + . . . + am,nxn - bm . 
Разрешим эту систему относительно переменных х1 , • • •  , xm: {xl = a {.m+ l xm+ l + . . .  + а {,пхп + Ь{ ; 

xm = a �.m+ ) xm+ ) + . . . + а � .пхп + ь� . 
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Векторы условий , соответствующие х1 ,  • • •  , хт, образуют базис . 
Переменные х1 , • • •  , хт назовем базисными переменными. Осталь-
ные переменные задачи - небазисные. 

Целевую функцию можно выразить через небазисные пере
менные: 

Если приравнять небазисные переменные нулю: xm+ l = О, 
xm+2 = О , . . .  , xn = О , то соответствующие базисные переменные 
примут значения : 

Вектор х с такими компонентами представляет собой утло
ную точку многогранника решений (допустимую) при условии, 
что ь; � о  (опорный план) . 

Теперь необходимо перейти к друтой утловой точке с мень
шим значением целевой функции. Для этого следует выбрать не
которую небазисную переменную и некоторую базисную так, 
чтобы после того, как «поменяем их местами>> ,  значение целевой 
функции уменьшилось. Такой направленный перебор в конце 
концов приведет к решению задачи.  

Формализованный алгоритм симплекс-метода состоит из двух 
основных этапов: 

1) построение опорного плана; 
2) построение оптимального плана. 

Пример 2.92. Симплекс-методом решить задачу линейного 
программирования . 

Пусть Q(x) = х4 - х5 � min.  Система ограничений имеет вид: {х 1 + х4 - 2х5 = 1 ; 
х2 - 2х4 + х5 = 2 ; 

х3 + 3х4 + х5 = 3. 

Выберем в качестве базисных следующие переменные {х, , 
х2, х3} и разрешим систему относительно этих переменных. Сис
тема ограничений примет следующий вид: {х1 = 1 - х4 + 2х5 ; 

х2 = 2 + 2х4 - х5 ; 

х3 = 3 - 3х4 - х5 • 
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Решение 
Переменные {х4 , х5} являются небазисными. Если взять х4 = О 

11 х5 = О, то получим угловую точку (опорный план) :  

х 1 
= [ 1 2 3 О О] т , 

которой соответствует Q(x 1 ) = О. 
Значение целевой функции можно уменьшить за счет увели

чения х5 • При увеличении х5 величина х1 также увеличивается , 

а х2 и х3 - уменьшаются. Причем величина х2 раньше может 
стать отрицательной . Поэтому, вводя в базис переменную х5 , од

новременно х2 исключаем из базиса. В результате после очевид

ных преобразований получим следующие выражения для новой 
системы базисных переменных и целевой функции: {х5 = 2 - х2 + 2х4 ; 

х 1 = 5 - 2х2 + 3х4 ; 

х3 = 1 + х2 - 5х4 , 

Q(x) = -2 - х4 + х2 --+ min. 

Соответствующий опорный план: 

Целевую функцию можно уменьшить за счет увеличения х4• 

Увеличение х4 пршюдит к уменьшению только х3. Поэтому вво

дим в базис переменную х4, а х3 исключаем из базиса. В резуль

тате получим следующие выражения для новой системы базис

ных переменных и целевой функции : 

Q( -) l l 4 l о 
х = - - + - х2 + - х3 � mш. 

5 5 5 
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Тогда соответствующий опорный план равен 

_хз =
[ 28 О О _!_ �] т 
5 5 5 ' 

а значение целевой функции 

Q(хз ) = _!!_ . 
5 

Так как все коэффициенты при небазисных персменных в 
целевой функции неотрицательны,  то нельзя уменьшить целе
вую функцию за счет увеличения х2 или х3 , следовательно, полу
ченный план х

3 
является оптимальным. 

Пример 2.93.  Пусть имеется задача: Q(x) = х 1 - х2 � min . 
Система ограничений имеет вид: 

Решение 

1х3 : 1  + х1 - х2 ; 

х4 -
2 - х1 + 2х2 ; .Х ;:::: О . 

Персменные {х3 , х4} - базисные,  а {х1 , х2 } - небазисные пе
ременные. Опорный план: 

Теперь вводим в базис персменную х1 , а х4 исключаем иiз ба
зиса. В результате получаем следующие выражения для базисных 
персменных и целевой функции: 

{х1 = 2 + 2х2 - х4 ; 

х3 = 
3 + х2 - х4 , 

Q(x) = -2 - 3х2 + х4 • 

Опорный план равен х 1 
= [2 О 3 О] т , значение целевой 

функции Q(x 1 ) = -2. Можно заметить, что при увеличении Х2 
значения персменных х1 и х3 также возрастают, т. е . при х2 � --:J: 

в допустимой области Q(x) � -оо (задача не имеет решения) . 

Замечание. В npouecce nоиска доnустимого nлана может быть выявлена п ро
тиворе'швость системы ограничений .  
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Пример 2.94. С использованием таблиц решить задачу ли
J-{ейного программирования симплекс-методом.  

Q(x) = х4 - х5 --1- min .  

Система ограничений имеет вид: 

Решение 

{х1 + х4 - 2х5 = 1 ; 
х2 - 2х4 + х5 = 2; 

�3 + 3х4 + х5 = 3 ; 

х ;:::: О . 

Пусть необходимо решить задачу: 

Q(x) = c l x l + с2х2 + . . .  + cnxn --1- min (max) 

a l , l x l + . . . . . . .  + a l,nxn = bl ; 

am, l x l + . . . . . . .  + am,nxn = ьт ;  
am+ l , l x l + . . .  + am+ l,nxn :-:::; bm+ l ; 

Введем дополнительные переменные, чтобы преобразовать 
ограничения-неравенства к равенствам . В ограничениях-равен
ствах дополнительные персменные должны быть нулевыми. То
гда система ограничений принимает вид: 

О = bi - a i , IX I - . . . . . . . . . . .  - a i ,nxn ; 

о =  bm - a m, l x l - . . . . . . . . . . .  - a m,nxn ; 
xn+ l = bm+ l - a m+ l, l x l - . . .  - am+ l,nxn ; 

rде хп+ i
2': О , i =  1 ,  . . .  , р.  

В качестве базисных персменных выберем систему дополни
Тельно введенных переменных. Тогда симплексная таблица для 
f!реобразованной задачи будет иметь вид табл . 2 . 3 .  
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Таблица 2.3. Симплексная таблица ДJJЯ иреобразованной задачи 

-х, -х2 ��- -�[ -Xs =r�----�г�- -· · ·  -Хп 1 -li 1 
-�-- --

о а , ,  a l 2 a i ,s a i ,n ь , 

о Gm, i am,2 Om,s Om,n bm 

Xm+ i am+ i , i  am+ i ,2 Om+ I ,s am+ i ,n bm+ i 

Xm+p am+p, i  am+p,2 Gm+p,s Gm+p,n bm+p 

Q(x) -с, -с2 -с, -Сп о 

В случае базисных переменных {х1 , х2 , х3 } начальная сим
плексная таблица для данного примера будет выглядеть следую
щим образом (табл . 2.4) . 

Таблица 2.4. Симплексная таблица 

: - - - ' "1 1 
-х4 -xs l ! 

х, = 1 -2 1 

Х2 = -2 1 2 

хз = 3 1 3 

Q(x) - 1  1 о 

Она .уже соответствует опорному плану х 1 = 
[ l 2 3 О 0 ] 1  

(столбец свободных членов) . 
Построение оптимального плана. Для того чтобы опорный 

план был оrпимален ,  при минимизации целевой функции необ
ходимо, чтобы коэффициенты в строке целевой функции были 
неположит�льными (в случае максимизации - неотрицательны
ми) , т .  е .  при поиске минимума мы должны освободиться от по
ложительных коэффициентов в строке Q(x) . 

Выбор разрешающего элемента. Если при поиске минимума в 
строке целевой функции есть коэффициенты больше нуля , то 
выбираем столбец с положительным коэффициентом в строке 
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uелевой функции в качестве разрешающего. Пусть это столбец с 
r�омером /. 

Для выбора разрешающей строки (разрешающего элемента) 
среди положительных коэффициентов разрешающего столбца 
выбираем тот, для которого отношение коэффициента в столбце 
свободных членов к коэффициенту в разрешающем столбце ми
нимально: 

где а,1 - разрешающий (направляющий) элемент; строка r -
разрешающая. 

Для перехода к следующей симплексной таблице ( следующе
му опорному плану с меньшим значением целевой функции) де
лается шаг модифицированного жорданона исключения с разре
шающим элементом а,1• 

Если в разреша19щем столбце нет положительных коэффи
циентов, то целевая функция не ограничена снизу (при макси
мизации - не ограничена сверху) . 

Шаг модифицированного исключения. На месте разрешающе
го элемента ставится 1 .  Остальные элементы разрешающего 
столбца меняют знак на противоположный и делятся на разре
шающий элемент. 

Остальные элементы разрешающей строки делятся на разре
шающий элемент. 

Все остальные элементы симплексной таблицы (табл. 2.5) 
вычисляются по следУющей формуле: 

aija ,1 - a rjail a rjail 
aij = = aij - --а ,1 а ,1 

Таблица 2.5. Вычисление элементов симплексной таблицы 

[ --I ��--с�;:-��"�1' 
-- -- --- '----- г - -г�А::-� __ ;2 г-��� 

�· - - �---г---
г-=r�-;�т���;:= �--�--l1 

х, 1 -2 1 

х2 -2 2 

хз 3 3 

Q(x) - 1 о 

х ,  

xs 
хз 

Q(x) 

-3 2 

-2 1 

5 - 1  

1 - 1 

5 х, 3/5 7/5 28/5 

2 xs 2/5 3/5 1 2/5 

1 Х4 1 /5 - 1 /5 1 /5 

-2 Q(x) - 1 /5 -4/5 - 1 1 /5 



208 Глава 2. Численные методы 

Пример 2.95. Определить, в каком количестве надо выпус
кать продукцию четырех типов Прод 1 ,  Прод2 , Прод3 , Прод4 
для изготовления которой требуются ресурсы трех видов: труда� 
вые, сырье, финансы. 

Количество ресурса каждого вида , необходимое для выпуска 
единицы продукции данного типа, называется нормой расхода . 

Нормы расхода, наличие располагаемого ресурса, а также 
прибыль, получаемая от реализации единицы каждого типа про
дукции ,  приведены в табл. 2 .6 . 

Таблица 2.6. Исходная симплекс-таблица 

' , : в '> >>' с D Е F G А 
й Ресурс П род l  П род2 Прод3 П род4 Знак Наличие 

2 Прибыль 60 70 1 20 1 30 Макс -

3 Трудовые 1 1 1 1 � 1 6  

4 >  Сырье 6 5 4 3 � 1 1 0 

5 Фи нансы 4 6 1 0  1 3  � 1 00 

Решение 
1 .  Составление математической модели. Для этого введем 

следующие обозначения : 
xj - количество выпускаемой продукцииj-го типа,j = 1 , 2 ,  3 ,  4; 
Ь; - количество располагаемого ресурса i-го вида, i J 1 ,  2 ,  3 ;  
aij - норма расхода i-го ресурса для выпуска единицы про-

дукции j-го типа; 
cj - ПР!iбыль, получаемая от реализации единицы продукции  

j-го типа. 
Для выпуска единицы Прод 1 требуется 6 единиц сырья ,  зна

чит, для выпуска всей продукции Прод 1  требуется 6х1 единИ!.\ 
сырья , где х1 - количество выпускаемой продукции Прод \ .  
С учетом того, что для других видов продукции зависимости 
аналогичны, ограничение по сырью будет иметь вид: 

6х1 + 5х2 + 4х3 + 3х4 ::; 1 1 0 . 

В этом ограничении левая часть равна величине требуемого 
ресурса, а правая показывает количество имеющегося ресурса . 
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Аналогично можно составить ограничения для остальных ре
сурсов и написать зависимость для целевой функции. Тогда ма
тематическая модель задачи будет иметь вид: 

F = 
60х1 + 70х2 + 1 20х3 + 1 30х4 � max; 

х1 + х2 + х3 + х4 :::;; ! б ; 

бх 1 + 5х2 + 4х3 + Зх4 :::;; 1 1 0 ; 

4х1 + бх2 + 1 0х3 + 1 3х4 :5: 1 00 ; 

х j � О ; j = 
1 , 2, 3, 4. 

(2 .24) 

2. Ввод исходных данных. Ввести исходные данные в форму 
(табл . 2 .7) согласно условию задачи.  

Таблица 2. 7. Форма ввода данных 

�' ; · А в с D Е F G н 
�:ы; Переменные 

;,:.> . 5� . Имя Прод l Прод2 П род3 Прод4 

i )  Значение  

' 4  Нижн. гр. о о о о 
i '  � Верх. гр. ЦФ На пр 
< 

. 6 Коэф. в ЦФ 60 70 1 20 1 30 о Макс 

7 Ограничения 

. .  8 Вид ресурсов Лев.  часть Знак П рав. часть 

;:9 Трудовые 1 1 1 1 о ::; 1 6  

1 0 Сырье 6 5 4 3 о ::; 1 1 0 

l Финансы 4 6 1 0  1 3  о ::; 1 00 

3. Ввод зависимостей из математической модели. Ввести зави
симости из математической модели (2 .24) . В режиме представле
linя формул это будет выглядеть следующим образом (табл . 2 . 8 ) .  
1 4 - 1 3 3 5  
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Таблица 2.8. Ввод зависимостей 

Ll_л __ L__- - _в_
-
[�_ Г D j __ E-------'-� F Т G Т н ;, 

� Им• Прод ! n::·:::, П род4 

. 

'i 
1 l1 з Значение :,-,----�-��--+--+--�-------r--+-�1 

! ! 4 Нижн.  гр. 
11 1 1 5 Верх. гр. 

ll l i - -6 Коэф. в ЦФ 

1 1 J 

1 11 8 Вид 
1 _  ресурсов 

! 1 9 1  Трудовые 

il i 
� t 1 1110 Сырье 

ll�l Финансы 

11: ' 

о 

60 

6 

4 

о о 

70 1 20 

Ограничения 

5 4 

6 1 0  

о 

1 30 

ЦФ Напр 

=СУМ М П РОИЗВ Макс 
(В$3: Е$3; В6: Е6) 

Лев.  Знак Прав. 
часть часть 

=СУМ М П РОИЗВ $ 1 6  
(В$3: Е$3; В9: Е9) 

3 =СУМ М П РОИЗВ $ 
(В$3 : Е$3 ;В  1 0: Е 1 0) 

1 3  =СУМ М П РОИЗВ $ 
(В$3: Е$3 ; В 1 1 : Е 1 1 )  

1 1 0 

1 00 

Назначить целевую функцию: $F$6. Ввести адреса искомых 
переменных: $В$3 :$Е$3.  

Ввес�и граничные условия : $В$3 : $Е$3 >=$В$4:$Е$4. 
Ввести ограничения : $F$9 :$F$ 1 1  <=$Н$9 :$Н$ 1 1 . 
Параметры, используемые по умолчанИю,  подходят для ре

шения большинства задач. Решение найдено и результат опти
мального решения задачи приведен в табл. 2 .9 .  

Из табл . 2 .9 видно ,  что в оптимальном решении Прод l = ! 0 , 
Прод2 = О , ПродЗ = 6 ,  Прод4 = О. При этом максимальная при
быль будет составлять 1 320, а количество использованных ресур
сов: трудовых = 1 6 ,  сырья = 84, финансов = 1 00. 

Важным фактором , помогающим принять решение, является 
графическое представление полученного результата (рис. 2 .44) . 
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Таблица 2.9. Оптимальное решение задачи 

1 1 1 
�1 А в с D Е F G 

н 

1 1 !, 
' 

:���·\ Переменные 

��2 И мя Прод l П род2 П род3 П род4 

' . : Значение 1 0  о 6 о 

�i� Н ижн. гр. 

· '5 Верх. гр. ЦФ Направ-
ление .. 

,'i. Коэф. в ЦФ 60 70 1 20 1 30 1 320 Макс 

· ·! Ограничения 

's Вид ресурсов Лев. Знак Прав. 

�·· ' часть часть 
.. . 

Трудовые 1 1 1 1 1 6  $ 1 6  

' ·IO  1 Сырье 6 5 4 3 84 $ 1 1 0 

��:� Финансы 4 6 1 0  1 3  1 00 $ 1 00 

Оптимальный план 
1 0  в 6 4 2 о Прод1 Прод2 ПродЗ Прод4 

Рис. 2.44. Гистограмма оптимального решения 

Пример 2.96. Компания производит два основных типа товаРа (Изделие- 1 ,  Изделие-2) .  Изделие- 1  требует 2 ед. сырья А и 
2 ед. сырья В, оно приносит прибыль компании 2 ден . единицы. 

Изделие-2 требует 3 ед. сырья А и 5 ед. сырья В, оно при-
1-Iосит прибыль 4 ден . ед . Найдите оптимальный план производ-
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ства, если доступно всего 1 200 единиц сырья А и 1 600 единиц 
сырья В. 

Решение 
Пусть Х - количество производимого товара первого изде

лия , У - количество производимого товара второго изделия. Со
ставим математическую модель. {ЦФ: F(X , У) = 2Х + 4У � max; 

2Х + 2У � 1 200;  

ОГР: 2Х + 5У � 1 600 ; 

ГРУ: Х � О ; У � О . 

Создадим форму для ввода условий задачи (табл. 2 . 1 О) и вве
дем исходные данные. 

Таблица 2. 10. Форма для ввода исходных данных 

И мя Изделие- 1 Изделие-2 

Вид 

о о 

2 4 

Ограничения 

UФ 

Левая часть Знак 

2 3 � 
2 5 � 

Правая 

1 200 

1 600 

Введем зависимости из математической модели (табл. 2 . 1 1  ) . 

Назначить целевую функцию $0$6 .  Ввести адреса искомых 
переменных: $В$3 :$С$3 .  Ввести ограничения и граничные усло
вия : $0$9 :$0$ 1 0  <= $F$9 : $F$ 1 0 , $В$3 :$С$3 >= $В$4:$С$4.  

Результат оптимального решения задачи приведен в 
табл . 2 . 1 2 . 
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Таблица 2. 1 1. Ввод зависимостей ---
Е г F�-:--- 1i -,,, 1 ,. А .с в 'с D 1 

т: Переменные 

т, Имя Изделие- ) Изделие-2 

: Значения !t-:' ' 
-�4 Н ижи. Гр. о о 

;:,· Верх. Гр. ЦФ 

r2 Коэф. ЦФ 2 4 =СУМ М П РОИЗВ 
( В$3:С$3; В6:С6) 

, .7 Ограничения 

(8 Вид Левая Знак П равая 
часть часть 

9 Сырье А 2 3 =СУМ М П РОИЗБ ::; 1 200 
' 

( В$3:С$3;  В9:С9) 
, _ . 

10 Сырье Б 2 5 =СУМ М П РОИЗВ ::; 1 600 
(В$3 :С$3 ;В  I O:C I O) 

Таблица 2. 12. Оптимальное решение - 'j  _,,_ ·- ,._, А .  1 '  - в _ _  ,,. ,(с .с; - с} \. :  D �- --- i k - - Ао F. 1' 
. .  _ :.:;..: - ' '- " � о� - · -

n Переменные 

2 · 1 И мя Изделие- 1  Изделие-2 

· 3 1 Значения 300 200 

Н ижи. Гр. о о 

5 Верх. Гр. ЦФ 

- 1 6 1 коэф. ЦФ 2 4 1 400 

7 1  Ограничения 

8 Вид Левая часть Знак П равая часть 

Сырье А 2 3 1 200 ::; 1 200 

lоjсырье Б 2 5 1 600 ::; 1 600 
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По полученным результатам построим гистограмму (рис. 2 .45) .  

300 200 1 00 о 

Оптимальный ллан 

Иэделие-1 Иэделие-2 
Рис. 2.45. Гистограмма оптимального решения 

Программа 

Prograт Siтpl ;  
Uses crt ;  
Const n = 2 ;  т =  3 ;  Epsi lon = 0 .00000 1 ;  
var 

YectorA : array [ l  .. т, О .. т+n] of rea l ;  
TargetYector : array [ l . .  т+n] of rea l ;  
SiтplexYector : array [О . .  т+n] of real ;  
DigitOfВasisVector : array [ \  . .  т] of  real ;  
BasisYector : array [ \  . .  т] of  integer; 
l ndexOfEnterYector : integer; 
l ndexOfOutputString : integer; 
MiniтuтBuffer : real ;  
key : char; Fi leOfOutput : text ; 

{ Описание процедур } 
procedure ReadDates; { считывание данных из файла } 

var DateFile : text ; 
procedure ReadDatesTargetYector; { считывание данных целевого 
вектора } 

var i : integer; 
begin 
for i := I to n do Readln(DateFi le ,  TargetYector[ i ] ) ;  
end; 

procedure ReadDatesYectorA; { считывание вектора А и заполнение 
единицами диагонал и} 

var i ,j : integer; 
begin 
for j :=O to n do 
for i :=  1 to т do Readln(DateFi le ,  VectorA[ i ,  j ] ) ;  
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i := 1 ;  
for j :=n+ 1 to n+т do begin 
YectorA[ i ,  j ] :=  1 ;  inc(i)end; 

end;  
procedure ReadDatesBasisVector; 

var i : integer; 
begin 
for i := 1 to т do BasisYector[ i ] :=n+i;  
end; 

begin 
Assign(DateFile , 'kurs.dat') ; Reset(DateFi 1e) ; 
ReadDatesTargetYector; ReadDatesVectorA; 
ReadDatesBasisYector; Close(DateFile ) ;  
end ;  
procedure CountSiтplexYector; { расчет симплекс-вектора } 
var 

ij : integer; Suтта : rea l ;  S iтplex : rea l ;  
begin Siтp1exYector[O] :=O ;  
for i := 1 to  т do 
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SiтplexYector[O] :=SiтplexYector[O] + DigitOfВasisYector[i] *YectorA[i ,  О] ; 
for j := 1 to т+n do 
begin Suтта:=О; 
for i := 1 to т do Suтта:=Suтта + DigitOfВasisYector[ i ] *YectorA[ i ,  j ] ; 
S iтplexYector[j] : =Suттa - TargetVector[j ] ;  
i f  abs(SiтplexYector[j] )  <= Epsi lon then SiтplexYector[j ] :=O; 
end; 
end; 
function GetEnterYector : integer; { поиск вводимого вектора } 
var 

i : integer; Min  : rea1 ;  
begin 
GetEnterYector:= 1 ;  Min :=SiтplexYector[ 1 ] ;  
for i :=2 to т+n do 
if Min > SiтplexYector[ i ]  
then begin GetEnterYector:=i ;  M in :=SiтplexYector[ i ] ; end ;  
end ;  
function GetOutputString : integer; { поиск выводимой строки } 
var 

i : integer; Тетр : rea1 ; 
begin 
GetOutputString := 1 ;  
if YectorA[ 1 ,  l ndexOfEnterVector] > О then 



216 Глава 2. Численные методы 

MiniтuтBuffer:=YectorA[ 1 ,  О] 1 VectorA[ 1 ,  l ndexOfEnterYector] ;  
for i :=2 to т do 
begin 
Teтp:=YectorA[ i ,  О]  1 YectorA[ i ,  l ndexOfEnterVector] ; 
if Тетр > О then if MiniтuтBuffer >= Тетр then 
begin MiniтuтBuffer:=Teтp; GetOutputString:=i ;  end; 
end; 
end; 
procedure ReCountOutputStri ng; { nересчет коэф. выводимой строки } 

var i j  : i nteger; Buffer : rea l ;  
procedure ReCountDigitOfВasisYector; 
begin 
DigitOfВasisVector[ l ndexOIOutputString] := 

TargetYector[ l ndexOfEnterYector] ; 
end; 
procedure ReCountBasisYector; 
begin 
BasisYector[ 1 ndexOIOutputString] := 1 ndexOfEnterYector; 
end; 
begin 
ReCountDigitOfВasisYector; ReCountBasisVector; 
Buffer:=VectorA[ I ndexOIOutputString, l ndexOfEnterYector] ; 
for i :=O to т+n do 
begin 
YectorA[ I ndexOIOutputString, i ] :=YectorA[ IndexOIOutputString, i ] 1 
Buffer; 
end; 
end; 
procedure ReCountYectorA; 

var ij : integer; 
begin 

for j :;==O to т+n do 
begin 
for i := l to т do 
begin 
if i <>  l ndexOIOutputString then if j <>  l ndexOfEnterYector 
then YectorA[ i ,  j ] :=YectorA[ i ,  j] - YectorA 
[ i ,  l ndexOfEnterYector ] *VectorA[ 1 ndexOIOutputStringj ] ;  
end; end; 

for i := l to т do 
if i <> l ndexOIOutputString then YectorA[ i ,  l ndexOfEnterVector] :=O ;  
end;  
function All l sPositiv : boolean;  
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var i : integer; 
begin 
All I sPositiv:=True;  
for i :=  1 to т+n do 
if Siтp1exYector[ i ]  < О then Al l l sPositiv:=Fa1se ; 
end; 

function ToStr(const D : rea1)  : string ; 
var S : string; 
begin 
str(D:6 :2 ,  S); ToStr:=' ' + S + ' ' ;  
end; 

procedure WriteMatrixs; 
procedure WriteTargetMatrix; 

var i : integer; 
begin 

write1n( '  +--------------------------------+' ) ;  write ( '  Target ' ) ;  
for i := 1 to n+т do write(ToStr(TargetYector[ i ] ) ,") ;  write1n ;  
end; 

procedure WriteMatrixA; 
var i j  : integer; 

begin 
write1n( '  

21 7 

+-----------------+--------+--------+--------+--------+--------+-------- ') ;  
write 1n( '  Basis D . Basis А О А 1 А 2 А 3 А 4 А'� 
write1n( '  
+--------+--------+--------+--------+--------+--------+--------+-------- ') ; 
for i := I to т do 
begin 
write(' А ' , BasisYector[ i ] , '  ' ,ToStr(D igitOfВasisYector[ i ] ) ,") ; 
for j :=O to т+n do write(ToStr(YectorA[ i , j ] ) , '  ' ) ;  write1n ;  
if i = т then write1n( '  
+--------+--------+--------+--------+--------+--------+--------+-------- ') 
e1se write 1n( '  
+--------+--------+--------+--------+--------+--------+--------+-------- ') ; 
end;  
end;  
procedure Write MatrixSiтp1ex; 

var i : integer; 
begin 
write(' Siтp1ex' ) ;  
for i :=O to т+n do write(ToStr(Siтp1exYector[ i ] ) , '  ' ) ;  write1n ;  
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write ln( '  
+------------- -------------------------------------------------+' ) ;  
end ;  
begin 
clrscr; 
WriteTargetMatrix; WriteMatrixA; WriteMatrixSiтplex; 
end; 
procedure WriteMatrixs lnFi le ;  
procedure WriteTargetMatrix; 

var i : integer; 
begin 
writel n(Fi leOIOutput , ' 
+------------------ -----------------------------------+' ) ;  
write ( FileOIOutput, ' Target ' ) ;  
for i := I to n+т do write( FileOIOutput, ToStr(TargetYector[ i ] ) ,") ;  
write ln(FileOIOutput) ; 
end; 
procedure WriteMatrixA; 

var ij : integer; 
begin 
write ln(FileOIOutput, ' 
+-----------------+--------+--------+--------+--------+--------+-------- ') ; 
write ln( FileOIOutput, ' Basis D . Basis А О А 1 А 2 А 3 А 4 А 5 
' ) ;  
write ln(Fi leOIOutput, ' 
+--------+--------+--------+--------+--------+--------+--------+-------- ') ; 
for i := l to т do 
begin 
write( FileOIOutput , ' A ' , BasisYector[ i ] , ' 
' ,ToStr(DigitOfВasisVector[ i ] ) , ' ') ; 
for j :=O · to т+n do write(FileOIOutput, ToStr(YectorA[ i , j ] ) ," ) ;  
write ln(FileOIOutput) ; 
if i = т then write ln( FileOIOutput, ' 
+--------+--------+--------+--------+--------+--------+--------+------- - ') 
e lse write ln(FileOIOutput, ' 
+--------+--------+--------+--------+--------+--------+--------+-------- ') ; 
end; 
end;  
procedure WriteMatrixSiтplex; 

var i : integer; 
begin 
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write(Fi leOfOutput , ' Simplex') ; 
for i :=O to m+n do write(Fi leOfOutput, ToStr(SimplexYector[ i ] ) , '  ' ) ;  
write ln (Fi leOfOutput) ; 
write ln( FileOfOutput , ' 
+--------------------------------------------------------------+') ;  
end; 
begin 
clrscr; 
WriteTargetMatrix; WriteMatrixA; WriteMatrixSimplex; 
end; 
{ Основная программа } 
BEG I N  
ClrScr; ReadDates; Assign(FileOfOutput, 'kurs97 .res' ) ;  
Rewrite(Fi leOfOutput) ; CountSimplexYector; WriteMatrixs; 
while not Al l l sPositiv do 
begin 
1 ndexOfEnterYector:=GetEnterYector; 
1 ndexOfOu tputString: =GetOutpu tStri ng; 
ReCountOutputString; ReCountYectorA; 
CountSimplexYector; WriteMatrixs lnFi le ;  WriteMatrixs; 
if key=#O then key:=readkey; key:=#O; 
end; 
Close (Fi leOfOutput) ; Readln ;  
END. 

В программе реализованны следующие процедуры: 
1 . ReadDates - считывание данных из файла. 
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2. ReadDatesTargetVector - считывание коэффициентов при 
неизвестных в целевой функции из файла. 

3 . ReadDatesVector - считывание входного файла матрицы А 
и заполнение диагональной матрицы. 

4 .  CountSimplexVector - расчет симплекс-разностей.  
5 . GetEnterVector - поиск вводимого в базис столбца. 
6 . GetOutputString - поиск выводимой из базиса строки . 
7 . ReCountOutputString- пересчет выводимой строки . 
8 . RcCountVectorA - пересчет остальной матрицы ограни

\fений . 
9 . WriteMatrixA, WriteTargetMatrix , WriteMatrixSimplex - пе

\fать результирующих таблиц и запись в файл . 



220 Глава 2. Численные методы 

2. 1 2 . Пакет Mathcad 

В настоящее время научные и инженерные расчеты остаются 
одной из важнейших сфер приложения компьютеров. За многие 
годы накоплены обширные библиотеки научных подпрограмм и 
целый ряд различных математических пакетов, реализующих 
разнообразные численные методы , а также способных произво
дить аналитические математические преобразования. Пожалуй , 
наиболее известными сегодня являются следующие пакеты: 
Mathematica (фирма Wolfram Research) , Maple (фирма Waterloo 
Maple lnc) , Matlab (фирма The MathWorks) , Mathcad (фирма 
MathSoft Inc) . 

Пакет Mathematica является наиболее популярным в науч
ных кругах, особенно среди теоретиков. Пакет предоставляет 
широкие возможности в проведении символических (аналитиче
ских) преобразований ,  однако требует значительных ресурсов 
компьютера. 

Пакет Maple также весьма популярен в научных кругах. Кро
ме аналитических преобразований,  пакет в состоянии решать за
дачи численно. Характерной особенностью пакета является то , 
что он позволяет конвертировать документы в формат LaTeX -

стандартный формат подавляющего большинства научных изда
тельств мирового класса. Кроме того, ряд других программных 
продуктов использует интегрированный символический процес
сор Maple. 

Пакет Matlab фактически представляет собой своеобразный 
язык программирования высокого уровня , ориентированный на 
решение научных задач . Характерной особенностью пакета яв
ляется то, что он позволяет сохранять документы в формате язы-
ка проrраммирования С. 

' 

Пакет Mathcad более популярен в инженерной , чем в науч
ной среде. Характерной особенностью пакета является исполь
зование привычных стандартных математических обозначенИ Й · 
Для использования пакета не требуется изучать какую-либо сис
тему команд, как, например, в случае пакетов Mathematica ил И 
Maple . Пакет ориентирован в первую очередь на проведен ие 

численных расчетов, но имеет встроенный символический про
цессор Maple ,  что позволяет выполнять аналитические преобра
зования. В последних версиях предусмотрена возможность соз
давать связки документов Mathcad с документами Mathlab. В of' 
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JIИЧие от упомянутых выше пакетов, Mathcad является средой 
визуального программирования,  т. е. не требует знания специ
фического набора команд. 

2. 1 2 . 1 . Примеры выполнения рас четов в пакете 
Mafhcad 

Работа с матрицами 
Простейшие операции матричной алгебры реализованы в 

Mathcad в виде операторов. Написание операторов по смыслу 
максимально приближено к их математическому действию. Ка
ждый оператор выражается соответствующим символом. Векто
ры являются частным случаем матриц размерности n х l , поэто
му для них справедливы все операции, что и для матриц, если 
ограничения особо не оговорены (например, некоторые опера
ции применимы только к квадратным матрицам n х n) . Ка
кие-то действия допустимы только для векторов (например, 
скалярное произведение) ,  а какие-то, несмотря на одинаковое 
написание, по-разному действуют на векторы и матрицы. При 
работе с матрицами используется панель инструментов <<Матри
ЦЫ>> (рис. 2.46) .  

Обращение (инверсия) 

Нижний индекс 

Вычисление оnределителя 

Задать диаnазон дискретной величины 

Трансnонирование 

Векторное nроизведение 

Суммирование элементов вектора 

Рис. 2.46. П анель инструментов << Матрицы>> 

Для того чтобы выполнить какую-либо операцию с помощью 
hанели инструментов, нужно: 

• выделить матрицу и щелкнуть в панели по кнопке опе
рации ;  

• щелкнуть по кнопке в панели и ввести в помеченной пози
ции имя матрицы . 
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Меню <<Символы>> содержит три операции - транспонирова
ние, инвертирование, определитель. Например, чтобы вычислить 
определитель матрицы , можно выполнить команду Символы -
Матрицы - Определитель. 

Нахожденне нулей функцнй 

Для определения значений,  в которых функция обращается в 
нуль, используется встроенная функция root(f(x) , х) . Первый 
аргумент - функция,  нуль которой необходимо найти , второй 
переменная , которую необходимо варьировать. Функция f(x) 
может быть функцией многих переменных и необходимо указы
вать , по какой именно переменной отыскивается нуль функции. 
Кроме того, необходимо задать начальное приближение поиска. 
Точность вычислений задается встроенной переменной TOL. По 
умолчанию ее значение равно 0 ,00 1 .  Это значение можно изме
нить непосредственно в тексте документа: TOL := 1 0-9 • 

Например, зададим начальное приближение:  х := - 1 .  
После этого вычисляем корень: root(f(x) , х) = - 1 .570796327 . 
Функция r(x) возвращает значение корня,  ближайшее к х, т. е. 

к задаваемому, начальному приближению аргумента функции .  

Нахожденне корней полнномов 

Для нахождения корней полиномов имеется встроенная 
функция polyroots(a) . Аргументом функции является вектор ко
эффициентов полинома 

Если в полиноме отсутствуют некоторые степени,  то на со
ответствующих местах следует записать О . 

Например, пусть требуется найти корни полинома р(х) 
= :>? + 

+ ъ? - 1 .  

i := 0 . .  3 
[- 1 .6 1 8] 

po1yroots(a) = - 1 . 

0 .6 1 8  
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Нахожденне корней уравненнн 

Mathcad представляет ряд дополнительных возможностей 
для поиска корней уравнений . Функция root(f(var1 , var2, . . .  ) ,  
var1 ,  [а, Ь] ) имеет два необязательных аргумента а и Ь, которые 
определяют границы интервала, на котором следует искать ко
рень. На концах отрезка [а ; Ь] функция f должна менять знак 
(j(a) f(b) < 0). Задавать начальное приближение для корня не 
нужно .  Местоположение корней определим графически . 

Тогда функции для поиска корней уравнения будут иметь вид 

root(f(x) ,x,- 1 , 8 )  = О ; root(f(x) ,x,- 1 0 ,-0. 1 )  = -2 . 8 1 8 . 

Реwенне снетем уравненнн н неравенств 

Системы линейных и нелинейных уравнений и неравенств 
позволяет решать процедура given в сочетании с функцией Find. 

Система уравнений иjили неравенств должна быть записана 
после или правее слова given. Перед словом given необходимо 
указывать начальные приближения для всех переменных. 

Например, зададим начальные приближения и решим систе
му нелинейных уравнений  

х : =  1 у := 1 

given х2 - у = 23 х2 · у = 50 Find(x, у) = ( �) . 
Решение системы линейных уравнений будет выглядеть сле-

дующим образом: 

х := -2 у := 1 z := 2 

given 2 ·х - 4-у + 3 -z = 1 х - 2-у + 4-z = 3 3 -х - у + 5 -z = 2 

Find(x, у, z) � r ��904 · 1 0  ' " ] . 
Интерполяцня функцнн 

Простейшим случаем локальной интерполяции является 
JI:инейная интерполяция ,  когда в качестве интерполяционной 
ФУНкции выбирается полином первой степени .  
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Линейная интерполяция осуществляется с помощью встр0_ 
енной функции linterp. 

Например , требуется провести линейную интерполяцию 
функции sin(x) на интервале [0 . . 6 ] , используя пять узлов интер
поляции , и вычислить значения функции в четырех точках х., 
тогда 

k := 0 . .  3 

Задаем интервал изменения х и число узловых точек 

xmiп := О ; Xmax := 6 ; 

Определяем шаг изменения х: 

h := (x max - x min )
. 

n 

n := 5 .  

Вычисляем координаты узлов и значения функции в них: 

i := O . .  n - 1 ;  Х; := Xmin + ih ; У; := sin(x;) . 

Проводим линейную интерполяцию: g(z) := l interp(x ,  у, z) . 
Вычисляем значение интерполяционной функции в задан

ных точках 

-0.388 -0.479 

0.863 0. 896 

0,69 0.723 

-0. 892 -0 ,99 

Как видно, результаты интерполяции отличаются от точньiJ< 

значений функции незначительно. ( 
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Вычнсленне определенных интегралов 

Для вычисления определенного интеграла необходимо вы
брать знак интеграла из палитры или набрать его нажатием кла
виши &.  После этого следует задать пределы интегрирования,  
nодынтегральную функцию и переменную интегрирования . Точ
ность вычислений регулируется встроенной переменной ТО L. 
По умолчанию ее значение установлено TOL := 1 0-3

• 

Зависимость результата от заданной точности вычислений 
nредставлена ниже: 

f"' -1 -2 dx = 3.1 4 1 59265369356; -«> ] + х  f"' -1 -2 dx = 3.1 4 1 59265358979. -«> ] + Х  

Статнстнческне расчеты 

Mathcad дает возможность обрабатывать статистическую и н 
формацию. 

Создадим с помощью датчика случайных чисел rnd после
довательность, подчиняющуюся равномерному закону распре
деления . 

п := 999 ; i := п ;  xi := rnd( I O) .  

Вычислим среднее значение 

Xmean := mean(x) ; Хmеап = 4.966, 

стандартное отклщ1ение 

и дисперсию 

а := 0 ;  Xst = 2 .885  

cr :=  var(x) ; cr = 8 . 323 . 

2 . 1 3 . Реализация численных методов на языке С++ 

Пример 2.97 .  Метод дИхотомии 
Дано уравнение (0 ,2х) 3 = cos x. 
Приближенно вычислить корни уравнения с точностью 

е === t o-' 
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Решение 
Преобразуем уравнение (0 ,2х) 3 

- cos x = О следующим об
разом: 

F(x) = (0 ,2х) 3 
- cos(x) . 

Для нахождения корней в численных методах используются 
первая и вторая производные. 

Начало интервала а = - 1 00. Конец интервала Ь = + 1 00. 

Переменные и константы 

Переменная 

Координата Х для графика 

Координата У для графика 

Начало отрезка 

Конец отрезка 

Значение фун кции в начале отрезка 

Значение функции  в конце отрезка 

Счетчик количества корней 

Счетчи к  количества итераций 

Масштаб графика 

Функцнн 

//Исходная функция .  
douЬ!e F ( douЬ!e х)  
{ 

retum (0.2*x)*(0.2*x)*(0 .2*x)-cos(x) ; 
} 

Идентификатор 

х 

у 

а 

ь 
Fa 

FЬ 
k 

f 

Scale 

//------------------ ---------------- ------------------------------
// Функция преобразованная 
douЬ!e Fi (dонЬ!е х) 
{ 

return acos( (0.2*x)*(0.2*x)* (0.2*x) ) ;  
} 11-------- ---------------------- --------------------- ------------------- - -
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/ /Производная функции .  
douЬie Р (douЬie х) 
{ 

return 0.4*(0.2*x)+sin (x) ; 
} 1!---------------------------------------- --------------------------------
/ /Вторая производная функции .  
douЬle Р р  (douЬie х) 
{ 

return 0.08-cos(x) ; 
} !1------------------------------------------------------------------------
Переменные и константы процедуры метода дихотомии 

Переменная Идентификатор 

Длина отрезка h 

Середина отрезка хО 

Зна'!ение функции в середине отрезка FxO 

На'!ало и нтервала а а 

Конец интервала ьь 
То'!ность (по условию) = 0,0000 1 е 

Шаг отделения корней. По условию = О, 1 hh 

Переменная цикла i 

Программа 

//Решение методом дихотомии .  
void _fastcall TForm 1 : :NMetodDihotomClick(TObject *Sender) 
{ 

douЬie h ;  //Длина отрезка 
douЬie хО ; 1 /Середи на отрезка 
douЬie FxO ; / /Зна'!ение функции в середине отрезка 
douЬle aa=Eda->Text.ToDouЬle( ) ;  1 /Начало интервала 
douЬle bb= Edb->Text.ToDouЬie() ; //Конец интервала 
douЬie е =Ede->Text.ToDouЬle() ;  //Точность. По условию = 0.0000 1 
douЬie hh= Edhh->Text .ToDouЬie() ;/ /Шаг отделения корней = 0. 1 
Memo-> Lines->Add("Meтoд дихотомии . " ) ;  
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//Отделение корней методом табул ирования.  
k=O ; 
for ( long douЬie i=aa; i<bb; i=i+hh) {  

a=i ;  b=i+hh ;  Fa = F(a) ; FЬ = F(b) ; 
//Здесь находится корен ь. 
if ( (Fa<=O & FЬ>=О)л (Fа>=О & FЬ<=О) ) {  

k++; 
Memo-> Lines->Add(" Kopeнь " + intToStr(k) ) ;  
Memo-> Lines->Add("a = " +FioatToStr(a)) ;  
Memo-> Lines->Add("b = "  +FioatToStr(b) ) ;  
f=O ;  
//Уточ нение значения корня.  
do { 

хО=(а+Ь)/2 ; Fa = F(a) ; FЬ = F(b); FxO = F(xO) ;  
if ( (Fa>O & FxO<=O)л (Fa<O & FxO>=O) ) {  

Ь=хО ; 
} 
else if ( (FxO>=O & FЬ<О)л (FхО<=О & Fb>O)) {  
а=хО; 

else { 
ShowMessage(" Ha интервале ["+FioatToStr(a)+" , "+FioatToStr(b)+") 

решения нет. " ) ;  

} 

break; 
} 
h=b-a; 
f++;  

} whi le  (h>2*е) ;//Необходимая точность достигнута. 
// Ответ. 
Memo-> Lines->Add("x = " +FioatToStr(xO) ) ;  
Memo-> Lines->Add("Итepaций = " +  I ntToStr(f)) ; 
Memo-> Lines->Add(" " ) ;  
} 

if (аа>ЬЬ) { 
Memo-> Lines->Add("Toчкa ""а'"' должна быть меньше ""Ь""! ") ; 

М emo-> Lines-> Add("Ok") ; 
Memo-> Lines->Add(" ") ; 

}//Решение методом дихотомии .  
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Пример 2.98. Метод хорд 
Дано уравнение (0 ,2х) 3 

= cos x. 
Приближенно вычислить корни уравнения с точностью 

s = 1 0-5
• 

Решение 
Переменные и константы процедуры метода хорд 

- .  

Переменная Идентификатор 

Приближение к корню (Хп) xn 

Приближение к корню (Хп- 1 ) xn 1  

Значение функции в приближении Fxn 1 
Значение первой производной а Ра 

Значение второй производной а Рра 

Неnодвижный конец т 
Значение функции в неподвижном конце FТ 
Начало и нтервала а а 

Конец интервала ьь 
Точность. По условию = 0,0000 1 е 

Шаг отделения корней. По условию =  О, 1 hh 

Переменная цикла i 

Модуль xn 1 -xn0 TestE 

Программа 

//Решение методом хорд. 
void _fastcall TForm 1 : :N  MetodHordCiick(TObject *Sender) 
{ 

douЬle xn ;  //Прибл ижение к корню (Xn) .  
douЬle xn l ;  //Приближение к корню (Xn- 1 ) .  
douЬle Fxn 1 ;  1 /Значение функци и в приближении .  
douЬle Ра ;  1 /Значение первой производной а. 
douЬle Рра; //Значение второй производной а. 
douЬle Т; / /Неподвижный конец. 
douЬle FТ; //Значение функции в неподвижно м конце. 
douЬle aa=Eda->Text .ТoDouЬle( ) ;  //Начало интервала 
douЬle bb= Edb->Text .ТoDouЬle( ) ;  //Конец интервала 
douЬle е =Ede->Text.ТoDouЬie() ;  //Точность. По условию = 0.0000 1 
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douЬle hh=Edhh->Text.To DouЬle() ;//Шar отделения корней = 0. 1 
douЬle TestE; 1 /Модуль xn 1 -xnO. 
Memo-> Lines->Add("Meтoд хорд.") ; 
//Отделение корней методом табулирования.  
k=O ; 
for (long douЬle i=aa; i<bb; i=i+hh) { 

a=i;  b=i+hh;  Fa = F(a) ;  FЬ = F(b) ; 
// Здесь находится корень. 
if ( (Fa<=O & FЬ>=O)!i (Fa>=O & FЬ<=О)) { 

k++; 
Memo-> Lines->Add("Kopeнь " + lntToStr(k) ) ;  
Memo-> Lines->Add("a = "  +FioatToStr(a) ) ;  
Memo-> Lines->Add("b = " +FioatToStr(b)) ; 
f=O ;  
i f  (а>Ь) {ShowMessage("Toчкa "''а"" должна быть меньше "'Ъ""!"); } 
//Определи м  неподвижный конец. 
Fa = F(a) ; Ра = Р(а) ; Рра = Рр(а) ; 
if ( (Fa<O & Ра>О & Ppa>O) I I (Fa>O & Ра<О & Рра<О) ) {  

Т=Ь; xn l =a; 
} 
else if ( (Fa>O & Ра<О & Ppa>O)II (Fa<O & Ра>О & Рра<О)) { 

Т=а; xn l =b ;  
} 
e lse { 

ShowMessage("Ha и нтервале ["+FioatToStr(a)+" , "+FioatToStr(b)+"] 
решения нет." ) ;  

break; 
} 
FГ = F(T) ; 
//Уточнение значения корня. 
do { 

if (f>O) {xn l =xn; } 
Fxn l = F(xn l ) ;  
xn=xn 1 -Fxn l * (T-xn l )/(FГ - Fxn l ) ; 
f++;  
TestE=xn-xn l ;  
if (TestE<O) {TestE=TestE*( - 1 ) ; } //Отбросим знак. 

} while (TestE>e 1 1  f<= I ) ;//Необходимая точность достигнута. 
1 /Всё. Ответ. 
Memo-> Lines->Add("x = "  +FioatToStr(xn)) ;  
Memo-> Lines->Add("Итepaций = " + l ntToStr(f)) ; 
Memo-> Lines->Add(" ") ; 
} 
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if (аа>ЬЬ) { Memo-> Lines->Add{"Toчкa ""а"" должна быть меньше 
""Ь"" ! '') ; } 
Memo-> Lines->Add{"Ok") ;  
Memo-> Lines->Add{" " ) ;  

}//Решение методом хорд. 

Пример 2.99. Метод Ньютона 
Дано уравнение (0 ,2х) 3 

= cos x. 
Приближенно вычислить корни уравнения с точностью 

Е = 1 0-5
. 

Решение 
Переменные и константы процедуры метода Ньютона 

Переменная Идентификатор 

Приближение к корн ю  (Х0 1 ) xn 1 

Приближение к корню (Х0о) xnO 

Значение функцИи в nриближении ( FX0o) FxnO 

Значение nервой nроизводной в приближении ( РХпо) PxnO 

Значение второй производной а Рра 

Значение второй производной Ь РрЬ 

Начало интервала а а 

Конец интервала ьь 
Точность. По условию =  0,0000 1 е 

Шаг отделения корней . По условию =  О, 1 hh 

Переменнан цикла i 

Модуль xn 1 -xn0 TestE 

Программа 

//Решение методом Н ьютона. 
void _fastcall TForm 1 : :  N MetodNewtonCiick(TObject *Sender) 
{ 

douЬie xn 1 ;  //Прибл ижение к корню (Xn) .  
douЬie xnO; //Приближение к корню (XnO). 
douЬie FxnO; //Значение функци и в приближении (XnO) . 
douЬle PxnO;/ /Значение первой производной в приближении (XnO). 
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douЬle Рра; //Значение второй производной а. 
douЬle РрЬ; j /Значение второй производной Ь. 
douЬie aa=Eda->Text.ToDouЬle() ;  
douЬle ЬЬ= Edb->Text .ToDouЬle ( ) ;  
douЬie e=Ede->Text.ToDouЬle ( ) ;  
douЬle hh=Edhh->Text .ToDouЬle( ) ;  //Шаг отделения корней = 0. 1 
douЬie TestE ;  //Модуль xп l -xnO. 
Memo-> Liпes->Add("Meтoд Н ьютона. " ) ;  
//Отделение корней методом табулирования.  
k=O; 
for (long douЬle i=aa; i<bb; i=i+hh) { 

a=i ;  b=i+hh ;  Fa = F(a) ; FЬ = F(b) ; 
// Здесь находится корень.  
if ( (Fa<=O && FЬ>=O)II (Fa>=O && FЬ<=О)) { 

k++; 
Memo-> Lines->Add(" Kopeнь " + l ntToStr(k) ) ;  
Memo-> Liпes->Add("a = " +FioatToStr(a) ) ;  
Memo-> Lines->Add("b = " +FioatToStr(b) ) ;  
f=O;  

if (а>Ь) {ShowMessage("Toчкa '"'а"" должна быть меньше "''Ь"" ! " ) ; } 
//Уточнение значения корня.  
do { 
Fa = F(a) ; FЬ = F(b) ; Рра = Рр(а) ; РрЬ = Рр(Ь) ; 
if ( (Fa * Рра) >О) { 

xnO=a; 
} 
e lse if ( (FЬ * РрЬ) >О) { 

xnO=b; 

els.e { 
ShowMessage(" Ha  интервале ["+FioatToStr(a)+" , "+FioatToStr(b)+"] 

решения нет.") ; 
break; 

FxnO = F(хпО) ;  PxnO = Р(хпО; .  xn 1 =xnO- FxnO/PxnO ; 
f++;  
if (xnO==a) {a=xn 1 ; }  e lse {b=xn 1 ; }  

TestE=xn 1 -хпО; 
if (TestE<O) {TestE=TestE*( - 1 ) ; }  //Отбросим знак. 

} while (TestE>e 1 1  f<= 1 ) ;//Необходимая точность достигнута.  
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// Ответ. 
Memo-> Lines->Add("x = " +FioatToStr(xn l ) ) ;  

// Memo-> Lines->Add("x = " +FioatToStrF(xn 1 ,ffGenera l ,  1 2 ,0) ) ;  
Memo-> Lines->Add(" Итepaций = " +  l ntToStr(f)) ;  
Memo-> Lines->Add(" " ) ;  
} 

} 
if (аа>ЬЬ) { 

Memo-> Lines->Add("Toчкa ""а"" должна быть меньше "''Ь"" ! " ) ;  
} 
Memo-> Lines-> Add("Ok");  
Memo-> Lines-> Add(" ") ; 

}//Решение методом Н ьютона. 

Программа для реwення кубнческнх уравненнн методом 
касательных (метод Ньютона) 

Кубическое уравнение имеет вид: а1х
3 + а-;х

2 + а3х + а4 = О . 

Исходное уравнение имеет вид: х3 + (-б)к + (-9)х + (58)  = О
. 

Первая производная имеет вид: f'(x) = Зх
2 

+ (- 1 2)х + (-9) .  

Вторая производная имеет вид: f"(x) = бх + (
-

1 2) . 

j /Метод Н ьютона для решения кубических уравнений 
# include<math .h> 
# include< iostream.h>  
douЬie а [4]={0} ,  Ь [ З ]={О} , с [2 ]={0} ,  prec=O.OOOOO ; 
douЬie min im=O, maxim=O; 
void Hel lo(void) ;  void l nput( ) ;  
vo id Derivat ive ( ) ;  void Calculation( ) ;  
douЬie Calc_Fun(douЬie) ;  
douЬie Calc_First(douЬie) ;  
douЬie Calc_Second(douЬie) ;  
main(void) 
{ 

Hel lo() ;  I nput( ) ;  Derivative() ; Calculation( ) ;  
return О ;  

} 
void He l lo(void) 
{ 

соut< <"Программа для решения кубических уравнений методом 
касательных (метод Н ьютона) .\n\n" ; 
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void l nput() 
{ 

cout< <"Кубическое уравнение имеет вид"< <endl 
< <"а 1 *хл3+а2*хл2+а3*Х+а4=0"< <endl< <endl ;  

for ( int i=O ; i<4; i++) 
{ 

cout< <"Введите значение коэффициента а["< < i+ 1 < <" ]  : " ;  
c in»a[i ] ; 

cout< <endl< <"Необходимо указать интервал поиска 
решения . "< <endl 

<<"Введите нижнюю границу поиска : " ;  
с iп>  >min im;  
соut<<"Введите верхнюю границу поиска : " ; 
cin > >maxim;  
whi le(minim==maximllminim>maxim) 
{ 

соut<<"\n Н ижняя граница должна быть меньше верхней и 
не может быть ей paвнa."<<endl 

<<"Повторите ввод н ижней границы : " ;  
cin> >min im;  
соut<<"Повторите ввод верхней границы : " ;  
ciп>>maxim;  

соut<<"Введите допустимую погрешность : " ;  
c in>>prec;  

void Derivative () 
{ 

} 

Ь [О]=а[О] *З ;  Ь [  1 ]=а[  1 ] *2 ;  Ь [2 ]=а[2 ] ; 
с [О ]=Ь[0 ] *2 ; c [ l ]=b[ l ] ;  
cout< < ''\п\п\п" 
<<"Исходное уравнение имеет вид : \п\п" 

< <а[О] < <"хЛЗ+(" < <а [  1 ]  < <")хл2+("< <а[2]  < <")Х+("< <а [З ] < <")=0\n\n" 
<<"Первая производная имеет вид : \п\n" 
< <"f(x)="< <Ь [О] < <"хл2+("< <Ь[ 1 ]< <")Х+("< <Ь[2] < <")\n\n" 
<<" Вторая производная имеет вид : \n\п" 
< <"f'(x)="< <с[О ]< <"Х+("< <с [  1 ] <  <")\n\п" ; 

void Calculation() 
{ 
douЫe х=О,  m=O; 

cout< <"  -------------------------------------- -- - ----- - --" < <endl 
«"1 Xn 1 f(Xn) 1 lf(Xn)l/m \"«endl 



} 

2. 13. Реализация численных методов на языке С++ 235 

< <"  -------- ---- ----- ---------- ----------------------" < <endl ;  
if (abs(Calc_Fun(minim))*abs(Calc_Second(min im))>O) x=min im;  
else x=maxim; 

if (Calc_First(minim)>Calc_First(maxim)) m=abs(Calc_First(maxim)) ;  
else m=abs(Calc_First(minim) ) ;  
cout<<"'' ' ; 
cout.width( 1 5) ;cout.precision( 1 О ) ;  
cout<<x;  
cout<<"' ' ' ;  
cout.width( 1 5) ;cout.precision( l О) ;  
cout< <Calc_Fun(x) ; 
cout<<"' ' ' ;  
cout. width( 1 5) ;cout.precision( 1 О) ; 
cout< < (fabs(Calc_Fun(x) )/m) ;  
cout< <"1\n" ; 
while( (fabs(Calc_Fun(x))/m)>prec) 
{ 

х=(х- ( Calc _Fun(x)/Calc _First(x)) ) ;  
cout<<"l" ;  
cout.width( 1 5) ;cout.precision( 1 0) ;  
cout<<x;  
cout<<"' ' ' ;  
cout. width( 1 5 ) ; cout.precision(  1 О) ;  
cout< <Calc_Fun(x) ; 
cout<< ''l" ; 
cout. width( 1 5) ;cout .precision( 1 О ) ;  
cout< <fabs(Ca1c_Fun(x) )/m; 
cout< <"1\n" ;  

cout < < "--- ----------------------- ---- ---- ---- ----- --- ---" ;  

douЫe Ca1c_Fun(douЬle х) 
{ 

retum (а[О] *х*х*Х+а [ 1 ) *х*Х+а[2) *Х+а [З ] ) ;  
} 
douЫe Calc_First(douЫe х) 
{ 

retum (Ь[О) *х*Х+Ь[ 1 ) *Х+Ь [2] ) ;  
} 
douЫe Calc_Second(douЫe х) 
{ 

return (с [О]*Х+с [  1 ] ) ; 
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Пример 2. 100. Метод смешанный 
Дано уравнение (0 ,2х) 3 

= cos x. 

Приближенно вычислить корни уравнения с точностью 
f; = 

1 0-5
. 

Решение 

Переменные и константы процедуры смешанного метода 

Переменная Идентификатор 

П риближение к корню (Xno) 

Значение функции в прибл ижении ( FXno) 

Значение первой производной Ра 

Значение первой производной РЬ 

Значение второй производной Рра 

Начало интервала 

Конец интервала 

Точность. По условию =  0,0000 1 

Шаг отделения корней. По условию =  О, 1 

Переменная цикла 

Модуль xn 1 -xn0 

Программа 

1 /Решение смешанным методом . 
void _fastcall TFonn 1 : :NMetodMixClick(TObject *Sender) 
{ 

xnO 

FxnO 

Ра 

РЬ 

Рра 

аа 

ьь 
е 

hh 

i 

TestE 

do\JЬ!e xnO; //Приближение к корню (XnO) . . 
douЬ!e FxnO; //Значение функции в приближении (XnO) .  
douЬ!e Ра; //Значение первой производной а .  
douЬle РЬ; //Значение первой производной Ь. 
dottЬle Рра; j /Значение второй производной а. 
douЬle aa=Eda->Text .ToDouЬle( ) ;  j /Начало интервала 
douЬle ЬЬ= Edb->Text .ToDouЬle() ; //Конец интервала 
douЬle е =Ede->Text .ToDouЬ\e ( ) ;  //Точность. 

// По условию = 0.0000 1 
douЬle hh=Edhh->Text.ToDouЬle() ;/ /Шаг отделения корней .  

// По уел . = 0. 1 
douЬle Test E; //функция mod. 
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Memo-> Lines-> Аdd(" Метод смешанный." ) ;  
//Отделение корней методом табулирования.  
k=O; 
for (long douЬle i=aa; i<bb; i=i+hh) { 

a=i ;  b=i+hh ;  Fa = F(a) ;  FЬ = F(b) ; 
/{Гут есть корень. 
if ( (Fa<=O && FЬ>=O)i! (Fa>=O && FЬ<=О)) { 

k++; 
Memo-> Lines->Add("Kopeнь " + lntToStr(k) ) ;  
Memo-> Lines- >Add("a = " +FioatToStr(a)) ;  
Memo-> Lines->Add("b = "  +FioatToStr(b)) ; 
f=O;  
do{ 
Fa = F(a) ; FЬ = F(b) ; Ра = Р(а) ; РЬ = Р(Ь) ;  Рра = Рр(а) ; 
if ( Fa * Рра < О) { 

а = а - Fa * (Ь - а) / (FЬ - Fa) ; Ь = Ь - FЬ / РЬ; 

else{ 
Ь = Ь - FЬ * (Ь - а) 1 ( FЬ - Fa) ; а = а - Fa 1 Ра ; 

} 
f++; 
1 /ShowMessage("Дaл ьшe?") ; 
TestE=b-a; 1 jmod 
if (TestE<O) {TestE=TestE*( - 1 ) ; } 1 /Отбросим знак. 
} while (TestE>e) ;j /Необходимая точность достигнута. 
xnO = (а + Ь) 1 2; 
//Ответ. . 
Memo-> Lines->Add("x = " +FioatToStr(xnO) ) ;  

Memo-> Lines->Add("f(x) = " +FioatToStrF(F(xnO) ,ffGeneral ,  1 1 , 1 2) ) ;  
Memo-> Lines->Add(" Итepaций = " +  l ntToStr(f)) ;  
Memo-> Lines->Add(" " ) ;  

Memo-> Lines->Add("Ok") ; 
Memo-> Lines->Add(" " ) ;  

}//Решение смешанным методом 

Пример 2. 1 0 1 .  Метод итераций 
Дано уравнение (0 ,2х) 3 = cos x. 
Приближенно вычислить корни уравнения с точностью 

с: == 1 o-s . 
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Решение 
Переменные и константы процедуры метода итераций 

Переменная Идентификатор 

Приближение к корню (Xno) xnO 

Приближение к корню (Xn 1 ) xn l 

Начало и нтервала а а 

Конец интервала ьь 
Точность. По условию =  0,0000 1 е 

War отделения корней. По условию = О, 1 hh 

Переменная цикла i 

Знак функции фи м 
Модуль xn l -xnO TestE 

Программа 

//Решение методом итераций .  
void _fastcall TForm 1 : :N Metod lnteracCiick(TObject *Sender) 
{ 

douЬ\e xnO; //Приближение к корню (XnO) . 
douЬ!e xn 1 ;  //Приближение к корню (Xn 1 ) . 
douЬ\e aa=Eda->Text .ToDouЬ\e() ; //Начало интервала 
douЬ!e bb=Edb->Text.ToDouЬ!e( ) ;  //Конец интервала 
douЬ!e е =Ede->Text.ToDouЬ!e() ; //Точность. По условию = 0.0000 1  
douЬ\e hh=Edhh->Text .ToDouЬ!e () ;/ /Шаг отделения корней .  

/1 По  условию = 0. 1 
douЬ!e TestE ;  // 
douЬ!e М =  1 ; //Знак функции .  
Memo-> Lines- >Add("Meтoд итераций .") ; 
//Отделение корней методом табулирования .  
k=O ;  
for (long douЬ\e i=aa; i<bb; i=i+hh) {  

a=i ;  b=i+hh ;  Fa = F(a) ; FЬ = F(b) ; 
//Здесь находится корень. 
if ( (Fa<=O && FЬ>=O)I I (Fa>=O && FЬ<=О) ) {  

k++; 
Memo-> Lines->Add("Kopeнь " + l ntToStr(k) ) ;  
Memo-> Lines->Add("a = " +FioatToStr(a) ) ;  
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Memo- > Lines->Add("b = " +FioatToStr(b) ) ;  
f=O;  xnO = (Ь + а) 1 2 ;  М = max (а,Ь) ; 
if (Р (М)>О) {М = 1 ; }  
else { М =  - 1 ; } 
do{ 

xn l = xnO; xnO = М * Fi(xn l ) ;  
f++; 
/ /ShowMessage("Дaльшe?") ;  
TestE=xnO-xn l ;  //mod 
if (TestE<O) {TestE=TestE*(- 1 ) ; } //Отбросим знак. 

} while (TestE>e) ;/ /Необходимая точность достигнута. 
//Ответ. 
Memo-> Lines->Add("x = "  +FioatToStr(xnO)) ;  

Memo-> Lines->Add("f(x) = " +FioatToStrF(F(xnO) ,ffGeneral ,  1 1 , 1 2) ) ;  
Memo-> Lines->Add(" Итepaций = " +  I ntToStr(f)) ;  
Memo-> Lines->Add(" " ) ;  

} 
Memo-> Lines->Add("Ok") ; 
Memo-> Lines->Add(" " ) ;  

}//Решение методом итераций .  

Программа для решения кубических уравненим методом итерацин 

Кубическое уравнение имеет вид а1х
3 

+ ау;
2 

+ а3х + а4 = 
О. 

//Метод итераций для решения кубических уравнений 
# include<math .h> 
# include< iostream.h> 
douЬie а[4]={0} , - Ь ( З ]={О} ,  prec=O.OOOOO; 
douЬie minim=O, maxim=O; 
void Hel lo(void) ; void Input() ;  
void Derivative ( ) ;  void Calculation( ) ;  
douЬie Calc_Fun(douЬie) ;  douЬie Calc_First(douЬie) ; 
main(void) 
{ 

} 

Hel lo() ; l nput( ) ;  Derivat ive( ) ;  
Calculation() ;  
return О ;  

void Hel lo(void) 
{ 

соut<<"Проrрамма для решения кубических уравнений методом 
итераций .\n\n" ; 
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void l nput() 
{ 

cout< <"Кубическое уравнение имеет вид"< <endl 
<<"а ! *хлЗ+а2*хл2+аЗ*Х+а4=0"< <endl< <endl ; 

for ( int i=O; i<4; i++) 
{ 

cout< <"Введите значение коэффициента а [ "< < i+ 1 < <" ]  : " ;  
c in»a[ i ] ; 

cout< <endl< <"Необходимо указать интервал поиска 
решения."< <endl 

<<"Введите нижнюю границу поиска : " ;  
c in>  >min im;  
соut<<"Введите верхнюю границу поиска : " ;  
c in> >maxim;  
whi le(minim==maximllminim>maxim) 
{ 

соut<<"\nН ижняя граница должна быть меньше верхней и не 
может быть ей равна." <<endl 

<<"Повторите ввод нижней границы : "; 
cin >>min im;  
соut<<"Повторите ввод верхней границы : " ;  
c in>>maxim;  

соut<<"Введите допустимую погрешность : " ;  
c in>>prec ; 

void Derivative () 
{ 

Ь [О]=а[О] *З ;  Ь [  1 ] = а [  1 ] *2 ;  Ь [2]=а[2] ; 
} 
void Calculat ion() 
{ 

douЬie х=О , x_old=O, m=O; 
cout< <" -- - ----- - -------------------------- --------------" < <endl 

«"1 Xn 1 f(Xn) 1 X(n+ l ) -Xn l"«endl 
< <" -------------------------------------------------" < <endl ; 
if(fabs(Calc_First(minim))>fabs(Calc_First(maxim)))  
m=x=x_old=minim;  
else m=x=x_old=maxim;  
m=fabs( 1 /Calc_First(m) ) ;  
cout<<'T' ; 
cout .width( 1 5) ;cout .precision( 1 О ) ;  
cout<<x;  
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cout<<"' ' ' ; 
cout .width( 1 5) ;cout .precision( 1 О) ; 
cout< <Calc_Fun(x) ; 
cout«"l 1\n" ; 
if(Calc_First(x)>O) 
{ 

do 
{ 

х old=x· 
- , 

x=x_old-m*Calc_Fun(x_old) ; 
cout<<"' ' ' ; 

cout .width( 1 5 ) ;cout.prec ision( 1 0 ) ;  
cout<<x;  

cout<<"' ' ' ;  
cout .width( 1 5 ) ;cout.precision( 1 О ) ;  
cout< <Calc_Fun(x) ; 

cout<<"l" ;  
cout .width(  1 5 ) ;cout .precision( 1 О) ;  
cout<<fabs( Calc_Fun(x) - Calc_Fun(x_old) ) ;  

cout< <"1\n" ; 
} 
whi le(( fabs( Calc_Fun(x) - Calc_Fun(x_old) ) )>prec) ; 

else 
{ 

do 
{ 

x_old=x; 
x=x_old+m>t:Calc_Fun(x_old) ;  

cout<< 'Т' ; 
cout.width( 1 5) ;cout .precision( 1 О) ; 

cout<<x;  
cout<<"l" ;  
cout.width( 1 5) ;cout .precision( 1 0) ;  
cout< <Calc_Fun(x) ; 

cout<<"l " ;  
cout.width( 1 5) ;cout .precision( 1 О ) ;  
cout<<fabs( Calc_Fun(x) - Calc_Fun(x_old) ) ;  

cout< <"1\n";  
} 
whi le((  fabs( Calc_Fun(x) - Calc_Fun(x_old) ) )>prec) ;  

cout< <"  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - " ; 
1 6 - ! 3 3 5 
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douЬle Calc_Fun(douЬle х) 
{ 

return (а[О] *х*х*Х+а[ 1 ] *х*Х+а [2] *Х+а [З ] ) ;  
} 
douЬle Calc_First(douЬle х) 
{ 

return (b[O] *x*X+b [ l ] *X+b[2] ) ;  

Пример 2 . 102.  Метод Гаусса 
Решить систему линейных уравнений 

{1 ,00х1 - 0 ,5 1х2 + 0 ,1 2х3 + 0 ,55х4 : 0 , 1 2;
. 0 , 1 2х1 + 0 ,1 8х2 - 0 ,22х3 - 0 ,4 1х4 - 0 ,1 3 , 

0 ,22х1 - 3,0 1х2 + 0 ,3 1х3 + 0 ,58х4 = 1 ,00 ; 
1 ,00х1 + 0 ,24х2 - 3,05х3 - 0 ,22х4 = 3 ,4 1. 

Решение 
Глобальные переменные и константы 

Переменная Идентификатор 

Точность вычисления е 

Обрабатываемая матриuа а 

Исходная матриuа ь 
Решение уравнения х 
П ромежуточные данные р 

Переменные uикла i ,  j ,  k 

Программа 

//Решение методом Гаусса 
void _fastcal l TFonn l : :NGaussClick(TObject *Sender) 
{ 

douЬle р=О; 
//Сделаем массивы одинаковыми .  
for ( int i=O; i<4; ++i){ 

for ( int j=O; j<5 ;  ++j) { 
a [ i ] [j ] = b [ i ] [j] ; 
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//Решение.  
for ( int i=O; i<=З ;  ++i) { 

if (a [ i ]  [ i ]==O) { //0 на гл . диагонали меняем местами 
for ( int k=i+ 1 ;  k<=З ;  ++k) { 
if (a[k] [ i ] !=O) { 

for ( int j=O; j<=4; ++j) { 
р = a [ i ] Li ] ;  
a [ i ] [j ] = a[k ] [j] ;  
a [k] [j] = р ;  

for ( int j=4; j>=i;  --j ) { //на гл . диагонали получаем 1 
a [ i ] [j] = a [ i ] [j ]  1 a [ i ] [ i ] ; 

} 
for ( int k=i+ 1 ;  k<=З ;  ++k) { //ниже гл . диагонали делаем нули 

for ( int j=4;  j>=i ;  --j ) {  

} 

a[k] Li]=a[k] [j ] -a [ i ]  Li ] *a [k] [ i ] ;  
} 

for ( int/=3 ; i>=O;  -- i ) { //корректируем ответы для получ . 
//коэффициентов 

X[ i ] = a [ i ] [4] ; 
for ( int j=З;  j>=i+ 1 ;  --j) { 

X [ i ] =X[i ] -XLi] *a [ i ] [j ] ;  

//Вывод ответа. 
Memo->Clear( ) ;  
Memo-> Lines->Add("Meтoд Гаусса." ) ;  
Memo-> Lines->Add(" Kopни системы. " ) ;  
for ( int i=O ;  i<=З ; i++){ 

Memo-> Lines->Add("X(" + I ntToStr( i )  + ")=" + 
FloatToStrF(X[ i ] ,ffFixed, 1 2 ,  1 2) ) ;  

Memo-> Lines-> Аdd("Преобразованная матрица.") ; 
for ( int i=O; i<=З ;  i++) { 

/*for (unsigned j= 1 ;  j<=5;  j++){ 
Memo-> Lines->Add(a[ i ] [j ] ) ;  

} * 1 
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Memo-> Lines->Add( FioatToStrF(a [ i ] (O] ,ftFixed , 1 2 ,4)+" 
"+FioatToStrF(a [ i ] [  1 ] ,ftFixed, 1 2 ,4)+" "+ 

FloatТoStrF(a[ i ] [2 ] ,ftFixed , 1 2 ,4)+" 
"+FioatToStrF(a[ i ] (З ] ,ftFixed , 1 2 ,4)+" 
"+FioatToStrF(a [ i ]  [4] ,ftFixed , 1 2 ,4) ) ;  
} 

Пример 2 . 1 03. Метод Жордана 
Решить систему линейных уравнений 

{1 ,00х 1 - 0 ,5 1х2 + 0 ,1 2х3 + 0 ,55х4 : 0 ,1 2;
. 0 ,1 2х 1 + 0 ,1 8х2 - 0 ,22х3 - 0 ,4 lx4 - 0 ,1 3 , 

0 , 22х1 - 3,0 lx2 + 0 ,3 lx3 + 0 ,58х4 = 1 ,00 ; 
1 ,00х 1 + 0 ,24х2 - 3,05х3 - 0 ,22х4 = 3 ,4 1 . 

Программа 

//Решение методом Жордана 
void _fastcall TForm 1 : :NJordanCiick(TObject *Sender) 
{ 

douЬie р=О; 
//Сделаем массивы одинаковыми .  
for ( int i=O; i <=З ;  ++i) { 

for ( int j=O; j<=4; ++j) { 
a [ i ] [j]  = b [ i ] [j ] ; 

} 
} 
//Решение.  
for ( int i=O; i<=З ;  ++i) { 

} 

if (a [ i ] ( i ] ==O) { //0 на гл . диагонали меняем местами 
·for ( int k=i+ 1 ;  k<=З ; ++k) { 
if (a[k] ( i ] !=O) { 

for ( int j=O; j<=4; ++j) { 
р = a [ i ]  Ш ; a [ i ] [j ]  = a[k] [j] ;  a [k] [j]  = р ;  

for ( int j=4 ;  j>=i ;  --j ) {  //на гл . диагонали получаем 1 
a [ i ] [j ]  = a [ i ] [j ] / a [ i ] [ i ] ;  

} 
for ( int k=O; k<=З ;  ++k){ //над и под гл . диагональю обнуляем 
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if ( i !=k) { 
for (int j=4; j>=i ;  --j ) {  

a [k] [j ]=a[k] [j ] -a [ i ]  [j ] *a [k] [ i ] ;  
} 

for (int i=З ; i>=O;  -- i) { //корректируем ответы для получ . 
// коэффициентов 

X[ i ] = a [ i ] [4] ; 
for ( int j=З;  j>=i+ 1 ; --j ) {  

X[ i ]=X[ i ] -X[j ] *a [ i ] fj] ;  
} 

//Вывод ответа. 
Memo->Clear( ) ;  
Memo-> Lines-> Аdd("Метод Жордана.") ; 
Memo-> Lines->Add(" Kopни систем ы." ) ;  
for (unsigned i=O; i<4;  i++){ 

Memo-> Lines->Add("X(" + IntToStr(i) + ")=" + 
FloatToStrF(X[ i ] ,ftFixed, 1 2 , 1 2) ) ;  

Memo-> Linеs->Аdd("Преобразованная матрица." ) ;  
for (unsigned i=O ;  i<4; i++){ 

/*for (unsigned j= 1 ;  j<=5 ;  j+f) {  
Memo-> Lines->Add(a [ i ] [jj ) ;  

} */ 
Memo-> Lines->Add( FioatToStrF(a[ i ]  [O] ,ftFixed , 1 2 ,4)+" 

"+FioatToStrF(a [ i ] [  1 ]  ,ftFixed , 1 2 ,4)+" "+ 

} 

FloatToStrF(a [ i ]  [2 ]  ,ftFixed , 1 2 ,4)+" 
"+FloatToStrF(a[ i ]  [З ] ,ftFixed , 1 2 ,4)+" 
"+FloatToStrF(a[ i ]  [4] ,ftFixed,  1 2 ,4)) ;  
} 

Пример 2. 104.  Метод итераций 
Решить систему линейных уравнений 11 ,00х 1 - 0 ,5 1х2 + 0 , 1 2х3 + 0 ,55х4 : 0 , 1 2 ;

_ 0 , 1 2х 1 + 0 , 1 8х2 - 0 ,22х3 - 0 ,4 1х4 - 0 , 1 3 ,  
0 ,22х 1 - 3 ,0 1х2 + 0 ,3 lx3 + 0 ,58х4 = 1 ,00 ; 
1 ,00х 1 + 0 , 24х2 - 3 ,05х3 - 0 ,22х4 = 3 ,4 1 .  
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Решение 
Переменные и константы процедуры 

Переменная Идентификатор 

Транспонированная матрица 

П ромежуrочные данные 

Переменные цикла 

Количество итераци й 

Программа 

//Решение методом итераций 
void _fastcall TForm l : :Ni te rC\ick(TObject *Sender) 
{ 

douЬ\e xt [4] ; douЬ\e at [4] [4] ; douЬ\e р=О; 
//Сделаем массивы одинаковыми. 
for ( int i=O;  i<=З ;  ++i) {  

for (int j=O; j<=З ;  ++j) {  
at [ i ] [j ]  = b[j] [ i ] ;//C транспонированием 

} 
//Решение. 

at 

р 

i, j, k 

it 

for ( int i=O; i<=З ;  ++i) { //произведение трансп .  и исходной 
for ( int k=O;  k<=З ;  ++k) { // 

a [ i ] [k] =O; 
for ( int j=O; j<=З ; ++j) {  
a [ i ] [k] = a [ i ] [k] + at [ i ] [j] * b[j ] [k] ; 

} 
a [ i ] [4]=0; 
for ( int j=O;  j<=З ; ++j){  

a [ i ]  [ 4 ] =a [ i ]  [ 4 ] +at [ i ]  [j ] *b[j] [4] ; 

for ( int i=O; i<=З ; ++i ) {  // 
p=a[ i ] [ i ] ;  
for ( int j=O; j<=4; ++j) { 1/ 

a [ i ]  [j ] =a ( i ] [j ]/p ;  
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X[O]= I ; X [ l ]= l ; Х[2]= 1 ;  Х(З ]= I ; 
int it=O; 
do{ 

for ( int i=O; i<=З ; ++i ) { // 
xt [ i ]=StrSum(i) ; 

for ( int i=O; i<=З ; ++i ) { // 
X[ i ]=xt [ i ] ;  

it++; 
}while (GetE() >e) ;  
//Вывод ответа. 
Memo->Ciear() ; 
Memo-> Lines->Add("Meтoд итераций ." ) ;  
Memo-> Lines->Add(" Koличecтвo итераций = "+l ntToStr( it)) ; 
Memo-> Lines->Add("Kopни системы.") ; 
for (unsigned i=O; i<4; i++) { 
Memo-> Lines->Add("X(" + I ntToStr( i )  + ")=" + 

FloatToStrF(X[ i ] ,fJFixed, 1 2 , 1 2) ) ;  

Меmо-> Linеs->Аdd(" Преобразованная матрица." ) ;  
for (unsigned i=O;  i<4; i++){ 

/*for (unsigned j= 1 ; j<=5;  j++) { 
Memo-> Lines->Add(a[ i ] (j] ) ;  

} * 1 
Memo- > Lines- >Add(FioatToStrF(a [ i ] [О] ,tJFixed, 1 2 ,4)+" 

"+FioatToStrF(a [ i ] [  l ] ,fJFixed , 1 2 ,4)+" "+ 

} 
} 

FloatToStrF(a [ i ] [2] ,fJFixed, 1 2 ,4)+" 
"+FioatToStrF(a[ i ] [ 3 ] ,ffFixed, 1 2 ,4)+" 
"+FioatToStrF(a[ i ] [4] ,fJFixed , 1 2 ,4)) ;  

Пример 2 . 105 .  Метод Зейделя 
Решить систему линейных уравнений 1 1 ,00х1  - 0 , 5 1х2 + 0 , 1 2х3 + 0 ,5 5х4 : 0 , 1 2 ;. 0 , 1 2х 1 + 0 , 1 8х2 - 0 , 22х3 - 0 , 4 1х4  - 0 , 1 3 ,  0 , 22х1  - 3 ,0 1 х2 + 0 ,3 1 х3 + 0 ,5 8х4 = 1 ,00 ; 1 ,00х1  + 0 , 24х2 - 3,05х3 - 0 , 22х4 = 3 ,4 1 . 
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Решение 
Переменные и константы процедуры 

Переменнан Идентификатор 

Транспонированная матрица 

Промежугочные данные 

Переменные цикла 

Количество итераций  

Сумма поrрешностей 

Итоговая поrрешность 

Переменные цикла 

Программа 

//Функция вычисления максимальной поrрешности 
douЬ\e GetE() 
{ 

} 

douЬ\e s; douЬ\e ss; 
for ( int i=O; i<=З ; ++i) { 

s=O; 
for (int j=O; j<=З ; ++j) { 

s = S+ХШ* b [ i ] [j] ; 
} 
1 js=abs(s-b [ i ] [4] ) ;  
s=s-b[ i] [4] ; 
if ( i==O){ 

ss=s; 
} 
else if (s>ss) { 

ss=s; 

return ss ; 

//Функция вычисления суммы 
douЬ\e StrSum(int i )  
{ 

douЬ\e s=O; s = a[ i ] [4] ; 
for ( int j=O; j<=З ; ++j) { 

if ( i !=j) { 
s=s-X[j] *a ( i ] Li ] ;  

at 

р 

i, j, k 

it 

s 

ss 

i, j 
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return s ;  

//Решение методом Зейделя 
void _fastcall TForm l : :NZeide!Click(TObject *Sender) 
{ 

douЬ!e at [4] [4] ; douЬle р=О; 
//Сделаем массивы одинаковыми .  
for ( int i=O; i<=З ;  ++i) { 

for ( int j=O; j<=З;  ++j) { 
at [ i ] [j ] = b[j] [ i ] ;  //с транспонированием 

} 
} 
//Решение.  
for (int i=O; i<=З ; ++i) { 11 

for ( int k=O; k<=З ; ++k) { 11 
a [ i ] (k]=O; 
for ( int j=O;j<=З;  ++j) { 

a [ i ] ( k] = a [ i ] [ k] + at [ i ] [j ] * b[j ] [k] ; 
} 

} 
a [ i ] [4]=0; 
for ( int j=O; j<=З ; ++j) { 

a ( i ] [4]=a[ i ] [4]+at [ i ] [j ] *b[j] [4] ; 
} 

} 
for ( int i=O; i<=З ; ++i ) { // 

p=a[ i ] [ i ] ; 

} 

for ( int j=O; j<=4; ++j) { 11 
a[ i ] [j)=a[ i ] [j]/p ;  

} 

X [O]= l ; X[ l ]= l ; Х[2]= 1 ;  Х[З]= ! ; 
int it=O; 
do{ 

for ( int i=O; i<=З ;  ++i) { 11 
X[i ]=StrSum(i ) ; 

} 
it++; 

}while (GetE()>e) ; 
1 /Вывод ответа. 
Memo- >Clear( ) ;  
Memo-> Lines->Add("Meтoд Зейделя .") ; 
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Memo-> Lines- >Add(" Koличecтвo итераций = "+l ntToStr( it) ) ;  
Memo-> Lines-> Аdd("Корни системы." ) ;  
for (unsigned i=O;  i<4; i++) { 

Memo-> Lines->Add("X(" + IntToStr( i )  + ")=" + 
FloatToStrF(X[ i ] ,ffFixed, 1 2 , 1 2) ) ;  

Memo-> Linеs- >Аdd("Преобразованная матрица." ) ;  
for (unsigned i=O ;  i<4; i++) { 

Memo-> Lines- >Add(F1oatToStrF(a [ i ]  [О] ,ffFixed, 1 2 ,4)+" 
"+FloatToStrF(a[ i ]  [ 1 ] ,ffFixed, 1 2 ,4)+" "+ 

FloatToStrF(a [ i ]  [2 ] ,ffFixed, 1 2 ,4)+" 
"+FloatToStrF(a[ i ]  [ 3 ] ,ffFixed , 1 2 ,4)+" 
"+FioatToStrF(a [ i ] [4] ,ffFixed, 1 2 ,4) ) ;  
} 

Глобальный модуль 

douЬie const е = 0.0000 1 ;  
douЬie а [4] [5 ] ;  
douЬie Ь [4] [5] = { 

} ; 

{ 1 . 1 5 , 0 .62, -0 .83 ,  0.92, 2 . 1 5 } , 
{0 .82, -0.54, 0.43 ,-0.25, 0.62} , 
{0.24, 1 . 1 5 , -0 .33 ,  1 .42 , -0.62} , 
{0.73, -0.8 1 ,  1 .27 , -0.67, 0 .88} 

douЬie Х[4] ; 
# include "ap.h" 
1*-- - - - -- - - - - --- - - -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - -
This routines must Ье defined Ьу the programmer: 

douЬie det(ap: : real_2d_array а, int n ,  douЬie epsilon ) ;  
- - - - - - � - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - */ 
bool leskramersolve(ap: : real_2d_array а ,  

const int& n,  
ap: : real_ l d_array& х, 
const douЬie& epsilon) ; 

/************ * * * * * *************************** * * *  

Функция решения системы  линейных уравнений вида: 
А[ 1 , 1 ] *Х[ 1 ] + . .  + A[ l ,N ] *X [N ]  = A[ l ,N+ 1 ] 

A[N , l ] *X[ l ] + . .  + A[N ,N ] *X [N ]  = A[N ,N+ 1 ] 

Функция возвращает True ,  если det(A')<>O 
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(Х - решение) ,  и False , если det(A')=O, в таком случае Х не хранит 
решение.  А' - матрица из первых N столбцов матрицы А. 
Epsi lon определяет точность сравнения чисел .  Если число по 
модулю меньше или равно Epsi lon, то оно считается равным О. 
Это число показывает, насколько именно переданная матрица 
должна быть близка к вырожденной , чтобы вызвать выход со 
значением True. Чтобы проводить вычисления независимо от того, 
насколько матрица близка к вырожденной , следует задать epsilon 
равным О. 
****************************************/ 
bool leskramersolve(ap: : rea1_2d_array а, 

const int& n, 

} 

ap: : rea1_ 1 d_array& х ,  
const douЬie& epsi lon) 

bool result ; 
int i ;  int j ;  douЬle d; douЬie dt; 
ap: : rea1_2d_array Ь; 
x.setbounds( l ,  n) ;  b.setbounds( 1 , n ,  1 ,  n); result = false ;  
for(i = 1 ;  i <,.;, n ;  i++) 
{ 

forU = 1 ;  j <= n ; j++) 
{ 

b( ij) = a(i j) ;  

d = det(b, n ,  epsi lon); 
if( fabs(d)>epsilon ) 
{ 

result = true; 
for(i = 1 ;  i <= n ; i++) 
{ 

} 

forU = 1 ;  j <= n; j++) 
{ 

b( ij) = a( ij) ;  

for( i = 1 ;  i <= n ;  i++) 
{ 

b( i ,  1 )  = a( i ,n+ 1 ) ;  
} 

for(i = 2; i <= n ;  i++) 
{ 

dt = det(b , n ,  epsi lon) ; x( i- 1 )  = dt/d ; 
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forU = 1 ;  j <= n ;  j++) 
{ 

ЬU , i - 1 )  = aU , i - 1 ) ; ЬU , i )  = aU ,n+ 1 ) ; 

dt = det(b, n ,  epsi 1on) ;  x(n) = dt/d ; 

retum resu1t; 

Пример 2 .106. Интерполирование функций 

С помощью одной из интерполяционных формул Ньютона 
вычислить значение фун кции , заданной таблично. 

Решение 
Переменные и константы 

Переменная Идентификатор 

Таблица значений Х 

Таблица значений  У 
Точка nоиска 

Таблица конечных разностей 

Сумма м ногочлена 

Значение nроизведений 

Факториал 

Программа 

//Решение методом Лагранжа 
void _fastcall TForm 1 : :N LagrCi ick(TObject *Sender) 
{ 

Memo-> Lines->Add("Meтoд Лагранжа.") ;  
s = О ;  
for ( int i=O ;  i<=5 ;  ++i) { 

р = 1 ;  
for ( int j=O; j<=5;  ++j) { 

if U !=i) { 
р = р * (х - xO(j]) 1 (xO [ i ) - xO[j) ) ;  

} 
р = р * yO[ i ) ; s = s + р; 

хО 

у О 

х 

у 

s 

р 

k 
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Memo-> Lines-> Add("===========") ;  
Memo-> Lines->Add("Y=" + FloatToStrF(s,ffFixed , 1 2 ,9) ) ; 
Memo-> Lines->Add("OK") ; 
Memo-> Lines->Add("") ; 

Глобальный модуль 
douЬle х0 [6] = {2 . 1 5 ,  2 . 20 , 2 .25 ,  2 .30 , 2 . 3 5 ,  2 .40} ; 
douЬle у0[6] = { 1 .263 , 1 . 288 , 1 . 3 1 5 , 1 . 343, 1 . 373 , 1 .405} ; 
douЬle х = 2 .36 ;  douЬle у[6] ; douЬle s; douЬle р; int k ;  

//Решение методом Н ьютона 
void _fastcal l TForm 1 : :N NewtonCiick(TObject *Sender) 
{ 

} 

douЬle h; douЬle t; int k; 
Memo-> Lines->Add("Meтoд Н ьютона. " ) ;  
h = х0 [2 ] - х0[ 1 ] ;  
for ( int i=O; i<=5 ;  ++i) { 

y[ i ]  = yO [ i ] ;  
} 
Memo->Lines->Add("Koнeчныe разности . " ) ;  
for ( in t  i=4; i>=O;  -- i) { 

Memo-> Lines->Add("--- d" + I ntToStr(5- i) + "у ---" ) ;  
for ( i n t  j=O ;  j<=i ;  ++j) {  

y[j ] = y[j + 1 ]  - y[j] ;  
Memo-> Lines->Add("d(" + l ntToStrU) + ")=" + 

FloatToStrF(y[j ] ,ffFixed , 1 2 , 3 } ) ;  

} . 
//Интерполяция назад 
t=(x-x0 [5 ] )/h ; k=O; s=y[5 ] ; р= 1 ;  
for ( int i=4; i>=O;  --i ) {  

р = р * t++ 1 ++k; s = s + р * y[ i ] ; 
} 
Memo-> Lines->Add("===========") ; 
M emo-> Lines->Add("Y=" + FloatToStrF(s,ffFixed , 1 2 ,9)) ; 
Memo-> Lines->Add("OK") ; 
Memo-> Lines->Add("") ; 

#include "ap.h" 
douЬle lagrangeinterpolate ( int n ,  

const ap : : real_ 1 d_array& х, 
ap : : real_ 1 d_array f, 
douЬle t) ; 
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/*********************************** 
Полином Лаrранжа по Эйтекену. 
function Lagrange 1 nterpolate( 

const n lnteger; 
const х : array of Real ;  

F array of Real ; 
Reai) : Real ; 

Параметры: 
N - число точек в масси ве 
Х, F - массивы абсцисс и ординат с номерами от О до N- 1 .  
Т - параметр, положение точки на кривой . 

Результат: 
Значение интерполяционного пол инома, проходящего через 
точки (x[ i ] ,  F [ i ] ) .  
************************************/ 
douЬie lagrangeinterpolate( int n , 

const ap: : real_ l d_array& х ,  
ap: : real_ l d_array f, 
douЬie t) 

douЬie result; int i; int j ;  n = n- 1 ;  
forU = O ; j <= n- l ; j++) 
{ 

} 

for(i = j+ l ;  i <= n; i++) 
{ 

f( i) = ((t-xU))*f(i)- (t-x( i ))*fU))/(x(i)-xU) ) ;  

result = f(n) ;  
return result; 

Пример 2. 107.  Решение обыкновенных дифференциальных 
уравнений. 

Решение обыкновенных дифференциальных уравнений пер
вого порядка методом Рунге - Кугга (при h = 1 6) .  

Программа 

douЬie f(douЬie х, douЬie у) 
{ 

retum х*ехр(у) ; //Here you сап insert your function l ike dyjdx = f(x,y) ; 
} 
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void rgkt(douЬie *xm, douЬie *ym, douЬie а ,  douЬle Ь ,  douЬie уО , 
douьte dyO , int n) 
{ 

} 

douЬie х = а, у = уО, h = (Ь - a)/n ; 
douЬle q 1 ,  q2 ,  qЗ ,  q4; ym[O] = уО ; 
for( int i = О; i < n ;  i++) 
{ 

q l  = f(x,y) ; q2 = f(x + h/2 ,y + h*q l /2) ;  
qЗ = f(x + h/2 ,y + h*q2/2) ;  q4 = f(x + h/2,y + h*qЗ);  
ym [ i+ l ]  = ym[ i ]  + h* (q l + 2*q2 + 2*q3 + q4)/6 ; 
xm [ i ]  = х; х += h ;  

douЬie max(douЬie *у, int n) 
{ 

} 

douЬie max = - 1 О*ехр( 1 0 ) ;  
for( int i=O ;  i<n ;  i++) 
{ 

if(y[ i ]  > max) max = y[ i ] ; 

return max; 

int main( int argc , char* argv [ ] )  
{ 

int n = 1 0 ; //Number of steps 
douЬie а = О , Ь = 1 ;  / /Solving area 
douЬie уО = О, dyO = 3 .56 ;  //l nitial values 
douЬie *х = new douЬie [ n ] ;  
douЬie *у =  new douЬie [n] ; 
douЬie *x l  = new douЬie [n] ; 
douЬie *y l = new douЬie [ n ] ;  
rgkt(x, у, а ,  Ь , yO ,dyO ,n ) ;  rgkt(x l , y l , а ,  Ь ,  y0 ,dy0 ,n*2) ; 
douЬie delta = fabs(max(y, n) - max(y l ,n*2))/ 1 5 ; 
printf("% 1 0s % 1 0s\n" , "х ·· , "f(x) ") ;  
for( int i=O; i < n ;  i++) 
{ 

printf("% 1 01 % 1 0f\n", x [ i ] , y [ i ] ) ;  
} 
printf("\n Absolute inaccuracy is equal: %f\n\n" ,  delta) ; 
return О ;  
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ПРАКТИКУ М ПО ЧИСЛЕННЫМ МЕТОДАМ 

Варманты заданмй для самостоятельной работы 

Заданне 1 . Составить таблицы значений функций 

Номер 
Сформировать таблицу варианта 

1 Значений функции у = 2sin (3x - 0,8)  для х на отрезке [- 1 , 57 ;  1 ,57] 
с шагом 0,25 

2 Перевода английских фунтов (/Ь) в метрические килограммы для 
значений  от 1 до 20 lb с шагом 0 ,5  lb ( 1 lb = 0,454 кг) 

3 Значений функции у = e2-Jx-x' для х на отрезке [- 1 ,43;  1 , 1  7] с шагом 
0,25 

4 Перевода километров в американские мили (m1) для расстояний  от 
1 до 20 км с шагом 0 ,5  км ( 1  км = 0,62 1 37 ml) 

5 Значений функции у = ln(2x2 + 3х - 5) для х на отрезке [ 1 ,05 ;  2 , 1 О ]  
с шагом 0,05 

6 Перевода темnературы по шкале Цельсия (С) в тем nературу по 
шкале Фаренгейта для тем nератур от -5 до 30 Т с шагом 2 ·с 
t l ·F  = 1 , 8 ·с + 32) 

7 Значений функции у = 2e-xcos( 1 ,  7х - 0,3)  для значений х на отрезке 
[- 1 , 5 ;  1 , 5 ]  с шагом 0 , 1 

8 Соответствия между метрической массой в граммах и английским 
фунтом ( /Ь) для т от 5 до 20 lb с шагом 2 lb ( 1 lb = 453 ,59 /) 

9 Значений функции  у = -3х2 + 7х - 2 для х на отрезке [-0, 1 2 ; 0 ,7 1 ]  
с шагом 0,05 

10  Перевода английских дюймов (in) в сантиметры для значений от  1 0  
до 1 00 in с шагом 5 in ( 1  in = 2,54 см) 
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Заданне 2. Построить графнкн функцнн 

1 . у = х2 + sin x. 5 . y = -J4 - 3x .  
2. у = 2х2 + 1 3. 6 . y = cos 2 x - sin 2 x. 
3. у = х2 cos 2х. 7. у = -е х - 1 

х2 
4. у = 7х - х2 - 1 0 .  8.  у = -- . 

х - 2  

9 .  у = 4х - х2 • 
10 .  у = cos тех + 1 .  

Заданне 3.  Построить графнкн двух функцнн 

1 .  у = 1n(x + 6) ,  у = 3 1n х. 
2. у = 6х2 - 5х + 1 , у = cos тех . 
3. у = х - 2, у = х2 - 2х. 

1 
4. у = cos - , у = х2 - 2х. 

х 
5. у = х2 + 1 , у = 2 cos x. 

6 . y = JX, y = -J4 - 3x .  
7.  у = 4х - х2 , у = х2 - 4х  + 2. 
8.  у = 2 \х + 4, у = 2 sin х. 

3 sin x 9. у = х ' у = -- . 
х 

10. у = х2 - 6 ,  у = -е х . 

Заданне 4.  Найти пронзводную функцнн в пронзвольнон/ 
то чке 

1. у = ln(� + х) . 5 .  у = ( 1 + Vx) 3 • 9 . у = 2 cos x . 
-Jcos 2x 

х 2. у = ln tg - . 
2 

3. у = x !g x. 
х2 

4. у = ----=== � 

6 - 2 COS X 10 .  у = е х sin x cos3 х. . У -
.Jcos 2 х 

. 

7. у = cos 2х lg x. 

( 1 ) 1 0 
8. у = JX + 

JX 

Заданне 5. Построить графнк функцнн у = f(x) н касатель

ную к графнку в то чке с абсцнссон х = хо . 
Замечание. Уравнение касательной У= f(x0) (x - х0) + f(x0) . 

1 .  f(x) = 
х
\ + 2, х0 = 1 . 6. f(x) = � sin 2 ( 4х - �} х0 = тс/6 ; 

2. f(x) = �' х0 = 2 .  7 .  f(x) = х2 - 2х - 8,  х0 = - 1 . 
3. f(x) = х ln х, х0 = 2 . 8 .  f(x) = cos x, х0 = -тс/2 . 
4. f(x) = х2 + \, х0 = - 1 .  9 .  f(x) = х2 - 3х + 2, х0 = 3 .  
5 .  f(x) = -х2  + 1 ,  х0 = 1 .  10.  f(x) = е 2Х+3 , х0 = -2. 

1 7 - 1 3 3 5  
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Заданне 6 .  Решить снетемы линейных уравнений вида 
Ах = В н Сх = D.  

-0, 1 1  

0 ,35  0 , 1 7  1 ,29 

1 0 ,36 2 , 1 1  

-0,32  -0,74 0 , 1 0  

1 , 1 8  0 , 1 1  0 , 1 7  

-0, 1 5  1 , 1 7  -2,35  1 ,28 

0 ,2 1 -3,45 - 1 , 1 8  0,05 

1 ,23 

-0,34 1 , 1 1  о 0,62 

0,26 -0,34 1 , 1 2  - 1 , 1 7  

1 , 1 8  -0, 1 7  0 , 1 8  1 ,42 

-0, 34 0 ,85  0 ,3 1 -0,42 

0,26 0,08 0,75 0 ,83 

-0,88  

0,27 

0 ,2 1 

2 

3 

1 ,43 

0,27 

0 ,54 

-0,33  

3 1 3  

3 5 4 

5 9 1 7  

---ч----1 ',",'С ,_,; ,' '',,с:;, , , , D , 
' 1 

2 3 0,55 

4 9 1 ,35  

8 27 3 ,55  

D 

-0,84 0,93 2 

0 ,93 -0,48 3 

-0,92 0,24 2 

0 ,24 0,78 

D 
1 , 5 

2 ,5  

3 
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- 1 ,26 -0,36 о - 1 ,42 0,5 1 0,32 0,95 0,42 

0,08 - 1 , 1 4 -0,24 0,83 0,86 0,95 -0, 1 2  0,45 

-0,35 -0, 1 8  о 1 ,42 

-0,2 1 -0,67 о 0,22 -0,62 1 ,54 -0,92 0,24 0,2 

-0, 1 8  -0,95 -0, 19 0,89 -0,33 0,24 О, 78 ·0, 1 

0,28 -0, 1 4  - 1  -0,94 

-1 -0,45 0 , 1 8  0 ,33 0,84 1 ,79 0,95 2,5 

О, 13 -0,33 О, 18 0,48 1 ,24 1 ,03 -0,4 1 3 

-0,4 1 о - 1  1 ,2 1  

-0,92 О ,  1 1  0,33 0,64 0,84 1 ,  7 9  0,95 2,5 

-0,07 -0,8 1 -0, 1 1 1 ,7 1  1 ,24 1 ,03 -0,4 1 3 

-0,4 1 о - 1  1 ,2 1  

- 1  -0, 1 2  0,22 1 ,5 1 ,43 -0,84 0,93 0,2 

0,23 -0,5 1 1 ,2 0,27 0,93 -0,48 0,3 

-0,2 1 0,3 1 - 1  0, 1 7  
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Заданне 7. Вы чнслнть выражен н я с заданнон то чностью 

х2 хз х 4 1 . у = х -- + - -- + . . .  при х = 0 ,32 1 с точностью 2 3 4 
f: = 2 ,5 . 1 0-5 • 

"' 
2. z = 1 + il: ( - 1) k е -2kx при х = 0,986 с точностью f: = 1 0-7• 

k = i 
"' ( х2 ) 3. s in х = хП 1 - -2-2 при х = 0,837 с точностью f: = 1 0-6• 
k = i k 11: 

"' ( х2 ) 4. у = I In  1 - -2-2 при х = 1 ,298 с точностью f: = 1 o-s . 
k = i k 11: 

5 . у =  I 1 
4 с заданной точностью f: = 0, 3 . 1 0-5 • k = i ( 2k - 1) 

6. Вычислить число п с точностью f: = 5 · 1 о-6 , пользуясь пр о
п 2 2 4 4 6 6  изведением Валлиса - = - · - · - · - · - · - · . . . . 2 4 3 3 5 7 7 

"' . х 7. у =  I 2 n sш - при заданном х с точностью f: = 0 , 3 · 1 0-7 . n=O 3 n 

"' ( о п 
8. у =  I---- при заданном х с точностью f: = 0,3 · 1 0-4 . n= i x n n !  

"' x2n+ i 9 . у =  I-- при заданном х с точностью f: = 0,3 · 1 0-7 • n=O 2n + 1 

10. у =  f 1 
с заданной точностью f: = 0,3 · 1 0-7 • n= i (2n - 1) 2n 

1 1 . Вычислить приближенное значение функции: 

Замечание. В сумме учитывать все слагаемые,  большие Е = 1 0-з . 
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12 .  Вычислить приближенное значение функций 

. хз xs (- 1) п х2 п+ l . SШ(Х) = Х - зт + sт - . . .  + (2n + 1) ! + . . .  ' 

Замечание. В сумме учитывать все слагаемые, большие по модулю & = J 0-4. 

13. Вычислить приближенное значение функций 

х2 хз (- I) n x n+ l . 1n( l + Х) = Х - - + - - . . . + + . . . , 2 3 n + 1 
х3 х5 ( - 1) n x2n+ l arctg(x) = х -- + - - . . .  + + . . . . 3 5 (2n + 1) 

Замечание. В сумме учитывать все слагаемые , большие по модулю & = 1 0-s. 

Заданне 8. Найтн корнн уравнений 

Решить уравнения методом итераций с точностью Е 

1 . 2х - 1n(x + 2) = 0 , х Е [0 , 1] , Е = 2,1 7 - 1 0 -5 • 

2. х - sin(x + 1) = 0 , х Е [о , %] , Е = 0 ,5 - 1 0 -4 . 

З . х - соs� = 0, Х Е [О ,  1 ] , Е = 5 · 1 0 -6 • 

4 .  2х - cos x = 0 , х Е [О , 1 ] , Е = 25 · 1 0 -7 • 

5 .  sin (x)e-2x = О  для х Е [-2 ; 2] . 
6. х3 - 2, 56х2 - 1 , 325 1х + 4,395006 = О .  

7.  х3 - 2 ,92х2 + 1 ,4355х +  0,79 1 1 36 = О  для х Е [-3 ; 3] . 
8. х3 - 2 ,84х2 - 5 ,6064х - 1 ,476336 = О. 

9 . х3 + 1 ,4 1� - 5 ,4724х - 7 ,380384 = О. 
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Решить уравнения методом касательных с точностью �:-: = 1 о-з 
на отрезке [О ; 7t/2] 

10.  -2- - З sin х = О. 
1 + Х 

1 1 .  3 cos2 � - 5х + 6 = О. 
2 4 12. -- - 4 cos x = О . 

3 - х 

3 

13. sin х - (2 - х) 2 = О. 

14. х 2 + sin х - 0 ,5 = О . 

Решить уравнения методом половинного деления (дихотомии) 

С тОЧНОСтЬЮ Е = 1 0-4 

15 .  sin 2х + 2�0 ,1  + х - 1  = О , х Е [О , % J .  
16 . x tg x - ln � � + 1 - x l = 0 , x E [o , �J · 

17 .  2 tg Х - � � - Х = 0 ,  Х Е [ 0 ,  �] . 
18.  5 ln l 1 ,9 . - x l + 2 cos x, х Е [о ,9 ,  �] . 
19 . 0 ,9x = sin x + 1 ,  Х Е  [О ; 1 ] . 

20. 5sin x = x2 , Х Е  [О ; 1 ] . 

2 1 . sin x = cos x, Х Е [0 ; 1 ] .  

23. x = cos x - 2 , Х Е  [О ;  1 ] .  
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24. sin x = (x + 4)/0 ,9 , Х Е  [О ; 1 ] . 

25. x3 - 2 = sin x, Х Е  [О ; 1 ] . 

26 . COS X = X3 - 5x, Х Е  [0 ;  1 ] .  

27. Найти корни уравнений методом дихотомии с точностью 

0,000 1 

Номер 
Задание 1 Задание 2 

варианта 

1 3х4 + 4х3 - 1 2х2 - 5 = О ln(x) + (х + 1 )3 = О  

2 2хз - 9х2 - 60х + 1 = О х2х = 1 

3 х4 - х - 1 = 0 х +  cos(x) = 1 

4 2х4 - х2 - 1 О = О х + lg( l  + х) = 1 ,5  

5 3х4 + sхз + 6х2 - 1 О = О lg(2 + х) + 2х = 3 

6 х4 - 1 8х2 + 5х - 8 = О 2х + 5х - 3 = О  

7 х4 + 4х3 - 1 2х2 + 1 = О 5х + 3х = О 

8 х4 - х3 - 2х2 + 3х - 3 = О 3ех = 5х + 2 

9 3х4 + 4х3 - 1 2х2 + 1 = О 5х = 6х + 3 

1 0  3х4 - Sx3 - 1 8х2 + 2 = О 2ех + 5х - 6 = О  

Решить уравнения методом хорд с точностью & = 1 0 -4 на от
резке [О ; 1 ] 

28. 2X+ I  + Х - 3  = 0 . 

29. arctg x - 5 ln l 2 - x i = O . 

1 
30. 4 lg x  - - = 0, х Е [ 1 , 3] .  

х 

3 
31 . 8 lg x  - -2 = 0 , х Е [ 1 , 3] .  

х 
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32. Найти корни уравнения f(х) = О  с точностью Е =  I о-з 

Номер f(x) 
варианта 

1 ln x _ _!__ 
х2 

2 2 1n x  _ !_  + 1 
2 

1 - х 3 -- - 3 cos( 4х) 
х 

4 ctg x - х2 

5 tg !_ - х  - 2 
4 

6 Гх - 3 sin x 

7 Гх - cos !_ 
2 

8 2 ln x  _ _!_ 
х 

9 х - 3 cos2 х 

10 tg (7,5х) - 2(х + 1 )  

1 1  ln x - -7-
2х + 6 

12 е-• - (х - 1 )2 

Номер 
варианта 

13 
14 

15 

16  

17 

18 

19 

20 

2 1 

22 
23 
24 

f(x) 

е-· - � 

2 sin(3x) - l,5x 

O l e-x _ !_  , 
2 

ln( l,2x) - l,5x + 2 

tg (2,5х) - 5х 

ln x - 2  cos x 

.J2 - х2 - е' 

e-<x+l l  + х2 + 2х - 1 

е-• - 2 + х2 

хе' - х - 1  

( 2 1 1 cos x) - - cos х + -
2 4 

sin(x + 2) - х2 + 2х - 1 1 

33. Отделить корни уравнений графически (или аналитически) 

и найти приближенные значения корней с точностью Е =  0 ,0000 1 

Номер Функция 
Номер Функция 

варианта варианта 

1 х - sin х =  0,25 13 x2cos (2х + 1 )  = - 1 
хз - 3х2 + 9х - 8 = О 2х4 - 3х2 + 1 5  = О 

2 tg (0,2 + х) = хз + 3 14 о у - 1 = (х + 2)2 
х3 + 2х2 - 7х +  1 = 0  3х3 - 22 + х + 1 = о 

3 (х + 1 ) 1/З - cos (0,3 + 0,4х) = 2 1 5  cos (x + 2) - x + 2x +  1 = 0  
хз + х2 - 3х + 4 = О х4 + 2х2 + 3х - 1 О = О 



Номер 
варианта 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 1  

1 2  
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Функция 

tg (2,3 + 0 ,5х) = 3х + 2 
2х3 - 3х2 + х +  1 = 0  

2ex+ l + 3х +  1 = 0  
3х4 + 4хЗ - 1 2х - 1 = О 

3х2 + cos (2х + 1 )  = 1 
х4 - 2х3 - I Ox2 - 2 = 0  

5x sin (2х + 1 )  = 0,43 
x3 - 7x2 + 2x - l = 0  

xcos (х + 2) = х2 - 3х + 1 
х3 + х2 + х - 1 0 = 0  

(х - 3) cos (х + 2) = 1 
:zx4 - 3х3 + х - 1 = о 

l n x +  (х + 1 )3 = О  
х2 - 2 + 0,5х = о 

х lg(x + 1 )  = 1 
2х3 - 9х2 - 60х = О 

arctg х - 1/(3хЗ) = О 
2х4 + х - 3 = О  

Номер 
варианта 

16  

17 

18 

19 

20 

2 1  

22 

23 

24 

Окончание таблицы 

Функция 

х + ln (2х + 3) = 0,5 
- 2x- l - Х =  0 

x2 + 4sin (x + 1 ) = 0  
3х4 + 4х3 - 1 2х2 - 5 = О 

е2х+ 1 + 5х - 1 = О  
7хЗ - 2х2 + 3х - 1 0 = 0  

2ex+ l  - 3х + 1 = О  
x lg (x2 + 2х - 1 )  = 1 

x2 cos (2x - 1 )  = 1 
2х4 - 3х3 + 3х2 - Х +  1 = о  

2x - lg (x + 3) = 7 
tgЗ(x) + х - 1 = О 

( 1 - x)&x- l = 0,5 
3 sin2(x + 1) - х2 + х = 2 

х = (log (x + 2)) 1!2 - 1 
х4 - хз - 2х2 + 3х - 3 = О  

5 cos (х + 3) = х - 0,5 
3х + 2 - х = 0  

Заданне 9. Решнть непннейные уравнен н я /1 (х) = f2(x) 

Номер Ji (x) f2(x) Отрезок 
варианта 

1 .J2x - 1  2 cos(3x + 1 )  + 1 [ 1 ; 4] 

2 
2 -- 1 + cos 2x [-2; 3 ] Х + 4  

� - 5х2 + 7 
5 - х 

3 .Jx + 2 [- 1 ; 5]  

4 2х + 4 - х2 7 sin(2x + 2) [-3 ; 1 ] 
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Окончание таблицы 

Номер fi (x) h(x) Отрезок 
варианта 

5 cos(2,5x + 1 )  l - x2 
[-2; 0 ,5] --

2 

2 sin(l - 3х) х2 + 2 
6 -- - 1  [О ; 1t] 3 

7 
..Л-Х sin(3x - 1 ) [-2; 1 ] --

2 

8 � - 1  3 sin 2x [ 1 ; 5] х 

7 - х 
9 3 cos 2x х2 + 3х + 5 [-2; 3 ] 

10  � 2 sin(2x + 1 )  [0 , 1 ; 3 ,5] --

3х 

Заданне 10. Решнть снетему уравнений 

1 _ 
{2х - у =  2; 
Зх - у = 5. 

2_ {2х + у = - 1 ; 
. 0 ,4х - у = -5. 

3.  {х2 i- у2 = 25; 
ху = 1 2. 

4_ {2 1х - у = - 4; 
1 7х + у = -7. 

{� - � = 1 ;  
5 .  

х у - + - = 2. 
6 8 

б. {х + у =  1 ;  
ху = 84. 

7 _ 
{� х + у =  -5; 

7х - у = 3,5. 

S. {6х + у  = - 0 ,2; 
2х - у =  -5. 

{_!_ х + у =  7 ,6 ; 
9 . 5 

1 - х - у = 4. 
7 

10 _ {Зх - у = 7; 
Х + у = - 4. 

1 1 . Получить результаты решения системы уравнений: 

) {х - у =  2;  
а 

2х + у =  1 ;  
б) {5х + у =  25; 

8х - Зу = 1 7 ; 
) {5х - у =  22; 

в 
2х + 2у = 1 6 .  
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12. Составить программу для решения системы уравнений с 
тремя неизвестными по формулам Крамера и получить результа
ты для решения системы уравнений : {1 0х - 9 z  = 1 9 ;  ·{х + 2у + z = -7; 

а) 8х - у = 1 0 ;  б )  2x + y - z = 1 ; 
у - 1 2z = 1 О ; 3х - у - 2z = 2. 

13. Получить результаты решения системы уравнений: {3х - 4у + Sz = 1 8 ; {2х + у + z = 7; 
а) 2х + 4у - 3z = 26 ;  б) х + 2у + z = 8 ;  

х - б у +  8z = О , х + у +  2z = 9 .  

1 4 .  Решить систему уравнений по формулам Крамера {х + 2у + 3z = 8 ; 
3х + у +  z = 6 ;  
х + у +  2z = 6 .  

1 5 .  Решить систему уравнений по  методу Гаусса {2х1 + 4х2 - бх3 � - 4; 
2х 1 - х2 + х3 = 3 , 
х 1 + х2 + х3 = 2. 

16. Решить систему уравнений методом Крамера 

Номер 
Система уравнений 

варианта !7,54х, + '\29х, - 2,34х, - 2,2 1 ; 
. 1 -9,49х1 + 2,34х2 + 8,58х3 = 4, 1 6, 

1,95х1 + 3,77х2 - 4,68х3 = 8,32 !Ц89х, - �45х, + 4, 1 6х, • 9,49 
2 9, 1 0х1 + 7,67х2 - 1,56х3 = 5,85; 

1 ,56х1 - 3,38х2 + 7,02х3 = 8, 1 9  ! -�97х, + 1,82х, + 5,85х, • -5,07; 
3 2,73х1 + 7,28х2 + 5,07х3 = -6,84, 

6,37х1 + 6, 1 1х2 - 3,77х3 = 4, 1 3  



268 

Номер 
варианта 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 
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Система уравнений ! Ц63х, + { 1 бх, - 7,67 х, " 3, 1 2 ; 
9,23х1 - 1,69х2 + 9, 1 2х3 =

=
4,55; 

-2,6 1х1 + 1,69х2 + 7,67х3 - - 1,82 ! Ц89х, + 
Щ

х, - 7,67 х, "
!

,54; 
. - 1,95х1 + 7,54х2 - 7, 1 5х3 - 8, 1 9, 

4,8 1 х1 - 4,68х2 + 8,58х3 = 6,24 ! - �68х, + 2,63х, + 2, 47 х, " 7
:
54; 

1,34х1 + 7, 1 6х2 - 7,5 1 х3 = 8,97, 
4, 1 8х1 + 2,63х2 + 3, 1 2х3 = -5,42 с94х, + <i89x, + 5,4&, o L99; 
2,6 1х1 + 5,85х2 - 5,07х3 - 4,55, 
-9,36х1 - 3,77х2 + 2,47х3 = 7,28 ! -�08х, + 6,50х, + 9,36х, " -2,86, 
-5,33х1 - 4,68х2 + 8,06х3 = 6,86; 
-8,97х1 + 3,90х2 + 6,52х3 = 8,32 ! 6,24х, - �23х, - �60х, " 3,64; 
4,55х1 - 3,77х2 + 1,69х3 = - 6,76; 
-5,33х1 + 4,94х2 + 6,37х3 = 8,7 1  !7,93х, + Ц89х, + �68х, "

�
76, 

. -2,9 1х1 - 4,29х2 + 4,8 1х3 - 8,32,  
- 1,56х1 - 3, 1 2х2 - 3,5 1х3 = 8,94 

Окончание табл. 

Заданне 1 1 . Нантн площадь фнгуры, ограниченную 
графнкам н функцнн 

1. у = х
2 

- 2х + 2, у = 2 + 4х - х
2
• 

2. у = Sin x, у = COS X, Х = 0 , Х = 2n. 

1 

3. у = х
3
, у = х

3
, х = О , х = 1 . 
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4. у =  tg x, 
2 у =  - cos x, 
3 

х е [о , �) , х = О .  

5 .  у = 6х2 - 5х + 1 , у = COS 1LX, Х = 0 , Х = 1. 
6. у =  х2 , х 2 

У = --
2

, 
х -

у = 0 , х = 4. 

7. у = Гх, у = �4 - 3х , у = О. 

8. у = -х2 , У = 2е х
, Х = О , Х = 1. 

9. у = х - 2, у = х2 - 4х + 2. 

10 .  у = sin x, у =  2 sin x, 
57t Х = -
4 ' 

х = 0 .  

Заданне 12 .  Вычнслнть определенный ннтеграл 

1. Вычислить определенный интеграл с заданной точностью 

Номер 
варианта 

2 

3 

4 

5 

6 

И нтеграл 

1 f $+X dx  
о 

1 f x2.J1�� dx 
о 

' dx � x.jl - ln (x) 

5 cos 2 х f-- dx 
2 ln x 
n/2 J х cos x dx 
о 

Точность �етод 

I 0-6 Средних nрямоугольников 

I 0-5 Траnеций 

I 0-8 Симnсона 

I 0-5 Средних nрямоугольников 

I 0-8 Трапеций 

I Q-6 Сим nсона 
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Окончание табл. 

Номер 
Интеграл 

варианта 
Точность Метод 

1 7 J cos(xe-3x)  dx I 0-5 Средних nрямоугольников 
о 

2 
8 J х- 1 ln( l  + х) dx I 0-8 Траnеций 

1 

2 
9 J х- 1ех dx I 0-8 Симnсона 

1 

2 
10  J sh(x2 ) dx I 0-5 Средних nрямоугольников 

1 
1 

1 1  J cos(x2 + х) dx I 0-6 Траnеций 
о 

.р 
12  J x sin(т ) dx  I 0-8 Симnсона 

о 

. 

13 J sin (cos(2x + 1 ))  dx I 0-6 Средних nрямоугольн и ков 
о 

><14 
14 J ln ( l  + cos х) dx I 0-5 Трапеций 

о 

.р 
15  J l n ( l  + .Jsin х) dx I 0-8 Симnсона 

о 

2 • 

1 6  J SIП X dx I 0-5 Средних nрямоугольников 
0. 1 .JX 

><14 
17 J х3 cos(x2 ) dx I 0-8 Траnеций 

о 

1 
18 J ch x2 dx I 0-6 Симnсона 

о 

19  j .JXe-x dx I 0-5 Средних nрямоугольников 
></2 
2 cos(x2 ) 

I 0-8 Траnеций 20 f --
dx 

х + х3 0. 1 



Варианты заданий для самостоятельной работы 2 71 

2.  Вычислить определенный интеграл методом трапеций с точ
ностью f: 

Номер 
варианта 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10  
.;2 

И нтеграл 

JJ xdx ! .J4 - x2 

J dx 
о .Jx2 + 1 

></4 
J sin 4x dx 
о 

9 dx ! Гх - 1  

f1 dx 
е-' + 1 о 

s[тi; 
J - dx 
0 1 0  - х 

J sin x cos2 x dx  
о 

Точность 

I Q-6 

I Q-5 

I Q-8 

I Q-5 

I Q-8 

I Q-6 

I Q-5 

I Q-8 

I Q-8 

I Q-5 
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3. Вычислить определенный интеграл по формулам левых и пра

вых прямоугольников при N = 20,  50 ,  1 00 ,  200 

Номер Интеграл варианта 
1 

1 J .J1+X dx 
о 

1 
3 J (е-' - 1)а-' dx 

о 

n/2 
5 J х cos x dx  

о 

1 
7 J sin (x + �)dx 

о 

1 
9 J 1n х (х + 1 )-

1 dx 
о 

1 
1 1  J cos (х3 ) dx 

о 

2 
13 J х- 1е-' dx 1 

n/3 
15 J x sin (�) dx 

о 

" 

17 J cos (2 s in (Зх)) dx 
о 

n/4 
19 J 1n( 1 + cos х) dx 

о 

n/3 

2 1  J 1n( l + .Jcos x) dx 
о 

n/4 
23 f (х + х3 ) cos (х2 ) dx 

о 

25 f х2е-2х dx 
о 

Номер 
варианта 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

16  

1& 

20 

22 

24 

26 

" 

1 

Интеграл 

1 
J xЧI� dx 
о 

' dx � x.j1 - 1n(x) 

J cos(x + х3 ) dx 
о 

1 
J cos (хе-3-') dx 
о 

f Гхе--' dx 
n/2 

2 
J х- 1 1n( 1 + х) dx 1 1 
J cos (х2 + х) dx 
о 

J cos (sin (х + 1 )) dx 
о 

f sin (cos (2x + 1 )) dx 
о 

2 
J sin (х3 ) dx 
1 

f sin (3 cos х) dx 
о 

•/3 
J 1n( l + .Jsin x) dx 
о 

2 f cos x dx О, I Гх+Т 
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Заданне 13 .  Построить графнкн первой н второй 
пронзводных функцнн 

Замечание. 

df f(x + h) - f(x) df f(x + h) - f(x - h) 
dx "' h ' dx "' 2h ' 

d2f f(x - h) - 2/(х) + f(x + h) 
dx2 "' h2 

где h - малое приращение аргумента (шаг) .  

Номер Функция Номер Функция варианта варианта 

1 sin(x) е-0· 5" ,  х Е [О ; 21t] 9 
х2 х Е [О ; 3] х2 + 1 ' 

2 е-х'/5 , Х Е [-5 ; 5 ] 1 0  x sin x, х Е [ О ;  21t] 

sin 2 (0,5x).JX, х Е [0 ; 1 0] х х Е [О ; 5 ] 3 1 1  у ' 
х х Е [О ; 1 0] 4 х2 + 1 ' 12  х + s in x, х Е [О ; 21t] 

хз х Е [О ; 8 ] cos x Х Е (-5 ; 5 ) 5 
ех ' 1 3  1 + Х2 ' 

sin x Х Е (2 ; 1 0) 1 х Е [О ; 4] 6 -- ' 14 х4 + 1 ' х· 

7 (х - 5)2 arctg х, х Е [О ; 6] 15  VX sin x, х Е [О ; 21t] 

sin x 
8 --2 , Х Е (-5 ; 5 ) 16 х - arcsin х, х Е [-0 ,5 ; 0 ,5] l + x 

Заданне 1 4 .  Решнть дифференциальное уравнение 

1. Решить задачу Коши методами Эйлера и Рунге - Кутта на 
отрезке [0 ,  1 ;  1 , 1 ]  с шагом h = О ,  1 при начальном условии 
у (О, 1 ) = 0 ,25 с точностью 1 0-5 . 

Четные варианты : у ' =  а (х2 + s in (bx)) + су. 
Нечетные варианты:  у ' = а (х2 + cos(bx)) + су. 

1 8 - 1 3 35 
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Номер а ь с Номер а ь с 
варианта варианта 

1 0, 1 33 2 0,872 14 0 ,258 0 ,5 1 ,278 
2 0 ,2 1 5  1 ,5 1 , 283 15  0,3 1 7  1 , 1  0 ,283 
3 0, 1 58 0 ,8 1 , 1 64 16  0, 1 66 1 , 3 0,46 1 
4 0, 1 73 0,7 0 ,754 17 0, 1 86 0 ,7 0,457 
5 0,22 1 1 , 2 0,452 18 0,2 1 5  0,4 0,254 
6 0, 1 63 0,4 0,635 19 0 , 1 88 0, 1 0,536 
7 0, 1 33 2 0,872 20 0, 1 93 1 ,9 0 ,248 
8 0, 1 45 0 ,5 0 ,842 2 1  0,29 1 0,3 1 ,354 
9 0,2 1 3  1 ,8 0,368 22 0,3 1 1 1 ,7 0,279 
10 0, 1 27 0,6 0,573 23 0,353 1 , 3 1 , 2 1 6  
1 1  0,232 1 ,6 1 ,453 24 0,4 1 5 0,4 0,354 
12 0,4 1 7  0 ,8 0,972 25 0,233 0,2 0,427 
13 0,324 1 ,5 0,6 1 2  26 0,355 1 , 2 0 ,388 

2.  Найти приближенные решения задачи Коши и
'
= f(x, и ) , 

и(О) = О на отрезке [О ; 1 ]  с точностью 1 0-4, используя методы Эй
лера и Рунге - Кутга 

Номер f(x, и) Номер f(x, и) 
варианта варианта 

3 (0,7 - и2 ) cos х + 0,3 и 1 cos (х + и) + - (х - и) 14 2 

2 0,6 sin х - 1,2 и2 + 1 15 1 + ! и sin х - и2 
5 

3 1 - sin (и + 2х) + 0,5 и 
2 + х  16 1 + (0,7 - х) s in х - 1,2хи 

3 0,8 е- (О,R+Хи) + 0,6х2и 4 cos (2x + и) + - (х - и) 17  2 
соs и и2 

18 cos ( 1,75х + и) +  1,2(х - и) 5 -- - -

l + x 2 

1 O, lx . (2 ) 0 5и2 
6 - -- - SlП Х + и  19 1 - sin (2х + и)  + -'-и + 2  2 + х 

7 (0,8 - и2 ) cos х + 0,4 и  20 
соs и _ 0 3 и2 

1 ,25 + х ' 



Номер 
варианта 

8 

9 

10  
1 1  
12 

13 
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Окончание 
табл. 

f(x, и) Номер f(x, и) 
варианта 

соs и - О lи2 \,25 + Х  
, 2 1  1 + ( 1 ,2 - х) sin и - и( \ + х) 

1 + 0,6 и sin х - 1,5 и2 22 (0,9 - и2 ) cos х + 0,5 и 
cos (1 ,5х + и) + \,5(х - и) 23 1 + 0,8 и sin x - 1,75 и2 

0,2е-'" + 0,3 (х2 + и) 24 0,4 е- < М+хи) + 0,4 (х + и) 

и cos2( и - I) + 0,1 х2 25 ( 1 - х) sin 2и - (0,6 + х) и 

соs и _ 0 1 и2 1,5 + х 
, 26 cos (х + и + хи) - 1,3 х 

Заданне 15.  Осуществить ннтерполнрованне функцнй 

1 .  Осуществить интерполирование функций, заданных на от
резке 

Номер 
варианта 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

1 8 '  

Функция 

VX sin х, х Е [О; 2Jt] 

1 sin - , Х Е (0 , \ ;  0,5 ) 
х 

(х - 5)2 arctg x, Х Е (2 ; \ 0) 

si n x  -- , 
х 

-x'/s е , 
хз 

е' , 

Х Е (- 5 ; 5) 

Х Е (-5 ; 5) 

х Е [О ; 8] 

sin (х)е- 0· 5-' , х Е [О ; 21t1 

х 
х Е [О ; 1 0] 

х2 + 1 ' 

Номер 
варианта 

9 

10  
1 1 

12 

13 

14 

15  

1 6  

Функция 

_:: sin2 х, х Е [О; 2Jt] 2 

sin (cos х), х Е [О; 2Jt] 

с г· 3 , х Е [О; 21t] 

1 
х Е [О ; 4] 

х4 + 1 ' 

x sin x, х Е [О ;  21t] 
cos x Х Е (- 5 ; 5 ) 1 + х2 ' 

xz 
х Е [О ; 3] 

х2 + 1 ' 

х + sin x, х Е [О ; 21t] 
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2. Осуществить интерполирование функций, заданных таблично 

Вариант 1 

х - 1  о 3 
у -3 5 2 

arg = 0,702 
Вариант 2 

х 0,43 0,48 0,55 0,62 0,7 0,75 
у 1 ,63597 1 ,73234 1 ,87686 2,03345 2,22846 2,35973 

arg = 0,702 
Вариант 3 

х 2 3 5 
у 4 1 7 

arg = О, 1 02 
Вариант 4 

х 0,02 0,08 0, 1 2  0, 1 7  0,23 0,3 
у 1 ,023 1 6  1 ,0959 1 , 1 4725 1 ,2 1483 1 ,30 1 2  1 ,40976 

arg = 0 , 1 02 
Вариант 5 

х о 2 3 
у - 1  -4 2 

arg = 0,526 
Вариант 6 

х 0,35 0,4 1 0,47 0 ,5 1 0 ,56 0 ,64 
у 2 ,7395 1 2,3008 1 ,96864 1 ,78776 1 ,59502 1 ,343 1 

arg = 0,5f6 
Вариант 7 

х 7 9 1 3  
у 2 -2 3 

arg = 0,6 1 6  
Вариант 8 

х 0,4 1 0,46 0,52 0,6 0,65 0 ,72 
у 2, 574 1 8  2 ,325 1 3  2 ,09336 1 , 86203 1 ,74926 1 ,62098 

arg = 0 ,6 1 6  
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Заданне 1 6 .  Осуществить аппроксимацию функций 

Для исходных данных выполнить аппроксимацию алгебраиче
скими многочленами различной степени и оценить их качество по 

отношению остаточного и исходного среднеквадратичного откло

нений 

Вариант 1 Вариант 2 

х у(х) х у(х) 
1 ,0 о 4,0 0,000 1 96 
1 , 1  0 ,324097 4, 1 -5 , 1 9505 
1 ,2 0 ,64388 1 4 ,2 - 1 0,3689 
1 ,3 0,9224 1 5  4 ,3 - 1 4,959 
1 ,4 1 , 1 253 4,4 - 1 8 ,4 1 26 
1 ,5 1 , 224745 4,5 -20,25 
1 ,6 1 ,2030 1 4,6 -20, 1 243 
1 ,7 1 ,054847 4,7 - 1 7 ,87 1 1 
1 , 8 0 ,788625 4,8 - 1 3 , 5425 
1 ,9 0,425989 4,9 -7,4 1 942 
2,0 0 ,0000462 5 ,0 о 

2 , 1 -0,44776 5 , 1 8 ,03745 1 
2 ,2 -0,87 1 78 5 ,2 1 5 ,89357 
2 ,3 - 1 ,2269 5 , 3  22,725 1 3  
2,4 - 1 ,47335 5 ,4 27,73269 
2 ,5 - 1 ,58 1 1 4 5 ,5 30,25 
2 ,6 - 1 ,53356 5 ,6 29,82532 
2 ,7 - 1 ,3294 5 ,7 26,2854 
2 ,8 -0 ,98363 5 , 8  1 9 ,7738 1 
2 ,9 -0,52634 5 ,9 1 0 ,75785 
3 ,0 -0 ,000 1 1 6,0 0,00 1 1 76 
3 , 1 0,543966 6 , 1 - 1 1 ,49,73 
3 ,2 1 ,05 1 358 6,2 -22,5932 
3,3 1 ,469572 6,3 -32 , 1 089 
3 ,4 1 ,7536 1 7  6,4 -38 ,9547 

ll 3 ,5 1 , 870829 6 ,5 -42 ,25 
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Заданне 1 7. Решить снетемы линейных уравнений 

Найти решение системы линейных уравнений методом Зейделя. 

Вычисления выполнять с точностью Е = 1 o-s 

Номер Номер 
вари- х\ Xz Хз в вари- х\ Xz Хз в 
анта анта 

0,34 0 ,7 1 0,63 2,08 3,75 -0,28 0, 1 7  0,75 

1 0,7 1 0,65 - 0, 1 8  0, 1 7  2 2 , 1 1  -0, 1 1 -0, 1 2  1 , 1 1 

1 , 1 7  -2,35 0,75 1 , 28 0,22 -3, 1 7  1 ,8 1  0,05 

0 ,2 1 -0, 1 8  0,75 0, 1 1  0, 1 3  - 0, 1 4  2 ,0 0, 1 5 

3 0, 1 3  0,75 -0, 1 1  2 ,0 4 0,75 0, 1 8  -0,77 0, 1 1  
3,0 1 -0,33 0, 1 1  0, 1 3  0,28 0, 1 7  0,39 0, 1 2  
3,0 1 -0 , 1 4  -0, 1 5  1 ,0 0,92 -0 ,83 0 ,25 2 , 1 5  

5 1 , 1 1 0, 1 3  -0,75 0, 1 3  6 0,24 -0,54 0,43 0,62 
0, 1 7  -2 , 1 1 0,7 1 0, 1 7  0 ,73 - 0,8 1 -0,67 0 ,88 
1 ,24 -0,87 3 , 1 7  0,46 0,32 -0,42 0 ,85 1 , 32 

7 2 , 1 1  -0,45 1 ,44 1 , 5 8 0,63 - 1 ,43 -0,58 -0,44 
0,48 1 ,25 -0,63 0,35 0,84 -2,23 -0 ,52 0,64 

Заданне 18 .  Решить задачи линейного программнровання 

Задача 1. Привести задачу линейного программирования к 
канонической форме .  

Целевая функция: F = х1 + х2 - х3 - х4• 

Ограничения : 

XJ +3xz -Х4 

-Xi +Xz +Х4 

х2 +хз 
Х) ;;:: 0 х2 ;:: О х3 ;;:: О х4 ;:: О 

Характер экстремума: min. 

� 2  
;;:: 1 
� 3  
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Замечание. 

F= -XI -х2 +хз +Х4 = 0  

XI +3Х2 -х4 +xs = 2 

-XI +Х2 +Х4 -Хб +У1 = 1 

Х2 +хз +Х7 = 3 

х1 � 0  х2 � 0  х3 � 0  Х4 � 0 х5 � 0  х6 � о  Х7 � 0  

xs, хб, Х7 - свободные nеременные; YI - искусственная nеременная. 

Задача 2. Используя геометрические построения, найти ре
шение следующей задачи линейного программирования. 

Целевая функция :  F= 9/2 х1 + х2• 
Ограничения: 

XI +4х2 

3xi +Х2 

� 7 

� 8  

3xi +2х2 � 1 1  

XI � 0 Х2 � 0 

Характер экстремума: min. 

Замечание . .  

( 1 ) 

(2) 

(3)  

х1 + 4х2 = 7;  если х1 = О , тогда х2 = 7/4 = 1 ,75 ; если х2 = О , тогда х1 = 7. 
3xl + х2 = 8 ; есл и  х1 = О , тогда х2 = 8 ;  есл и  х2 = О , тогда х1 = 8/3 "" 2,667. 
3х1 + 2х2 = 1 1 ;  если х1 = О , тогда х2 = 1 1 /2 = 5 ,5 ; если х2 = О , тогда х1 = 1 1 /3 "" 

"" 3 ,667 .  
Оnтимальными являются такие значения,  nри которых целевая функция 

минимальна и выnолняются указанные ограничения . 
F = 9/2 XI + Х2. 
1 0 = 9/2xi + х2 ; если х1 = О , тогда х2 = 1 0 ; если х2 = О , тогда х1 = 1 0/9 · 2 "" 2 ,222. 
4 ,5  = 9/2 х1 + х2; есл и  х1 = О , тогда х2 = 4,5 ;  если х2 = О , тогда х1 = 4,5/9 · 2 = 1 . 
Следовательно, оnтимальное значение можно nолучить, решив совместно 

уравнения :  

= 8  

= 0 
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Задача 3. Составить математическую модель задачи.  
Для сохранения здоровья и работоспособности человек дол-

жен потреблять в суrки питательных веществ: 
В1 - не менее 4 ед . ,  В2 - не менее 6 ед. ,  
В3 - н е  менее 9 ед. , В4 - н е  менее 6 ед. 
Имеется два вида пищи - Р1 и Pl. 
В 1 кг пищи Р1 питательных веществ: В1 - 1 , В2 - О, В3 - 1 , 

В4 - 3 ед. 
В 1 кг пищи Р2 питательных веществ: В1 - 1 ,  В2 - 3 , В3 - 3 , 

В4 - 2 ед. 
1 кг Р1 стоит 3 ден. ед. ,  1 кг n - 2 ден. ед. 
Требуется так организовать питание , чтобы стоимость его 

была наименьшей,  а организм получал бы суrочную норму пита
тельных веществ. 

Замечание. 
Соответствующие показатели можно представить в виде таблицы:  

Вещество П родукт Pl Продукт Р2 Необходимый объем веществ 

Bl  1 1 Bl � 4 

В2 о 3 В2 � 6 

В3 1 3 В3 � 9 

В4 3 2 В4 � 6 

Цена 3 2 min 

Пусть х1 - количество продукта Pl , а х2 - количество продукта Р2 ,  тогда 
математичес!<(ая модель задач и  запишется следующим образом: 

найти минимум целевой функци и F = 3 х1 + 2 х2 nри ограничениях: 

lx1 + I X2 � 4  Для вещества Bl ( 1 ) 

Ох1 +3х2 � 6 Для вещества В2 (2) 

Ix1 +3х2 � 9  Для вещества В3 (3) 

3xi +2Х2 � 6  Для вещества В4 (4) 

XI � 0 Х2 � 0 
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Заданне 1 9. Решить задачи симплекс-м етодом 

с то чностью f: = 0,0 1 
Для производства шкафов требуется три вида заготовок из 

фанеры. Каждый лист фанеры можно разрезать на заготовки 
разными способами.  На день работы цеха требуется Х заготовок 
вида 1 ; У заготовок вида 2 и Z заготовок вида 3 . Определить ко
личество фанерных листов,  которое требуется доставить в цех, 
чтобы удовлетворить потребности производства, но при этом 
иметь минимальное количество отходов. 

Номер Вид Число заготовок х у z Отходы варианта раскроя Х вид l У вид2 Z видЗ 

1 1 0  1 5  6 1 4 4 о 1 

2 6 22 1 3  2 3 3 2 5 

3 1 9  50 40 3 1 6 1 3 

4 1 0  1 3  27 4 1 1 1 0  о 

5 1 3  25 30 1 3 2 4 4 

6 6 7 1  1 0  2 3 3 2 1 

7 1 0  30 50 3 о 5 5 3 

8 1 9  49 1 0  4 4 3 1 1 

9 9 1 3  64 1 1 0  3 5 4 

10 1 1  9 1 6  2 3 3 30 2 

1 1  53 1 7  40 3 20 о 1 5 

12  1 1 1  1 0  1 0  4 4 1 0  о 1 

13 1 0  1 0  50 1 5 5 3 4 

14 1 3  1 3  1 3 2 3 8 3 2 

15  50 40 30 3 4 4 1 0  о 

16  6 1 7  25 4 о 1 0  5 1 
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Заданне 20. Найти абсолютную н относительную 
погрешностн вычисления функции прн заданных 
зна чениях аргум ента 

Номер 
варианта 

1 

2 

3 

4 

5 

6 
7 

8 

9 

10  

Функция 

S = 1/2 a2b sin c 

v = lf6 h3 
+ 1/2 7t (lj2 + ri )h 

у = А ехр( -ах) sin ( rox + <р0) 

у = а tg <р + 1 sin <р 

L = a.JI + 'А?  - 2Л cos t 

у = a ln а + .Ja2 - х2 
х 

na2 2 S = - + nl 
2 

о (�) о ь + 1 
V = SIП SIП -Ь-

А =  F 1 cos а 

1; = Jr sin (ro/ - kr) 

Аргументы 

а "'  1 7,25 ± 0,0 1  
ь "' 34,625 ± 0,005 
c "' l 8,3 ± 0, 1  
h "' 1,52 ± 0,05 
lj "' 6,28 ± 0,02 
r2 "' 5, 1 37 ± 0,003 

А "'  49,83 ± 0,0 1 
а "'  2,35 ± 0,0 1  
(J) "'  1 1,7 ± 0, 1  
<р0 "' 3, 1 47 ± 0,00 1 
х "' 1,78 ± 0,0 1  
а "' 2, 435 ± 0,005 1 "' 1,27 ± 0,0 1  
<р "' 1,372 ± 0,0 1  
а "'  9, 1 4  ± 0,05 
л "'  1,2 ± 0,2 
1 "' 0,56 ± 0,0 1  
а "" 5,93 ± 0,05 
х "' 3, 1 4 1 5  ± 0,000 1 

а "'  52,34 ± 0,0 1  
1 "' 2,043 ± 0,00 1 

а "' 0,235 ± 0,003 
ь "' 48,39 ± 0,0 1  
F "' 1 2,23 ± 0,02 
1 "' 34,6 ± 0, 1  
а "' 0,28 ± 0,0 1  
А "' 4, 1 ± 0,2 
r z 2, 1 3 ± 0,0 1 
(J) Z  1 2,778 ± 0,003 
1 "' о,  1 3  ± 0,02 
k z 5,6 ± 0, 1  
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Заданне 2 1 . Решить задачи оптимизации 

Задача 1. Завод выпускает обычные станки и станки с про
граммным управлением, затрачивая на один обычный станок 
200 кг стали и 200 кг цветного металла, а на один станок с про
граммным управлением 700 кг стали и 1 00 кг цветного металла. 
Завод может израсходовать в месяц до 46 т стали и до 22 т цвет
ного металла. Сколько станков каждого типа должен выпустить 
за месяц завод, чтобы объем реализации был максимальным, 
если один обычный станок стоит 2000 ден .  ед. ,  а станок с про
граммным управлением 5000 ден.  ед. 

Задача 2.  Для производства двух видов изделий А и В ис
пользуется три типа технологического оборудования. На изго
товление одного изделия А оборудование первого типа использу
ется в течение 5 ч, второго - в течение 3 ч и третьего - 2 ч. На 
производство одного изделия В расходуется соответственно: 2, 3 
и 3 ч. В плановом периоде оборудование первого типа может 
быть использовано в течение 505 ч, второго - 394 ч и третье
го - 348 ч .  Прибыль от реализации одного изделия А составляет 
7 ден . ед. ,  В - 4 ден . ед. Составить план производства ,  максими
зирующий прибыль предприятия. 

Задача 3. Для изготовления изделий А и В предприятие ис
пользует три вида сырья . На производство одного изделия А тре
буется сырья первого вида 1 5  кг, второго - 1 1  кг, третьего -
9 кг, а на производство одного изделия В, соответственно, 4, 5 и 
1 0  кг. Сырья первого вида имеется 1 095 кг, второго - 865 кг, 
третьего - 1 080 кг. Составить план производства, максимизи
рующий прибыль, если прибыль от реализации единицы изделия 
А составляет 3 ден . ед. ,  В - 2 ден.  ед. 

Задача 4. Для производства изделий А и В используется три 
вида оборудования. При изготовлении одного изделия А обору
дование первого вида занято 7 ч, второго - 6 ч и третьего - 1 ч. 
При изготовлении одного изделия В расходуется , соответствен
но, 3 ,  3 и 2 ч .  В месяц оборудование первого вида может быть 
занято 1 365 ч,  второго - 1 245 ч и третьего - 650 ч .  Составить 
план производства,  максимизирующий прибыль, если прибыль 
от реализации одного изделия А составляет 6 ден . ед. ,  изделия 
В - 5 ден. ед. 
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Задача 5. Для изготовления изделий А и В используется три 
вида сырья . На изготовление одного изделия А требуется 9 кг 
сырья первого вида, 6 кг сырья второго вида и 3 кг сырья третье
го вида. На изготовление одного изделия В требуется , соответст
венно, 4, 7 и 8 кг сырья . Производство обеспечено сырьем пер
вого вида в количестве 80 1 кг, второго - 807 кг, третьего -
703 кг. Прибыль от продажи изделия А составляет 3 ден . ед. , из
делия В - 2 ден . ед. Составить план производства, максимизи
рующий прибыль. 

Задача 6. Завод выпускает два вида редукторов. На изготов
ление одного редуктора первого вида расходуется 4 т чугуна и 1 т 
стали ,  а на изготовление одного редуктора второго вида - 2 т 
чугуна и 1 т стали.  Завод располагает на месяц 1 60 т чугуна и 
1 20 т стали.  Составить месячный план производства редукторов , 
максимизирующий прибыль завода, если прибыль от продажи 
одного редуктора первого вида равна 400 ден. ед. ,  а второго -
200 ден. ед. 

Задача 7. Для производства изделий А и В используются три 
вида станков. На производство одного изделия А требуется 6 ч 
работы станка первого вида, 4 ч работы станка второго вида и 
3 ч работы станка третьего вида. На производство одного изде
лия В требуется 2 ч работы станка первого вида , 3 ч работы стан
ка второго вида и 4 ч работы станка третьего вида. Месячный 
ресурс работы всех станков первого вида, имеющихся на заводе 
равен 600 ч, всех станков второго вида - 520 ч и всех станков 
третьего вида - 600 ч. Прибыль от реализации одного изделия А 
составляет 6 ден . ед. , изделия В - 3 ден . ед. Составить план про
изводства на месяц, максимизирующий прибыль предприятия. 

Задача 8. На ферме разводят нутрий и кроликов. В недель
ный рацион нутрий входят 1 7  кг белков, 1 1  кг углеводов и 5 кг 
жиров, а для кроликов эти нормы, соответственно , равны 1 3 , 1 5  
и 7 кг. Доход от реализации одного кролика составляет 20 ден. 
ед. ,  а от реализации одной нутрии - 25 ден.  ед. Найти план раз
ведения животных, максимизирующий доход фермы, если ферма 
не может расходовать в неделю более 1 84 кг белков, 1 52 кг угле
водов и 70 кг жиров. 

Задача 9.  Для изготовления изделий А и В предприятие ис
пользует три вида сырья . На производство одного изделия А тре-
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буется 1 2  кг сырья первого вида, 1 О 
- второго и 3 - третьего, а 

на производство одного изделия В, соответственно, 3 ,  5 и 6 кг. 
Производство обеспечено сырьем первого вида в количестве 
684 кг, второго - 690 кг и третьего 558 кг. Одно изделие А дает 
предприятию 6 ден .  ед. прибыли, изделие В - 2 ден. ед. Соста
вить план производства ,  максимизирующий прибыль предпри
ятия. 

Задача 10 .  Мастерская по покраске кузовов автомобилей рас
считана на покраску не более 1 60 кузовов в месяц. На покраску 
кузова автомобиля <<Москвич>> краски расходуется 4 кг, а кузова 
<<Волги>> - 7 кг. Мастерская располагает 820 кг краски на месяц. 
Составить месячный план покраски автомобилей , максимизи
рующий прибыль мастерской, если покраска одного <<Москвича>> 
дает 30 ден . ед. прибыли,  а одной <<Волги>> - 40 ден.  ед. прибыли. 

Задача 1 1 .  В одном районе расположены четыре населенных 
пункта. По территории района проходит железная дорога. По 
просьбе жителей района планируется построить железнодорож
ную станцию и проложить дороги от нее до населенного пункта. 
Требуется определить наиболее удобное расположение железно
дорожной станции. (Место для станции надо выбрать так, чтобы 
наибольшее из расстояний от нее до населенных пунктов было 
как можно меньше. )  

Задача 12.  На заданном расстоянии от пушки находится сте
на. Известны угол наклона пушки и начальная скорость снаряда. 
Попадет ли снаряд в стену? 

Задача 13.  Расположенный на берегу реки металлургический 
завод осуществил сброс сточных вод, в результате чего концен
трация вредных веществ в реке резко увеличилась. С течением 
времени эта концентрация, естественно, уменьшается. Требуется 
сообщить, каков будет уровень загрязнения реки через сутки , 
двое суток и т. д. до тех пор, пока концентрация не  станет мень
ше предельно допустимой. 

Задача 14. Бетон, производимый на заводах А и В, нужно 
развозить по трем стройплощадкам :  Cl , С2 и С3 .  Известны по
требности стройплощадок в бетоне , запасы бетона на каждом за
воде и затраты на перевозку 1 т бетона от каждого завода до ка-
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ждой стройплощадки . Требуется составить такой план перево
зок, который обеспечивал бы наименьшие затраты . 

Задача 15 .  Для полива трех полей колхоз использует насос
ную станцию. На первое поле требуется подать не менее 200 ку
бометров воды в сутки , на второе - не менее 300, на третье не 
менее 350.  В распоряжении колхоза 1 200 кубометров воды в су
тки. Стоимость подачи q кубометров воды на первое поле 
1 570q руб . ,  на второе поле 1 720q руб. , на третье 1 930q руб. 
Сколько кубометров воды надо подать на каждое поле,  чтобы за
траты были наименьшими? 

Задача 16. Для производства вакцины на заводе планируется 
выращивать культуру бактерий .  Известно ,  что если масса бакте
рий - х г, то через день она увеличится на (а - Ьх)х г, где коэф
фициенты а и Ь зависят от вида бактерий.  Как изменяется масса 
бактерий через 1 ,  2, 3, . . . , 365 дней (до конца года)? 

Задача 17 .  На острове живут зайцы и волки. Экологи устано
вили такую закономерность: если в начале  года количество зай 
цев равно х, а количество волков - у ,  то  через год число зайцев 
будет равно х + ( 4 - 0,00 1у - 0,000 1х)х, а число волков будет рав
но у +  (-0 ,03 + 0 ,003х)у. Сколько зайцев и волков будет на остро
ве через год, два, три и т. д.? При каких начальных значениях х 
и у на острове исчезнут волки и зайцы? 



Заключенне 

Информационные и коммуникационные технологии реши
тельно вторгаются в научно-практическую и образовательную 
деятельность. Стремительно повышаются требования к уровню 
подготовки в этой сфере специалистов различных областей.  
В этой связи изменяется программа обучения , во все большей 
степени отражающая прикладной, практический подход к при
менению знаний . Возрастает роль дисциплины <<Численные ме
тодЫ>> , которая развивает идеи численного решения задач ,  воз
никающих в процессе компьютерного математического модели
рования реальных явлений в различных предметных сферах. 

Главная особенность обучения основам численных методов, 
которая все отчетливее проявляется в последние годы , связана с 
интенсификацИей процессов использования различных специа
лизированных математических пакетов и систем программиро
вания вычислительных методов как инструмента решения при
кладных задач . В связи с этим явное включение в содержание 
дисциплины вопросов, раскрывающих применение современных 
информационных технологий в прикладной математике ,  являет
ся необходимым требованием времени.  

Теория приближенного решения математических задач посто
янно пополняется все более совершенными численными методами , 
появление которых стимулируется как особенностями машинной 
математики, так и расширением функциональных возможностей 
прикладных программных средств. Все это требует определенного 
уровня понимания , который необходимо обеспечить при обучении 
численным методам. Понятия о приближенных методах решения 
прикладных задач подготавливают студентов к разработке и приме
нению с помощью ПЭВМ вычислительных алгоритмов решения 
математических задач, возникающих в процессе познания и ис
пользования в практической деятельности законов реального мира, 
посредством математического моделирования. 

Учебное пособие способствует выработке практических на
выков решения прикладных задач , поэтому включенные в него 
задания представлены как предметные задачи, описывающие ре
альный объект или процесс .  
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Приложение 1 

Справочная информация по математике 

Арифм ети ческая прогреесия 

Арифметической прогреесмей называется такая последова
тельность {an} , у которой каждый ее член , начиная со второго , 
равен предшествующему члену, сложенному с одним и тем же 
(определенным для данной последовательности) числом d, назы
ваемым разностью прогрессии: 

a n+ 1 = ап + d ,  n = 1 ,  2, . . . .  

Формула общего члена прогреесии будет иметь вид: 

a n = а , + (n - l)d,  n = 2 , 3, . . . , 

таким образом , арифметическая прогреесия полностью опреде
ляется своим первым членом а 1  и разностью d. Формула для 
суммы sn первых n членов будет иметь вид: 

s = а , + a n n или sn = 2а , + (n - l)d 
n. n 2 2 

Геом етри ческая прогреесия 

Числовую последовательность, первый член которой отличен 
от нуля , а каждый член ,  начиная со второго , равен предшест
вующему, умноженному на одно и то же отличное от нуля чис
ло q, называют геометрической прогрессией. Это число q называ
ют знаменателем геометрической прогрессии : 

bn = bn- l q. 

Для геометрической прогреесии { bn} имеем: 

Ь = Ь 
q

n- 1 . n 1 ' 
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где q "#- 1 - знаменатель проrрессии;  sn - сумма ее первых n 
членов. 

Чтобы задать геометрическую проrрессию, достаточно задать 
ее первый член и знаменатель проrрессии. 

Соотношения между функциями одного аргумента 

. . ( 1) n а arcsш а = - arcsш - = - - arccos а = arctg г;---=; ; 
2 v l - а 2 

( ) n . а arccos а = n - arccos -а = - - arcsш а = arcctg г;---=; ; 
2 v 1 - а 2 

( ) n . а 
arctg а = - arctg -а = - - arcctg а = arcsш г:---:J ; 

2 v 1 + а 2 
n а arcctg a = n -arcctg(-a) = - - arctg a = arccos � ;_ 

2 1 + а 2 
arcsin а = arccos .Jl7; 
arccos а = arcsin .Jl7; 

1 . а 1 arctg а = arcctg - = arcsш г:---:J = arccos г:---:J ; 
а v 1 + a 2 v 1 + a 2 

• 1t arcsш а + arccos а = - ; . 2 
1t arctg а + arcctg а = '2 . 

Модуль действительного числа. Свойства м одулей 

1 9• 

l а l = {а , если а ;;::: О ; 

-а , если а < О ; 
l a l 2: 0 ; l a l  = 1 - a l; 

l ab l  = l a l · l b l ; l a l 2 = а 2 Ь "#- О ; l a  + b l  ::5: l a l  + l b l; 

� � � = :: : ; l a - b l 2: l a l - l b l . 
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Некоторые постоянные 

7t = 3, 1 4 1 6  

21t = 6,2832 

Jt/2 = 1,5708 

Jt/3 = 1,0472 

1/Jt = 0,3 1 83 

е = 2,7 1 83 

е2 = 7,389 1 

М =  lg e = 0,4343 

ln 2 = 0,693 1 

ln 3 = 1,0986 

ln 4 = 1,3863 

l n 5  = 1,6094 

.fi = 1,4 1 42 

.[3 = 1,732 1  

! = 0 3333 
3 ' 

Степени н корни 

Степень с целым показателем: 

a
n

= a · a . . .  a , 

Jt2 = 9,8696 

..г;. = 1, 7725 

Jt/1 80 = 0,0 1 75 

( Jt/1 80)2 = 0,0003 

.Jё = 1,6487 

1/е = 0,3679 

1/ М =  ln 10 = 2,3026 

ln 6 = 1,79 1 8  

ln 7 = 1,9459 

ln 8 = 2,0794 

l n 9  = 2, 1 972 

.J5 = 2,236 1 

.J6 = 2,4495 

1 
- - 0,1 429 
7 

1 1 - = - = 0, 1 667 
3 !  6 
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Корень п-й степени: 

(r1Q) n  = а , ifOh = rГa!ifЬ, 

�ajb = r1Qj!{(j} (Ь > 0) , ffa = nifQ. 

(-Га) 2 = а , bl = l a l . 
Степень с дробным (рациональным) показателем: 

а mfn = �' т Е z' n Е N' n � 2, а > О .  
Свойства степени с действительным показателем: 

(а > О , Ь > О , х Е R, у Е R) 
а ха у = а х+у , (а х ) у = а ху , (аЬ) х = а хь х , 

(a/b) n = а п;ь п , а х = b x logь a , 
а х = е х iп а  = ехр(х ln а) , а х = 1 0 x ig a . 

Логарифмы 

logab (а > О , а * 1 ,  Ь > 0) - логарифм числа Ь по основанию а. 
Основное логарифмическое тождество: а1080ь = Ь. 
lg Ь - десятичный логарифм (логарифм по основанию 1 0) . 
ln Ь - натуральный логарифм (логарифм по основанию е) . 
Переход от одного основания к другому: 

loga  Ь = logc Ь . 
logc а 

log Ь = -1- = Ig b = ln b 
а log ь а lg а ln а ' 

Свойства логарифмов (и, v > 0) : 

ln b = Ig b .  
lg a 

loga а = 1 ,  loga 1 = О , loga (иv) = loga и + loga v , 

1 loga - = - loga v, 
v 

и loga - = loga и - loga v ,  
v 

loga и a = a log0 и ,  loga � = ..!.. log0 и , n E N, n =F- 1. 
n 
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Некоторые тождества 

n(n + 1) 1 + 2 + 3 +  . . .  + n = 2 , 

1 2 22 3 2  2 _ n(n + 1) (2n + l) + + + . . .  + n -
6 ' 

n2  (n  + 1) 2 1 3  + 23 + 33 + . . .  + n3  = --'----'--
4 

1 + 3 + 5 + . . .  + (2n - 1) = n 2 , 

1 2  + 3 2 + 52 + . . .  + ( 2n _ 1) 2  = n( 4n2  - 1) 
, 3 

1 3  + 3 3  + 53 + . . .  + ( 2n - 1) 3  = n2 (2n2 - 1) , 

1 · 2 2 · 3 ( 1) - n(n + 1) (n + 2) + + . . .  + n n + - 3 , 

1 · 4 + 2 · 7 + . . .  + n(3n + 1) = n(n  + 1) 2 ,  

1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + . . .  + n(n + 1) (n + 2) = i п(п + 1)( n + 2) (n + 3), 

1 2 _ 22 + 32 _ 42 + . . .  + (- l) n- 1 n 2 = (- l) n-1 n(n + 1)
, 2 

1 1 1 n - + - +  . . .  + = -- , 1 · 2 2 · 3 n(n + 1) n + 1 
1 1 1 n - + - + . . .  + ------1 · 3 3 · 5 (2n - 1) (2п + 1) 2n + 1 

Формулы сокращенного умножения 

а 2 - Ь 2 = (а - Ь)(а + Ь), 
а з - Ьз = (а - Ь)(а 2 + аЬ + Ь 2 ) ,  
а з + ь з = (а +  Ь) (а 2 - аЬ + Ь 2 ) , 

а 4  - Ь 4 = (а - Ь) (а з + а 2 Ь + аЬ 2 + Ь з ) = (а - Ь)(а + Ь) (а 2 + Ь 2 ) ,  
а 5 - Ь 5 = (а - Ь) (а 4  + а з Ь + а 2 Ь 2 + аЬ з + Ь 4 ) ,  
а 5 + Ь 5 = (а +  Ь) (а 4 - а з Ь + а 2 Ь 2 - аЬ з + Ь 4 ) , 

a n - ь п = (а - b) (a n- 1 + а п-2 ь + . . . + аь п-2 + ь п- 1 ) ,  
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(а + Ь) 2 = а 2 + 2аЬ + Ь 2 , (а - Ь) 2 = а 2 - 2аЬ + Ь 2 , 
(а + Ь) з  = а з + 3а 2 Ь + 3аЬ 2 + Ь з , 
(а - Ь) з = а з - 3а 2 Ь + 3аЬ 2 - Ь 3 •  

Свойства числовых неравенств 

l . Если а <  Ь, то при любом с а +  с <  Ь + с. 
2. Если а <  Ь и с > О , то ас < Ьс. 
3. Если а <  Ь и с <  О , то ас > Ьс. 
4. Если а <  Ь, а и Ь одного знака, то l /a > 1/Ь. 
5 .  Если а <  Ь и с <  d, то а +  с <  Ь + d, а - d < Ь - с. 
6 . Если а <  Ь, с <  d, а >  О , Ь > О , с > О , d > О , то ас < bd. 
7 .  Если а <  Ь, а >  О , ь > О , то а 2 < Ь 2 ' a n < ь п ( n  Е N) .  
8 . Если l a l < l b l, то а 2 < Ь 2 • 

Некоторые неравенства 

1 . Сравнение среднего геометрического и среднего арифме
тического неотрицательных чисел :  

ГаЬ � (а + Ь)/2 
(равенство лишь при а =  Ь) .  

. 
1 �a i a2 · · · a n  � - (ai + a2 + . . . + an) n 

(равенство лишь при al = а2 = . . .  = an) . 

2 .  2
2аЬ � 1, а , Ь > О (равенство лишь при а =  Ь) . 

а + Ь 2 

3 .  Неравенство Буняковского: 

(а 1 Ь 1 + а2 Ь2 + . . .  + а пЬп ) 2 � (а � + ai + . . .  + а� ) (Ь 12 + bf + . . .  + ь; ) . 
4. Неравенства с модулем: 

1 а + Ь 1 � 1 а 1 + 1 Ь l ,  1 а - Ь 1 � 1 а 1 + 1 Ь 1 , 
1 а - Ь 1 � 1 а 1 - 1 Ь 1, 1 а 1 � Ь � -Ь � а � Ь . 
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Основные формуm�1 для rнперболн ческнх функций 

Определение гиперболических функций 

е х - е -х 
Гиперболический синус : sh х = ----2 

е х + е -х 
Гиперболический косинус :  ch х = ----2 

г б � h sh х е х - е -х 
ипер олическии тангенс :  t х = -- = ---ch x е х + е -х 

ch x е х + е -х 
Гиперболический котангенс :  cth х = -- = , х 

'* О . 
sh x е х - е -х 

Основные тождества 

1 h 2 1 1 - th 2 х = -- ; ct х - 1 = -2- , х 
'* О . 

ch 2x sh х 

Выражение гиперболических функций через одну из них 

Через sh х: 

h sh x t х = ' 
.J

1 + sh 2x 
cth x = 

.J

1 + sh 2x х 
'* О. 

sh x ' 

Через th х: 

ch x = th x 
' 

.J

I - th 2x 

1 cth х = 
-- , х 

'* О . 
th x 
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Тригонометрические формулы 

tg a = sin ajcos a ,  а "#- тr./2 + тr.n, n Е Z ,  
ctg a = cos ajsin a ,  а "#- тr.n, n Е Z ,  

sec a = ljcos a ,  а "#- тr./2 + тr.n, n Е Z ,  

cosec a = 1/sin a ,  а "#- тr.n, n Е Z. 

cos a = ±JI - sin 2 а , 

t sin а 1 ±JI - sin 2 а g a  = , с g a  = 
о 

о 

±JI - sin 2 а sш а 

sin а = ±JI - cos2 а ,  

±JI - cos2 а 
tg a = , 

cos a 
cos a ctg а = -----.===== 

±JI - cos2 а 

Планим етрия 

Некоторые обозначения 

[АВ] - отреза� с концами А и В, 

1 АВ l, АВ - длина отрезка [АВ], 

1 · - один градус , 1 / 1 80 часть развернутого угла, 

1 ' - одна минута, 1' = ( lj60)· ,  

1 " - одна секунда, 1 "  = ( lj60) ', 

1 рад - ОДИН радиан , 1 рад = (1 80/тr.)• :.:  5Tl 7 '45", 

1 к - один град, 1 / 1 00 прямого угла, 1к = 0,9· 0  
Связь между различными мерами угла 

о 1Г. ( 1 о )к 
а = а  

1 80 
рад = 9 а 
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Треугольник 

Сумма внуrренних углов: 

а + р + у = rr .  

Теорема косинусов: 

Теорема синусов: 

--/!--- = -/!-- = � = 2R (R - радиус описанной окружности) .  
sш а sш р sш у 

Основные формулы стереом етрии 

1. Произвольпая призма (S - площадь основания ;  Н - высо
та; V - объем) :  

V = SH. 

2.  Прямая призма (Р - периметр основания ; / - боковое реб
ро; Sь - боковая поверхность) : 

Sь = Pl. 

3. Прямоугольный параллелепипед (а, Ь, с - его измерения ; 
d - диагональ) : 

4. Куб (а - ребро) : 
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5. Произвольпая пирамида (S - площадь основания ; Н - вы
сота; V - объем) :  

1 V = - SH. 
3 

6. Правильная пирамида (Р - периметр основания ;  l - апо
фема; Sь - площадь боковой поверхности) :  

1 1 
Sь =

l P!; V =
?, SH. 

7. Произвольпая усеченная ПИрамида (S,  и s2 - площади ос
нований; h - высота; V - объем) :  

v = ! h(S, + S2 + �s,s2 ) . 
3 

8. Цилиндр (R - радиус основания ;  Н - высота; Sь - пло
щадь боковой поверхности ; V - объем) : 

S ь = 2тсRН ; V = тсR2 Н. 

9.  Конус (R - радиус основания ; Н - высота; l - образую
щая ; Sь - площадь боковой поверхности ; V - объем) :  

S ь  = тсR!; V = � тсR2 Н. 

10. Шар , сфера (S - радиус шара; S - площадь сферической 
поверхности ; V- объем): 

4 S = 4тсR2 ; V = - тсR3 • 
3 

1 1 .  Шаровой сегмент (R - радиус шара; h - высота сегмента; 
S - площадь сферической поверхности сегмента; V - объем) : 

S = 2тcRh; V = тсh 2 ( R - � h) . 

12.  Шаровой сектор (R - радиус шара ; h - высота сегмента; 
V - объем) :  
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Таблица возникновения основных математических 
знаков 

Знак Его значение Кто ввел 
Дата введения ,  

год 

+ Сложение Я .  Видмэн Конец XV в. 

- Вычитание Я .  Видмэн Конец XV в. 

* Умножение У. Оутред 1 63 1  

Умножение Г. Лейбниц 1 698 

: Деление Г. Лейбниц 1 684 
а2, аЗ , . . .  , an Степени Р. Декарт 1 637 

.[ Корень Х. Рудольф, 1 525 
А. Жирор 1 629 

Log, log Логарифм И . Кеплер 1 624 

siп Синус Б. Кавальери 1 632 

cos Косинус А. Эйлер 1 748 

tg Тангенс А. Эйлер 1 753 

arcsin,  arctg Арксинус, арктангенс Ж. Лагранж 1 772 

dx, ... , d2x Дифференциал Г. Лейбниц 1 675 

f y dx И нтеграл Г. Лейбниц 1 675 

dx П роизводнан Г. Лейбниц 1 675 -dy 
f Определенный  интеграл Ж. Фурье 1 8 1 9  

L Сумма Л .  Эйлер 1 755 

k Факториал Х. Крамп 1 803 

Lim П редел У. Гам ильтон 1 853 

Lim, l im Предел М ногие математики Начало ХХ в. 
...... ...... 

f(x) Функция И .  Бернулли ,  Л .  Эйлер 1 7 1 8  
1 734 

со Бесконечность Дж. Валл ис 1 655 

1t Отношение длины У. Джонс, 1 706 
окружности к диаметру Л .  Эйлер 1 736 
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Окончание табл. 

Знак Его значение Кто ввел 
Дата введения, 

год 

х, у, z Неизвестные величины Р. Декарт 1 637 
--+ Вектор О. Коши 1 853 

= Равенство Р. Рекорд 1 557 
> <  Больше, меньше Т. Гарриот 1 63 1  
- Сравнимость К. Гаусс 1 80 1  

1 1  Параллельность У. Оутред 1 677 
j_ Перпендикулярность П . Зригон 1 634 

:s; �  Нестрогие неравенства П . Буге 1 734 

[ ]  Квадратные скобки Р. Бомбелли 1 550 

( )  Круглые скобки Н. Тарталья 1 556 

{ }  Фигурные скобки Ф. Виет 1 593 
f. Основание натуральных Л. Эйлер 1 736 

логарифмов 

- Знак тождества Б. Риман 1 857 

n Пересечение Дж. Пеано 1 895 

Приставки для обозначения кратных единиц 

Множитель П риставка 
Обозначение приставки 

русское международное 

1 0 1 8 эк са э Е 

1 0 1 5 пета п р 
1 0 1 2 тера т т 
1 09 гига г G 
1 06 м е га м м 
1 03 кило к k 

1 02 гекто г h 

1 0 1 дека да da 
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Окончание табл. 

Множитель Приставка 
Обозначение пристащ<:и 

русское международное 

1 0- 1  деци д d 

1 0-2 санти с с 

1 о-з М ИЛЛИ м m 

1 0-6 микро м к J.l 
1 0-9 на но н п 

1 0- 1 2 пик о п р 

1 О- 1 5  фемто ф f 
1 0- 1 8  атто а а 

Старинные русские меры длины, массы н объема 
Единицы длины Единицы массы Единицы объема 

1 точка = 0,254 мм 1 ДОЛЯ = 44,434940 МГ 1 чарка = 1/ 100 ведра = 
= 0, 1 22994 дмЗ 

1 линия = 2,54 мм 1 золотник = 4,265542 г 1 бутылка водочная = 1 /20 вед-
ра = 0,6 1497 дмз 

1 дюйм = 2,54 см 1 лот = 1 2 ,797262 г 1 бутылка винная = 1/1 6 вед-
ра = 0,7687 1 2  дмз 

1 вершок = 4,445 см 1 фунт = 0,4095 1 74 1  кг 1 штоф = 1 / 1 0  ведра = 1 ,22994 дмз 

1 фут = 30,48 см 1 пуд = 1 6,380496 кг 1 ведро = 1 2 ,22994 дмЗ 

1 uршин = 0,7 1 1 2  м 1 четверть = 0,262387 мЗ 

(для сыпучих материалов) 

1 сажень = 2, 1 336 м 

1 верста = 1 066,8 м 

1 сотка = 2, 1 336 см 



Приложение 2 

Решение математических задач в среде Excel 

П2. 1 . Численное дифференцирование 

Известно, что численными (приближенными) методами про
изводная функции в заданной точке может быть вычислена с ис
пользованием конечных разностей.  Выражение ,  записанное в 
конечных разностях, для вычисления производной функции од
ного перемениого имеет вид: 

F(x) = 

t:.

F 
= 
F(xk+ l ) - F(xk ) . t:.x xk+ l - xk 

Рассмотрим методику вычисления производной. 
Пусть требуется найти производную функции У= 2х3 + х2 в 

точке х = 3 . Производная, вычисленная аналитическим методом, 
равна 60. 

Для вычисления производной в Excel выполните следующие 
действия: 

1 .  Протабулируйте заданную функцию в окрестности точки 
х = 3 с достаточно малым шагом, например 0,00 1 (рис. П2. 1 )  

2 .  В ячейку С2 введите формулу вычисления производной. 
Здесь ячейка В2 содержит значение xk+ l , ячейка А2 - xk. 

3 .  Скопируйте формулу до строки 7 , получите значения про
изводных в точках табуляции аргумента. 

Для значения х = 3 производная функции равна значению 
60,0 1 9 ,  что близко к значению, вычисленному аналитически. 

2 ,998 62 ,88008 59 ,94301 
2 ,999 62 ,94002 59 ,981 

3 63 60 ,01 9  
3 ,001 63 ,06002 60 ,05701 

Рис. П2. 1 .  Вычисления в Excel 
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П2.2.  Численное вычисление определенных 
интегралов 

Для численного вычисления определенного интеграла мето-
дом трапеций используется формула 

fn F(x) = � F(x . ) (х . - х . ) + (F(xi+ l ) - F(x; )) (xi+ l - Х; )  L.... 1 + 1 1 + 1 1 2 
. 

k i=k 

Методику вычисления определенного интеграла в Excel с ис
пользованием приведеиной формулы рассмотрим на примере . 

3 

Пусть требуется вычислить определенный интеграл J 2х dx. 
о 

Величина интеграла, вычисленная аналитически , равна 9 .  
Для вычисления интеграла с использованием приведеиной фор
мулы выполните следующие действия: 

• протабулируйте подынтегральную функцию в диапазоне 
изменения значений аргумента от О до З (рис. П2.2) ; 

• в ячейку СЗ введите формулу 

=(АЗ - А2)*В2 + (АЗ - А2)*(ВЗ - В2)/2 + С2, 

которая реализует подынтегральную функцию; 

!_6 !  о 1 6 0 .&1 iГ 1 

11.5 2 6  5 6 76 �6�. --�2ft��--�5�6·�--7?'�� t17 3 6 9 

Рис. П2.2. Вычисления в Excel 

• скопируйте формулу, записанную в ячейке СЗ до значения 
аргумента х = З .  Вычисленное значение в ячейке С 17 и бу
дет величиной заданного интеграла - 9 .  
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П2. 3 .  Нахождение экстремумов функций 

Если функция F(x) непрерывна на отрезке [а ; Ь] и имеет 
внутри этого отрезка локальный экстремум , то его можно найти , 
используя надстройку Excel Поиск решения. 

Рассмотрим последовательность нахождения экстремума 
функции на следующем примере . 

Пусть задана неразрывная функция У= Х2 + Х + 2. Требуется 
найти ее экстремум (минимальное значение) .  

Для решения задачи выполните действия: 
• в ячейку А2 рабочего листа введите любое число, принад

лежащее области определения функции , в этой ячейке бу
дет находиться значение Х; 

• в ячейку В2 введите формулу, определяющую заданную 
функцию. Вместо переменной Х в этой формуле должна 
быть ссылка на ячейку А2 : 

= АУ2 + А2 + 2 ; 
• выполните команду меню Сервис/Поиск решения; 
• настройте параметры инструмента Поиск решения: число 

итераций - l 000, относительная погрешность 0 ,0000 l ;  
• в поле Установить целевую ячейку укажите адрес ячейки , 

содержащей формулу (А2) ,  установите переключатель Ми
нимальному значению, в поле Изменяя ячейки введите адрес 
ячейки , содержащей Х (А2) ;  

• щелкните на  кнопке Выполнить. В ячейке А2 буде·т поме
щено значение Х функции, при котором она имеет мини
мальное значение, а в ячейке lJ2 - минимальное значение 
функции. 

Обратите внимание , что в окне Поиск решения можно уста
навливать ограничения. Их целесообразно использовать, если 
функция многоэкстремальна,  а нужно найти экстремум в задан
ном диапазоне изменения аргумента. 

П2. 4.  Решеwне снетем линейных уравнений 

Известно ,  что система линейных уравнений в матричном 
представлении записывается в виде 

АХ = В. 
2 0 - 1335 
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Решение такой системы записывается в виде 

Х = А- 1В ,  

где л-1 
- матрица, обратная по отношению к А. 

В библиотеке Excel в разделе математических функций есть 
функции для выполнения операций над матрицами (табл . П2. 1 ) .  
Таблица П2. /. Операции над матрицами 

Русифицированное Англоязычное Выполняемое 
имя функции имя функции действие 

МОБР (параметр) M I NYERSE (parametr) Обращение матрицы 

МОП Р (параметр) M DETERM (parametr) Вычисление 
определителя матрицы 

МУМ НОЖ M M U LT (parametrlist) Умножение матриц  
(список параметров) 

Параметрами функций ,  приведеиных в таблице , могут быть 
адресные ссылки на массивы, содержащие значения матриц, или 
имена диапазонов и выражения, например МОБР (A l : В2) или 
МОПР (матрица_! ) .  

Например, пусть система уравнений задана матрицами: 

Для решения задачи выполните действия: 
• выделите диапазон размерностью 2 х 2 и присвойте ему 

имя А; 
• выделите диапазон размерностью 1 х 2 и присвойте ему 

имя В ;  
• выделите диапазон размерностью 1 х 2 и присвойте ему 

имя Х; 
• используя список имен , выделите диапазон А и введите в 

него значения элементов матрицы А; 
• используя список имен выделите диапазон В и введите в 

него значения элементов вектора В;  
• используя список имен выделите диапазон Х для помеще

ния результата решения системы ; 
• в выделенный диапазон Х введите формулу 

= МУМНОЖ(МОБР(А) ;В) ; 
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• для выполнения операции над массивами нажмите комби
нацию клавиш <Ctri >+<Shift>+< Enter> , в ячейках диапазо
на Х будет получен результат: х1 = 2 , 1 6667 ,  х2 = - 1 , 33333 . 

Чтобы выполнить проверку полученных результатов, доста
точно перемножить исходную матрицу на вектор результата, 
итогом этой операции является вектор свободных членов. 

П2. 5. Корни уравнения 

Используя возможности Excel можно находить корни нели
нейного уравнения в допустимой области определения пере
менной . Последовательность операций нахождения корней сле
дующая. 

1 .  Уравнение представляется в виде функции одной пере
менной . 

2 .  Производится табулирование функции в диапазоне веро
ятного существования корней. 

3 .  По таблице фиксируются ближайшие приближения к зна
чениям корней. 

4 . Используя средство Excel Подбор параметра, вычисляются 
корни уравнения с заданной точностью. 

Пусть требуется найти все корни уравнения Х3 - O,O I X2 -
- 0, 7044Х + 0, 1 39 1 04 = О на отрезке [- 1 ;  1 ] . Правая часть уравне
ния представлена полиномом третьей степени, следовательно, 
уравнение может иметь не более трех корней. 

1 .  Представим уравнение следующим образом: 

У= Х3 - 0,0 1 Х2 - 0 ,7044Х + 0 , 1 39 1 04. 

2 .  Для локализации начальных приближений необходимо оп
ределить интервалы значений Х, внутри которых значение функ
ции пересекает ось абсцисс , т. е .  функция меняет знак. С этой 
целью протабулируем функцию на отрезке [- 1 ;  + 1 ]  с шагом 0 ,2 .  
Из полученной таблицы находим,  что функция трижды пересе
кает ось Х, следовательно, исходное уравнение имеет на задан
ном отрезке три корня. 

3 .  Анализ таблицы показывает, что функция меняет знак 
в следующих интервалах значений аргумента Х: [- 1 ; -0 ,8 ] , 
[-0 ,2 ;  0 ,4] и [0 ,6 ;  0 ,8 ] ,  поэтому в качестве начальных приближе
ний возьмем значения Х: -0, 8 ;  -0 ,2 и 0 ,6 . 
20• 
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4. На свободном участке рабочего листа, как показано на 
рис. П2 .3 ,  в ячейки А 1 5 : А 1 7  введите начальные приближения, 
а в соответствующие ячейки столбца В скопируйте формулу. 

t\c:J '::;;;А :ii>Ч:' ' В  · :':.: !:· : .  , С �� .. -J . Di'f· ..1 : :: .. E .. . :J j 1 Х У � I = X A3 .. 0 , 0 1 + X A2.. 1 \i2 1 _ ,  .о 1 565 о ;rо-н•х + О , 1З9 104 · ;з 1 -0 ,8 0 , 1 84224 n е р в о е  n р и ошtжеюt е  

·�4.. 1 ·0 ,6 0 ,342 1 44 1i5 .1 -0 ,4 0 ,355264 

�}CI ·0 ,2 0 ,271 584 вто р о е  п р ., б л иж е шt е  . : 7  i о 0 , 1 39 1 04 FiП о .2 o .oos824 9 1 о ,4 -0 ,08026 ИО 1 0 ,6 ·0 ,07 1 1 4  тр еть е n p tt б л lt ж e lt tt e  , 1 1 1 0 ,8 0 ,08 1 1 84 

Рис. П2.3. Вычисления в Excel 

5 . Выполните команду меню Сервис/Параметры, во вкладке 
Вычисления установите относительную погрешность вычислений 
Е = 0,0000 1 ,  а число итераций N = 1 000, установите флажок Ите
рации. 

6. Выполните команду меню Сервис/Подбор параметра. 
В диалоговом окне заполните следующие поля: 

Установить в ячейке: в поле указывается адрес ячейки , в ко
торой записана формула правой части функции ;  

Значение: в поле указывается значение, которое должен по
лучить полином в результате вычислений , т. е .  правая часть 
уравнения (в нашем случае О) ;  

Изменяя значение: в поле указывается адрес ячейки (где за
писано начальное приближение) , в которой будет вычисляться 
корень уравнения и на которую ссылается формула. 

После нажатия <<ОК>> получим значение первого корня : 
-0 ,92.  

Выполнив последовательно операции , аналогичные преды
дущим, вычислим значения остальных корней:  -0 ,20999 1 и 
0 ,720002 . 
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П2. 6.  Решение снетем нелннейных уравнений 

Применяя надстройку Excel Поиск решения , можно решать 
системы нелинейных уравнений. Предварительно система урав
нений должна быть приведена к одному уравнению. 

Пусть дана система двух уравнений: {х 2 + у2 = З;  
2х + Зу = 1 . 

Требуется найти все корни приведеиного уравнения для диа
пазона значений х и у [-З ;  З ] . 

Шаг 1. Приведем систему к одному уравнению. Пара (х, у) 
является решением системы тогда и только тогда, когда она яв
ляется решением следующего уравнения с двумя неизвестными: 

(х
2 + у2 - З)2 + (2х + Зу - 1 )2 = О . 

Шаг 2 Для решения последнего уравнения необходимо н ай
ти началtные приближения , для этого протабулируем выраже
ние ,  стоящее в левой части как функцию по двум переменным х 

и у. Для табуляции функции выполните следующие действия :  
• в столбец А введите последовательность значений Х с ша

гом 0 , 5 ,  а в строку З - последовательность значений У так
же с шагом 0 , 5 ;  

• присвойте диапазонам значений Х и У имена Х и У, соот
ветственно; 

• выделите диапазон ячеек, в котором будут вычисляться 
значения функции (B4:N 1 6) ;  

• в выделенный диапазон введите формулу 

= (Хл2 + ул2 - З)л2 + (2*Х + З*У - I Y2;  

• нажав комбинацию клавиш [Ctrl]+ [Shift]+ [Enter] ,  выполни
те операцию над выделенным массивом. В выделенном 
диапазоне появятся вычисленные значения функции . 

Шаг 3. Найдем начальные приближения . Поскольку табули
руемая функция задает поверхность, то начальные приближения 
следует искать во впадинах, т. е .  в точках, где функция принима
ет наименьшие значения. На рис. П2 .6  эти точки затемнены.  

Начал ьными приближениями являются пары ( - 1 ;  1 )  и 
( 1 , 5 ;  -0 , 5 ) .  
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Рис. П2.6. Вычисления в Excel 

Введите значения найденных приближений в смежные ячей
ки рабочего :Листа (рис. П2.6). Над столбцами сделайте надписи 
ХХ и УУ, которые будут выполнять в формулах роль меток. Об
ратите внимание, что уже использованы имена Х и У, поэтому 
имена новых меток должны отличаться . 

Шаг 4. В ячейку строки , в которой записана первая пара Х 
и У, введите формулу, вычисляющую значение функции:  

= (ХХл2 + уул2 - ЗУ2 + (2*ХХ + З*УУ - 1 )л2 
и скопируйте ее в следующую строку. 

Шаг 5. Установите курсор на ячейку, в которой записана 
формула, и выполните команду меню Сервис/Поиск решения. 
Выполните настройку параметров инструмента Поиск решения : 
предельное число итераций - 1 000, относительная погрешность 
0,00000 1 ,  

В окне Поиск решения в качестве целевой ячейки установите 
адрес ячейки, содержащей формулу, взведите переключатель 
Минимальному значению, в поле Изменяя ячейки укажите адрес 
диапазона, содержащего начальные приближения и щелкните на 
ОК. В ячейках, где хранились начальные приближения будет по
лучена первая пара корней. Повторите такие же операции для 
второй пары приближений. 

Решением системы являются пары ( - 1 ,269 ;  1 , 1 79 1 )  и 
( 1  ,5764 ;  -0 , 7 1 8) .  



Приложенив 3 

Вычнслнтельные алгорнт мы 

ПЗ. 1 . Комбинаторные алгоритмы 

Перестановки 

Перестановкой из n элементов назовем упорядоченный на
бор из n различных натуральных чисел, принадлежащих отрезку 
от 1 до n. 

Например, пусть n = 3. 
Перечислим все перестановки из трех элементов: ( 1 ,  2 ,  3 ) ,  

( 1 ,  3 ,  2) , (2 , 1 ,  3 ) ,  (2 ,  3 ,  1 ) ,  ( 3 ,  1 , 2) , ( 3 ,  2 ,  1 ) .  Количество пере
становак из n элементов (обозначается как P(n) )  равно 
n! = 1 · 2 · . . . · n (факториалу числа n) . Действительно, есть n спо
собов для выбора элемента на первое место, (n - 1 )  способ для 
выбора элемента на второе место и т. д. Общее количество спо
собов - это произведение n · (n - 1 ) · (n - 2) · . . .  · 2 · 1 .  

Размещения с повторениями 

Пусть имеется множество элементов, относящихся к n раз
личным видам. Из них составляются всевозможные наборы по т 

элементов в каждом. При этом в наборы могут входить и эле
менты одного · вида. Два набора считаются различными , если они 
отличаются друг от друга или входящими в них элементами, или 
их порядком.  

Например, пусть n = 3 ,  т = 2.  Размещения с повторениями: 
( 1 ,  1 ) ,  ( 1 ,  2) , ( 1 ,  3), (2 , 1 ) ,  (2 , 2) , (2, 3) , (3, 1 ) ,  (3, 2) ,  (3, 3). Число 
таких наборов R(n, т) = nm. 

Размещения без повторений 

Размещением без повторений из n элементов по т называет
ся упорядоченный набор из т различных чисел, принадлежащих 
отрезку от 1 до n. Два набора считаются различными, если они 
отличаются составом или порядком элементов. 
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Например, пусть n = 4,  т =  2. Перечислим все размещения 
без повторений: ( 1 ,  2) ,  (2 ,  1 ) , ( 1 ,  3), (3, 1 ) , ( 1 ,  4) , (4, 1 ) ,  (2 , 3) , 
( 3 ,  2) , (2 ,  4) , (4, 2) ,  ( 3 ,  4) , (4 ,  3 ) .  Количество размещений A(n ,  т) 

вычисляется по формуле A(n,  т) = n(n - 1 )  · . . . · (n - т +  1 )  или 

A(n, т) = n! j(n - т) ! 

Сочетания 

Сочетанием из n элементов по т называется набор из т раз
личных чисел ,  выбранных из диапазона от 1 до n. Наборы разли
чаются лишь составом элементов , порядок элементов роли не 
играет. 

Например, пусть n = 5, т =  3. Перечислим все сочетания: 
( 1 ,  2 ,  3) ,  ( 1 , 2 ,  4) , ( 1 , 2 ,  5) ,  ( 1 , 3 ,  4) , ( 1 , 3 ,  5) ,  ( 1 , 4, 5) ,  (2 ,  3 ,  4) ,  
(2 , 3 ,  5 ) ,  (2 ,  4 ,  5 ) ,  ( 3 ,  4 ,  5 ) .  Каждому сочетанию соответствует т! 
размещений. Обозначим число сочетаний C(n,  т) . Таким об
разом 

A(n,  т) = C(n ,  т) · т! или 
C(n,  т) = A(n, т)/m! = n !/m!(n - т) ! .  

Пример ПЗ. l .  Составить программу подсчета числа сочета
ний - C(n,  т) . 

Решение 
Написание основной программы сводится к программирова

нию формулы 

C(n,  т) = п! jт!(п - т) ! 

Программа 

Program Pr 1 ;  
Var n ,m:  l nteger; с:  Longint; 

Function Fact(n :  1 nteger) : Longint; 
Var i :  l nteger; rez: Longint; 
Begin 

rez:= l ;  
For i := l То n Do rez :=rez* i ;  
Fact :=rez 

End; 
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Begin 
Write Ln('Bвeдитe n и т : ') ; ReadLn(n , т) ;  
c :=Fact(n) / (Fact(т) * Fact(n-т)) ;  
Write Ln(c) ; 
Readln 

End.  

Усовершенственная программа 

Prograт Pr l т ;  
Yar n ,т : I nteger; 

Function S(n ,т : l nteger) : Longlnt ;  
Yar i : I nteger; rez ,cht :Long lnt ;  
Begin 

rez:= 1 ;  cht:= 1 ;  
For i := 1 То т Do Begin 

rez:=rez* i ;  
cht :=cht*(n-i+ 1 )  
end;  

S :=cht Div rez 
End; 
Begin 

WriteLn( 'Bвeдитe два числа: ' ) ;  ReadLn(n ,т) ;  
Write Ln(S(n ,т)) ;  
ReadLn 

End. 
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Пример П3.2. Определить, является ли введенное число па
линдромом, т. е . читается одинаково слева направо и справа на
лево. 

Программа 

{$ R+} 
Prograт Му25 ;  

Uses Crt ;  
Const MaxN= ! OOO; 
Туре MyArray=Array[O . .  MaxN+ l ] Of I nteger; 
{Числа хран им в масси ве } 
Var A,Z: MyArray; 

cnt ,n : lnteger; 
Function Eq: Boolean ;  
{Я вляется ли число палиндромом?} 
Yar i : I nteger; 
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Begin 
i := 1 ;  

Приложение 3. Вычислительные алгоритмы 

While ( i<=A[O] div 2) And (A[ i ]=A[A[O] -i+ 1 ] ) Do lnc(i) ; 
Eq:=( i>A[O] div 2) 

End; 
Procedure Swap(Var a ,b : lnteger) ; 

Var c : l nteger; Begin с:=а; а:=Ь; Ь:=с End ;  
Procedure Rev; {  "Перевертываем" число. } 

Var i : lnteger; 
Begin 

For i := 1 То А[О] Div 2 Do Swap(A[i] ,A[A[O] - i+ 1 ] ) 
End; 

Procedure Change(n : Integer) ; 
{Записываем число в массив . } 

Var i : lnteger; 
Begin 

i := 1 ; 
While n<>O Do Begin 

A[ i ] :=n Mod 1 0; n :=n Div 1 0 ; 
l nc(A[O] ) ;  lnc( i) 

End 
End; 

Procedure Add ; 
{Складываем два больших числа. } 

Var i , r,w: Integer; 
Begin 

i := 1 ;r :=O; 
While ( i<=A[O] ) Or ( r< >O) Do Begin 

w:=A[i]+Z[i ]н; A[ i ] :=w Mod 1 0 ; 
r:= w Div 1 0 ;  
I f  А[А[0)+ 1 ] <>0  Then I nc(A[O] ) ;  
l nc( i) 

End
. 

End; 
Begin 

ClrScr; n := 1 00;  
While (n< 1 000) Do Begin 
{ Исследуем диапазон от 1 00 до 999. } 

Fii iChar(A,SizeOf(A) ,O) ; 
Сhаngе(n) ; {П реобразуем число. } 
cnt:=O; 
{Счетчик  количества шагов - преобразований числа. } 
While (Not Eq) And (A[O] <= MaxN) Do Begin 
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{ Пока не палиндром и нет выхода за пределы массива А, считаем . } 
Z:=A; Inc(cnt) ; Rev;Add 

End; 
Write Ln(n , '  ' ,cnt) ; 
{ Вывод числа и количества шагов. } 
If cnt>= MaxN Then Read Ln ; 
{Фиксируем факт выхода за пределы масси ва А. } 
l nc(n) 

End 
Readln ;  
End. 

П3 . 2. Рекурснвнь1е алгоритмы 

Рекурсией называется ситуация , когда процедура или функ
ция обращается к самой себе. 

Пример ПЗ.З. Проиллюстрировать последовательность ре
курсивных вызовов на примере функции вычисления факториа
ла числа. 

Функцня 

Function Factorial(n : l nteger) : Long lnt ;  
Begin 

lf  n= 1 Then Factorial := 1 
Else Factorial :=n*Factorial (n- 1 )  

End; 
· 

Пример П3.4. Определить, является ли заданное натуральное 
число простым .  

Пусть требуется определить, верно ли ,  что заданное нату
ральное число n не делится ни на одно число, большее или рав
ное т, но меньшее n.  При этом значения т находятся в проме
жутке от 2 до n. 

Решение 
Утверждение истинно в двух случаях: 
• если т =  п ;  
• если n не делится на т и истинно утверждение для чисел от 

(т + 1 )  до (n - 1 ) .  
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Функция 

Function Simple (m,n :  l nteger) : Boolean ; 
Begin 

l f  m=n Then Simple:=True 
Else Simple:=(n Mod m<>O) And Simple(m+ l ,n)  

End;  

Замечание. Первый вызов функции имеет вид Simple(2, n),  где n - nрове
рнемое число. 

Пример П3.5.  Написать рекурсивную функцию для вычисле
ния наибольшего общего делителя двух чисел .  

Функция 

Function N od( а ,Ь :  1 nteger) : 1 nteger; 
Begin 

lf (а=О) or  (Ь=О) Then Nod:=a+b 
Else lf а>Ь Then Nod:=Nod(a-b,b) 

Else Nod:=Nod(a,b-a) 
End ; 

Пример П3.6.  Написать функцию для возведения целого чис
ла а в целую неотрицательную степень n. 
Функция 

Function Pow(a,n : I nteger) : l nteger; 
Begin 

lf n=O Then Pow:= 1 
Else lf n Mod 2=0 Then Pow:=Pow(a*2 , n  Div 2) 

Else Pow:= Pow(a,n- l )*a 
End; 

Пример П3.7. Составить функцию для получения чисел Фи
боначчи. 

Решение 
Каждое число Фибоначчи, начиная с третьего , равно сумме 

двух предыдущих чисел , а первые два равны 1 ( l , 1 ,  2 ,  3, 5, 8 ,  
1 3 ,  2 1 ,  . . .  ) . В общем виде n-e число Фибоначчи можно опреде
лить так: 

Ф (п) = {1 , если n = 1 или n = 2; 
Ф(п - 1) + Ф(п - 2) , если n > 2. 
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Функция 

Function Fib(n:  l nteger) : l nteger; 
Begin 

lf n<=2 Then Fib:= 1 
Else Fib :=Fib(n- I )+Fib(n-2) 

End; 
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Пример П3.8 .  Найти сумму первых n членов арифметической 
(геометрической) прогрессии. 

Решение 
Арифметическая прогреесия определяется тремя параметра

ми: первым элементом а, разностью между соседними элемен
тами d и количеством членов прогреесии n.  Очередной эле
мент прогреесии вычисляется по предыдущему прибавлением 
разности 

аневое = астарое + d. 

Функция 

Function Sa( n ,a :  1 nteger) : 1 nteger; 
Begin 

lf  n>O Then Sa:=a+Sa(n- 1  ,a+d) 
Else Sa:=O 

End; 

Пример П3.9.  Написать рекурсивную процедуру генерации 
перестановак чисел от 1 до n. 

Решение 
Фиксируем на первом месте очередное число и генерируем 

все перестановки этого вида. При этом поступаем точно по та
кой же схеме . Фиксируем число на втором месте и генерируем 
все перестановки уже с фиксированными элементами на первом 
и втором местах. 

Например , при n = 3 перестановки должны генерироваться в 
следующей последовательности : 

1 2 3 , 1 3 2 ,  2 1 3 , 2 3 1 ' 3 2 1 ' 3 1 2 . 

Процедура 

Procedure Swap(Var а ,Ь :  I nteger) ; 
Уа г с: 1 nteger; 
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Begin с:=а; а:=Ь; Ь:=с End; 
Procedure Solve(t : l nteger) ; 

Var i : l nteger; 
Begin 

If t>=n Then Print 

Else For i :=t+ l То n Do Begin 

Swap(A[t+ l ] ,A[ i ] ) ;  

Solve(t+ l ) ; 

Swap(A[t+ l ] ,A[ i ] )  
End 

End; 

Пример ПЗ. lО .  Дано натуральное число n. Необходимо полу
чить все разбиения числа n на сумму слагаемых n = а, + а2 + . . .  + 
+ ak, где k, а1 ,  а2 , • • •  , ak > О. 

Решение 
Будем считать разбиения эквивалентными , если суммы отли

чаются только порядком слагаемых. Множество эквивалентных 
сумм представляем последовательностью а1 ,  а2, • • •  , ak, где а, � 
� а2 � . . .  � ak. 

При n = 4 разбиения 1 + 1 + 1 + 1 ,  2 + 1 + 1 , 2 + 2, 3 + 1 ,  4 пе
речислены в лексикографическом порядке . Для каждой пары со
седних разбиений находится номер позиции , в которой число из 
второго разбиения больше числа из первого разбиения, а до этой 
позиции последовательности совпадают. Будем генерировать 
разбиение в порядке , обратном лексикографическому: 

4 ,  3 + 1 ' 2 + 2 , 2 + 1 + 1 '  1 + 1 + 1 + 1 .  

Рекурсивная схема реализации просматривается достаточно 
легко. 

Пусть в позиции t записано число al' сумма чисел а1 + 
+ а2 + . . .  + а1 = s. 

С позиции (t + 1 )  генерируем все разбиения числа (n - s) , 
причем для элемента A [ t  + 1 ]  (и остальных) должно выполняться 
неравенство A [ t +  1 ]  :c; A [ t] .  Переход к следующему разбиению в 
позиции t сводится , если это возможно, к вычитанию 1 .  

Разбиение хранится в глобальном массиве А.  Количество 
элементов в разбиении различно. Значение переменной t опре
деляет текущий размер выводимой части массива А.  
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Процедура 

Procedure Print(t : I nteger) ; 
Yar i : l nteger; 
Begin 

For i := 1 То t Do Write(A[ i ] : З ) ;  
WriteLn 

End; 
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Рекурсивная процедура Solve имеет два параметра: число n и 
позицию t, начиная с которой необходимо получить все разбие
ния числа n. Первым разбиением является разбиение, соответст
вующее записи числа n в позицию t. Последовательно записыва
ем в позицию t числа (n - 1 ) , (n - 2), . . . , и так до 1 ,  а с пози 
ции t + 1 генерируем все разбиения чисел 1 ,  2 ,  . . .  , (n - 1 )  соответ
ственно. 

Процедура 

Procedure Solve(n,t : l nteger) ; 
Var i ,q : l nteger; 
Begin 

If n= 1 Then Begin A[t ] := 1 ; Print(t) End 
Else Begin 
If n<=A[t- 1 ]  Then Begin 

A[t ] :=n ;  Print(t) End ; 
q:=Min(n- 1 ,A[t- 1 ] ) ;  

End; 

For i :=q DownTo 1 Do Begin 
A[t] :=i ;  
Solve(n-i ,t+ 1 )  
End 

End 

При программировании потребуется функция Min: 

Function M in(a,b: I nteger) : l nteger; 
Begin 

If а<Ь Then M in:=a Else Min :=b 
End; 

Пример ПЗ. l l .  Составить программу решения задачи «Ха
нойская башня» . 

Задача <<Ханойская башня>> своим происхождением обязана 
легенде , в которой рассказывается , что в храме Бенареса на 
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бронзовой плите установлены три алмазных стержня ,  на один из 
которых Бог нанизал в виде пирамиды 64 золотых диска разных 
диаметров. С тех пор день и ночь монахи , сменяя друг друга , пе
рекладывают по одному диску с одного стержня на другой со
гласно правилу: на диск большего диаметра нельзя класть диск 
меньшего диаметра. По преданию конец света наступит тогда, 
когда пирамида из 64 дисков будет перемещена на другой стер
жень. 

Приведем программу, которая печатает последовательность 
переноса дисков посредством рекурсивной процедуры. 

Программа 

Program Pr l ;  
Var n :  l nteger; 
Procedure MoveTown( H igh , Fromi ,To i ,Work l :  I nteger) ; 

Begin 
If  H igh>O Then Begin 

MoveTown(H igh- l , Fromi ,Work i ,To l ) ;  
Write ln ('Пepeнecти кольцо Ng' ,H igh, '  со  стержня ' , From l , ' 
на стержень  ' ,To l ) ;  
MoveTown( H igh- 1 ,Worki ,To i , From l )  

End 
End; 

Begin 
Wгitе( 'Количество колец = ' ) ;  
ReadLn(n) ; 
MoveTown(n , 1 , 3 ,2 )  

End. 

ПЗ. З. Поиск простых чисел 

Простое число - это число,  которое не делится ни на какое 
другое, кроме 1 и на само себя . 

Существуют различные способы поиска простых чисел . 
Можно даже построить специальное просеивающее устройство , 
подобное промывным желобам , которые старатели применяют 
при поиске самородков, но так или иначе их приходится искать, 
потому что никто не знает, где они могут встретиться (рис. П З . l ) . 
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Рис. ПЗ. l .  Просеивающее устройство 

Есть, правда, кое-какие геологические приметы , по которым 
можно искать их залежи. 

В общем количество простых чисел до n включительно при
близительно равно njlog n. Посмотрим , как действует это прави
ло, подставив в формулу несколько пробных значений n. Напри
мер, сколько простых чисел содержится в интервале от 1 до 1 00 
и в интервале от 1 до 1 000? В первом случае формула дает что-то 
около 22,  во втором - около 1 45 .  

Станислав Улам открыл одну из  таких закономерностей, слу
чайно нарисовав решетку из горизонтальных и вертикальных ли
ний. В одной из полученных таким образом клеток он поставил 
1 и стал нумеровать остальные клетки по спирали ,  расходящейся 
от первой клетки : 

5 4 3 

6 1 2 
7 8 9 

Когда спираль совершила уже несколько оборотов, Улам на
чал обводить кружками простые числа, не преследуя никакой 
определенной цели. Однако вскоре заметил , как на его глазах 
возникает довольно любопытная закономерность. Откуда ни 
возьмись, стали появляться прямые линии. Улам , конечно, сразу 
понял , что такие линии говорят о закономерности , которую 
можно облечь в формулу для простых чисел .  На рис. П3 .2  со
ставные числа представлены маленькими белыми квадратиками , 
а простые - черными. 
2 1 - 1 3 3 5  
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Рис. ПЗ.2. Изображение множества простых чисел 

1 

Выделяющиеся на рис. ПЗ .2  темные линии - это залежи 
простых чисел .  Оказывается , эту последовательность можно 
описать квадратичной функцией 

4к + 4х - 1 . 

Алгоритм модели промывнога желоба может послужить ос
новой простейшей программы для определения простых чисел . 

Можно предложить алгоритм ,  в котором все числа перебира
ются по очереди , причем для каждого из них производится про
верка, явл�ется ли оно простым. 

Еще в Древней Греции был известен более эффектный алго
ритм, носящий название <•решето Эратосфена)> .  

Согласно этому алгоритму сначала рассматривается множе
ство всех натуральных чисел от 2 до N в порядке возрастания , 
а затем из него последовательно удаляются элементы , не являю
щиеся простыми числами.  Для этого на каждом шаге алгоритма 
выбирается наименьший элемент множества и вычеркиваются 
все кратные ему элементы . Сам этот элемент будет простым чис
лом , и в дальнейшем не рассматривается . 
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Первый алгоритм позволяет проверить на <<Простоту>> каждое 
число из отрезка [2 ;  N] . По определению оно должно делиться 
только на 1 и себя . Подсчитаем сколько раз оно делится нацело 
и получим ответ. 

For 1 := 1 to N do 
begin 
К:=О; 
For J := 1 to 1 do If  ( ljJ ) trunc( ljJ) then К:=К+ 1 ;  
I f  К=2 then Write 1n( l ) ;  { в  случае только двух делителей} 
end; 

Если необходимо исследовать остаток от деление целого чис
ла на целое , то следует использовать операции целочисленного 
деления div и mod. При этом на Turbo Pascal по некоторым при
чинам результат компиляции Inc(K) работает быстрее , чем 
K:=K+ l .  Нет смысла делить i на все числа, большие, чем поло
вина i .  

Кроме того , подсчет количества делений сам по себе не ну
жен :  любое удачное деление нацело на число ,  не  равное 1 и са
мому себе, свидетельствует о том , что число не является про
стым.  

For 1 :=  1 to  N do 
begin 

J :=2 ;  К:=!  div 2 ;  
While ( l  mod J О) and ( J  К )  D o  inc(J ) ;  
If J=K then Write1n ( 1 ,  ' простое число' ) ;  

end; 

Дальнейшее улучшение алгоритма вычисления множества 
простых чисел возможно лишь за счет дополнительных затрат па
мяти. С другой стороны , любое подобного рода вычисление 
должно иметь своей целью построение таблицы простых чисел ,  
так что излишество затрат памяти весьма сомнительно. Суть алго
ритма заключается в следующем : нет необходимости производить 
деления на составные числа, так как каждое составное число есть 
произведение простых его составляющих. 

Программа 

uses crt ;  
const n= 1 000 ; { Максимальное простое число} 

2 1 *  
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var a:array[ l . .  n] of boolean; 
procedure init ;  {Заполняем массив значениями true} 
var i :word ; 
begin 

for i := l to n do a [ i ] :=true; 
end; 

procedure delete( i :word) ;  
{Удаляем (присваиваем) значение false 
элементам массива с номером кратным i } 

var j :word ;  
begin 
j :=2*i ;  
while j n do  begin a[j ] :=false ; j :=j+i  end; 
end; 

var i :word ; 
begin 

clrscr; i nit ;  
{Удаляем все непростые элементы массива} 

for i :=2 to n do if a [ i ] then delete( i ) ;  
{ выводим все простые числа} 
for i := 1 to n do if a [ i ] then write ( i : 5 ) ;  
end. 

1 

Продолжая тему простых чисел в применении к квадрат
ным матрицам , рассмотрим задачу, придуманную Г. Э. Дьюд
ни ,  известным английским специалистом по  головоломкам . 
Наверное ,  многим знакомы так называемые магические квад
раты - квадратные матрицы чисел ,  у которых суммирование 
элементов по любой строке , любому столбцу и двум главным 
диагоналям дает одно и то же число.  Существуют ли магиче
ские квадраты, состоящие только из простых чисел? Магиче
ский квадрат размером 3 х 3 , приведенный на рис. П3 . 3 ,  имеет 
сумму 1 1 1 . 

67 1 43 

13 37 61 

31 73 7 

Рис. П3.3. Магический квадрат Дьюдни 
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П3 . 4. Вычисление квадратного корня 
нз целого числа 
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Задача вычисления квадратного корня при построении про
грамм достаточна тривиальная. Функция для ее решения (sqrt) 
присутствует практически в любом из современных языков про
граммирования . Однако практика использования функции sqrt 
показала, что данная функция ведет себя совершенно различ
ным способом для целочисленных и действительных аргументов. 

Программа 1 
#include <stdio.h>  
#include <math .h>  
void main( ) 
{ 

int i = 1 69 ,  j = 1 68 ;  
printf( 

1 

<sqrt(%d)=%d, sqrt(%d)=%d>,  
i ,  ( int)sqrt(i) , 

) ;  
} 

j ,  ( int)sqrtU) 

Результат выполнения кода, пр иведенного в программе 1 ,  
выглядит так: 

sqrt( 1 69) = 1 3 , sqrt( 1 68)  = 1 2 . 

В действительности , значение квадратного корня для чис
ла 1 68 соответствует числу 1 2 ,96 ,  что по общепринятым прави
лам округления ближе к целому числу 1 3 . В данной программе 
мы видим классический машинный случай округления с отбра
сыванием дробной части . 

Рассматривая задачу вычисления квадратного корня с точки 
зрения уменьшения величины вычислительных затрат, более 
привлекателен целочисленный алгоритм , реализуюший формулу 
Ньютона. 

Программа 2 
unsigned sqrt_cpu_newton(long 1 ) 
{ 

unsigned rslt = (uпsigned) l ;  
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long div = 1 ;  
if ( 1  <= О) 

return О ;  
whi le  ( 1 )  

{ 

} 
} 

div = (1 1 div + div) 1 2 ;  
if (rslt > div) 

rslt = (unsigned)div; 
else 

return rslt; 

1 

Результат работы алгоритма из программы 2 опять тот же -
округление до целого числа отбрасыванием дробной части. 

В заключение следует отметить о существовании еще одной 
модификации алгоритма. На этот раз модификация преследует 
только задачу повышения производительности алгоритма. Повы
сить производительность итерационных алгоритмов возможно 
только одним способом - уменьшить количество итераций .  

Программа 3 

unsigned sqrt_newton(long 1 )  
{ 

long temp , div; 
unsigned rsl t  = (unsigned) l ;  
if ( 1  <= О)  

return О ;  
else if ( 1  & OxFFFFOOOOL) 

if ( 1  & OxFFOOOOOOL) 
div = ОхЗ FFF; 

else 
div · = OxЗ FF; 

else 
if ( 1  & OxOFFOOL) 

d iv = ОхЗ F; 
else 

div = ( 1  > 4) ? Ох7 : 1 ; 
while ( ! )  
{ 

temp = 1 1 div + div; 
div = temp >> 1 ;  



} 
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div += temp & 1 ;  
if ( rslt > div) 

rslt = (unsigned)div; 
e lse 
{ 

if (1 / rslt = =  rslt - 1 && 1 % rslt == О) 
rslt- ; 

retum rslt; 
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Последняя модификация алгоритма вычисляет квадратный 
корень из числа без ошибок округления на диапазоне [0 . . . 1 О 000] 
в среднем за три итерационных цикла. 
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ГлоссарнИ 
Абстрагирование - метод решения задач , при котором объекты раз

ного рода объединяются общим понятием (концепцией) .  Сгруппиро
ванные сущности рассматриваются как элементы единой категории .  

Абсцисса - одна из декартовых координат точки , обычно первая , 
обозначаемая буквой х. 

Аддитивность - свойство величин ,  состоящее в том ,  что значение 
величины,  соответствующее целому объекту, равно сумме значений ве
личин ,  соответствующих его частям при любом разбиении объекта на 
части . 

Аксиома - основное положение,  самоочевидный принцип.  Впервые 
термин встречается у Аристотеля .  Использовался в книгах Евклида << На
чала>> .  Большую роль сыграли работы древнегреческого ученого Архи
меда, который  сформулировал аксиомы,  относящиеся к измерению ве
личин .  

Аксонометрия - один из способов изображения пространствеиных 
фигур на плоскости . 

Алгебра - часть математики,  развивающаяся в связи с задачей о ре
шении алгебраических уравнений .  

Алгебра логики (булева алгебра) - математический аппарат, с помо
щью которого записывают (кодируют) , упрощают, вычисляют и преоб
разовывают логические высказывания .  

Алгоритм - понятное и точное предписание (указание) исполните
лю совершить определенную последовательность действий для достиже
ния поставленной цели за конечное число шагов. 

Аналогия - умозаключение по сходству частных свойств, имеющих
ся у двух математических понятий .  

Аппликата - одна из декартовых координат точки в пространстве , 
обычно третья , обозначаемая буквой z. 

Аппроксимация - замена одних математических объектов другим и ,  
в том или ином смысле близким и  к исходным.  

Аргумент функции - независимая переменная вел ичина ,  по значе
ниям которой определяют значения функции .  

Арифметика - наука, изучающая действия над числами .  Арифмети 
ка возникла в странах Др. Востока, Вавилоне, Китае , И ндии ,  Еги пте . 
Особый вклад внесли :  Анаксагор и Зенон , Евкл ид,  Эратосфен ,  Дио
фант, П ифагор, Л. П изанский и др. 

Асимметрия - отсутствие или нарушение симметрии .  
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Асимптота - прямая , к которой неограниченно приближаются точ
ки некоторой кривой по мере того , как эти точки удаляются в беско-
нечность. 

Астроида - алгебраическая кривая . 
Биллион - тысяча м иллионов, число изображаемое единицей с де

вятью нулями.  В некоторых странах биллионом называют число,  рав
ное 1 0 1 2 •  

Бином - сумма или  разность двух чисел или алгебраических выра
жений ,  называемых членами бинома. 

Вектор - направленный отрезок прямой , у которой один конец на
зывают началом вектора, другой конец - концом вектора. 

Геометрия - часть математики , изучающая пространствеиные отно
шения и формы .  

Гипербола - незамкнутая кривая и з  двух неограниченно прости
рающихся ветвей .  

Гипотенуза - сторона прямоугольного треугольника ,  лежащая про
тив прямого угла. 

Гомотетия - расположение подобных между собой фигур, при ко
тором прямые, соединяющие соответствующие друг другу точки фи гур , 
пересекаются в одной и той же точке , называемой центром гомотетии .  

Градус - единица измерения плоского угла,  равная 1 /90 части пря
мого угла. Измерение углов в градусах появилось более 3 веков назад в 
Вавилоне. 

График - кривая на плоскости , изображаемая зависимость функ
ции от аргумента. 

Данные - информация ,  представленная в определенной форме ,  
закодированная для того , чтобы упростить ее обработку, ' запись или 
передачу. 

Дедукция -:- форма мышления , посредством которой утверждение 
выводится чисто логически (по правилам логики) из некоторых данных 
утверждений (посылок). 

Деференты - окружность, по которой вращаются эпициклоиды ка
ждой планеты . У Птолемея планеты вращаются по окружностям - эпи
циклам , а центры эпи циклов каждой планеты - вокруг Земли  по боль
шим окружностям - деферентам. 

Дидактические подходы - принципы и способы обучения,  препода
вания .  

Дистанционное обучение - способ организации учебного процесса 
с испол ьзованием образовательной среды , основанной на современных 
и нформационных и телекоммуникационных технологиях, позволяю
щих осуществлять обучение на расстоянии без непосредственного кон
такта между преподавателем и учашимся . 
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Диагональ - отрезок прямой ,  соединяющий две вершины много

угольника,  не лежащие на одной стороне. 
Дискретность - прерывность; противопоставляется непрерывности.  
Дискриминант - выражение ,  составленное из величин ,  определяю

щих функцию, обращением которого в нуль  характеризует то или иное 
отклонение функци и от нормы.  

Дихотомия - разделение надвое (способ классификации) .  
Доказательство - цепь  правильных умозаключений ,  ведущих от  ис

тинных посылок к доказываемым тезисам.  
Иерархия - структура , упорядоченная по подчиненности в соответ

ствии с некоторым набором правил. 
Инвариантность - неизменность какой-либо величины по отноше

нию к преобразованиям координат. 
Индукция - один  из методов доказательства математических утвер

ждений .  
Индекс - числовой или буквенный указатель, которым снабжаются 

математические выражения для того, чтобы отличать их друг от друга. 
Интеграл - одно из основных понятий математического анал иза, 

возникшее в связи с потребностью измерять площади,  объемы ,  отыски-

вать функции по их производным .  Знак f - стилизованная буква S от 
лат. слова summa - <<сумма». 

Интервал - м ножество действительных чисел , удовлетворяющее 
неравенству а < х < Ь. 

Интерактивный - качество оборудования ,  программ или услови й 
эксплуатаци и ,  которое позволяет действовать в форме , приближающей
ся к диалогу с пользователями или в реальном времени с ком пьютерам и .  

Интерфейс - сопряжение двух устройств , обмени вающихся ин
формацией .  Место соединения оборудования , программнога обеспе
чения (компьютера) ,  с одной сторон ы ,  и человека - с другой .  

Информация - сведения о лицах, предметах, фактах, событиях, 
явлениях и процессах независимо от формы их представления , пере
даваемые и хранимые с помощью условных сигналов (знаков) .  

ИтераЦия - повторение.  Результат повторного применения ка-
кой-либо математической операции.  

Квинтиллион - ч исло ,  изображаемое единицей  с 18  нулями.  
Коллинеарность - расположенность на одной линии (прямой) .  
Комбинаторика - раздел математики , в котором изучаются различ-

ные соединения и размещения , связанные с подсчетом комбинаций из 
элементов данного конечного м ножества. 

Компланарность - расположение в одной плоскости. 
Конгруэнтность - соразмерны й .  Терм ин ,  употребляемый  для обо

значения равенства отрезков, углов, треугольников и др. 
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Константа - постоянная величина при рассмотрении  математиче
ских и др. процессов. 

Контент - содержание курса. Все учебные материал ы ,  пособия,  до
кументы , задания , тесты и контрол ьные мероприятия курса. 

Конфигурация - расположение фигур. 
Корреляция - связь переменных,  при которой одному значению од

ного признака соответствует несколько значений другого признака, от
клоняющегося в ту или и ную сторону от своего среднего значения .  

Коэффициент - множитель, обычно выражаемый цифрами .  
Лемма - вспомогательное предложен ие , употребляемое при  доказа

тельствах других утверждений .  Термин введен древнегреческими гео
метрами , особенно часто встречается у Архимеда. 

Логарифм - показатель степени т ,  в которую необходимо возвес
ти а, чтобы получить n. 

Максимум - наибольшее значение функци и  на множестве опреде
ления функции .  

Мантисса - дробная часть десятичного логарифма. Термин был 
предложен российским математиком Л. Эйлером ( 1 748) . 

Матрица - прямоугольная таблица, образованная из некоторого 
множества и состоящая из строк и столбцов. 

Метрика - правило определения расстояния между любыми двумя 
точками данного пространства. 

Метод Монте-Карло - численный метод, основанный на получе
нии  большого числа реал изаций случайного процесса, который форми
руется таким образом ,  чтобы его вероятностные характеристики совпа
дали с аналогичными величинами решаемой задачи .  

Минимум - наименьшее значение функции на м ножестве опреде
ления функции.  

Минус - математичес.кий знак в виде горизонтальной черты , 
употребляемый для обозначения отрицательных чисел и действия вы
ч итания .  

Модуль - абсолютная величина действительного числа. 
Мулътипликативность - умножение (свойство функции Эйлера) . 
Он-лайн обучение - способ организации процесса самостоятельно-

го изучения учебных материалов и получения сертификатов с использо
ванием образовательной среды,  основанной на И нтернет-технологиях. 

Ордината - одна из декартовых коорди нат точки , обычно вторая , 
обозначаемая буквой у. 

Орт - единичный вектор, длина  которого принята равной единице. 
Ортогональность - обобщение понятия перпенди кулярности . 
Парадигма - базовая модель конкретного способа организации ин-

формации .  Объектно-ориентированная парадигма делает упор на пове
дении и обязанностях. 
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Параметр вспомогательная переменная ,  входящая в формул ы  и 

выражения . 
Планиметрия - часть элементарной геометрии ,  в которой изучают

ся свойства фигур, лежащих в плоскости . 
Полином - многочлен , т. е. сумма некоторого числа одночленов. 
Предел - одно из основных понятий математи ки , означающее,  что 

не которая · персменная величина в рассматриваемом процессе ее изме
нения неограниченно приближается к определенному постоянному зна
чению. 

Пропорция - равенство между двумя отношениями четырех ве
личин .  

Пост-тест - тест на оценку, провернет знания студентов по прой
денным темам. 

Пре ПК (презентация с помощью компьютера) - использование 
мультимедийных носителей и техники для достижения лучшего пони
мания доклада, привлечения внимания собравшихся к предлагаемой 
информации .  

Пре-тест - тест, за  который не ставится оценка. Он определяет, 
насколько студент знаком с новой темой,  какие вопросы предыдущей 
требуют пояснения преподавателя или дополнительной практики.  

Программное обеспечение - совокупность программ ,  выполняемых 
компьютером,  а также вся область деятельности по проектированию и 
разработке программ.  

Радикал - знак F состоит из  двух частей :  модифицированной бу

квы r и черты , заменявшей ранее скобки .  
Рекуррентный - возвращаться назад; возвратное движение в мате

матике .  
Сайт - <<место>> в Интернете . Речь идет об информации в сервере , 

доступной для подключенных к глобальной сети пользователей .  Сайт 
иногда заменяют словом <<страница>> ,  хотя эти понятия не всегда сов
падают. 

Семантика - система правил истолкования отдельных языковых 
конструкций .  Устанавливает, какие последовательности действий опи
сываются ·теми  или иными фразами языка и какой алгоритм определен 
данным текстом на алгоритмическом языке.  

Сертификат - информационное сообщение' (запись) , подтверждаю
щее успешное завершение изучения курса. 

Сигнатура аргументов - внутреннее представление списка типов 
данных аргументов функции .  Используется для ликвидации двусмыс
ленности при вызове перегруженных функций .  Из  числа претендентов 
выбирается та функция , которая наиболее близко соответствует сигна
туре вызываемой функции .  

Секстиллион - ч исло ,  изображаемое с 2 1  нулем , т .  е .  число J Q2 1 .  
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Сектор - часть круга , ограниченная дугой его граничной окружно
сти и двумя ее радиусами ,  соединяющими концы дуги с центром круга. 

Симметрия - свойство формы ил и расположения фигур симмет
рично.  

Скаляр - величиltа, каждое значение которой выражается одним 
числом.  

Стереометрия - часть элементарной геометри и ,  в которой изучают
ся пространствеиные фигуры . 

Теорема - математическое утверждение ,  истинность которого уста
новлена путем доказательства. 

Топология - ветвь геометрии ,  изучающая свойства геометрических 
фигур, связанных с их взаимным расположением.  

Транспозиция - перестановка элементов данной совокупности , при 
которой меняются местами два элемента . 

Форум - инструмент для общения на сайте .  Сообщения в форуме 
чем-то похожи на почтовые - каждое из них имеет автора, тему и соб
ственно содержание .  

Уникуреальный - маршрут обхода всех ребер построенного графа, 
при котором ни одно ребро не проходит дважды. 

Формула - комбинация математических знаков, выражающая ка
кое-либо предложение.  

Функция - одно из основных понятий математики , выражающее 
зависимость одних переменных величин от других. 

Число те отношение длины окружности к ее диаметру 
(те = 3 , 1 4 1 59265358979323 . . .  ) .  

Шкала - последовательность чисел , служащая для количественной 
оценки каких-либо величин .  

Экстраполирование - продолжен ие функции ,  принадлежащей за
данному классу, за пределы ее области определения.  

Экстремум � общее название максимума и минимума функци и .  
Эссе - п исьменная работа студента (группы) ,  выражающая (кратко 

и в свободной форме) индивидуальные впечатления и соображения по 
конкретному поводу или вопросу и заведомо не претендующая на опре
деляющую ил и исчерп ы вающую трактовку предмета. 

Язык - система символов и правил , предназначенная определять 
задачи ,  которые комп ьютер должен решать. 
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