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ONSOz

«Cabr va adadlar nazariyyssi» universitetlorin riyaziyyatgi
kadrlar hazirlayan fakiltalarinda vacib bir fonn kimi tadris edilir.
Ovvallar «Ali cabr» va «Bdadlar nazariyyasi» adlan altinda mista-
qil iki fann kimi tadris edilon bu fanlar indi vahid bir kurs kimi tad-
ris edilir va bu gabildan azari dilinda latin grafiki ils darslik va dars
vasaitlarina ciddi ehtiyac vardir. Umid edirik ki, Azarbaycan dilin-
da latin qrafikas: ila yazilan ilk iri hacimli kitab bu sahads olan ta-
labati mitayyan daracadas ddayacak.

Dars vasaiti miiallifin uzun illardan bari Baki Davlat Univer-
sitetinin «Mexanika-riyaziyyat» fakiiltasinds «Ali cabm, «Cabr va
adadlar nazariyyasi» fanlarindon oxudugu milhaziralorin, habels
6ziiniin avvallar universitetlar {i¢lin yazib ¢ap etdirdiyi «Ali cabr»
(Baki, 1976), «Xatti fozalar va xatti operatorlar» (Baki, 1984) va
«Cabrdan mithaziralar» (Baki, 2001) dars vasaitlarinin 2sash surat-
da yenidan iglanmoasi va onlarin bakalavr pillesi ii¢iin uygunlas-
dinlmasi naticasinds meydana galib.

Kitabi yazarkon miallif cabra va adadlor nazariyyssine aid
darslik va dars vosaitlorindan istifads etmig (bunlann siyahis: kita-
bin sonunda verilibdir), habela, 6ziiniin 40 ildon artiq bir dévrda
bu fanlari ali maktablarda tadris etmak sahasinds topladif goxillik
pedaqoiji tacriibasing asaslanmugdir,

Kitabin mazmunu, onun shats etdiyi materiallar, mévzular
milndaricatda sks olundugundan onlan burada sadalamaga ehti-
yac gérmiiriik. Takca onu geyd etmokls kifayatlsnmak istardim ki,
lyirmi bir fasildan ibarat olan bu dars vasaiti nsinki program mate-
rialimin asas hissasing, habela bazi mithiim alava materiallan da
ahata edir.

Fiirsatdan istifada edarak kitabin miizakirssinda foal istirak-
larina gora BDU-nun mexanika va riyaziyyat fakiiltasinin handasa
kafedrasi kollektivina va xiisusilo da bazi dayarli qeydlorina gors
kafedranin dosentlari Vaqif Qasimova, Oktay Mammadova, Habil
Fattayeva darin tagakkiiriimii bildirirom. a

12

Universitetin darslik va nagriyyat g5bosina, fakiilts elmi sura-
sina, fakiilts elmi-metodiki gurasimin kollektivina darin razihifim
bildirirom.

Kitabin nagrina 6z kémayini asirgamayan mexanika-riyaziy-
yat fakiltssinin dekani professor Qambar Namazova, kitabin ya-
zilma prosesinds &z xeyirxah maslohatlorini asirgamayan professor
Karlen Xudaverdiyeva va professor Mammad Yaqubova, habels,
kitabin slyazmas: ils tanig olub onun nagri figiin ray veran hérmatli
hamkarlarima zohmatlsrine géra minnatdarhgim bildiriram.

Osari avyaldan axira qadar diggatle oxuyub faydali qeydlari
ils onun mezmununun yaxsilasmasina kémak edan cabrsiinas, fizi-
ka-riyaziyyat elmlori namizadi Zahirsli Sadiqovun samayini xtisusi
minnatdarhqla geyd etmak istayirom.

Kitabin iiq iizii gérmasinda xiisusi xidmati olan, ona 6z ké-
moayini ssirgamayan «Nurlam nogriyyatinin direktoru Haci Ismayil
Allahverdiyeva va onun rohbarlik etdiyi kollektiva, nahayat, ki-
tabin kompiiter igini yliksak pesakarliqla yerina yetiran va korrek-
tura ijine yardim edon Foxri Namiq oflu Valiyevs 6z somimi ta-
sokkiirimi bildiriram.

‘Kitab haqqinda ray va takliflarini bildiran oxucularimiza av-
valcadan razilifum bildiriram.

Maiallif,
Bak gahari,
2005-ci il



Giris avozi

Cabr elmi biitv, vahid riyaziyyat elminin vacib, aynlmaz bir tarkib
hissosidir, o adadlor nazoriyyasi ilo birlikda riyaziyyatin gadim vo son
darace gorakli bir sahasi kimi uzun tarixi inkisaf yolu kegmisdir.

Riyaziyyatn falsafasinda bu elmin tabiatina dair goxdan bori 6ziina

kok salmus bela bir ananavi klassik baxss var ki, riyaziyyat elmi bizi shata
edan gergak alomin kamiyyat ganunauygunluglanndan bohs edan elmdir,
daha diiriistii; o gergaklivin migdar-foza miinasibatlorini va formalarin
dyranon elndir. O Syrondiyi obyekti bunun malik oldugu keyfiyyat va
moazmundan fikran tacrid edarok asas diggatini onun kamiyyat va forma
miiayyanliklari ila slagadar olan abstrakt nisbot vo formalara ydnaldir.
Riyaziyyaun hissasi olan cobrin, elacs da adadlor nazariyyasinin bu
abstrakt nisbat va formalardan &z pay vardur.

Riyaziyyatin tarixan an gadim saholori elementar hesab vo ele-
mentar handasadir ki, bunlar da uyfun olaraq gergok alomin mohz
komiyyat (miqdar) nisbotlori va mokan (faza) formalan haqqinda elm
kimi xarakterizo edilirlor, yani bu elmlor gergokliyin an sads, besit
kamiyyat nisbatlori (adadlor) va mokan formalanm (hondasi fiqurlar)
Syranirlar. Hom da handasa ve gox sonralar hondasonin yeni, nisbatan
cavan sahasi topologiya iigiin kamiyyatlordoki kasilmazlik ideyas: baslica
yer tutdugu halda, hesab va sonra onun ssasinda yaranan cabr va adadlar
nazariyyasi {iciin asasan diskretlik ideyast xarakterikdir. Bir-birinin oksi
olan, lakin bir-biri ila alagasi olan bu iki meylin qargihqly, dialektik tasiri,
bazi sahslorda isa bunlarin sintezi riyaziyyatin sonraki inkisafina ssbab
olmus, bu tasirin naticasinda riyaziyyatin yeni-yeni sahalori yaranmugdur.

Riyaziyyatin sonralar meydana golon klassik saholari avvalcs cabr,
sonralar analitik handass va riyazi analiz uzaq kegmislordan miras qalan,
lakin inkisafdan da qalmayan hesab vs elementar handasadan gidalanmig
va bu ssasla inkisafl edib yeni-yeni nailiyyatlarla zanginlogmislar. Slbatta,
indiki riyaziyyat takca sadaladijimiz homin qodim va sonralar yaranan
klassik sahalordon ibarat deyil, onun predmeti da, yani miqdar-foza
miinasibotlori da yeni, daha genis, daha zangin mana kasb etmigdir. Ri-
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yaziyyatn indi goxsayh yeni-yeni sahalori yaranib taroqgi etmigdir. Odur

ki, obrazh desok indiki riyaziyyat elmini goxsayh, qollu-budagh méoh-

togom bir afaca bonzatmak olar; bu agacan kéklari, mogarlan hoyata, ger-

¢akliys, otraf alamin agya va hadisslorina sSykanir, bu agacin bir-biri ila six

slagali olan iki iri tarixi gdvdalori hesab va handasadir, bu agacn

budaqla.n. budaglardan boy atan zoflan hamisi vahid, biitév, bdliinmaz
riyaziyyat elminin nisbi miistaqil xarakter dagiyan miixtalif yeni olan sa-
halari, tarkib hissoloridir. Bax, cabr elmi da bu sahslardan, bu hissalardan
biridir, hom da ela bir hissasi ki, bunsuz riyaziyyat elmi fimumiyystls
miimkiin olmazdi. Csbrsiz riyaziyyat elmi yoxdur, indi ds, galacokds da
riyaziyyat elmini cabrsiz tasavviir etmak miimkiin deyil. Tasadifi deyil ki,
miiasir riyaziyyatin farqlandirici xiisusiyyatlorindan sdhbot gedanda onun
biitiin sahalorinda cabrlasma prosesinin getdiyini soylayirlar, yani cabrlas-
moni indiki riyaziyyatin 2sas xiisusiyyati kimi qeyd edirlor.!

Riyaziyyat elminin iimumi inkisafi gediginda, onun gadim
salbl_a'indznolanmbre]midamldsafﬂmis. onun mazmun va metodlan
zanginlogmis, miiayyen dayisikliklors uframugdir.

Odadlor hagqinda elm olan hesabin («arifmetika») va fiqurlardan
bohs edan handasonin («geometriya») asasinda yaranan cabr elminin fari-
xan dyrandiyi obyekt cabri tanliklor olmugdur. «Cabr» elminin 6z adi IX
asrda yasayib yaradan Ozbok riyaziyyatgist Mithammad fbn 9l-Xorez-
min «3l-cabr va dl-miiksbals hesabina dair qusa kitab» adl traktaundak:
«Ol-cabm sdziindan ahnmisdir. Ruslann va bir gox digar xalglann islotdiyi
« » s6zil da «al-cobm sdzilniin latincaya torciimasindan alinrmugdir
(yeri galmiskan onu da qeyd edsk ki, hazarda elmda isladilon «alqorifm»
va ya «alqoritm» sozii do Ol-Xorezm soziiniin latnlagdinimasindan ali-
mb). Mithammad 8l-Xorezmin adim ¢akdiyimiz aserinds «9l-cabo» ter-
mini tanliklar iizarinds onu kanonik gokla gatirmokla slagadar olaraq apa-
rilan gevirmalardon birinin, miisbot haddi borabarliyin bir tarafindon digar
taraf5 kegonds burada manfi isaranin borpast ilo gdstermiok menada, «9l-

% miikabalo» isa tanlikds oxsar hadlorin islahi nazords tutan termin kimi

isladilirdi. Bunun 6z da bir daha géstarir ki, svvallar cobr elmi tanliklor
haqqinda tolim idi. Dogrudur, indinin 6ziinda da cobri tanliklar bohsi cabr

§  elminin torkibinds onun asas obyektlarindan biri kimi qalmaqda davam

@ ' Miasir riyaziyyatda Sziinil biitiin qabanglig: il> gdstaran «cobrlasman prosesi,

onun asasi va formalan, bu barsds baxislann metodoloji tahlili bareda bizim
«Mccnenosanus no anreGpe u Tononoruu» (Baxy, 1989; Han-so Asepbaitxancko-

§ ro Yuueepcurera) toplusundaki: Axnepos M.C. «O6 anreGpansaunu cospeMeH-
b Holi MareMaTHku» (cTp. 3-18) magqalomizds strafl malumat verilir.
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edir, lakin milasir cabri heq:d:takwwnlikbrhaq mdadmkmnmyya—
landirmak diizgin olmaz. Milasir cabr elmi 0 qadar inkisaf edib zangmb-
sib ki, 0 gader abstrakt sokil alib ki, onun masgul o!_dugu'gbyektlar siste-
mini takea cabri tonliklerls mohdudlasdirmaq mimkiin deyil.

Coxluglar nazd iyyasinin V@ aksiomatik metodun milasir riyazy-
yatda movqe tutmasi V2 bunun cabr? nﬁfuzmmslsacyasmdambrd:«mtg-
ri struk , anlayst formalagmugdir. Bu niifuzetma o doracada geniy
viisat ahb ki, indiki mbrehﬂnimbﬂsuuktura]ﬂnéymmdmmmy-
yalondirirlar. ) "

Aksiomatik mtodmrix:nmldsafadibwhnﬂ].xl_msvahmrda
riyazi nazariyyalarin qurulma metodu kimi . Bu m_cxpdun
biza golib ¢atan ilk yazih nimunssi Evklidin «Baslanfclan asoridir, bu

iyazi hondasa) ciddi aksiomatik metod asasmda
qurulmugdur. Bu metodun mahiyyati bwasu_ndadu ki, nazariyya bir sura

(«aksiomlara») asaslanr, yani nazeriyyonin biitiin sonrak tzkhﬂm
(teoremlari) gabul edilan ilk anlayis vo aksiomlardan ciddi mentiqi isbat
yolu il alinyr. Indiki riyaziyyatda genis surotda isladilan «aksiomatik tarif»
anlayst da mahz aksiomatik metodun tazahiiridar. Burada milayyan bir
riyazi obyekt2 torif veranda homin obyekti saciyyalendiron, onun dla-
motlorini gostaren aksiomlar sistemni qeyd olunur, bu aksiomlarn vehdati
hamin obyektin tarifi olur va sonra bu obyekta aid olan xassalor bu tarifdo
cm olan aksiomlardan mantigi yolia almur, isbat edilir (kitabda bunun
niimunsalarina Gox rast galacoksiniz).

XX asrin kamil fransiz riyaziyyatgilannin «Nikola Burbaki» lagabi
altinda yaranan birliyi vo ya ittifaqn' riyaziyyata «abstrakt riyazi struktu-
ralar» 6ymnsnelmkimitarifvermi$lar. Xiisusiqudettmkismdﬂtki,ﬂ-
yazi struktura anlayst milasir riyaziyyatin asasinda duran goxluq anlayit
il aksiomatik metodun sintez, birlasmasidir. Burbaki riyaziyyat: abstrakt
riyazi strukturalan Syranan elm kimi saci dironda do milasir riyaziy-
yat {igiin xarakterik olan bu sintez> istinad etmisdir. Riyaziyyat elmine
yuxanda geyd etdiyimiz anonavi «kamiyyat-foza» baxigindan bir gader
fargli olan v Burbakinin adh il bagh olan bu yeni «struktur baxig» heg da
ananavi, klassik baxisi inka:emﬂrvaonunlaziddiyyatt:ekﬂmir. Bels ki,

| Ganc giiclii fransiz riyaziyyatgilannin «Nikola Burbaki» laqabi ila yaratdiglan
koniillis ittifaqy XX st riyaziyyat alsminda misilsiz bir hadis? kimi qi i
rilir. Bu qariba ittifaqin yaranmasi tarixi, maqamu, fealiyyati haqqnda bi
«Riyaziyyat haqqinda sdhbatlap» (Baki, 1969) kitabimizda va «Riyaziyyat ns-
dir?» adli monografiyamizda (Baki, 2003) atrafly malumat verilib.
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wmmbm?mmmmnmmnym
.mu\:rwkn-_ : garakh_ iyin migdar-faza mimasibatlorinin va ya trmumilag-
Rlyaz:absuakmya]arbasqaelnnabstmkmya!aﬂamﬁqaymdabm
s xisusiyyatlars malikdiriar, belo ki, avvelan, riyazi abstraksiya-
nmmmbymnilm' 25ya va hadisolorin keyfiyyst vo mazmunu ilo
dcyﬂ.mmhrmmwfommibdaqadarohu(ﬁyadbiﬁkhinab&
xarakwm:un m@WM};MWaMM
thpﬂli:drrw I ,onlarbu aksoron «abstraktsiyanin abstraksiyas» kimi formala-
> Ugtinclst, brabsuakﬂya]mdnmmﬂardandahamlsufadaemu
burada «dsaralor dilb» xarakterikdir; dordincisd, riyazi abstraksiyalar izo-
mbednxmaha- dagyzr,mbma@aabmaksiyadaﬁmm:dhuit
miomy)nmmqanrh,bmmm}mdadahage:wkﬁkdanmddibirscyki-
yan, yalmz tafokkilrda «cSvlan edan» ideal obyektlar kimi forma-

istifada etdiyi idrak vasitalorindan s3hbot gedanda
siyan i abstraksi ideali
2 bpgimqlmswodhnhsabedirh‘);ws&ubakiﬁnvm
e v g e
ks w0 s bu abtrelityalam Sakc e
tiyend g ukturalarmn asas bir nvil olan cobri strukturalar da
imumilagmis e B gyt s mige: D mmmwiﬁgf.
bir daha a wm‘?fmﬂmmm.mm
DR O il B e S Ditan o Y, Wt o
lor kimi idir, onun anlays va nazariyyalari do biltiin riyaz bilgi-
@oxpﬁli;}?) abstraksiyanin mohsuludur, onlar ;
- s el bl oicfandun o il Mo o e
dan cobri anla obyekttark moggul olur'vo & Riyazi bilikkr, o ctimb-
don o anays 2 eyl Knkoetikn bl S, s
kretlik formalagrr. Belo mitrakkab ekt PR NE Yo My
i St dialektik yol got edon cabri hagigatlar
DRI R i
abstraksiyanm belo yiksok zirvasino yiiksolon
" 2 : va bu sabobdan
e manbayindon ox-pox «quraq diigon abstrakt cobri struktur

é’ lagirlar (ona g6ro do bir elm kimi riyaziyyatin atraf alomi Syranmok fiin
R

' =
l::rbayt_nn dilinda bu maqalanin garhinda rast gslinan termin dolasighgs olma-
wrira me (masalon, b.'ruaca ham «pensvziay, ham da «xomwsectson sézlari ava-
i wnmn eyni ;_ «kamiyyat» s6z0 iglodirik) biz milasir riyaziyyatin pred-
atts Sowurtad d?hammnd e ana dagiyan ya «iimumilosmis komiyyat nisbat va forma-
Kimi ito 2 «migdar-faza minasibat va formalari» terminini sinonim
tmayi maqsadauygun saying. L —
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anlayisina riyaz aldaxiﬁndanmbaxdﬂcambbdadif:al?ﬁgq-ukN-
;tlf?mmmuiﬁ uyz);nnda bir va ya bir nega cabri amalin tayin edildiyi miix-
talif tabistli elementloro malik ol::fn coxiuqmm Bunu nazars alsaq mila-
suwbz‘zbr e(rmd‘éamhm' riyaziyyat elminin elo sahasidir ki, 0 rtixtalif tabfgtﬁ
coxluglarda tayin edilon cabri amallori v bunlarin xassalarini dyranan elmir.
Cabri smal, onlann xassalari, cobri struktura va onlann asas novieri
barads kitabda malumat verilocak. Ona gora da burada bu torifin izahina
ehtiyac gérmiiritk. Amma burada «cabp 6zl ilo alagadar olaraq miasir
riyaziyyatda moveud olan bir termin dolagighifina oxucularm nezarini
Ib etmoak istardik. ) )
% thmbn:wmﬁnindanhamdminadmda.hmnladmfmmpdo,
ham da cabr elminin 6z daxilinda formalasan va cabri swkmralmn xiisu-
si bir noviiniin («meydan iizarinds cabrlor) adinda istifads edirik. Bunla-
n gangdirmamagq garakdir. Kitabin milvafig bolmasinda cobri struktura-
lann bu novii ila do olacagsiniz. )
Tadris fonni kﬁsona va ali moktablards dyranilan cabr fonni bu el-
min ¢ox zangin mazmunundan pedaqoji baximdan magsadauygun olaraq
sexilib dars programlanna daxil edilon ayn-ayn clementlonidir. )
«@dadlar nazariyyasinan goldikda iso onu da geyd edak ln,.bp. riya-
ziyyatn tam adadlari, onlann xassolarini 6}-ramn_k]a§mk sahasidir. Boz
alahidds, saciyyavi cahatlari ila farglonan bu saha nya_zzygqn qodim, ma-
raqli va heg zaman k&hnalmayan szematli bir sahasidir. “mkl_;afmda bu
saha riyaziyyaun digar sahalari ils alagasini itirmomis vo xiisusild da, cabr
ila ela «qaynayib gansib ki», onu cabrdan ayirmaq q:m_'ndlr. Tadns prose-
sinda artiq coxdandir ki, adadlar nazariyyasi cobr fan.n.inm‘t:)rklb hissasi E:l-
mi Syranilir. Bunu nazara alaraq adadlar nazariyyasinin bir sira vacib bol-
malari da kitaba daxil edilib. 3
Cabrin va adadlar nazariyyasinin kitabda darc edilon bohslarini se-
carkan da miiallif yena da qabaqail ali moktablarin miivafiq tadris prog-
ramlanna istinad etmis, moveud darslik va dars vasanlomu nmﬂzn ke-
¢irmis, 6ziiniin bu sahadaki uzun illor arzinda pedaqoji faaliyyatina, habe-
s, Respublika Tahsil Nazirliyinin bakalavr pillasi Gigin miayysn etdiyi
tadris planina asaslanmugdur,
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Tﬂ' r e Jﬂlh EJ“
FosiL 1

COBRIN BASLANGIC IDEYALARI,
BOZI YARDIMCI MOVZULAR

§ 1.1, Cabrda va adadlar nazariyyasinda igladilan
bazi riyazi simvollar haqqinda

Riyaziyyat, o climledan onun tarkib hissasi olan cabr elmi
bagqa elmlors nisbaton «saralar dilindan», «simvollardan» daha
genis, daha gox istifada edir. Bunlarn kitabda rast galinan bir nega
novil ila tams olaq.

Riyazi mantig isaralori. Riyazi mantigds mantigi anlayis va
mithakimalari, mantigi smoaliyyatlan isare etmak igin bir gox
vacib igaralor tstbig edilir ki, bunlardan riyaziyyatin bitin
saholarinda da milvaffagiyyatls istifads edilir. inkar, konyuksiya,
dizyunksiya, implikasiya, ekvivalensiya kimi mantigi amoaliyyatlar
{igiin isladilan uygun ,Av,=>, <> isaralor buna an yaxsi misaldur.

vvalca onu qeyd edak ki, dogru va yalan olmasi barada fikir
soylomak miimkiin olan har bir nagli ciimls riyazi moantiqda
miilahiza, hékm v» ya miiddaa adlanir,

A millahizasinin tasdiq etdiyini tokzib .edon millahizays,
A-mn inkan deyib onu 1A vaya A kimi isara edirlor.

A va B millahizalarindan «va» baglayicisinin kdmayila di-
zaldilon A va B millahizasina A vo B milahizalarinin kon-
yunksiyas: deyilir va A B yaxud A& B kimi isars edilir.

A v B miilahizslorinin «yaxud» («va ya») baglayicisinin
komayi ila diizoldilmis «A yaxud B» milahizasina bunlarin
dizyunksiyas: deyib, Av B kimi igars edilir.

A va B millahizasinin «agor A-dirsa, onda B-dir» saklinda
birlagmasindan ahinan miilahizays bunlann implikasiyas: deyilir va
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A— B (yaxud A= B) kimi igars edilir. Burada A-ya sort, B-y2
natica, yaxud A- ya antesedent, B-ya isa konsekvent deyirlar.

A va B millahizalarindan « A yalmz vs yalniz onda olur ki,

B olsun» kimi dizsldilon millahizays A va B-nin ekvivalensiyas:
deyilir va A ¢ B kimi igara edilir. Ekvivalensiyada B miilahizasi
A figiin ham zaruri, ham ds kafi sart adlamr.

Riyaziyyatda, xiisusila da riyazi mentiqda gox isladilen isara-
lardan biri da kvantorlar adlanan: V - iimumilik kvantoru va 3 -
varhq kvantoru igaralaridir.

Umumilik kvantoru V «har hansm, «ixtiyari» manasinda is-
lanir, varliq kvantoru 3 isa «var ki» demakdir. Masalon: X ko-
miyyatinin yaninda bunlan yazanda VX bunu ciimloda «ixtiyari
X », «har hanst X », «istanilan X », «biitiin X -lor figiin», X isa
«ela bir X var ki» deya oxuyurlar. ¥ va 3 igarslorindan, onlann
VX, ¥YY, 3X, 3Y vas. kimi milayyan bir obyekts istinad edilon
yazihglarinda istifads edilir. 3'X isarasi isa «yegens bir X var ki»
demakdir.

Riyazi mantiq isaralarindan istifada edilan bir gox adabiyyat-
da |—, = isaralorina da rast galinir. Burada |— igarasi «natica ¢1-
xarmagy, «almag» manasinda isladilir. Bunu «tasdigetma» simvo-
lu adlandinr va A [— B yazilisim « A-dan B alimm», « A-dan B
¢ixir», «A hékmil B-ni verir» kimi, A== B isarasiiss «A elo B
demakdir» kimi manalandirilir.

> va [] isaralori. Bu isaralor uygun olaraq toplama va
vurma amallarinin naticaleri olan cam va hasili gdstarir. Bels ki,
mosalon, a4,,a,,....a, adadlarinin comi va hasillarini bu isarslarin
komoayila qisa sokilda yaza bilarik:

a+a,+..+a, =Zai i
=l
Q-a,-..a, =Ha,. .
=l
a, adadlari sonlu va sonsuz sayda olarsa, onda uygun olaraq:

i“. va ﬂa;.

i=l i=l
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3. («sigma») simvolundan istifads etmokls, comin asagida-

ki xassalorini géstarmak olar.
1. Comlama indeksini dayisdikds com dayigmir:

;;:f =zd* =ia‘ !
| £ el
Dogrudan da, masalan,
hom )@, =g, +a, +...+a,, hom do ia, =a +a,+..+a,.
i=l =l

2. Comlama indeksindan asih olmayan vurugu cam isarasi xa-
ricina ¢1xarmagq olar:
ic-a, =r:-iad .
]

kj' =l

Zc-a, =caqytc-a,+..+c-a,=c(a+a +...+a,)=c-ia, ;

=l i=l
3. i(a\:J +b) =E-:a, +i:b, :
=l =l

i=]
Dogrudan da,
iﬂ; +ih =(a,+a,+..+a)+ (b +b,+..+b) =
[

i=l

=(a+b)+(a,+b)+..+(a,+b)=) (a +b).
iml
4. Toplananlarn a; kimi qosa indeksli toplananlar

(i=12,..,n va ya j=12,..m) oldugda ii“«"'ii“& yani

=l ful =l iml
ikigat sonlu comds com isarslarinin yerini dayismak olar, glinki i
va j kimi ikiqat indekss malik olan a; adadlarini topladiqda, i

indeksini qeyd edib avvalca j=12,..,m giymatlorina nazaron
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ia,} camini, sonra is2 i=12,...n qiymatlorina uygun olaraq ah-

y70

L L
nan Y a,... . a, «omlarinin comini» tapmaq miimkiindir:
i Iz

Sia,+ 5+ S0 -5(Sa )
J=l 4=l =t =LA =l
Lakin a, toplananlarinin ikinci indekslarini geyd edib, bun-

lari i=12,..,n qiymatlarina nazaran toplamagla

" L] n
>a,.2.a...2.6, comlrini tapdiqdan sonra bu comlari
=l =l inl

toplamagq olar:

i=l =l =\ =
Alinan naticalar gostarir ki,

229,=224.
= j=l i=l
Xiisusi halda, agor i vo j comloma indekslorinin har ikisi
eyni j=12...,m qiymatlorini alirsa, onda ikigat comi:
22a,=22a=3a
i=l j=) j=l i=l i.j=l
kimi da gdstarirlar.
indi isa H («Pi») simvolu haqqinda.

Yuxanda dediyimiz kimi, bu simvolla hasili isara edirlar.

Bela ki:
a,-a,+... a, =I£Ia,. = nﬂ: = fl“: s

=l 15iga 1
Cox asanhgla gostarmak olur ki:

li[a, . ﬁam =ﬁa, ;

=l i=k+l =l

Ij(a. -bx.)=ll[a. Af[b, :

i=l i=l
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Comdo oldugu kimi, hasilds do []-nin indeksindon asih
olmayan vurugu bu isarenin xaricins ¢ixarmaq olar, yani:
Hc-a,:c-na,.
i=1 i=l
Y, va [] simvollarindan riyaziyyatin mixtalif sahalarinds
istifada edilir.
Kroneker simvolu. Bu isaro alman riyaziyyatgisi Leopold

Kronekerin ad: ilo baghdir. Manas: beladir ki, i va k indekslori
iigiin

"0, i#k oldugda
Yaxud: &/ =1; &! =0, k#i. Bunu bazon «Kroneker deltas:
adlandirirlar.
Bozi riyazi adabiyyatda Kroneker simvolunu &, kimi da isara
edirlar.

Kroneker simvolundan ham cabrds, ham ds riyaziyyatin di-
gor sahalorindas istifads edilir.

6:_{1. i=k oldugda

§ 1.2. Coxluq va inikas anlayis:

Coxlug, element, ¢oxlugun verilma iisullari. Coxluq — har-han-
s1 obyektlarin toplumu, yifimi, macmusu kimi izah edilan anla-
yisdir. Coxlugu amoaloa gatiran, onu taskil edan obyektlara onun ele-
mentlari deyilir.

Coxluglan adstan iri, onun elementlarini isa kigik horflarla
isara edirlor. Riyaziyyatda bir ¢ox vacib ¢oxluglar iigiin, masalon,
natural, tam, rasional, haqiqi, kompleks adadlar ii¢iin uygun ola-
raq N, Z, Q, R, C isaralori gabul edilmisdir.

Hoar bir ¢oxluq onun elementlarinin verilmasi ila tayin edilir.
a elementinin § -2 mansub olmasini a€ § kimi yazib «a elementi
S coxluguna daxildir» kimi oxuyurlar. Bazpn, bunu §3a kimi
yazib bunu «§ g¢oxlugu a elementini 6ziina daxil edir» kimi da
oxuyurlar. 9gor a elementi § ¢oxluguna daxil deyilss, onu ag §
($3a)yaxud a€ § (S3a)kimi yazirlar.
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Coxlug tak bir elementdan, iki va daha gox elementdan ibarat
ola bilar. Onlan da A ={a}-birelementli, A= {a,,a,}-ikielementli,
yaxud imumiyyatls n - elementli goxlugu

A={a.a,.0,...a}
kimi isara edirlar. Coxlugun elementlori sonsuz sayda da ola bilar.
Elementlari sayi sonlu olan goxlugu sonlu, elementlori sonsuz

sayda olan ¢oxlugu isa sonsuz goxluq adlandiririar.
Sonlu ¢oxluga misal olaraq 10-a gadar natural ciit adadlar

coxlugu: {2.4.6.8}, parallelogramin va ya figbucagin tapalari goxlu-
Fu. bir patokdak: talabalar goxlugu va s. géstarmak olar. Sonsuz
coxluga [01] parcasindaki néqtalor goxlugu; natural, rasional,
haqigi va kompleks adadlar ¢oxluglan misal ola bilar.

Coxluq elementlarinin verilmasi ila tayin edildiyindan buna
miivafiq olaraq da ¢oxlugun iki ciir verilma @isulu var:

1) Coxlugun elementlorini sadalamagq; 2) elementlarinin ha-
musi Ugiin xarakterik olan imumi xassani geyd etmak.

Masalan, 2 ragaminin 1 ila 20 arasindaki manfi olmayan tam
qivvatlari goxlugu bunlan sadalamagla bela bir ¢oxluqg kimi yazila
bilar:

{1.2.4,8.16}.

Umumiyyatla, elementlarinin sayilmasi miimkiin olan sonlu
n - elementli goxluq {a,.a,....,a, } kimi gdstarils bilar.

2-ci iisulla, yani elementlarinin hamusi Giglin imumi olan xas-
sani gostarmak yolu ila goxlugu yazanda onu

M ={§P(x)} yaxud M ={x: P(x)}
saklinda yazirlar ki, burada x ¢oxlugun elementi, P is2 onun ala-
moati, yani biitiin x - larin malik oldugu xarakterik xassani gdstarir;
o bela oxunur: M elo x-larin goxlugudur ki, onlar P slamatins,
yaxud P xassasina malikdirlor. Masalon, tam adadlar ¢oxlugunu
{,\'!_r -tam adoddir} yaxud {,r'xe Z } vaya {x:xe Z},
yaxud ciit adadlar ¢oxlugunu: {x{x-mm adad olub 2-ya bfi!ﬁmir} va
ya e-dan (Nepr adadi) boyiik olmayan haqiqi adadlar goxlugunu
x€ER x<e

kimi yazmagq olar.
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Agkardir ki, bir ¢ox cohatdsn 2-ci iisul daha somaralidir, giin-
ki bu fisul daha @mumi xarakter dasiyir. Bels ki, 1-ci Gisul 2sasan
sonlu goxluglann verilmasi {igiin xarakterik oldugu halda, 2-ci
Gisul hor ikisi Giglin yararlidir. Masalen, onluq say sisteminda fig-
r:;qamli adadlarin sayi sonludur; bunu ikinci iisulla bela yazmaq
olar:

{d100< x<999,xe N}.

Bazi hallarda sonsuz g¢oxluglarda da 1-ci isuldan néqgtalarin
komayi ila istifads edilir. Masalan, natural adadlar goxlugu sonsuz
¢oxluqdur, lakin onu l-ci Gsulla asagrdaki kimi yazmaq olar:

N={1,23....n,n+1,..}.

Bunun kimi ds N, moanfi olmayan tam adadlor goxlugunu

(sifirin qatildif natural adadlsr goxlugunu) bela yazmagq olar:
No={012,...,n,...}.
Natural adadlar ¢oxlugunu 2-ci iisulla bels yazang:
{xixE N}.
Ciit adadlar goxlugunu 1-ci iisulla
{0.24,68....}
kimi, 2-ci iisulla
Hx =2n,n€e Nu}

kimi yazmaq olar.

Agkardir ki, sonsuz goxlugu 1-ci fisula asasan yazanda istifa-
da edilon ndqtalarin na ifads etdiyi malum olmalidir.

Riyaziyyatda heg bir elementi olmayan va bos ¢oxluq adla-
nan ¢oxlugdan da damgilir voa o @ kimi igars edilir. Bog goxluga
misal x*+1=0 tanliyinin haqiqi koklari goxlugu, Ayda yasayan
insanlar goxlugu, eyni bir gevranin miixtalif uzunluglu diametrlar
¢oxlugu va s. misal olar. Ziddiyyatli xassali har bir goxluga da bog
¢oxluq kimi baxilir; masslan {xix # x} - bos goxlugdur.

Altgoxlug. Coxluglarin baraborliyi. S ¢oxlugunun har bir
elementi T ¢oxluguna daxildirsa, onda §-2 T -nin altgoxlugu va
ya hissasi deyib § ¢ 7 kimi yazirlar.

Masalon, natural adadlar goxlugu tam adadlar goxlugunun
altgoxlugudur, ¢iinki har bir natural aded tam adadlar coxlugunun
da elementidir, yani: Nc Z .
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A={1.3.5,6} coxlugu B =1{0,2,3.4,56,7,8} coxlugunun altgox-
lugudur.

Altgoxluq anlayiginin torifini isaralor dili ilo bels ifada etmak
olar:

(ScT)e (vVxe S,xeT).

Burada goxlugun daxil olmasini géstoran C isarassini elemen-
tin daxil olmas:t manada igladilon € isaradan farglandirmok la-
zimdir.

&> isarasi har iki tarafin eyni mana dagidigini gostarir.

TORIF. Yalniz eyni elementlardan ibarat olan ¢oxluglara ba-
rabar ¢oxluglar deyilir.

Coxluglarin bir-birina daxil olmasi, altgoxlug anlayigimn
kémoayi ila ¢oxluglarin barabarliyi tarifini isaralarin kémayi ilo bela
ifado etmak olar:

($=T)e (ScTATCS).

Onu da geyd edak ki, har bir goxluq 6zii-6zlinlin altgoxlugu
va ya hissasidir: § € §. Bos ¢oxlug da har bir ¢oxlugun alt¢oxlugu
gabul edilir. 9gar ST va §#J, S#T olursaonda §-2 T-nin
maxsusi alt¢oxlugu deyirlar.

Coxluglarin kasismasi va birlagmasi. TORIF. § va T ¢oxlug-
larimin ortaq elementlarinin hamisindan ibarat olan ¢oxluga bunlarin
kasismasi deyilir va bu S T kimi igara edilir, yani

SﬁT:{xfxE SAxe T}.

Misal. S ={3,7-5012},7 ={1,-58,12,315,20}, s nT ={-5,2.3}.

A va B orlaq elementa malik deyillorss, yani ANB=0
olarsa, A va B-ya kasigmayan goxluglar deyilir.

Qeyd. Kasigan goxluglann say1 2-dan gox olarsa, onda §,,5,....5;
goxluglan (k>2) iigin §=5NS8,N...08, ={x|x€ 5,,x€85,,....xe 5}
olar.

TORIF. S va T coxluglarimn birlagmasi els coxluga deyilir ki,
0 bu ¢oxluglardan he¢ olmase birinin elementlarinin hamusindan iba-
rat olsun, yaxud: S va T goxluglarimin he¢ olmasa birinin elementla-
rinin hamusindan ibarat olan ¢oxluga bunlarin birlagmasi deyilir.

Coxluqlarin birlosmasini SUT ils isara edirlor. Onda tarifi
bels yaza bilarik:

(SuT)e {IIXE Svxe T]'
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Misal. S ={a.b.c,d}, T ={a.b,c.x.y.z}, SUT ={a.b.c.d,x,y,2}.

Qeyd. Analoji olaraq istanilan (sonlu va ya sonsuz) sayda verilan
goxluglann kasismasi va birlogmasi smallarina tarif verirlor. Bela ki, sonlu
k sayda A A,,...,A, ¢oxluglaninin biitlin ortaq elementlarindan ibarat

olan C ¢oxlugu bunlarnn kasigmasi adlanir vo bela yazilir:
k
C=ANAN...NA, =r'|A1I (sonlu sayda ¢oxluglar iigiin),

=l

C=ANAN...NA n...=ﬁA, (sonsuz sayda goxluglar ti¢iin).

i=]
Bunun kimi da bu goxluglarin birlasmasi olan C g¢oxlugunu da
asagidak: kimi yazirlar:

3
C=AUA,U...UA = A (sonlusayda olanda),

=l

C=AUAU...UA u‘..=UA,- (sonsuz sayda olanda).
=l
Coxluglarin forgi. Coxlufun tamamlayicist. A va B goxlug-
larvun forgi ela goxluga deyilir ki, onun elementlari A-ya daxil,
B - ya isa daxil olmayan elementlarinin hamisindan ibarat olsun. A
va B-nin fargini A\ B (bazon do A- B) kimi igara edirlor. Demoali:
A\B={qxe Anxe B}.

Misal. A={123.4,5} vo B={4,2,6,7} coxluglannin farqi
A\B={135}, B\A={67]}.

TORIF. Ogar B coxlugu A-nn altcoxlugudursa (BC A),
onda A\B fargina B-ni A-ya tamamlayan ¢oxlug deyarak onu
B,, yaxud B, vaya C,B kimi isars edirlor.

Ogar M=A\B iss bu o demokdir' ki MnB=0,
M U A=B. Masslan, tak adadlar goxlugu ciit adadlar goxlugunu
tam adadlar ¢oxluguna tamamlayan goxluqdur.

Cox zaman baxilan biitiin ¢oxluglan har-hansi bir geyd edi-
lan goxlugun altgoxluglan hesab edarak homin qeyd edilan gox-
lugu universal goxluq adlandinb, onu adatan U ils isara edirlor.
Ogar miiayyan bir A ¢oxlugunun mshz hansi ¢oxluga tamamlan-
mas: konkret gdstarilmirss, onda ¢oxlufun tamamlanmasi onun
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universal goxluga tamamlanmasi kimi basa diigiilir vo 4, yaxud

sadaca A kimi isara edilir, onda
A=U\A={dxe U, xe A}.

Yeri galmiskan burada vacib bir masalays — Eyler-Venn diaq-
ramina da digqat yetirak.

Coxluglar iizarinda amoallari daha ayani tasvir etmsk iigiin
onlan garti olaraq daira va ya diizbucaqh fiqurlar kimi gostarirlar
ki, bu da hamin amalleri daha yaxs basa diigmays kémak edir.
Onlarla agagidak: sakillarda tanig ola bilarsiniz.

ANB AUB
Sakil 1.2.1. Sakil 1.2.2.

B
A\B B\A ACB
Sokil 1.2.4. Sokil 1.2.5.

A . ANB =A\B
Sakil 1.2.6. Sakil 1.2.7.

Qeyd. $akil 1.1.2.6-da A" (strixlonmis sah3) universal goxlug, A
onun altgoxlugudur.

Coxluglar iizarinda tams oldugumuz amallarin bir gox xasss-
lari ila tanis olaq:

lLAUB=BUA, AnB=RnA (kommutativlik);
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2. (AUB)UC=AU(BUC),(ANB)NC = An(BC)(assosiatiy-
lik);

3. (AuB)nC =(AnC)u(BnC).(Anﬂ)uC-—-(AuC)n(BuC).
A\(BNC)=(A\B)U(A\C),A\(BUC)=(A\B)n(4\C)
(distributivlik);

4. (A\B)JUB=AUB, (A\B)U(ANB)=4.

Bu xassslarin dogrulugunu isbat etmak heg ds ¢atin deyil va
gox giiman ki, oxucu bu isin Shtssindan asanligla gals bilar.

Coxluglarin Dekart hasili. Ixtiyari A vs B goxluglarindan
A-dan bir a elementi (a€ A) va B-don bir b elementi (be B)
gotirib bunlardan (a,b) kimi isars edilon nizamlanmus ciitlor dii-
zaldak. Bunu ona géra nizamlanmis adlandiriniq ki, @ # b olanda
(a,b) #(b.a)olur.a va b clementlorini nizamlanmis (a,b) ciitinin
komponentlari (va ya koordinatlan) adlandinb a - ya birinci, b-ys
isa ikinci komponent deyirlor.

Iki (a,,b) va (ay,b,) ciitlari yalmz bunlarin uygun komponent-
lori barabar oldugda barabar ciitlor adlanir, yani

(@b} =(a;,b)) & (@, =@, nby =)

TORIF. Birinci komponenti A- dan, ikinci komponenti B - don
olmasi garti ila bitiin miimiciin (a,b) ciitlori goxiuguna A va B ¢ox-
luglarinin Dekart hasili (va ya «diiz hasili») deyilir v AXB kimi
isara edilir. Demali:

AxB={ablac Anbe B}.
Xisusi halda A =B olarsa AxA={(a,,a,)|a,€ Ana,e A} olur

ki, bunu A goxlugunun Dekart kvadrati adlandinirlar: AXA = A?.
Moasalan, R-haqiqi adadlor goxlugunun RxR=R? Dekart hasili
verilon koordinat oxlarina nazaran miistovi iizorindaki biitiin
néqtalarin koordinatlar goxlugu olur.

Coxluglarin Dekart hasilini istonilon k sayda A4,4,.....A,
¢oxluglari {iglin imumilagdirib onu .

AxAx..xA ={a,a,....a,),a,€ A,i=12,...,n}
kimi yazirlar. A = A, =...= A, = A oldugda AxAx...xA=A", yani
verilan A ¢oxlugunun k daracali Dekart hasilindan danigmagq olar.
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Bgor A va B coxluglan sonlu olub elementlori sayi uygun
olaraq n va m qadar olarsa bu iki ¢oxlugun Dekart hasilinda
nizamlanmus ciitlar say1 (yani AxB hasilini taskil edon elementla-
rin say1) n-m qadar olur.

Coxlugun Dekart hasilina aid misal géstarak.

1. A={123}, B={a.5}. AxB = {(1.4).(15),(2.4).(25).3.4).3.9)}-

2. a={x7.2},

AxA= AT = {00 DT (T2),(2.2),(2,0),(2.D)}.

Nohayat, ¢oxluglarnin Dekart hasili ilo olagedar asagidaki
xassalari qeyd edak.

1. Ax@ =@ qabul olunur;

2. AxB+BxA,(A#B),

3. Ax(BxC)#(AxB)xC;

4. (AUB)xC=(AxC)u(BxC);

5. (A\B)xC =(AxC)\(BxC).

Upgunlug.inikas. A v> B goxluglarimn Ax B Dekart hasilinin
ixtivari altgoxluglarma A va B ¢oxluglari arasinda uygunlug deyilir.

Verilan goxluglar arasinda uygunluq dedikda aslinds bu gox-
luglarin elementlari arasindaki uygunluq dilgiiniilir.

A va B ¢oxluglar arasinda har-hansi bir p uygunlugu bu
¢oxluglarin ézlarinin va bir da bunlar arasindaki Dekart hasilinin
verilmasi ilo milayyan edilir.

A-mmn x elementinin B-nin y elementi p uygunlugu gox za-
man xpy kimi isara edilir. Burada x elementina p-ya nazaran y
elementinin proobrazi, y iss x elementinin p-ya nazaran obrazi
adlanmir. Ciitlardan ibarat olub uygunlugu tayin edon p ¢oxluguna
uygunlugun grafiki deyilir. A-ya uygunlugun galis oblast, B-ys
is2 ¢ix1s oblast deyirlar.

TORIF. A coxlugunun B ¢oxluguna inikast el> uygunlugdur
ki, bunun sayasinda A ¢oxlugunun har bir elementina B goxlugunun
miiayyon bir elementini qarsi qoymagq olur; burada b elementi
a-mn obrazi, a elementi isa 6z névbasinda b-nin proobrazi adlamr.

Bagqa sizlo: A goxlugunun B ¢oxluguna f inikas: dedikda
A-mn har bir a elementina B-nin miiayyan bir elementini qargt qo-
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yan qayda diginilir va bu f:A— B, yaxud A—L— B simvolu il>
iyara edilir.

Inikasin @i¢ ndviind farqlandirirlor. f:A— B inikasinda
A-nin elementlarinin obrazlan B goxlugunu «doldurursa» (yani
f(A)= B olarsa), basqa s6zla

Vye B vs 3xe A igin (xfy) )
sorti 8danilirsa, bu siiryektiv inikas adlanir, f:A — B inikasinda
B - nin har bir elementi A - nin 3n ¢oxu bir elementinin obraz olar-
sa, yani
Vye€ B,x,x, € A lgiin

(aH)A(ef)=(x=x) vaya (f(x)= f(x))= (x,=x) )
sorti 6danildikds inyektiv inikas adlanir.

Goriindilyl kimi, f:A — B inikas: inyektiv oldugda B- nin
ixtiyari y (y€ B) elementinin A goxlugunda an ¢oxu bir proobra-
21, siiryektiv olduqda iss y-in an az1 bir proobraz var.

Hom siiryektiv, ham do inyektiv olan inikasa (ham (1), ham
(2) sartlori eyni zamanda &danarsa) biyektiv inikas deyirlar,

A — B biyektiv inikasim gox zaman A va B goxluglan ara-
sinda garsihgh birgiymatli uygunluq adlandinirlar. Bunu da qeyd
edak ki, siiryektiv inikasi bazan A-dan B zarina, inyektiv inikasi
isa A-dan B- nin daxilina inikasi da adlandinirlar.

Bazan uypunlugdan sohbat gedands miixtalif goxluqlanin
elementlori arasinda deyil, verilan eyni bir ¢oxlugun 6z elementlari
arasinda da uygunluqdan bahs edilir ki, bunu da adstan miinasibat
adlandinrlar: yani, masalan A-mn x, vo x, elementlori (x,,x,€ A)
arasindaki xpx, uyfunlufunu x ila x,-nin p miinasibati adlan-
dirirlar. Belo halda askardir ki, ’

xpx, ={(x,.x,)}e AxA= A%,

Buradan goériiniir ki, A ¢oxlugunda bunun elementlori
arasinda har hansi miinasibatin verilmasi ligiin A goxlugunun 6zii-
niin elementlarinin biitiin (x,,x,) citlor coxlugu verilmalidir.

Miinasibatlarin miixtalif névlari vardir: «unar», «binar», «tri-
nar» v ya daha {imumi n-ar miinasibst, Bunlardan an «iglayi»
«binar» adlanan milnasibatdir. Bu miinasibatda séhbat verilan
¢oxlugun AxA—— A inikasindan gedir va burada tobii ki, iki
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elementindon diizslan nizamlanmig ciitlsr r;oxlug_undan_ qamsihr
(«binar» sézii latin s6zil «bie» soziindan alimb «iki» va «iki dafon,

«takraran» monasini verir).

Miinasibatlarin bir ne¢a vacib xassalari ila tanis olaq.

Refleksiviik. Coxlugun har-hans1 ¥x€ A bir elementinin 6zi-
niln 6zil ilo p miinasibatinds olmasidir: xpx. Buna an sads misal
adadlarda barabarlik miinasibati olar; bels ki, har bir a 2dadi 6zii-
oziina barabardir (a=a).

Digar bir misal handasi fiqurlar ¢oxlugunda kongruentlik
miinasibatidir: har bir fiqur 6zii-6zii ila kongruentdir.

Simmetriklik. Coxlugun istenilon x,y elementlori (x,yeA)
ligiin (xpy = ypx) sartini 6doyen xassasidir. Masslon, mistavi fiza-
rinda verilan iki diiz xatt arasindaki paralellik miinasibati simmet-
rik miinasibatdir: (x || y) = (|| x) . Iki adadin baraborliyi da, bir-bi-
rinin aksi olmasi da simmetrik miinasibatdir: bela ki,(a=5b)=
= (b=a) va a adadi b-nin sksidirss, b adadi d> a - min aksidir.

Antisimmetriklik. A goxlugunun iki miixtolif x# y elementi
i¢lin xpy # ypx olarsa, bels miinasibat antisimmetriklikdir. Ma-
salon, haqiqi adadlor arasinda a>b minasibati antisimmetrikdir,
¢iinki a >4 miinasibatindan a <b miinasibati alinmur.

Antisimmetriklik bazi adabiyyatda simvolik sokilda belo da
yazilir: (xpy A ypx)=> (.x = y).

Tranzitiviik. A goxlugunun istonilon x,y,z€ A elementi
igiin (xpy A ypz)=> (xpz) sorti ddanarss, onda bu elementlar ara-
sinda p miinasibati tranzitiv miinasibatdir. Masalan, diiz xatt par-

¢alari ¢oxlugunda «x pargasi y-dsan uzundum va «y pargast
z-dan uzundur» miinasibatindan x pargasinin z pargasindan
uzun olmasi alimir ki, bu da uzunluglarina nazaran bu ii¢ parca
arasinda tranzitivlik xassasidir.

Baxdigimiz bu xassalsrin bu vs digarlarinin olmas: binar mii-
nasibatinin bazi tiplarini ayirmaga imkan verir, bunlardan mihiim
biri ekvivalentlik miinasibatidir,

TORIF. p minasibati eyni zamanda ham refleksiviik, ham
simmetriklik vo ham da tranzitivlik xassasina malikdirsa, onda buna
ekvivalentlik miinasibati deyilir.
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Masalen, handasi fiqurlar goxlugunda o Gnasibati
: s xsarliq miinasibati bu
xassal;nu har ﬁqﬁnt;:i dazld.lgl Tgiin ekvivalentlik miinasibotidir.
unun kimi da kasrlor coxlugunda ba abarlik ibati
buna misal ola bilor, - e
Mﬁnasibatlaf'in mithiim bir névii ds nizam milnasibatidir,
- T'c')RIF Verilon goxlugdak: binar miinasibat tranzitiviik v. an-
;fnnmnk!:k gartlorini 8dayirsa, onda buna nizam miinasibati deyi-
i,

Nizam miinasibotine aid an yaxst misal R haqigi adadlsr
soxlugundak x < y miinasibstidir. S
o Cox]uqlar_ n_ozariyyasi gox genisdir. Biz burada onun yalniz
ilkin elementlarini xatirlamagla kifayatlandik.

§ 1.3. Riyazi induksiya prinsipinin mahiyyati

~ Riyazi induksiya prinsipi riyaziyyatda istifada edilon isbat
usullanindan mihiim biridir. Odur ki, bu Gisulun mahiyystini daha
yaxs1 gorh etmak {igiin qisa da olsa, 5nca riyaziyyatda imumiyyatla
isbat prosesi, teoremlorin isbati masalasi Gizorinda dayanaq.

_ Sozﬁn geni§ monasinda isbat dedikds, bu va ya digar taklifin
haqiqiliyini asaslandirmaq @isulu basa disgiiliir. Isbatin inandinc
olmasi baslica olaraq bunun iigiin mahz hans: vasitalardan istifada
edilmasi ilo six slagadardir. Burada miixtalif elm sahslori tigiin
milxtalif vasitolordan istifads edilir. Masalon, tabist elmlarinds
gd?wn miisahido va eksperiment kimi isbat vasitalorindan genis
istifads edildiyi halda, riyaziyyat G¢lin mantiqi mithakima, mantigi
isbat iisullan xarakterikdir. Bagqa sozls, riyazi isbatin basgqa
c]ml?r'doki isbatlardan baslica forgi bundadir ki, o biri elmlarda
empirik, tacriibi yaxlamaya genis yer verildiyi halda, riyaziyyatda
teoremlarin dogrulugunun isbatinda he¢ da bilavasits eksperimen-
19, tacriibaya miiracist edilmir; ¢ox zaman iso bu he¢ mimkiin da
deyil (masalan, ancaq oleiisiiz pargalarin varligi barada teoremi
asla fiziki eksperiment yolu ila isbat etmak olmaz).

~ Riyaziyyatda ishat els bir tofokkiir prosesidir ki, burada har
bir taklifin dogrulugunu ssaslandirmaq namina ondan avvalki
malum takliflordon mantiqi ardicilligla natica gixanlir, biri digarina
“sOykanir», biri o birini tamamlayir. Nazara almagq lazimdir ki, har
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bir mantiqi isbat, o ciimladan riyazi isbat ii¢ hissadan ibaratdir:
tezis, arqument (dalil, zsmin), niimayigetdirma.

Tezis — isbat olupacaq hissadir, ham da elo hissadir ki, o hok-
moan hagiqi olmahdir. Ogar tezis yalan olarsa, onda heg bir isbat

onu asaslandira bilmaz. . .
Arqument — isbatin elo tarkib hissasidir ki, o, tezisi isbat et-

mok iigiin asasdir, zamindir va ya dalildir. Malum faktlar haqqinda
miilahiza, tarif, aksiomlar arqument kimi gotiriila bilor. Arqu-
ment haqiqilikdan alava daha iki talabi 6damalidir: 1) tezisin isbats
figiin kifayat qadar asash olmaly; 2) haqiqiliyi miistagil, tezisdan
asili olmadan tasdiglonan olmahdir.

Niimayigetdirma — isbatin iiglincii tarkib hissasidir, o els man-
tigi mithakimalardir ki, bunun sayasinda arqumentdan tezisin
dogrulugu alimir. Isbatin formas: da mohz tezis ilo arqumentin
arasindaki asihhgla baghdir.

isbatin miivaffaqiyyatls basa gatmasi iigiin tezisin dogrulu-
gunun asaslandinimast gedisinda isbat qaydasina amal edilmolidir.
[sbat gaydasi arqumentin dogrulugundan tezisin dogrulugunun
alindiini tamin edan qaydaya deyirlar. Bu gaydalar mantiq qa-
nunlan ila mileyyan edilir. Burada xiisusi olaraq nazardan gaginl-
mamalidir ki, imumiyyatl isbat edilmis bir miiddsadan digarine
kecmak avazetma qaydasina va natica gixarma (yani isbat edilmig
dslildan natica hasil etmak) qaydas: ila alamatdardir. Ovozloma
qaydasi hala aristotelgilor torafindon formal montiqds iglonmig
olan imumidan xiisusiya va fardiya kegma gaydasina, natica gixar-
ma is> klassik mantigin modus ponenus qaydasina (hipotetik
sillogizmin birinci formasina) miivafigdir («ager p varsa, ¢ da
vary, «agar p dogrudursa, ¢ da dogrudur»).

Dedik ki. biitiin hallarda tezisin isbat: iigiin istifada edilon is-
bat formasi (niimayisetdirma hissasi) tezislo arqumentin (zominin,
dalilin) méveud alagalari ila bilavasito va six suratds baghdir; buna
miivafiq olaraq da isbatin miixtalif novlarini farqlandirirlar.

Teoremin qurulusunu yada salsaq goririk ki, teoremda ar-
qument, dalil onun sarti, tezis isa onun naticasidir. isbat fisulu gort-
la naticonin (arqument ila tezisin) miinasibati il slagadar olur.

indi riyazi induksiya prinsipi, onun mahiyyati il tanig olag:
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Riyazi induksiya prinsipi va ya tisulu! teoremlarin, disturla
nn isbatinda genis surstds isti i ; iqi-

o tgsdiqlayg::?asi ladt::a istifads edilon iisuldur, onlann haqigi-

) Imi idrakin forma va metodlarindan séhbat gedanda i -
siya vo deduksiya bir-birinin aksi olub, lakin bir-lfiri |?ad:1::|1?mu:z
alaqada olan V3 bir-birini tamamlayan idrak vasitasi adlandinrlar.
ind‘ulgswa’ xususu':lan fimumiys, deduksiya @imumidan xisusiya
kegidi s.aclyyalanduan fikri proses kimi qiymatdirilir.

_Riyaziyyatda induksiya prinsipina iss iimumi elmi idrak vasi-
talori olan induksiya il deduksiyamin mantiqi isbat prosesinda spe-
sifik tozahiirli kimi baxiir. Amma bu tozahiir o daracada spe-
51’ﬁkd1r ki, burada bazi magamlar nazardan qaginlmamalidir. Bels
ki, malum qldugu iizro riyaziyyat elmi 6zii xalis deduktiv metodun
hayata kegirildiyi bir elm sahasinin klassik niimunasi kimi for-
q:alas'rnllsdlr. Riyaziyyatda isbatsiz gabul edilon aksiomlar va ta-
nﬂar_ls.usna olmagla onun biitin millahizalari (teoremlar, takliflar)
montiqi yolla isbat edilir. Bunlanin konkret tatbiglari mahz bu
isbatlardan dmumi hallar d¢lin gixanhr, ahmr ki, bu da mshz
defluks‘lyadl_r. Amma bu o demak deyil ki, riyaziyyatda induktiv
mithakims Gisulu, sezma, miigahids etma guya heg bir rol oynamur,
xalis evristik shamiyyat kasb etmasi monada o, miiayyan shamiyyat
kasb edl'r. !.,akjn bu disul imumini agkara gixartmaga kémak edan
vasita luml gxis edir. Riyazi hagiqst deduktivdir. Bas bels olan
halda riyazi induksiya metodunu isbat iisulu kimi necs gabul
etmok colm:? is burasindadir ki, riyazi induksiya termini gartidir, bu
1ﬁnctod 'aslmda deduktiv metoddur. Masaloys aydinlhiq gatirmak
iigiin riyazi induksiya metodunun mahiyyati ilo va onun bozi
tatbigari ila tanig olaq.

B Riyazi induksiya prinsipi bir isbat isulu kimi n natural ada-
di ilo bagh olan miilahizalarda isladilir; bels ki, n natural adadin-
dan asii olan A(n) miilahizasi yalmz asagidak: hallarda dogru
?lur: 1) n=1 iigiin A(1) miilahizasi dogru olsun; 2) istanilon n
iigiin dogru olmas: forziyyasinden A(n+1) miilahizasinin dogrulu-
gu alinsin (¢1xsin). '

' Matnda «riyazi induksiya metodu», «riyazi induksiya sulw» vo «riyazi induk-
siya prinsipi» terminlori eyni manada, sinonim kimi isladilir.
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Onu da xahrlayaq ki, A(l) milahizasinin (yoni teoremin
n=1 hal) ficin dogrulugunun yoxlanmast rivazi induksiya meto-
dunun baglangic marhalosi olub «induksiyanin bazisi», ixtiyari n
ficiir, teoremin dogrulufunu gabul etdikds bu forziyyaden onun
n+1 iigiin da dogrulugunu almaq (isbat etmak) marhalesi is9 in-

duksion kegid (sigrayis) adlamr. .
Buraya onu alava edak ki, avvalon, agar miilahiza (teorem)

manfi olmayan tam adadler goxlufu il slagodardirsa, onda induk-
siyanin bazisi A(D), yani n=0 hahmn yoxlanmas: ilo baglamr.
fkinicisi da riyazi induksiya fisulunun ikinci moarhalasini hoyata
kegiran zaman teoremin n (n=4k) ugun dogrulugunu gabul edib
n+1 (n=k+1) iigiin isbat etmak avazine aksar hallarda teoremin
dogrulugunu n—1 igiin gabul edib n figlin isbat edirlar ki, burada

heg bir gabahat yoxdur. -
Nshayat, onu da geyd edok ki, induksiyann bazisinda ¢ox

zaman tokes n=0, 1 hal ila kifayatlenmayib aydinliq namina isba-
t1 tolob edilan miilahizanin dogrulugu r=0,1,2,3 va s. xiisusi
hallar: ficiin yoxlamlir (bela olanda iimumi hali daha asan sezmak
olur). Lakin bununla bela tokca bu birinci marhala ils, yani induk-
siyann bazisi ilo kifayatlanib ikinci marhalaya (induksion kegida)
etina etmamak yanlis naticaya gatirib gixara bilar. Riyaziyyat tari-
xinds bela hallar az olmarmisdir. Bu masalays xlisusi diggat yetiran
dahi riyaziyyatgilardan L.Eyler x*+x+41 fichodlisina nazari calh
ctmisdir. Burada x =0 qiymotinds 41 sada adadi, x =1 giymatinda
43 sads adadi alinir. Bunun kimi da x=2,3,4,5,6,7,89,10 giymatla-
rinda iichadlinin giymati uygun olaraq asafidaki sads adadlar olur:
47, 53, 61,71, 83,97, 113, 131, I51.

Bu yoxlanan xiisusi hallara asasan sanki bu naticaya galmak
olardi ki, «x dayiseninin bitin monfi olmayan tam qiymatlari
ficiin x°* + x+4! tichadlisi sada adad olur».

Amma t20sstif ki, bu hokm heg da dogru deyil. Eyler gostarir
Ki. bu hokm ancag x=23,...,39 qiymatleri iigin dogrudur, x=40
qiymatinda iichadli 41° adadi olur ki, bu da sads adad deyil
(r+x+41=40" +40+41=40(40+ 1) +41=40-41+ 41 =
=41(40+1)=41-41=41").

Olbatta, bazan xisusi hallara asason diizgiin natics ds almag
olur. Masalan, asagidaka comlars diggat edin;

e 5 At 2
LR o MR oy &
VNS WD - £ 1t 1.1
Sy=—F+—+—==: e — — ——-—4 4
¥ 12" 4.3 28 4’5‘ 1272334735 35°
£ . ¥ . 1.3 L 5§
Se—p—t e p—— =
=12 23 34 &3 56 6 "

3
Ogar bunu ixtiyari n haddin comi iigiin yazsaq va
S =L+—1-+—l——+ + .
" 1.2 2.3 34 7 n(n+l)
comi figiin xiisusi hallardaki milsahida etdiyimiz qanunauygunlugu
nazars alsaq agagidakini yaza bilarik:
= e 1 n
S 1-2+2-3+3-4+"'+n(n+1)'n+1' M
Xiasusi hallar Ggiin miisahids etdiyimiz ganunauygunluga
asasan yazdifimz bu distur dogrudurmu? Bali, xoshaxtlikdan bu
dogrudur. Amma bels xos tasadiiflar hamisa olmur.
Masalan, riyaziyyat tarixinds gorkamli yerlordan birini tutan
bdyiik fransiz alimi P.Fermanm adi ila bagh olan asafidaki adada
diqqgat edak:

F=2"+1. )

n=123,4 giymatlerinds bu adad sada olur. Buna ssasan Fer-
ma belo yanhs fikro golibmig ki, bu adad n-in butan natural giy-
motlerinds sads adoddir. Amma ondan texminsn bir asr sonra
L.Eyler bunu n=35 giymsatinds qoxlayarkan y

F, =27 +1= 4294967297 = 6416700417

adadinin miirakkab oldugunu gosiarmigdir.

Buna oxgar hadiss béyiik alman alimi Leybnisin adi ilo baghdur.

Leybris isbat etdi ki, n’—n adadi 3-5 (n—natural adaddir),
n' —n adadi 5-9, n" —n adadi 7-yo balliniir. Bu xiisusi hallara ssa-
son o ixtiyari k tak odadi vo n natural ododlori digiin n* —n forqi-
nin k- ya boliinmasi milahizasini irali siiriir. Lakin tezliklo o 6zl
tapdi ki, 2° —2=510 adadi heg da 9-a bolinmilr.
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Riyazi induksiyanin 2-ci marhalasini totbiq etmadikda baxi-
lan miilahiza va ya teoremin dogrulugunu ancaq yoxlanan xiisusi
hallar Gigiin tosdiq etmak olar. Ikinci marhald, yoni teoemin n
igiin dogrulugunu farz edib, n + 1 figiin isbat eda bilirikss onda go-
bul etdiyimiz farziyys farziyysliyindan xilas olub dogru hékm kimi
tasdiglonir, ham da teorem bitiin n-lar iigiin dogru olur. Demali,
0. ciddi suratds isbat edilmis olur.

indi tutaq ki, induksiyanin bazisina yox, takca ikinci marha-
lasina amal etmisik. Bu halda yanhs natico alinacagina aid misal
gostarak.

TEOREM. Hoar bir natural adad éziindan bilavasita sonra ga-
lan natural adada barabardir.

iSBATI. Farz edok ki, k=k+1, 3)

gostarak ki k+1=k+2. “)

Bilirik ki, har bir sonra galan natural adad Hziindan avvaldaki
sdsddan bir vahid bdyiikdiir. Onda (3) barabarliyinin har torafina
| slava etmokla (4)-ii aliriq. Demali, bela guxar ki, n=k tgin dogru
oldugunu farz etdiyimiz hokmdan onun n=k+1 figlin dogrulugu
alimir: «teorem biitiin - lor iigiin dogrudur». Teorem «isbat olun-
mus» sayilir, Bu teoremdan isa 6z névbasinda bels bir yanhs natics
alimir: «biitiin natural adadlar bir-birina barabardir». Sshv ondadir
ki, burada teoremin dogrulugu n-in bazi xiisusi qiymatlorinda
yoxlanmayib, yani induksiyanin basizina mahsl goyulmayib.

Bela misallarin sayini artirmaq olar. Bunlar onu gostarir ki,
haqigatda riyaziyyatda xisusi hallardan migahida yolu ila (adi ma-
nada bu induktiv metoddur) iimumi halin hokm edilmast hamigo
dogru olmur. Hoar-hansi deduktiv mithakimani do bitin hallar
iigiin hamisa dogru qabul etmak olmur. Burada induktiv va deduk-
tiv metodlar bir-birini tamamlamalidir. Bunu riyazi induksiya tisu-
luna aid etdikda demaliyik ki, riyazi induksiya fisulunun tatbiqi za-
mant onun hékman har iki marhalasina amal edilmalidir. Ancaq
bundan sonra iimumidan biitiin xiisusi hallarin shata eds bilmasin-
dan danigmagq olar.

Riyazi induksiyanin prinsipial mahiyyatini yaxs: dork etmak,
onun shamiyyatini diizgiin giymatlondirmak figiin bir-ne¢o misala
baxaq.

|. Dvvalca yuxarida baxdifimiz misal xatirlayaq.

Biz orada bir sira xiisusi hallar, yani
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comi iiglin

dilsturunun dogrulugu barads danigdiq.

_lndi isa giibho yeri galmamasi namina riyazi induksiya prin-
sipinin tolobina uyfun olaraq n ii¢iin dogru olan bu disturun dog-
rulugunun gabul edilmasinden onun n+1 dg¢lin ds dogru ol-
dugunu gostarak, yani gdstarak ki,

N A 1 1 _n+l

S 13*33 54 amaD  iDarD) nea

Demsali, avvalann =1 iigiin diisturun dogrulugunu yoxlaymng:
1 1

S]:—:-,

sonra diisturun n =k iigiin dogrulugunu gsbul edirik, yani
k
S,=——
bok+1
oldugunu farz edirik vo nahayst disturun n=k+1 tgin dogrulu-
gunu, yani

k+1
Smmmn
M k42
oldugunu isbat edirik, yani:
S,,,=L+—l-+——]—+...+ . + 22
1-2 23 3.4 k(k+1) (k+1)(k+2)
oldugundan
1
Sy =8 +—mm—;
T e+ 1)k +2)
burada da

k 1 K+2k+1 (k47 k+]

S*z—-]- = = g i
MTEEL (+D)(k+2) (k+D(k+2) (k+1)k+2) k+2
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Belalikla, bizim yuxanda goldiyimiz natica, yani S, =%I
n
diisturu n- in biitiin natural giymatlari G¢iin dogru imis.

Burada onu da geyd edak ki, ikinci marhalads (induksion ke-
¢idda) qisa olmasi namina bazan & parametrini daxil etmadan n
ficiin dogrulugu forz edilon miilahizadan birbaga n+1 {iclin isbata
kegilir.

n(n+1)

r]
. 2. P+2°+3+,..40 :[ ] borabarliyini isbat edok.

n=1,2 igiin yoxlayaq:
2 2
1’:['“”’} 1, l,+2,=[2(2+1)] =9
2 2

alinig.

Indi ixtiyari n tgiin diisturun dogrulugundan onun n+1 dgiin
dogrulugunun alindigin gostarak.

2
l‘+2’+33+...+n1+(n+1)]=[ﬂ(L;l—)J +(n+D)’=

_ni(n+1)+4n+1) _(n+D)’(n' +dn+4d)

4 4
(n+1)*(n+2)" _[(n+1)(n+2) i
22 2 y
2
Demali, I’+2’+3’+...+n’+(n+1)’=[.(L§”+21] .

Qeyd. Bgar burada S = I4-2+3+...+1|':=M oldugunu nazs-
ra alsaq: ’
SP =P +22+3 4,40 =[Sj"]2.

Bazi riyazi adabiyyatda «tam olmayan riyazi induksiya» va

«tam r_iyazi indl.‘lksiya» terminlari isladilir. «Tam olmayan riyazi
induksiya» termini' adatan induksiyanin bazis hissasina (marhale-

! Bazi muallifiar bunu «empirik induksiya» adlandinrlar (masalon bax: Kypaut
P. 1 Pob6un I. Yro Takoe maremarika., 1967, crp. 34.
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sina), tam riyazi induksiya is> ham bazis, ham ds induksion sigra-
15 hissasinin (marhalasina) vahdatina aid edilir.

Tam olmayan riyazi induksiya anlayiginin isladilmasi barast
qazandiran maqam odur ki, yuxarida geyd etdiyimiz kimi tam ri-
yazi induksiya metodunun genis tatbigi heg da induktiv metodun
evrastik shomiyyatini inkar etmir. Bu iso onunla slagadardir ki,
induktiv metod vasitasi ila, yani xiisusi hallar Gzerinds apanlan
milgahidalorin kémoyi ilo gox zaman Gmumi ganunauygunlugu
sezmak, imumi millahizs, farziyys irsli siirmak miimkiin olur.

Riyaziyyatda xiisusi hallan aragdirmagla bunlann komayi ila
{imumi qanunauygunlugu sezib agkar etmak qabiliyysti mihim yaradi-
allqdmnﬁkinﬁyfﬂmkqiynnumdirﬂir.mﬁmisaﬂmmﬁ:mmk,

a) §,=11+212+33+...+ntn caminda asafdak: xiisusi hallara
diqgat yetirak:

S, =tl=1; S, =JL142:2=5; §;=141+22+343=23;
S, =1L1+212+3134 444 =119 vas.
Bu xiisusi camlarda bela bir ganunauygunlug sezmak olur:
S, =2-1; 8, =3-1; §;=4+1; §, =51 vas.
Bu ganunauygunluq asafidaki forziyyani sdylomaya imkan verir.
S, =(n+N)-1.

Lakin bunun forziyys deyil, dofru bir diistur olmasini riyazi in-
duksiya fisulu tssdiq va ya takzib eds bilar (isbat edin!).

b) Asagidaki baraborliklara nazar yetirak:

1=1,

1+3=4,
143+5=9,
1+3+5+7=16,
1+3+5+7+9=25,

Tok natural adadlar ardicilliinin xiisusi camlari olan bu barabar-

liklardan sezmak olar ki:
14345+ T+...4(2n=-D=n".

Siz da bu farziyysnin dogrulugunu riyazi induksiya Gisulu ila isbat edin.

Belo misallar ¢oxdur. Xisusi ilo da adadlor nozariyyasi tarixin-
da o qadar faktlar var ki, onlar mahz induktiv metod sayasinda kasf
edilib. Masalon, dahi riyaziyyatgilar L.Eyler, K.Qauss miiayyan bir
adadi qanunauygunlugu agkar etmak namino minlarl> misallar, xi-
susi hallan arasdirmislar. Amma bununla beld onlar unutmurdular
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ki, sonlu sayda hallar iigiin dogru olan bir hékm sonsuz goxluga aid
etmak hamisa ugurla naticolonmir. Odur ki, onlar xiisusi hallarda
sezdiklari ganunauygunlugun isbat: qayfisina da qalirdilar.

Bazan bela da olub ki, bir alimin induktiv yolla irali siirdilyii
farziyys digari tarafindan isbat edilib. Masalon, Fransiz riyaziyyat-
¢is1 J.Bertran xiisusi hallara asasan belo bir forziyys soylayib ki,
n>3 oldugda n ilo m—1 natural adadlari arasinda heg olmasa bir
sada adad hékmon var. Miisahidalor naticasinda séylenan bu far-
ziyyani 40 il sonra rus riyaziyyatgis: P.L.Cebisev isbat etmisdir.

Riyazi induksiyaya aid daha bir nega misala baxaq.

sinZtly

1) sinx+sin2x+...+sinnx= siﬂﬂzr1 disturunun dogru-

sin g

lugunu isbat edak.
ISBATI. n=1 igiin dogrudur, yani:
sin l—;ilx

sinlx= -sinx=sinx.

sin %
n=k lgiin dogrulugunu gabul edak, yani:

) sinktly
sin x+sin 2x+.‘.+sinh=4—-sin% :

sing—
Onda n=k+1 iigln
) ] sinktly
Slrl.t+SI:I12.\‘+...+Sil1kr+sin{k+l]x=—JL'Siﬂ%+8iﬂ(k+l)X=
sin=
2

sin Lilj Sll'l&!-

=—2 2 iogpktl > +1, cos%x=sinmxx

san%r 2
nkl ke k42 kx
sin sin £% 4 sin —sin
x| —2— 4 2c0sketly fwsinkl, T2 T g FTHRG
Sl“'i: 2 sin.!
2 2
k+2
sin®te ¢
= 2 Sin£+ x,
sin% 2

yoni barabarlik n=k +1 tigiin do dogru olur.
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2) n>1 Ogiin :};+7‘5+...+71;>JH Barcialiis b GlA.,
lSBATI. n=2 ﬁqﬁn yoxlaqu

1=2 J2-1 !
T T—I+T \E+J-=—T— 'J_—T ﬁ.

J_l 2 >+/2 olur.

0
burada T > oldutlmdan 75—

Demali, n=2 iigiin berabarsizlik dogrudur, yani
1 1
+—u>2
W2
Indi farz edsk ki, barabarsizlik n=k igin dogrudur:
1 1 1
bt >k
A A
Géstorsk ki, n=k +1 figlin do dogrudur, yani gostarak ki:
1 1 1
=t b=t >ak+1.
N R Jea
(1)-inh=mraﬁm J.u ~Jk forgini slava edak:
+ot =tk +1 -Jk> k+lc+1 J_
T T T

)

buradan
1 1 1
s k+ 1=k >k+1,
T AR
yaxud
W L Wi Ve +4k)
A AT R T v
vaya
1 1 1
k+1 aling.
B i e P
Burada
1 1 ”
1d n
Jk+1+3k<3k+l & uguucﬁ
-1+l+...+l+ : >yk+
AR Jen
alinir.
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§ 1.4. Vektor anlayisimn cabrda iimumilagdirilmasi,
n - dlgiilii vektorlar, onlar fizarinda amallar,
n — dl¢iilii vektorlann arifmetik fazas:

Vektor anlayist ila oxucu maktab riyaziyyati kursundan ta-
msdir: elementar handasada vektor istigamatlanmis parcaya deyi-
lir. Amma bununla bels analitik handass ila tamishq gdsterir ki,
vektor nizamlanmig adadlarin kémayi ila da saciyyalana bilar. Bela
ki, bir miistavi iizarinda yerlagon istiqgamatlonmis parganin — vekto-
run tayin edilmasi ti¢iin nizamlanmus iki adad, fazada vektor ¢ ni-
zamlanmig adadls - bunun uc néqtalarinin koordinatlar — miista-
vinin koordinat oxlari iizarindaki proyeksiyalan vasitasila tayin
edils bilir.

Vektor anlayis: fizikada komiyyatin nainki tokco adadi qiy-
matini, ham da o kamiyyatin istiqgamatini ds xarakterizs edan anla-
y;s kimi saciyyslonir, buraya birinci névbads siirat va tacil misal
olar.

Vektor anlayisinin cabrda iimumilagdirilmasi figiin asas naza-
r1 zamin budur ki, avvalan, har bir vektor miistavida (ikidlgili fo-
zada) va fozada (ligolgilii fozada) uygun olaraq milayyan nizamla
gotirilan iki va ii¢ dena haqiqi adadin kémayi ila tayin edils bilir,
bu nizamlanmis adadlarin «citliyiini» va «iigliyiinii» adstan miis-
tovide a=(a,.4,), fozada a=(a,,a,,a,) kimi yazib métarizadaki
nizamlanmis adadlori onun koordinatlari va ya komponentlari
adlandinrlar. Ikincisi da, bu vektorlarin toplanmasinda va bir A
adadina vurulmasinda bels bir qanunauygunlugun sahidi olurug
ki, mistavida verilan a = (a,,a,) v B =(b,b,) vektorlar igiin:

a+p=(a +b,a,+b,),
Aa = (Aq;,2a,),
fazada verilan « = (a,,a,,a,) va p=(b,b,,b,) vektorlan figiin iss,
a+P=(a,+b,a,+b,,a,+b,),
ha = (Aa),Aa,,Aa,) .

Bu yaziliglarin har birinda vektoru tayin edon adadlorin mil-
ayyan nizamla gétiiriilmasi (masalon fazada birinci a,, ikinci a,,
G¢iincii a,) nazardon qagirilmir va aydin olur ki, xitsusi halda miis-
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tavida vektoru iki adadin, fozada isa i adadin nizamlanmuy sistemi
tamamila toyin edir. Lakin bunu da unutmaq olmaz ki, mexanika-
da, handasonin 6ziinds, fizikada elo masalalar qarsiya guxir ki, ora-
da dyranilon obyektlor daha gox, masalon dord, bes, a‘lu va s. hagi-
qi dadin nizamh sistemi ila tayin edilir. Kiira buna mlS?] olar, be!a
ki, kiironin vaziyystini fazada dord adadin nizamli sistemi tayin
edir, bu adadlardan {ich onun markazinin koordinatlar, dérdunci
adad is onun radiusudur. Bark cisimlarin fozada vaziyyatini isa al-
1 dans nizamlanmig haqiqi adad tayin edir: burada nizamlanmg i¢
haqigi adad bu cismin markazinin koordinatlari, mrks?.qan k'cqan
har-hans: geyd olunan oxun istigamati (ii¢ dona ydnaldici kosinus-
lardan ikisina aid olan iki adad) va nahayat, hamin ox atrat'l_nda
dénma bucag:. Bu misallar gdstarir ki, vektor anlaytsmllﬁqmmﬂa_s—
dirmok lazim gslir va cabrds bunu yuxanda gdstardiyimiz zamin
ssasinda onun analoqu kimi imumilagdirmak olur.

TORIF. n dona a,,a,,...a, haqiqi sdadlarin nizamlanmis siste-
mina n-algiilii vektor, hamin adadlara bu vektorun koordinatlar: (va
ya komponentlari) deyilir va

a=(a;,8y,-14,)
kimi igara edilir.

Cabrs aid adabiyyatlarda n-dlgild (a,.a;,....a,) vektorunu
¢ox zaman «uzunlufu n olan satir vektor», yaxuc! onu ((hl?mdi.'lrlﬁ-
yii n olan siitun vektor» adlandinb asagdaki kimi isars edirlar:

a
a4

a,

Bozon bunlara «n-dlgili odadi vektor» avezind sadaca
olaraq «uzunlugu n olan satir» (va ya «siitun») da deyirlar.

Bozi mitalliflor n-i, yani koordinatlann saywm garti olaraq
vektorun «dlgiisi» da adlandinirlar. Qeyd edak l_u, n_-plﬁ;ulu vek-
torlar #izarinds amallar, onlarin xassalorini, tatbiqlarini oyra_nmak
baximindan bu adlar sartidir vo hansi ad1 gabul etmak mahiyyata
heg ds xslal gatirmir.

n- o¢iili vektora aid misal gostorak.

Hoaqiqi smsalli n- machullu
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ax tax+..+ax =b
Xatti cabri tanliyin har-hansi bir
X =C X3=C3 ey X,
halli, yani machullanin tanliyi 6dayan ¢,,c,,...,¢, qiymatlarins n do-
na haqigi adedin nizamlanmis sistemi kimi baxib bu halli
@ =(a,.q,....a,) kimi yaza bilorik. Aydindir ki, bunu n uzunluglu
satir, yaxud sadaca adadi va ya «satir vektor» adlandirsaq da moss-
lanin mahiyyati dayismoz, yani a = (a,,a,,....a,) bu tanliyin hallinin
yazilis sakli olur.
Dabha bir orijinal misal n machullu xatti bircins
ax+ax,+..+ax =0
tonliyinin sol tarafi olub, a,,a,,....a, adadlari ils Xy Xy X, doyi-
sanlarinin kémoayi ils diizaldilon va cabrda «xatti forma» adlanan
f=ax +ax,+..+ax
bircins xatti ifadoni géstarmok olar. Bu xatti forma koordinatlan
bu formanin amsallari olan (a,a,,...,a,) vektoru vasitasils birqiy-
moatli olarag tamamils tayin edils bilir, Oksina, har bir n-Sl¢ila
vektor yegana bir xatti formam tayin edir. Bunlann xassalsri bir-
biri vasitasila Syranila bilir.

Indi isa n-6lgiilii vektorlar iizorinds tayin edilon toplama va
adada vurma amallari va onlann xassalari ila tams olaq.

TORIF L.Uygun koordinatlar: bir-birina barabsr olan iki
a=(ayas;....a,) vo B=(b 1:02;... . :b,) vektorlarina barabar vektorlar de-
vilir, yani

(@=P) & (a,=b), i=1n.

Toarifdan bilavasits aydin olur ki, yalniz eyni élgiilii (eyni
uzunluglu) vektorlarin barabarliyindan danismag olar.

TORIF 2. u=(a,;aq, sen@,) va B=(b;b,...;b,) vektorlariun
uygun koordinatlarimin camindon ibarat olan vektora bu vektorlarin
cami deyilir vo a+B kimi isara edilir, yani:

a+f=(a +b;a, +byi...a,+b,) 1)

Bu tarifdon da aydin olur ki, yalniz eyni 6l¢iilii vektorlar

toplamagq olar.

TORIF 3. a=(a,;a,;..;a,) vektorunun ixtiyari A adadi il> ha-
sili koordinatlarimin hanusimn bu adadla hasillarindan ibarat olan
vektora deyilir va bu \-a kimi igara edilir, yani:

Aa=(a;;a,5..:a,) = (Aa;;0a,5..:0a,) .

n-&lgili vektorlar ¢oxlugunda sifir vektor va verilan
vektorun oksi adlanan vektor anlayglan vardir.

Koordinatlan: sifirlardan ibarat olan vektora sifir vektor
deyilir. Sifir vektoru adatan 8 ilo isars edirlar:

0=(0,0:....0).

Koordinatlaria = (a,;a,;...;a,) vektorunun aks isarali koordi-
natlarindan ibarat olan vektora o-mn aksi deyilir va—a il isars
edilir, yani:

—a=(-a-a,;...;-a,).

Buradan n- 8l¢iilii vektorlar Gizarinds toplama amslinin tarsi
olan ¢ixma amalinin varlif ils rastlasing, yeni: a-p=a+(-p), ya-
xud: a=f=(a,-b;a,-b,;...;a,-b,).

Vektorlar fizorinda toyin edilon amallarle tamshq onlarda
agagndaki xassalorin oldugunu agkar etmoays imkan verir:

a+Pp=p+a (1) toplamada kommutativlik

(yerdayigma) xassasi,
(a+P)+y=a+(B+y (2) toplamada assosiativli_k
(gruplagdirma) xassasi;
a+B=a (3) sifir vektorun xassasi;

a+(-a)=0 (4) aks vektorun xassasi;

MatP)=AaxtiB (5) adadin vektorlarin cabri camina nazs-
ran distributivlik (paylagdirma) xas-
sosi;

(A £2)a=Ahatha (6) adadlarin cobri caminin vektorla
hasili ila distributivlik xassasi;
Ara=r0,0 (D adadlarl? v_cklorun _hasilinda
assosiativlik xassasi;
lra=a (8) vahidls hasili. o
Bu xassalarin dogruluunu bilavasita yoxlamagq yolu ila isbat
etmak olar. Masalan, toplamada kommutativlik, yaxud yerdayig-
m3 ganunuau yoxlayaq. Barabarliyin sol tarafi:
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a+P=(a +b;a, +b,;...;a, +b,);
barabarliyin sag torafi:
B+a=(b +a;b, +a,;...;h,+a,).

Bu vektorlarin koordinatlan uygun olaraq a, va b, (i =f;3)
adadloridir va bunlar iigiin @, +b =b +a, (i=1,n) xassasi dogru-
dur, ona géra a+p=p+a.

(A, £4,)a=Aati,a xassasinin dogrulugunu isbat edak.

Borabarliyin sol tarafinds
(A xA)a=R 24, )Ma:a,5..:a,) =

=((A xA,)a,; (A £ h,)a,;.... (A £A,)a,) =
=(Ma, th,a;0a, t),a,;...;0a, tAa,),
sap torafda isa
hatha=x (a;a,...;a,) A (4 a,..5a,) =

=(Ma, £h,a:Ma, th,a,;... 04, £h,a,)
alariq. Demoli, har iki torafds eyni vektor alinir. Bununla da xassa
isbat olunur.
Sifir va aks vektorlarla alagadar olan asafidaki xassslorin
dogrulugunu da géstarak.

a+0=(ag;:a,..:a,)+(00..:0)=
=(a,+0;a, +0;...;a, +0) = (a,;a,;...,4,) = a,
a+(-a)=(q:a,:...a,) +(-a;~a,;..;~a,) =
=(a,—-a;a,-ay;..;a, —a,) =(0,0,..;0) =8.
TORIF. Toplama va adads vurma amallarinin tayin edildiyi bii-
tan n-dleilii vektorlar goxluguna n-élgiilii vektorlar fazasi va ya
vektorlarin arifmetik fazasi deyirlar.

Yuxarida gostorilon xassalarin kémayi ila n- dl¢iilii vektorla-
rin arifmetik fazasinda

0-a=0 ()
(-1)-a=-a (12)
a-0=0 (13)
barabarliklarinin, habela
Ax=8 oldugdaya A=0,yada a=80 (14)
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oldugunu asanhgqla isbat etmok olar.
n-olgili vektorlarin arifmetik fazasinda vektorlarin vurul-
masi amali tayin edilmamisdir.

§ 1.5. Matrislor haqqmnda ilkin malumat

TORIF. s-n sayda adsdlor ¢oxlugundan dizbucaglh soklinds
diizaldilmis cadvala matris deyilir va onu

Gy Gy --- Gy 4 Gy .. 4y, a, 4y...q,
185 08y, )mud a?la'ZZ"'aZu vayaxudda ay an Oy,
a,a,..a, a,a,..a, a,a,..a,

kimi igara edirlor.!

Cadvali taskil edon vo a; soklinds isars edilan adadlora
matrisin elementlari deyilir (bu element «a i- ji» kimi oxunur).

Ufgi vaziyystdo yerlogon elementlor matrisin satir, saquli
vaziyyatds diiziilon elementlar isa onun siitun elementlari adlanir.

Matrisin elementlorini isars etmak iigiin istifads edilon a har-
finin i, j indekslari (yoni, onlan farglandirmak @igiin onun agagisin-
da kigik yazlan i, j adadlari) uygun olaraq onun satir va siitun
némralorini gostorir. Masalan, a3s elementi (burada i=3, j=5) matri-
sin 3-cil satir v 5-ci siitun elementi oldugunu, basqa sozla, o 3-cii
satir ilo 5-ci siitunun kasigdiyi yerds durur.

§ satir va n siituna malik olan matrisin ixtiyari a; elementi
tgiin i va j indekslori i=12,...,s va j=12,...,n qiymatlarini alr.
Qisa olmas: iigln bazon matrisi |[a,|| vo ya [g,], yaxud (a,)
(i=12,...,5; j=12,...,n) kimi isara edirlar. ’

Sortlagok ki, i=12,...,s va j=12,...,n yazhslarim da qisa
olmasi namina uygun olaraq i = Ls, Jj= Ln kimi isars edak.

Adaton matrislori A,B,C,M,S, T va s. iri latin harflari, bunla-
rin uygun elementlorini is3 a;,b;,¢;,m;, 5,1, ¥3 5. kigik latin harf-

lari ils igara edirlar.

! Matrisin elementleri adedler deyil bagqa riyazi obyektlor do (funksiya ve onun
inteqrali ve s.) ola biler. Biz halelik elementleri haqiqi adadlor olan matrislar bare-
da ilkin anlayiglaria tami§ olacagiq.
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Matris iigiin gabul edilon isarslordon bizim kitabda birindan,

masalan,
@) Q.- 4y,
A =% G -Gy , yaxud qisaca: A :Iqull (i=ls, j=Ln)
a,a,...a,

istifada etmayi gartlagak.
Elementlari adadlor olan matrislari adadi matris adlandinrlar.
Matris s dona satir, n dana stitundan ibaratdirsa, buna sxn 6l-

¢ulu diizbucaqh matris deyarsk onu A,,, = "aﬁ," kimi yazirlar. Masalan,

a x
ay ap 4 Gy b 10 326 1
A=ﬂjxn an “zsﬂu-3=¢‘2.c=|35_2074

h Gy Ay Ay d u

e v

matrislari uygun olaraq 3x4,5x2,2x6 &l¢ild diizbucaglh matris-
lardir va bunlar uygun olaraq A,,, B, ,C, kimi isara etmak olar.
Satirlari ilo siitunlan sayi eyni olan (yani s = n) matrisa kvad-
rat matris, n-2 isa bunun tartibi deyilir.
Moasalan,
by by by be b
2y B iy By g
aslen 2ol m=ou b by b ).
41 baz b43 b“ bﬁ
51 b2 by by by
A matrisi iki-tartibli, B isa bes-tartibli matrislardir.
Xiisusi halda matris bir satirdan vo ya bir siitundan ibarat ola
bilar:
b
oy @ .. a. |%].

b

Bunlar uygun olaraq «satir matris» va «siitun matris» da
adlandinirlar. -

Belo xiisusi hal bizi matrislarlo six slagasi olan «n- 8lgiili»
vektor anlayisim bir daha xatirlamaga sévq edir. Bels ki,
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8, 8y...0,,
A” =| GGy -0y,
a,a,..a,

matrisinin har bir satrina koordinatlan bu satrin uygun elementlari
olan n-6l¢hlidl vektor, har bir sitununa iss koordinatlan bu siitu-
nun uyBun elementlori olan s-&l¢iilii vektor kimi baxa bilorik,
¢iinki stitunlar n dona adadin, satirlor isa s dans 2dadin nizamlan-
mug sistemidir.

Biitdvliikds A_, matrisinin 6ziina sn Slgula adadi vektor ki-
mi baxa bilarik.

Xiisusi halda n-tartibli kvadrat matriss n® Slgiila vektor vo
a =(a,,;853--+a;,) Vektoruna I1xn lgiilii bir matris kimi do baxa bilorik.

Demali, yalmiz bir satir va yaxud bir situndan ibarat olan mat-
rislar figlin bozan «satir-vektom va «siitun-vektor» terminlorinin islo-
dilmasi taacciib dogurmamalidir. Bu baximdan hor-hansi sxn dlgiila

a” Gy .- aln

A, =% %%

3. @yl
matrisinin har bir satri onun n uzunluqlu satir-vektoru olub ham-
s1 biitévlitkds bu matrisin s dana vektordan ibarat olan n - 6l¢tld

o, =(a,:8y5:-1@,,) »

oy = (a383203,)

u'l = (all:asl;"‘;a.w)
satir-vektorlar sisteminin, s uzunluglu n dsna n-&l¢ili

By = (a)3843+34,,) 5

B: =(a;:8,1.34,,)

Bn = (atn:'ah;'“;an)
vektorlar isa bu matrisin siitun-vektorlar sistemini tagkil edirlor.

Onu da geyd edok ki, ayanilik namina bu situn vektorlan
bazi adabiyyatlarda asagidaki kimi yazmag daha magsadouygiun
sayirlar: .
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al ! alz aIn

ﬂ|= a:u -B2= ﬂ:n s e ﬂ.= a?u I

a, a, a,

TORIF. Olgiilori va uygun elementlari bir-birina barabar olan
matrislara barabar matrislar deyilir. .

Kitabin miivafiq bolmolerinds matrislarin bezi xiisusi névlari,
matrislar fizarinda amallar, bunlann xassalori, tatbiglari, matrisler fizs-
rinda gevirmalar va s. masalalor Gizarinda nisbatan strafl bohs edilacok.
Lakin burada biz zarurst iiziindan halalik matrislarin bezi vacib névls-
ri, habelo onlar iizarinda apanilan bir gox gevirmalar barads qisa malu-
matla kifayatlonirik. Bu zarurat onunla baghdir ki, burada tani ola-
cagamuz bilgilardan istifads edacoyimizin tezlikls gahidi olacagsimiz.

TORIF. Elementlorinin hamusi yalmz sifirlardan ibarat olan
matrisa sifir matris deyilir,

Sifir matrisi adatan 0 il isaro edirlar:

00..0
0=l0 0 ... 0]
00..0
Goriindilyii iizro sifir matrisin satir va siitunlan sifir vektor

amala gatirir.

Matrisin har hansi bir satrinin (siitununun) elementlari hami-
s1 sifirlardan ibaratdirsa ¢ox zaman homin satri (situnu) qisaca
olaraq «sifir-satir» («sifir-siitun») adlandinirlar.

Demoli, sifir matrisin satirlori (siitunlar) hamis: sifir-satirdir
(sifir-stitundur).

Matrislorin vacib névlarindan biri «pillali matris» va onun

bazi xuisusi hallandir.

TORIF. Asagidak: sartlari ddayan matrisa pillali matris deyilir:

1) i-ci satrinda ilk sifirdan fargli element k-1 yerdadirss
(yani, bu satrin k-1 siitun ila kasigdiyi yerdadirsa: a, #0), onda
onun sonraki (i +1)-ci satrindaki ilk k dena ardicil diiziilon ele-
mentlar sifirlardir (a,,, =a,,, =...=a,,, =0) (bagqa sdzls, m3se-
lan, i-ci va (i+1)-ci satrinda ilk sifirdan farqgli elementlor uygun
olaraq k, vo k,, -cisitunlarda yerlasirlor vo onda k, <k, ).
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2) i-ci satrin elementlari hamis: sificlardan ibaratdirss, onda
onun ;onn?ah (i + 1) - ci satir elementlari hamisi sifirlardan ibaratdir.
orifi daha da oyanilogdirsok, deyilon gortlorin 6danmasi o
demakdir ki, pillali matrisda sifir satirdan sonra galan satirlor sifir
satirlar olur va hor-hansi bir satrinds sifirdan farqli elementdan
bilavasita solda, hom ds yuxanda dayanan element sifir olur, yani
masdlan, burada a, #0 iss, onda a_, =0, g,,,, =0 olmahdur.

Moasoalon,

Torifa ssasan asafidaki A, A,, A,, A, matrislorinin do pillali
matris oldugunu yoxlaya bilarsiniz:

é';?g.__ 10-10
A= yA=01 011,

0 001 6 id

0 000

1010 &
A= 00104 A=l oo

0000 4

Xiisusi halda sifir matris d» pillali matris sayilir,
Matrislarin bir novil da pillali matrisin xtisusi hali olan «tra-
pessakilli» matrisdir; o beladir:

Gy) Gyg Gy oee Gpy O Qi o1e Gy
0ayay... Gy, Gy Gy, . G
0 0ay...a,, ay ayy - G,
000 -"an-;:t-i ae-u al‘-l.hl‘"al—l.u :
000.. 0 a, a,,..a,
000 0 0 .0 .0
buradag, #0, i=1n, a,,,=0, j=Ln
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Pilloli matrisin digar névii n- tartibli «ligbucaqgakilli» matris
va diagonal matrislardir. ; )
¢bucaggakilli (va ya «iigbucag-matris») beladir:
1 G Gy e B G a, 0 0 .. 0 O
0 ayay... Gypy 92 a a, 0 .. 0 0
00 Ayyeee Gy Oy, yaxud ay, Gy 4y .- 0 0

0 0 0iliiabeia 1 Bp 2 B3+ Bpetne)
00D G O A, ay Gy Gy e Gypy Oua
burada a, # 0, i=Ln, a,=0,i<n+l-j (yaxud i>n+1-j).

1 - tortibli kvadrat matrisin sol yuxan kiinciindan baslayaraq
sap asag kiinciina dogru dizilon @;,,8y,8y, -1 du elementlaring
onun bay diagonal elementlari deyilir.

Demoli, fighucaq-matris ela kvadrat matriss deyilir ki, onun
bag diaqonal elementlarindan bir torafda yerlogan elementlar (ya
asapida, yaxud da yuxandaki elementlor hamisi) sifirlardan ibarat-
dir.

Bas diaqonal elementlordan ham yuxanida, ham do asagida
yerlasan elementlorinin hamis: sifir olan kvadrat matrisa diagonal
matris deyib, onu diag(a,,,ay,..-.a,,) kimi isara edirlor, yani:

,00..0
0a,0..0
diag(a,;, 8y, 853,+--18,,)=[0 0 ay... 0

00 0. a,

burada (i # j)=a; =0, i.j:l,_n.

Xiisusi halda diagonal matrisds a =ay=a;=...=4,, =@
olarsa, buna skalyar matris va a,, = ay, =ay =...=a,, =1 olarsa, bu-
na vahid matris deyilir, yani:

ey 0900 n-tortibli
7, il 4 - 10... n-1
00a. :;‘:t'f;r 001..0] vahid

.-(-]. .(.]. .(-}..::.‘.1. ﬁ. .(.}. .t-] ..... i mams_
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Demoli, bas diaqonal elementlari bir-birina barabar, galan
el:gncnt_lan hamus: sifir olan matris skalyar, bas diaqonal element-
lari vahidlar, qalan biitiin elementlari sifir olan matris vahid matris

n-tartibli sifir matrisi 6,,n- tortibli vahid matrisi iss E, ila
isara edak. ’

Askar goriniir ki, Gigbucaq, diaqonal, skalyar, vahid matris
pillali matrisin x@susi hallandir.

Pillali matrisin bir xiisusi hah da «kanonik» matrislordir.

sxn olgild matrisde a,,,a,,4,,,.-.,4, (0<r<min(s,n)) ele-
mentlori 1-0 berabar (a,, =a,, =a,, =...=a,, =1),qalan elementlon
:Jamlsn sifirlardan ibaratdirsa buna kanonik matris deyirlor. Masa-
an,
1 00 1
= 1 0 . 1

g1
matrislari uygun olaraq 3x4, 3x2 6lgiili kanonik matrislordir.

Nahayst, matrislorin «kvazi-ligbucaq» adlanan xiisusi bir
ndvil ila da tanis olaq.

a, a4, ..q, 0 .. 0
& Qs o8y 0 o 0
@, @y ... Gy 0 .. 0 ,yaxud
[9ka11 Brar2 ++» Brark Fuarist -+ Fiain

anl

'l::u Qi By Gy oov Gy

Bogoer Bg Bgay voe T
21 Gy oo llyy Gyp4y +-r Oy

A5y Gz -+ Ay Qypyy -+ B
0 0..0 ag,4--8ia

0°0..0 g, - a,
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*® ® ®
indi iso matrislor fizorindo aparilan bozi gevirmalarls tamig

olaq.
|. A matrisinin biitiin satirlorini verildiyi ardicil némrs @izrs

biitiin siitunlan ils avez edilmasina onun transponira edilmasi deyi-
lirvao "4, yaxud A’ ilaisars edilir, yani A =“"u| matrisi fighn:

a, a ...a, IR T, 3
A= %2+~ %a| Ggiin: A" =2 gz -8yl
a, a,..a, a,, a,,...a,,
97
Misal. a=| 2 ";'-H. A‘="} i
-2 0 i
1 bll bl! bll b)l b’l
Yaxud: B=lb, by by, B'=lby by byl.
1 b.ﬂ bl! 3 bﬂ bi!

Matrislar iizarinds transponira smaliyyatin icra etmok ﬁq:ﬁ.n
verilan matrisin elementlorinin indekslori Gizorinda yerdayisma
aparmaq gorakdir (yada salaq ki, 1 indekslor elementin satir, II
indekslar siitun nomralaridir), bela ki: A= Iaﬁ", A= “a ﬁl.

Goriindiiyii kimi matrisi transponira etmak, onu 180° don-
darmokdir.

Onu da geyd edak ki, bir satirdan ibarst olan

A"‘“ﬂu Ay - “uu
matrisini transponira edib onu asagidaki

siitun matrisa ¢evirmak olar.

2. Matrislar iizarinda gevirmalorin bir névii da onun satirlori
va siitunlan iizerinda apanilan elementar gevirmolordir. Bunlar asa-
san {igdiir: 1) iki satrin (siitunun) yerini doyismok; 2) Satri (situnu)
sifirdan farqgli bir adada vurmag; 3) Satrin (situnun) birini ixtiyari
bir adada vurub digar satrin (siitunun) {izarina slava etmak.
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Cox zaman sifir-satri va sifir-stitunu matrisdan kanar etmoak,
yaxud matrisa sifir-satir va sifir-siitun slava etmayi da 4-cll elemen-
tar gevirma kimi geyd edirlor.

Vm A matrisi Gizorinds elementar ¢evirmalar aparanda ag-
kardir ki, matris dayigocak va yeni bir A matrisi alinacaq, A# A
oldugundan bu fakti A— A kimi isara edacayik.

3 -14
Mbasslon, A =l2 31 —a matrisinin satirlori Gzarinds ele-
1 23
mentar gevirmolor aparaq; avvalea 1-ci va 3-cii sotirlarin yerini da-
yigak, alinan matris A, olsun.

1 23
A—)A|=|2 31 —a; 2<cisatri A=2 odadins vurag, yeni A,
3-14
1 23
matrisini alanq: 4, =4 6 2 -10}; 3-cii satri A =~1 adadina vurub
3-14

2-cinin fizorins 2lava edak. Alinan matris A, olsun:

2
A=lt 7 -2 -1
-1 4

Demoli, A matrisinin satirlari {izarinds géstarilan elementar
cevirmalar aparmaqla A matrisindan A, aling: A — A, — A,, yani:

3-14 1 23 1 23 12 3
2 31-5-2 31-5-f4 62 -10-]t 7-2-10].
1 23 3-14 3-14 P-4

Aydindir ki, bu gevirmalori davam etdirmak olar.

Bagqa bir misal.
1-1 21 0O 1-1 21 0 10 0 0 0
0 2-12 3_’02—12 3_’02'—[23_’
1 1 3 3 0 2-12 3 00 0 0 O
0 2 51-=2 0 2 51-2) \00 6-1-5
100 0 O 10000 100
—)[0200 0-—&02000—*020].
006 -1-5 00600 006
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indi isa bels bir teorem isbat edak. .

TEOREM. Har hanst matrisi sonlu sayda elementar ¢evirma-
larin kémayi ila pillali matrisa gevirmak olar.

ISBATI. Sgar verilan matris sifir matrisdirss, o pillali sayilir.

Tutaq ki, verilan A, matrisi sifir matris deyil:
ayy Gyy Gy .- Gy
21 gy A3y -0 Gy,
Apn =|lay ay, ayy ... a4y, #0.

0‘ a,, a . o é"

Onda bu matrisin heg olmasa sifirdan forgli bir elementi var.

Teoremi isbat etmak tigiin riyazi induksiya tisulunu totbiq edok.

I1x1 olgiili matris iigin A=|a,| teorem dogrudur (bir
elementli matris da pillali matrisdir). ) i

indi farz edak ki, Slgiisit sxn-dan kigik olan matrislor ligiin
teorem dogrudur.

Tutaq ki, a matrisinin sifirdan forqli elementi onun m-ci

satrinda va k - c1 siitunundadir: a,, #0.
m-ci satri 1-ci satrin yerino gatirok. Onda matris asafndaki

sakla galar.
0.0 by byl
B=[00bubyy- by

040 By Byyypeon B,
burada b, # 0. Bu matrisin 1-ci satrini névba il —h, —-bi.

& 1k

. adadlarina vurub uygun olaraq ikinci, li¢lincii va s. ... s-ci

by
satirlar Gizarina olava edak, onda

0 o, 0 bl.l b!.l'! "'bi
g <[00 0Bl b,

0520 0.8 ys.n B
alariq. Bu matrisin elementlarindan diizalon
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).hl "‘b':'n

diveanll
matrisinin 5l¢lisi A-nin sxn blghsindan kigikdir. Onda farziyys-
mizs gérs B, matrisini elementar ¢evirmalar yolu ila pillali matris

soklina gatira bilorik. Aydindir ki, B, -nin

0 o 0 By by o B

B, = 0 ... 0

B,

B,

i s
satirlori {izorinds aparilan elementar gevirmslors B, -in 1-ci satrinin
istirak etmadiyi, amma digor sstirlari {izerinds apanlan elementar
cevirmalor kimi baxa bilarik. Belalikla, B, matrisinin va demoli B,
matrisinin satirlari fizarinds apanlan elementar cevirmalar naticasin-
da pillali gokla gotirilir. Bu da o demakdir ki, A matrisi elementar ge-
virmalar vasitasilo pillali soklo gatirils bilir. Demoli, 1x1 &l¢iili Gigiin
teoremin dogrulugu, habels Glgiisi sxn-dasn kigik matrislor {igiin
teoremin dogrulugunu forz etmakdon sxn &l¢ili matrislar Gigiin da
dogru olur. Onda riyazi induksiya prinsipina géra teorem istanilon
sonlu Glgiil matrislor iigiin isbat edilmis olur. Teorem isbat olundu.

NOTIC. Hor-hansi matrisin onun satirlari va siitunlar: iizarin-
da elementar ¢evirmalar aparmagla onu kanonik gakl gatirmak olar.
Misal gostarak.

1 3240

2 6971
A=l2 524

1 4842
matrisini elementar ¢evirmalar vasitasila kanonik akla gatirak.

Matrisin I-ci sotrini 2-ya vurub ikincidon gixaq, 1-ci satri 2-ya

vurub 3-cii satra alave edok, 4-cii satrindan l-cini qixaq. Naticada
asafndaki 4, matrisini alanq:

1
A,:

—_——0 W
- NN~
- -l
thin B W



indi isa A, -in 1-ci siitununu 3-o vurub 2-cidan gixaq, 1-ci situnu
2-ya vurub 3-ciidon gixagq, 1-ci siitunu 5-5 vurub $-ci siitundan gixaq; ns-
ticada 4, matrisini alanq:

10000
0057 2
“=lo 16415
1 6415
indi da A, - nin 4-cii satirdan 3-cii satri gixaq va 2-ci ila 3-cil satirle-

rin yerini dayigmakla

indi is2 A, matrisinin 2-ci siitununu 6, 4, 15 adadlarina vurub uy-
gun olaraq 3-ci, 4-cii va 5-ci siitundan ¢ixaq. 4, matrisini alang;
1000
100
4=loos57
o000

Nohayat, A, matrisinda 3-cil siitunu % 2 vuruvug, sonra isa 3-cil siitu-

nu uygun olarag 7 va 2-ya vurub 4-cii va 5-ci siitunlardan ¢ixmagla naticada
1000
_jp1oo
“=bo1o
000
matrisini ahng ki, bu da kanonik matrisdir.

ok %

Biz matrislar barada verilon bu ilkin malumati vermokla bir
daha xiisusi vurgulamagq istayirik ki, matris adad deyil, o adadlar-
dan diizalan cadvaldir; bu cadval lizarinda aparilan har-hans: gevir-
ma onun dayisilmasina sabab olur. Odur ki, har bir ¢evirmadan
sonra alinan matrisla avvalki arasinda baraberlik igarssi qoymaq
olmaz; burada adatan — isarasindan istifads edilir. Bizim baxdifn-
miz misal iigiin yaza bilarik ki:
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A A=A A - A S A,

Amma, matris adad olmadifn halda har bir kvadrar matriss
miayyan qayda ila bunun determinanti adlanan bir adad qarsi qovu-
lur. Biz ixtiyari sonlu n-tartibli matrislorin determinanty anlayis1
ile vo bunun tatbigi ila tezlikls yaxindan tani olacagiq.

§ 1.6. Xatti cabri tanliklor sistemi, onun navlori.
Umumi va xiisusi hall anlayislan

n dane machulu, s dana tanliyi olan xatti cabri tanliklar sis-
teminin (XCTS) iimumi jokli beladir:
it +aphtta,x,=h,
GyX+anpk +.. ko x =b, )

84X+ Gk 4t 0y, = b,
Burada x,x,,...,x, machullar a;(i=1Ls, j=1n)asmsallar, b
(i= E) isa sarbast hadlardir. @msallardak: birinci indeks tanliyin,
ikinci indeks is3 machulun némrasini gdstarir.
(1) sisteminin har bir tonliyi x;,x,,...,x, machullarina nazaran

birdaracali tanlik oldugundan o xatti sistem adlamir.
Sistemdaki machullanin amsallarindan diizaldilan asagidak:
sxn olgili

iy Giz - By
A =B g
a, a,...a,

matrisina (1) sisteminin matrisi, sarbast hadlari da buraya gosmaqla
alman

Gy @ ... a,|b

g =l 322 -~ G2 bz

a, a5 ... d,|b,
matrising iss sistemin geniglanmig matrisi deyilir. Bu matrislori qisa
olarag A = uaﬂ'"’B’_'I a | b,ﬂ kimi de yazirlar (burada i =1,5, j=1n).
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TORIF. Sistemdski x, machullarimin onun tanliyinin hansint
eyniliya gevira bilon x, =¢, (i= 1,n ) giymatlarina sistemin halli deyilir.
Demali, sistemi hall etmak ela ¢,¢;,...,¢, kimi nizamlanmug
adadlor sistemi tapmaqdir ki, bunlan uygun olaraq machullarin
yerina yazdigda (X, =€, X, =C;.....%, =¢, ) sistemin har bir tonliyi
eyniliya gevrilir; tanliklarin eyniliys ¢evrilmasi onlann bu miivafiq

qiymoatlaords 6danmosi adlamir.! _
Hasllin torifindon bilavasita aydin olur ki, XCTS-nin halli

olan ¢,c,,....c, adadlari uygun olaraq x,,x,....,x, machullarinin
tanliklori 6dayan giymatlari oldugundan bu adadler nizamlanmig
sistemdir va biz bu hallo n-8l¢ild vektor kimi baxaraq onu §orti
olaraq a = (c¢,.¢;,...,¢,) kimi gostara bilarik.

Qeyd edak ki, verilan tanliklar sisteminin halli olmaya da bilar,
hall sonsuz gox sayda da ola bilar, o yegana halls do malik ola bilar.

Masalan,

{.I." +4x, =1,
X +4x;, =5,

sisteminin halli yoxdur, ¢iinki sistemin har iki tanliyinin sol toraflo-
ri eyni oldugu halda sa§ taraflori mixtalifdir, ona gora da aydindir
ki, x, va x, machullarinin sistemin hor iki tanliyini eyni zamanda
6dayan giymatlari ola bilmaz.

Sistemin tanliklari igarisinda

0:x+0-x,+...0-x, =0
soklinda tanlik varsa, askardir ki, bu tanlik machullann istanilon
qiymatlarinda 6denir, bu eynilikdir. Lakin
0-x,+0-x,+...0-x, =b#0

tanliyi is> machullarin heg bir giymatinda 6denmaz. Belo tanliyin
halli yoxdur: burada alinan 0=56 # 0 monasizhg olduqda miivafiq

tonliyi ziddiyyatli tonlik adlandinirlar.
TORIF.Tanliklar sisteminin halli varsa, ona birga (yaxud uyu-
san), halli yoxdursa ona birga olmayan (va ya uyusmayan) sistem

! Sartlogak ki, burada biz tanliklor sisteminin amsallarini ve hallarini, hemg¢inin bu
masalalerle alagedar istifada etdiyimiz va rast gelacayimiz adadlari halelik ancaq
haqiqi adadlar hesab edirik,
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deyilir. Uyugan sistemin ye i i 1
1 gana halli varsa ona m ir-
dan co;z sayd?_i ;r:::’: “r::frsp ona qey{i—mﬁayyan sme":fiyﬁf}fff i
3s1, aragdirilmas: i i
aYdmlﬁad\J(m?!aqla ?laﬂadard??:i prosesi agagadaki masalalori
) erilan sistemin hollinin olub- isi i
birgs g;ug-olmad:?m) tayin etmak; Semesiin (oot ot
; gar verilon sistem birgadirss, onda onun miis an v
geyri-milayyan olmasina, bagqa s6zls, onun yegana, yaxuc{y birda:
gox sayda hallinin olub-olmadigini tayin etmak;
i‘? 9 s!stem_b:rgac_hgsa: onun biitiin hallarini tapmagq,
" crilon sistemin zahiri gériiniigiing géra onu «diizbucaggokil-
i» (va ya_«dﬂzbucaq—s;slem»), «kvadratsgakilli» (va ya «kvadrat-sis-
Esl::;l. tﬁg‘agesucaqsi ss(:hlh;; ag\ia ya «ﬁ;tiucaq-sistcm»), «trapesgakilli»
Vo -sistem» anan névlarini farglandiri -
killiys bazan «pillali-sistem» da deyirlar). S e
Bagqa s6zla s va n ixtiyari milsbat tam adadlori iigilin

a5 tapx tapx +.. . tayx, +a,,x,,, + kB X ta,x, =h,
Gfitanh tapn b tayxn fay, g, o+ Ay pt Xy + 8y, %, = by,
Oyiky + A3y $ Ayt Gy Xy 4Gy Xy ot 0y, 1%, + %, =by, W)

A\ YAk tankyt... 48X 0, 0%+t
. , 1272 ¥ Qg Tt x ta x =b,
sistemi «diizbucag-sistem», xiisusi halda s =7 olanda. =

a5 +tapg t+...ta,x +...+a,x, =5,
G tapk t..tayx +...+a,x, =b,

L ey tanx,t..taux +...+a x =b .
«kvadrat-smtcrﬁ», * s e

a i
WA Ak e b tayx a bt e, X, Ya,x, = b,
Gk tanXy bty X t Oy X+t 8y X, F 0y, X, = by,
ApFytet By Xy + a3 05+t 8y, X, +a5,X, = by,

o ’([}l‘s
AuXp + QX+t a, X, +a,x, =b,,

a«-la-lxn—i + Bpoyn®n = b,

L " = — nrn ='bl'
sistemi «ligbucaq-sistem» (burada a, 20, i=1,n), e
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% + 8y + 8y ot QX+ Bipa i bt By Ky F BT =B
Ayky +apk . auk PP L B L P Rl P =by,
ayxy Foot Ay Xy By aXin F oot GaaTe +ay,%, =by (1)

By Xp + Qg g Fin F oo F Ot Xet +agx, =b;.

sistemi is2 «trapes-sistem» adlamr (burada a, #0, i=ln, k<n).
Tonliklards igtirak etmayan machullann amsallan sifir sa):ﬂu'.
Askardir ki, bu sistemlarin :msal'lannda‘m diizolan mamsla_r
d» diizbucagh, Gigbucaq va trapesgakilli 'mat.nslor olacaq. Bels ki,
masalon, bu sistemlorin geniglonmis matrislari uygun olaraq
a.| b a,) a3 @y - G| By
3y @iz -e- Cin 0 ap Gy .- Go| B

@20 032 - 2|20 1O 0 ayy ... @y, by

i Gy e G o Gia | By
0 ay ... Gy - G2 | by
2., @ . G| b, 000 a t:, 0 0 ...ay - G |b

Askardir ki, (1), sistemino (elaco do «kvadrat-sistema») nisbe-
tan amsallardan xeyli sayda hissasi sifir olan “L_vo (1), sistemlarini
hall etmak bir gox cahatdan daha sadadir. Belo ki, masalan,

(1), iigbucaqgokilli sistemi hall etmak figiin sonuncu tonlikden

o

x =—2 =c,-i tapib 6ziindon avvalki tanlikds yazsaq

|

o

au-l.n-lxn—l +al"|.ucﬂ = bs-l.’

buradan isa
bn-l T cnan-u
X T =G
Gy in-t
taping. Tapdigimiz x,_, =€,y %, =Cq giymatlarini axirdan u:;ﬁncﬁ
tonlikda yazmagla x,_,=c¢,, giymatini v3 bu qayda ila sistemin
ikinei va birinci tanliklarindsn uygun olarag x, =¢;, X, =6 qiymat-
larini taping. Bununla «iicbucag-sistemin» X, =¢; V3 ¥
(¢,:¢33.+.3¢,) Kimi yazila bilon yegand hallini tapms olurug.
Sgor sistem «trapesgakillidirsa» onda onu asagdaki kimi holl

etmok miimkiindir. Sistemda x,,x,,...,%, machullanni «asas mag-
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hullar», galan x, ,,x,,.,...,x, kimi n—k sayda machullan isa «sar-
bost machullar» adlandinb axirina tonlikdan x, -m sarbast mac-
hullardan asih olaraq tayin edsk;

X = b =Gy % — g2 X2 = - = B X, o
alk
b G Gun ay,
- 24l Tt Tl e
a, a, bt
burada ssrbost machullara x,,, =d,,,, x,,=d,,,, .-, X,,=4d_,,

x, =d, qiymoatlarini vermakls x, machulu figiin uygun

b G a , a

P SO © ([ ——tht2 .. e [

x = d,, P d,=d,
ay it "

. . . -
qymt:m_tapmq. Bundan sonra ham sarbast machullara verdiyimiz
qiymatiori, ham da x, ssas machulu figiin hesabladifimiz uygun d,
qiymatini sistemin axirdan ikinci tonliyinds yerina yazib x, , asas
machulu Ggiin

o bii—ay 44, — Gy 508 -~ 8y

_dll

Xy =
) . Bpota-t
qumaum tapmq.

Bu qayda ils davam edarak, axirda sistemin ikinci va birinci tan-
liklorindan uygun olaraq x, va x, 2sas machullan iigin x, =d,, x, =d,
qiymsatlarini hesablaya bilarik. Bununla biz «trapessokilli» sistemin

d =(d;;dy;....d,3d,,y;..d,)
kimi bir hallini tapmis olurug.

Aydindir ki, ssrbast machullara verilan giymatlar ixtiyari ol-
dupundan burada hollin yeganaliyindan danismaq olmaz. Ciinki
sarbast machullara istanilan qadar miixtalif giymatlor vermakla,
buna uygun olaraq sistemin asas machullan tiglin goxsayh uygun
giymatlar tapa bilarik; demoli, bu halda sistemin istonilan gadar
halli vardir, yani sistem geyri-miisyysndir.

Qeyri-miiayyan sistemlords iimumi va xiisusi hall anlayislan
vardir,

Daha aydin olmas: iigiin trapessakilli sistemi hall etdikda av-
valea axirine: tonlikdan x, ssas machulunu x,,,,X,;.-..., S3rbast
machullan vasitasila bels ifad edirik:
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xX= b_' - ey B sy Xypg ~ees _f.'a.x. .

Ay Gy ay Ay
Goriindilyti kimi burada sag tarafdaki ifads sarbast machul-
lardan asili cabri ifadadir; biz bunu f,(x,,,.%,s....,x,) kimi isara
etsak, demali, x, machulu iigiin sarbast machullarla imumi sakilds

X = filx,, X%,2,--..x,) ifadasini aling ki, burada

b, G4 a,
I AC U R 4 S et AT
Gy Ay Qy

Indi biz x, -nin bu ifadasini yuxandaki tonlikds yazib x,_, ssas
machulunun sarbast machullarla cabri ifadssini, sonra iss bu ifadalori
bundan yuxandaki tanlikds yazib x,_, asas machulunun sarbast mac-
hullarla ifadasini v» s. nohayat, birinci tonlikds x, machulunu
XposXpsas.. o0 X, sorbast machullan ils ifados eds bilarik. Alinan naticalori

’tu = -fl(x.hl‘x.td"‘"xn)i '-=l'_’;
kimi géstara bilarik.
Indi x.,,,%,.,,....,%, sorbast machullan1 §,,,.&,.,.....E, para-
metrlari ila ovaz edarak asagidaki barabarliklari aling:
X = fiGiasBuizree o |
X = 3G psCrearesa)

X = fx (&iql -E.u+z ----- &.)’ |

xhl = &hl * (‘)
I.iv: =E.I.h-]'
=,

(*) barabarliklar sistemina trapessakilli qeyri-miiayyan tonlik-
lor sisteminin imumi halli deyirlor. Burada sarbast mochullari
ugin yazilan &,,.&, ,,....E, parametrlori ixtiyari giymatlor ala bi-
lor (onu da geyd edak ki, ¢ox zaman mohz bu ixtiyari para-
metrlorin méveudlugunu nazards tutmagq sortile asas machullarn
sorbast machullarla olan f(x,,,,%,.,.....x,) ifadslerini (i=1n)
Gmumi hall kimi saciyyslandirirlar).
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Omumi holldaki sarbast machullara verilon konkret giymot-
larls bunlara uygun olaraq ssas machullara tapilan giymatlarls bir-
likda sistemin xiisusi halli deyirlor,

Askardir ki, sorbast machullara &, parametrinin vasitasilo
(i=k+1,n) istenilon gadar giymatlar vermokls qeyri-miayyan sis-
temin istanilan sayda xiisusi hallarini tapa bilarik.

Qisa desak, xiisusi hallor odur ki, onlara fimumi halldan sar-
bast machullara ixtiyari giymatlar vermak yolu ila alirlar.

Nahayat, XCTS-nin bircins adlanan névii ila da tanis olaq.

Sarbost hadlari hamisi sifra barabar olan

ayx tapx, +...+a,x, =0,

ay X, +apX, +...+a,,x, =0,

a,x,+a,x,+.. .+a,x, =0.
sistemina bircins XCTS deyilir,

Yeri galmigkan bu sistemin bela bir agkar xiisusiyyatini qeyd edok:
bircins sistem hamige birgadir va onun heg olmasa bir sifir adlanan

n=x=..=x=0
halli homigs var (bu halli ¢ox zaman «trivial hall» da adlandinirlar).
Dogrudan da, sistems 6tari bir nazar salsaq askar gérinir ki, orada
x, =0 (i=1,n) yazanda sistemin biitiin tanliklori 8danir. Bu halli sifir
vektor adlanan (0:0;...;0) kimi r - 6lgiilii vektor kimi gdstora bilarik.

§ 1.7. Tanliklor sisteminda ekvivalentlik miinasibati va
elementar cevirma anlayisi

TORIF. Hallor coxluglar: tamamils iist-iista diigon iki XCTS-
na ekvivalent sistemlar deyilir.

Halli olmayan sistemlor bir-birina ekvivalent sayilir, ¢iinki
bunlarin hallar ¢oxlugu eyni olub bos coxlugdur.

Riyaziyyatda iki obyektin (va ya obyektlar) ekvivalentlik
miinasibati ~ kimi igars edilir v» o asagidak: xassanin vahdatini na-
zarda tutur:

I) Refleksivlik xassosi: A~A (A obyekti 6zii 5ziina ekviva-
lentdir;
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2) Simmetriklik xassosi: (A~B)=(B~A) (ysni A obyekti
B-ya ekvivalentdirss, onda B do A-ya ekvivalentdir),

3) Tranzitivlik xassssi: ((A~B)A (B~C))=(A~C) (A ob-
yekti B-ya ekvivalentdirsa va B isa C ild ekvivalentdirss, onda A
obyekti C ila ekvivalentdir.

Tanliklar sisteminin ekvivalentliyi tarifindan bilavasita askar
olur ki, bu ii¢ xassa burada da dogrudur. Burada maraq doguran
mihim bir masala bundan ibaratdir ki, verilan tanliklor sistemi
{izarinda hansi ¢evirmalar aparaq ki, yeni alinan sistem avvalkina
ekvivalent olsun. «Elementar gevirma» anlayist da mahz bu masala
ila slagadardir. Bela gevirmalar goxdur, lakin adaton asas etibarils
elementar gevirma dedikda asagidakilar diginilir:

1) Sistemdaki tanliklardan har-hans: birini sifirdan forgli bir
adada vurmag;

2) Sistemin har-hanst bir tonliyini ixtiyari bir adada vurub
naticani sistemin digar tanliyi il toplamagq;

3) Sistemds istirak edon tanliklordsn ixtiyari ikisinin yerini
dayismak (tanliklari sistemds yenidan némralamak).

Buraya bazan mochullan yenidon némralomak, sistemda
0-x,+0 %, +...40-x, =0 eyniliyi varsa, onu sistemdon kanar et-
mok kimi ananavi gevirmalari d> aid edirlor. Biz burada asas ele-
mentar gevirmalar dedikds yuxandaki 3 gevirmani nazarda tuturuq
(onu da geyd etmayi lazim bilirik ki, 3-ci gevirmani birinci vo

ikincinin komayi ils da icra etmak miimkiindiir).

Bela bir vacib masaladan da yan kegmoayak: har bir elementar ge-
virmonin éziino maxsus tars elementar gevirmasi var. Bu da ona sabob
olur ki, verilan sistem @izorinda har-hans: bir elementar gevirmo apanb
ondan ikinci bir sistem alingsa, onda ikinci sistem {izorinds buRaya
tatbiq edilon elementar gevirmanin tarsini apanb yenidon birinci siste-
ma qayida bilorik. Belo ki, masalon birinci sistemda 1-ci elementar ¢g-
virma apanib. yani onun har-hans bir i-ci tenliyini A adadina (A # 0)
vurmaqla ikinci bir sistem almusigsa, onda ikinci sistemds hamin i -¢i

torliyi % adadina vurub yenidon (1) sistemini ala bilarik. Yaxud birinci
sistemin har-hansi bir k -ci tanliyini ixtiyari A adadina vurub i - ci ten-

liyin iizarina alava etmakla yeni sistem almisigsa, onda bu yeni sistemin
i - ci tonliyinin izorino bunun k - ¢ tanliyini — A adadina vurub i-diile
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toplasaq yena da svvalki sistema gayida bilarik. Nohayat, verilan sis-
temds i-ci va k-c némrsli tanliklarin yerini dayismakls alinan yeni
sistemda k - tanliklo i-ci tonliyin yerini dayisib yena avvalki sistemi
almus olang. Demosli, yuxanda sadaladifzmiz elementar gevirmalarin
tatbiq edildiyi sistemlar «geri qayida bilmak» xassasina malikdirlar.

Indi is2 bels bir teorem isbat edak.

TEOREM. XCTS iizarinds elementar ¢evirma aparanda yeni
ahinan sistem avvalkina ekvivalent olur.

ISBATI. 3-cii elementar gevirma Gigiin teorem aydindur, bela
ki, sistemda hansi ndmrali tonlik olursa olsun, onun némrasini da-
yigsok avvalki sistemi 6dayan adadlar (hallor) eyni zamanda ikinci
sistemin (va tarsina!) olacaq.

1-ci va 2-ci elementar ¢evirmalara baxaq.

aﬂxl +ﬂ".\‘-2 +'"+a‘lnx~ ='bl'
aZle +a23x2+"'+02-xl=b2‘ (1)
all‘ti + aslxi +...+ auxn = b)‘
sistemi verilir. Bu sistemin har-hans: tanliyini, masalon, birincini s1-
firdan fargli A (A # 0) adadins vuraq:

g, x +Aa;x, +...+hay, X, =Ab,
Ay X, + Ay, +...+a,,x, = by,

(r)

a:lx! +an'.lx2 +...t a,x, = b:‘

Biz elementar gevirmani birinci tanlik izorinds aparmagla te-
oremin fimumiliyina xalol gatirmirik. Ciinki sistemin tanliklarinin
yerini dayigmakla, onlan yenidon némralomakla istanilan tanliyi bi-
rincinin yerina gatira bilarik.

(€,¢35-+++€,) (1) sisteminin holli olsun. Onda x,=¢, (i=Ln)
yazib asafidak eyniliklari alanq:

a0, +a,6; +...+8,C, = b,
@y,€, + UyCy + .+ 03y, = by,

a,c +a,6,+...+a,¢c,=b,.
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Indi ¢,,¢;,...,c, adadlarinin (1') sisteminin tanliklorini do &da-
diyini gostarmaliyik (va tarsinal).

(1) va (1') sistemlari yalmz birinci tanliklari ils forglanir, odur
ki, x, =¢, adadlorinin (i =1,n) (') sisteminin halli olmasm yoxla-
magq li¢in birinci tanliklora digqat yetirmoak kifayatdir (giinki (1')-
in ikincidon baglayaraq sonraki tonliklori bu giymatlarda eynililiys
gevrilacayi agkardir).

(I'd> x=¢, (i=Ln) yazanda birinci tonlikdon

b
ra X+ Aapax, +..FAax, = l(h,lc, +a,6, +... +?r:,) =Ab alanq ki,
bu da onu géstorir ki, birinci tanlik do machullann x, =¢, qiymat-
larinda 6danir. Demali, (1)-in halli (1")-in hallidir.

Indi tutaq ki, a=(¢ic,;...;¢,) vektoru (1°)-in hallidir (yeni
machullarin yerina bu n-8l¢iilii vektorun koordinatlanim yazsaq
(x,=¢,,i=1n), sistemin hor bir tenliyi 6danar). (I’) sisteminin bi-
rincidan basqa butin tanliklari (1) ils eyni oldugundan takcs birin-
ciya diqqat yetirmak kifayatdir. Bela ki, eyniliys gevrilmis olan

Aay 6 +hac, +...+ Aay,c, =Ab,
bu barabarliyi A™' - vuraq. Onda (1) sisteminin x, =¢, qiymatlori
yazilmis olan birinci tonliyi alinir ki, bu da eynilikdir. Demali, (1)-
in har bir halli (1")-in, (1')-in da har bir halli (1)-in halli olur. Bu o
demoakdir ki, bu sistemlarin hallar goxlugu fist-ista diisir.

Indi ikinci elementar gevirmani aparaq. Yens do @imumiliyi
pozmadan verilan sistemin 1-ci tanliyini A 2dadina vurub onu ikin-
cinin iizarina slava edak; agagidaki sistemi alanq. )

a, X +apx, +...+a,x, =b,

(ay +Aa,,)x +(ay, +2a,,)x, +...+ (@, +2a,,)x, =b, + Ab,,

ayX, +apx, +...ta,x, =b, 1)

axtas+...+a,x =b.

Bu sistem verilan (1) sistemindan yalniz ikinci tanliyi ils farg-
lonir. Ona gora da agar @ =(c;i¢,;...;¢,) (1) sisteminin halli iso on-
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da askardir ki, x, = ¢, adadlori (1”)-in ikincidan bagqa biitiin tanlik-
lorini 6dayacak.
Indi (1")-in ikinci tonliyindo x, =c, giymotlorini yazaraq sol
torafda alinan agagidak ifadays baxaq:
(@ +2ay,)c; +(ap +Aa,)c; +...+(ay, +1Aa,)e, . )
Géstarak ki, bu eynilik olmalidir, yani bunun sag tarafi mahz
b, + Ab, olmahdar. (2)-dan
@y, +Aa,¢, +ayc, +Aayc, + ...+ a,,c, +Ma,c, =

= (@6 + 850+ + 3,0, ) + (a6, + a6, +...+a,c)h=b,+1b

b, b
aling.

x, =c, adadleri (1)-in hslli oldugundan buradaki birinci mé-
torizadoki com b, , ikinci métarizadaki com iss b, -i vermalidir. De-
mali, forglanan 2-ci tanliyi ds eyniliys ¢evrilir. Demali, (1)-in halli
(1" )-in hallidir.

Tarsina, (1”)-in hallinin da (1)-in halli oldugunu géstarmak da
gotin deyil. Bels ki, agar ¢,,c;,...,c, (1°)-in hallidirss, onda (17)-da
x, =¢, (i=1,n) yazib els eyniliklor aling ki, bunlar takes ikincidon
bagqga (1)-in da tanliklarinin hamisini 6dayir, onlan eyniliys gevirir.
(17)-ds alinan

(ay +4a,))c, +(ay +2ay)c, +...+(ay, +Aa,,)c, =b, + b,
eyniliyini isa yenidan

(ayc, +ayc6, +...+a,.0,)+(a,c +a,c, +...+a,c,)h=b,+ L

kimi yazib (1”)-daki birinci .

a,¢, +a,,6;, +...+a,c, =b,
- A-ya vurub ikincinin {izarins slava etmakls

a6 +ayc, +... 4 a0, =b,
eyniliyini alinq ki, bu da (1)-in ikinci tanliyinin x, = ¢, qiymatlorin-
do &dadiyini gbstarir. Demali, (1)-in har-hans: bir halli (1°)-in halli
oldugu kimi, 8z névbasinda (1”)-in da har-hansi bir halli (1)-in hal-
lidir. Demsali, (1) ~(1") aling.

Teorem isbat olundu.
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Elementar gevirmalor apardiqda ahinan yeni sistemi ¢ox za-
man avvalkinin «natica sistemi» adlandinrlar. Verilan iki tonliklor
sisteminin ekvivalent olmalan iigiin ikinci sistem birincinin, birinci
sistem isa ikincinin naticasi olmalidur.

Tonliklar sistemlarini hall etmak iginds elementar gevirmoala-
rin shamiyysti boyiikdiir. Bela ki, verilon sistemi hall etmak figiin
elementar gevirmalor aparib onu $ziina ekvivalent olan daha sada
sistem soklina salmagq olur. Tanliklar sisteminin hollinda slverigli
iisullardan biri sayilan Qauss iisulu mohz buna asaslanir. Novbati
paraqrafda bu iisulla tani§ olacagsimz.

§ 1.8. Xatti cabri tonliklar sisteminin halli fi¢lin Qauss iisulu

Qauss' fisulunu gox zaman machullan ardicil yoxetms iisulu da
adlandinrlar. Bu da tasadiifi deyil, ¢iinki burada els prosesdon s6hbat
gedir ki, verilan sistemin tanliklori {izorinda elementar gevirmolar apar-
magq yolu il> machullan yoxetmok masalasi dnamli yer tutur. Oncs bu
prosesin gedisinda qarsiya gixa bilan iki hali xiisusi geyd edak.

I-c¢i hal. Machullan ardicil yoxetms iigiin aparilan elementar
gevirma prosesinda

0-x,+0-x,+...4+40-x, =0
eyniliyi il rastlasmagq olar.

Gérindilyi kimi, bu eynilik x,, x,,...,x, machullarinin istoni-
lan qiymatlerinda 6dandiyi iigiin bunu sistemdan kanar etsak yeni
alinan sistemin avvalkina ekvivalent olmasina heg bir xalal gatir-
maz, ona géra da har dafs bels bir hal qarsiya gixdigda bu eyniliyi
kanar edib prosesi davam etdirmak lazimdir.

2-ci hal. Machullan ardicil yoxetma prosesinda

0-x,40-x,+...40-x, =b#0
monasiz hal ilo do qargilagmaq mimkiindir. Aydindir ki, bu ma-
nasiz miinasibat x, machullarinin (i =1,n) heg bir giymatinds 6do-
na bilmaz. Demali, sistemda ziddiyystli tanlik vardir, Har dafs beja
halin qarsiya gixmasi o demakdir ki, sistemin biitiin tonliklorini
6dayan adadlor tapmaq miimkiin deyil va demali, sistem 5z0 bii-
tovliikdas ziddiyyatlidir, yani sistemin halli yoxdur.

indi Qauss iisulunun mahiyyatini izah edak.

! Karl Fridrix Qauss (1777-1855) - béyiik alman riyaziyyatgisidir.
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Tutaq ki, biza s dans tanliyi, n dana machulu olan asagidaki
diizbucaqgakilli sistem verilib:

a,% + 8,5 + a5+ +a,X, = b,
@y % +apXy + Ay +.. 2y, X, = by,
Ay X, +ay,X%, +aypx, ...t a,,x, =b,, (9]

a,x+a,5+ax+...+a.x,=b,.

a,, # 0 oldugunu farz edok. Ogar a,, =0 olardisa, onda siste-
min hansi tanliyinds x, machulunun amsah sifir deyilsa, o tonliyi
birincinin yerins gatira bilorik (aydindir ki, sistemin x, -in amsal-
mun sifir olmadi@ heg olmasa bir tanliyi olmahdir, aks halda sistem
n yox, n—1 dana machullu sistem olardh).

Birinci addim olaraq sistemin 1-ci tanliyinin kémayi ils son-
raki tanliklordon x, machulunu yox edsk. Bunun fi¢iin 1-ci tonliyi

-2 3dadine vurub ikinci tonliyin, %15 vurub 3-cii tanliyin va

a4, ay,
s. nahayat -2 3dading vurub s-ci tonliyin izorins slava edirik;
a,

askardir ki, bu proses naticasinda ikincidon baslayaraq sonraki
tanliklordan x, machulu yox olar. Birinci tanliyin 6ziini oldugu ki-
mi yazmagla gevirmadan sonra naticada
4% + a5 +apyx +...+a,x, =b,
@y + Xy ..+ @3, %, = b,
X +ayx; +.+ayx, =b, ),

aoXy + dyy .ot aL X, =,
sistemini aling (burada m<s).

Burada tanliklarin saym ona gora m (m<s) dons yazmisiq
ki, gevirma prosesinds 0=0 eyniliyi aliia bilor va onu da konar-
lagdiranda tanliklarin say: azalard.

Sistemdsaki alinan yeni smsallanin nays barabar oldugunu da
basa diigmak ¢atin deyildir. Masslan, bu smsallann (1)-in amsallan
ila ifadalori agagndaks kimi olar:
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ay, =ay -ag '%- ay=ay-a, 'E:h:' b =b~b ET‘:" Vas.

Elementar ¢evirmalara aid isbat etdiyimiz teorema asasan ag-
kardir ki, (1) sistemi fizarinds apanlan bu elementar ¢evirmalar na-
ticasinda alinan yeni (1), sistemi verilan (1) sistemi ils ekvivalent-
dir. 9goar bu proses zamam 0=5#0 hal alinsa onda masals bit-
mis olar, yani sistemin halli olmur,

Ogar 0 =5 # 0 monasizlif ils rastlasmamigigsa ikinci addim ye-
ni sistemin birinci va ikinci tanliklarini saxlayib ikincinin kémayi ila
ikincidan sonraki tonliklordan x, machulunu yox etmokdir. Bunun
igin a;, #0 farz edib (1), sisteminin ikinci tanliyini ardicil olaraq
__a% ‘-~a—j’—, ...,*a—‘;" adadlarina vurub uygun olaragq sistemin figiin-

4y 4y ay
cii, dordiincii va s. nahayat m -ci tonlikla toplaying, onda iigiinciidan
baglayaraq sonraki tonliklardan x, machulu yox olar va naticada

X HapX +apk +...ta,x, =b,
Xy + Ay +... + di X, = b5,
anx; +...+ayx, =bj, 1),

L L4 |
apx,+...+a.x, =b

sistemini alaniq (burada 1 <m<s). Aydindir ki, bu sistem (1), ilo
ekvivalentdir. Tranzitivlik xassasina gora bu aldigimiz yeni 1),
sistemi verilmis (1) sistemi ila da ekvivalent olur.

Ziddiyyatli hal olmasa n6vbati addimda 1-ci va 2-ci tanliklari,
habela 3-cii tanliyi saxlayib, 3-ciidon baglayaraq bu tanlik vasitasils
sonrakilardan clementar gevirmalar yolu ila x, machulunu, sonra isa
4-cii tanliyin komayi ilo sonrakilardan x, machulunu va s. yox edirik.

Aydindir ki, bu proses sonsuz davam etmayacok va burada
ziddiyyatli hal qarsiya qixmasa (bel> halla rastlagsaq prosesi da-
vam etdirmays doymaz, ¢iinki onda bu sistem va demoli, verilan
sistem 6zi ziddiyyatli olur va ona géra da bunun halli yoxdur) aga-
gidak: gakilda sistem aling:

74

Gt Gl tanx bt ay, X, ta,x +..bax, =b,)

’ ’ #» & r
IStk bty va,x, +. +a x, =b;,
ax, totag, x5, vax, +otalx, =,

r (1)1

(k=2) (k=2) (k=2) k=
Bpraa¥i T ot =B

k=1 - =
ay %+ +alx = b,

(burada a, #0,a;, #0,...,a";2, # 0,0l 0,k <5,k <n ). Gériin-

diiyt kimi bu sist_cm trapessakillidir va ziddiyyatli hal olmadigin-
dan‘ sistem bu_g:du. 9gar k =n olarsa sistem miayyan, k <n olar-
sa sistem qeyri-miloyyan olur. Xiisusi halda k = n halinda sistem

aux tapx, +...ta,x, =b,
Uty b, =8,

Dy

kimi Ggbucaqgakilli sistem olur. Aydindir ki, istar (1), ~ (1), istarsa da
(Dgyy ~ (1) . Trapessokilli (1), sistemi va Ucbucagsakilli (1),,, sistem-
lorinin halli hagqinda iso yuxandaki paraqrafda malumat verilib.

Burada daha bir masaloya aydinhq gatirok.

Co:_t zaman cobra aid darslik v dars vasaitlorinds Qauss iisu-
Iunda.n_ sohbag gedanda machullan yox etmak tigiin apanlan elemen-
tar gevirmoalarin naticasinds alinan son, natica-sistemi bels da yazirlar:

a5+ X, taxy ot ayx, 4.t a,x, = b))

A%y +ApXy ¥t Ay x, 4.4 al x, = b,

ay™x, +..+alVx, = bt

0={;",
0=bfiy"
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(burada a,,,dsn,--- a4 " #0, 1<...<k<...<s). Bunu bazan «pills-
li sistem» ds adlandinrlar. Is bundadur ki, bu yamhgda 0=0,
0=56+0 hallarinin varlifi istisna edilmir, yani (k+1) - ci «borabor-
likdan» sonra barabarliklordon 0=0 hallar konar edils bilar,
0=h#0 hallari varsa onda sistemin birga olmadifs qeyd edilir.
Biz isa yuxarida prosesin gedisi zamam har bir marhalads bels hal-
lari nazora aldigimiz iigiin hor dofa aldifaimuz yeni tanlik sistemla-
rinda, o ciimladan da yazdifimiz sonuncu (1), sisteminda 0=0 va
0=k =0 hallani yoxdur, onlar istisna olunur.

Belalikla biz Qauss iisulunun mahiyyatinden dogan bels bir
yekun naticaya galirik:

1} Qauss iisulu istanilan XCTS-na tatbiq edila bilir; 2) Qauss
isulunun tatbigi verilon sistemdaki machullan elementar gevirma
yolu ilo yox etmakla onu sonda ya ligbucag, ya da trapessakilli sis-
tema gatirmays imkan verir; 3) Qauss {isulunun tatbiqgi gediginda
sistemin torkibinds O=b=0 (xiisusi halda 0=1) manasizlifina
rast goliriksa, onda bu o demskdir ki, sistem ziddiyyatlidir, onun
halli yoxdur, yani o birgs deyil, agar belo bir ziddiyysta rast galmi-
riksa, demali verilan sistem birgadir; 4) Birgs sistem elementar ¢e-
virmo naticasinda figbucaq sistema gevrilirss o milayyan (yani yega-
na hallo malikdir), agor trapessakilli sokla gatirilirss, onda sistem
geyri-milayyandir (onun sonsuz ¢ox sayda halli var).

Qauss Usuluna aid misallar gosterak.

Misal 1.

x4 3x, 4+ 2x, 4+ x, =1,
2x,+4dx, +x,-2x, =4,

3x +0x, +10x; + 155, = -1,
—x —3x, —dxy; —Ox, =3,

Sistemin birinci tenliyini névba ila —2-ys, —3-3, 1-2 vurub
uygun olaraq ikinci, igiincii, dérdiincii tanliklarin iizarina alava etsak
verilmig sistem ila ekvivalent olan

5 +3n+25+x, =1,
-212 _31‘3_43:‘ =2,
4x +12x, =4,
-2x;—8x, =4,
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sistemini aling. Indi bu sistemin 3-cii tanliyini %-a vurub 4-cii tanliyin

ﬂzdrin: alava eteok (bunu 4-cii tonliyi 2-ys vurub 3-¢ii ils toplamaq kimi
da icra etmak olar) avvalki sistem, ham da verilmis sistema ekvivalent
olan asagdak: ligbucaggakilli sistem alang:

43 +2x +x, =1,
—2x, =35, —dx, =2,
dx, +12x, =4,
-2x,=2

Bu sistem birgadir vo miayysn sistemdir. Bu sistemi hall etmok
verilon sistema nisboton daha asandir. Bels ki, amninci tonlikdan
baslayaraq ardicil olaraq «yuxanya dogru» harakat edsrok x,=-1,
% =2, ;=-2, 5 =-1 va demali sistemin (-1,-2,2,-1) hallini tapinq.

Burada bir vacib masaloni da geyd edsk.

Qauss Gsulunun praktik tstbigi ligin verilon sistemin genis-
lonmis matrisindan istifada etmak alverisli olmaq manada daha
maqsadouygundur. Bunun #iciin sistemin genislanmis matrisini ya-
zib, sistem izerinde apanlacaq elementar gevirmalori matrisin
satirlari iizarinds apanb onu «icbucag» va ya «trapesiya» saklina
gotirirlar. Sonradan bu matrisa uygun sistemi yazib onu hall etmak
asan olur. Burada bir elementar gevirmadan sonra matris dayig-
diyindsn ¢evirma zamam matrislor arasinda ya ox — va yaxud da
ekvivalentlik igarasi — qoyurlar.

Misal 2,

n+Hin+2ntr =L
2x +4x, +x,— 25, =4,
3x +3x + x4 30, =5, .

5 =3x-35+x=3

Indi bu sistemin genislonmis matrisini yazib onun satirleri fizarinda
elementar gevirmalarin kdmayi ils onu «igbucagy, yaxud «trapessakilli»

hala gatirak.

a2 o3z e sz oy

2 4 1-2lal fo-2-3-42) b-2-3-4 2f I3 7 f)
33 1 3l5[fo-6-5 o2 0 4124 £y Al
-3 0000 '

-3 13 ~6-5 2
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Proses zamam matrisda elementlarinin hamisi sifir olan satrini ka-
nar edirik; agkardir ki, bu, sistemda gevirma zamani alinan0 =0eynil|)ft-
ni kanar etmak demakdir. Sonda aldiimiz matris agafndaki «trapessakil-
li» sistemin matrisidir:

X +3x+ 25+ x, =],
-2x, =35 —4x,=2,
x+3x, =-1

Bu sistem qeyri-miayyandir. Axirinci tenlikdan, masslan, xs-1i sar-
bast machul adlandinb onu sag tarafa kegirarok x;-i bundan asih olaragq
x,=-1-3x, kimi tayin eds bilarik; sonra bunu &ziindan yuxandak:

audze” ifadasini taping. Nahayat,

tanlikds yazib x, machulu Ggiin x, =

; 3-5x
%, V3 x,-nin bu ifadalarini birinci tanlikds yazib x =—23— oldugunu

tapiriq. Belalikla, biz bu geyri-miisyyan tanlilslar sis:lgminin X102, 58S
machullannin x; sarbast machulu ila agagidaki ifadssini taping.

_3-5x,
xl —-‘Tl
Xy l+25x, ;

x; ==(1+3x,).

Burada sarbast machul x, =& qabul etmakls bu sistemin

kimi imumi hallini taping. Burada & parametrina (va ya x; machuluna)
ixtiyari giymatlar vermakla, bu sistemin sonsuz sayda xisusi hellarini ta-

3 ; 3 1 3
pa bilarik. Masalon, x,=£=0 qiymati versak x, =E, X, =a x=-1,

x, =0, yaxud E=—1 giymatini versak x, =4, x,=-2, x,=4, x,=-1
78

xiisusi hollorini aling. Yani verilon sistemin G- .—LO) va (4-24,-1)

| -

kimi iki xGsusi hallini tapmig olurugq.
Misal 3. ;

X +30+2x+x, =1,

2x; +4x, + xy - 2x, =4,

3%, +3x, +x, +3x, =5,

X =3x -3x+x, =2,

I 32

3 2
_2 _3 s
0 1
00

Ogar sonuncu matrisa uygun tenliklar sistemini yazsaq, matrisin
axinnel satrinden gorindiyi kimi sistemin sonuncu tanliyinds 0=-1
ziddiyyatlidir va onun halli yoxdur.

Qauss Gsulunun praktik tatbiqi ilo slagadar olan va bir ¢oxX
hallarda daha faydali, somarali natics veron bir milahizani da bu-
rada geyd edok.

Artiq bilirik ki, sistem birgs va ham da miiayyandirss, onu
elementar ¢evirmolar yolu ila verilon sistema ekvivalent olan iigbu-
caqgsakilli sistema gatirib bu sistemin yegans hallini tapirq. Bu da
aydindir ki, bu gevirmalari sistemin uygun genislonmis matrisinin
satirlori fizorinds apardigda sarbast hadlari ayirmagq igiin istifads
edilon saquli xatdan solda iigbucaq matris alinacaq. Indi biz bu
matrisin satirlori fizorinds miivafiq gevirmalor apanb onu diaqonal
matrisa, yaxud bunun xiisusi hallan olan skalyar va ya vahid mat-
risa gatirsak, onda uygun sistemin hallini daha tez tapmig olang.

Bunu misal fizerinds aydinlagdiraq.
Misal 4.

X+, +2x, +3x =5, .

2x; +4x, =Xy + 5x, +4x =1,

X +3x, +5x,+2x, =3,

3x,+7x, = 3%, +9x, +2x, =14,

2x, +8x, —dxy +2x, + Txg = -10.
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Bu sistemin matrisini yazib satirlori fizarinde milvafiq gevirmalari
aparagq.

11 023 11 0 2 3

24 -154| -1 2 -1 1-2|-1
13 052|-3—02 0 3 -1 -F-—
37 -392f1 4-3 3-7-2

28-427-1 6-4-2 1-2
110 2 3 11 02 3
2-1 1-21-11 2-11-2-1

=00 1 2 1 =100 12 1
0-1 1-3]-7 0 03-2|-
0-1-5 7|1 0 00 6|1

Goériindilyi kimi, naticads iigbucag matris alindi ki, buna da
uygun lighucaqgakilli sistem asagidaki olur:
X+ +2x,+3%, =5,
20, = xy + X = 2%, =—11,
xy+2x,+ x5 =3,
3x,-2x,=—4,
6x;=21.

Bu iigbucaq sistemi bildiyimiz qayda fizra hall edib bunun x =2,
x=-3, x=1, x,=0, x,=2 kimi yaxud (2,-3,1,0,2) kimi yegans halli-
ni tapa bilarik. Lakin biz mivafig cevirmalardan sonra axirda tapdifimiz
matrisin satirlari {izarinda elementar cevirmalari davam etdirarsk onu di-
aqonal matris yaxud onun xiisusi hallan olan skalyar yaxud vahid mat-
ris yaklina gatirak (apanlan amallar gostarilib): :

11 0 2 3|5+
2 -1 1 -2F-1+
01 2 1|3f+ | -
0 0 3 -2/-4f+7
00 o0 6f12f4 4 -+ -4 -2
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11 0 2 o-1f+ 1 1 0 2 of-1
2 -1 1 o7+ 2—1l0+1-||
—*0120|+-—|| =0 0 1 2 01 1 i
00 300ft-2-1-2 oo o 3ol :
0 0 0 12 0 0 0 12
1 000 0]2
1 00 0-
- 01 0 of1).
001 00
000 12

Gﬁrtlnd‘ﬂyﬂ hml axirda saquli xatdan solda vahid matris alnib.
Buna uygun sistemi yazsaq darhal =2, x,=-3, x,=1, x,=0, x,=2
alirig, yoni onun (2,-3,1,0,2) kimi yegans hallini tapmis oluruq.

* & %

Biz Qauss fisulu ila tams olduq va bununla birlikds matris an-
la_yxsmm burada garakli bir vasita kimi istifada olunmasimnin da :aalg-
di oldug. Dcmzh, matrislorls ilkin tanighgimiz heg da hadar getmadi.

_ N'ahay?t._ bir seyi da geyd edok ki, moktab riyaziyyatinda tan-
liklor sisteminin hallinda isladilon «amsallan barabarlagdirma» va
ya «cabri toplamay adlanan iisullar mahz Qauss fisulunun sads sis-
temlor tigiin xisusi hahdir.

§ 1.9. Qauss iisulunun bircins xatti cabri tanliklor sistemina tatbigi
Bilirik ki, bircins XCTS-i sarbast hadlori sifirlardan ibarat olan

ayx, +a,x, +...+a,x,=0,
ay X, + Xy +...48,,%,=0,

@ X, + 8%, +...+a,x,=0,
sistema deyilir va bunun (0,0,...,0) halli hamiss var.

Qauss fisulunun bircins XCTS-na tatbigi bu tanliklar sisteminin
asafidaki teoremls ifads olunan xassasini askar etmoaya imkan verir.
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TEOREM. Bircins XCTS5-da tanliklarin sayi machullarin sa-
ymdan az (s <n) olarsa, onda bu sistemin sifir hallindan alave sifir
olmayan sonsuz sayda halli vardr,

iSBATL. Dogrudan da agar verilmis bircins XCTS-da tonlik-
larin say1 s, machullarin sayr n-dan kigikdirsa (s<n), onda ay-
dindir ki, Qauss tsulunu bu sistema tatbiq edonda onu heg ciir Gig-
bucaq sistems gatirmak olmur. Ciinki elementar gevirmalar zamani
sistemds tanliklarin say: arta bilmogz, aksina azala bilor. Demali,
burada ancaq naticade trapesgakilli sistem alina bilor. Trapesgakilli
sistem isa bildiyimizo gora qeyri-miisyyondir, bunlarin istanilan
gadar halli var. Bu hallardan ancaq biri stfir hall (00...0), galaniisa
sarbast machullara verdiyimiz qiymoatlor goxluguna asasan tapilan
hallar olacag ki, bunlar da sistemin sifir hallindan alava sifirdan
fargli halleri olacagq.

Teorem isbat olundu.
Misal.

X+ x; =xy=3x,~x, =0,

2x, —x,+ x4, —5x, =0,
X +2x,=2x,-5x,=0,

=X +x, =2x,~2x +3x,=0,

Svvalan, askar gorindr ki, 1y =x; = 2;=x; =x;, =0, yoni bu siste-
min bir (0,0.0.0,0) halli var. Lakin digsr tarafdsn da gdriiniir ki, bu bir-
cins xatti tanliklar sisteminin tanliklori sayr 4, machullan say iss S-dir.
Demali, bunu hall etmadan da deys bilarik ki, bu birga (uyusan) sistema
Qauss Gisulunu tatbiq etdikds aparnlan elementar gevirmoalar onu ancaq
trapessakilli sistena gatiracak. Bu isa o demakdir ki, bu sistemin sifir
(0,0,0.0.0) hallindan alavs istanilon sayda basqga hsllsri ds vardar.

Sisterni Qauss fisulu il hall edok.

b t-1-3-1j0] [t 1-1-3-1/0
2-1 2 1-sjof _fo-3 4 7-300
12-2-5 ofof o 1-1-2 1fo|”

b Y=2-2 3|0 2-3-5 2|0
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11-1-3-40
=l01-1-2 10§.
01 1 oo

Demali, verilon bircins sistem ziins ekvivalent olan agafidaki tra-
pessakilli sistemo gatirilir:
X+ X —x—3x - % =0,
Xy — Xy —2x, + x5 =0,
x4+ x,=0.
Xy Xy, Xy -1 9538, Xy V@ Xg-1 sorbast machul qabul edib bunlann
asagidak ifadalarini tapa bilarik:
X =X+ 2%,
Xy =Xy =Xy
Xy==x. |
Ogor burada x, =&, va x; =, ixtiyari parametrlorini daxil edarak
verilsn sistemin iimumi hallini
x, = Xy + 24,
X, = X~ X,
Xy ==Xy, v
x, =&,
xy=E,
kimi toyin edorik, Buradaki £, va &, ixtiyari parametrlorina istanilan
giymatlar vermakla verilan tanlikler sisteminin istanilan sayda sifirdan
fargli hollarini alang. Masalen, & =1, &, =0 giymatlarini verib sistemin
(LL-110) xdsusi hallini, & =1, E;=-2 qiymatlarini verib sistemin
(-33,~1,,-2) kimi xilsus! hallini tapa bilorik. -

§ 1.10. Birlasmalar va onlarm novleri haqqnda imumi malumat.
Permutasion, onun sinfi (tak~ciitliiyii). Transpozisiya

Moalumdur ki, birlasmalarin aranjeman, kombinezon va per-
mutasion kimi novlari varl.

| Kitabda elernentlon takrar olunmayan birlesmalerden damigilir.
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Yada salaq ki, n-elementli{a,.a,,...,a, }sonlu ¢oxlugunun &
elementli nizamlanmug har-hans: altgoxluguna (va ya hissasina) n
elementdan har birinda k element istirak edan aranjeman, ¢oxlu-
Sun k elementli ixtiyari hissasina n elementdan har birinda k ele-
ment olan kombinezon, verilann - elementli ¢oxlugun elementlori-
nin hamusinin nizamlanmasina isan elementli permutasion deyilir.

Bu tariflardan askar olur ki, verilon n elementli ¢oxlugdan

diizaldilan n elementli aranjeman birlogmoalorin ela névidar ki,
bunlar bir-birindan ya burada istirak edon elementlori, va ya ele-
mentlarinin diiziiligi ila farglanir, kombinezonlar is? bir-birindan
elementlarinin diiziiliigii ilo deyil, bunlarda istirak edan k element-
larin heg olmasa biri ilo farglanir (bazan deyirlar ki, kombinezon
bir-birindan elemenetlarinin torkibi ila farqlanirlar), permuta-
sionlar isa elementlarinin torkibi ila deyil, yalmz orada goxlugun
burada istirak edoan biitiin elementlorinin diziiligii ilo forglanir
(buna géra do permutasionlan ¢ox zaman sadaca olaraq «yerda-
yisma» adlandinirlar). Gériindilyii kimi permutasion aranjemanin
ela xasusi hahdir ki, burada n=k, yani nizamlamada g¢oxlugun
biitiin elementlari istirak edir.

n elementdan har birinda k element istirak edon aranjeman-
lar sayini A, kombinezonlar sayini C* va ya (1), n-elementli per-
mutasionlar sayim P. kimi isara edirlar. Bunlarn milvafiq distur-
larint xatirlayagq:

Al =n(n-1)(n-2)...(n—k+1); )
" (n=1)(n-2)...(n=k+1)
o .

" 1-2-...on ’ @

P=1-2...n=n! ®)

Qeyd edak ki, 0!=1 gabul edilir.
Bunlar arasindaki olagalara da nazar yetirok.
P &
Ab=a, P =131‘ P=A":
Pﬂ_; n a " An L]
Yaxud:
n! n!
= i G m————;
(n—k)! " K-k

AT =P =n.

34

Gorindayd @tzrs bu diisturlar, bunlar arasindaki slagalarda
n! (n faktorial), yoni natural adadlorin 1-dan n-2 gadar olan ar-
cicil hasili (1-2-....n=n!) mihiim shamiyyat kasb edir. Bu hasilin
xilsusiyysti beladir ki, avvalon, bu hasil n-in artmas ils boyuk
siiratle artir; bela ki, masalan,

-2=2,
31=1.2:3=6,
4=1.2-3.4=24,
51=1.2.3-4-5=120,
6!=1-2-3-4.5.6 =720,
71=1-2-3-4-5.6-7 = 5040,
81=1-2-3.4.5.6.7-8=40320,

9=1-2-3-4-5-6-7-8-9 =362880 vas.

ikincisi ds agkardir ki: n'=(n—1)tn. Misaldak: adadlarin har
biri uygun olaraq 1,2,34,5 6,789 elementli g¢oxlugun
elementlorindon diizalon permutasionlar sayidir. Xisusi halda
{a,b,c} goxlugunun elementlarindan diizalan permutasionlar 3!=6
dana olub asagidakilardan ibaratdir:

abc,ach,bac,bea,cab,cba.

TORIF. Permutasionda digar elementlsrin 6z yerinds galmas
sarti ila onun yalmz ixtiyari iki elementinin garsihql yerini dayisma-
sina transpozisiya deyilir.

Permutasionda i va j elementlorinin transpozisiyasin (i, j)
kimi igara edirlor. Masalan, 3415672 permutasionunda (4,6) trans-
pozisiyasini aparsaq onda 3615472 permutasionunu ahnq. Yaxud
(2,5) transpozisiyas: noticasinda verilan 3415672 permutasiyasin-
dan 3412675 permutasiyasim aling va s. Belalikls, transpozisiyanin
permutasionlar fi¢iin shomiyyatindan séhbat gedanda har seydan
avval onu geyd edak ki, transpozisiya vasitasila eyni goxLugun ele-
mentlarindan diizalon har-hans: bir permutasiondan bu elementlar-
dan ibarat olan digar istanilon permutasiyaya kegmok olur. Bunun-
la slagadar olaraq asanligla bels bir taklif isbat etmak olur ki:

n elementdsn ibarat olan biltin mimkin n! sayda mixtalif
permutasiyalant els diizmak olar ki, bunlarin hanst birindan baglan-
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masimdan asth olmayaraq har bir sonraki permutasiyam avvalkindan
bir transpozisiya vasitasi ilo almagq olar.
Masalon, {1,2.3} elementlorindan dizalen 3!=6 dana 123,213,
231, 321, 312, 132 permutasionlar: ela diiziilib ki, birinciden bagla-
yaraq bunlar birindan bundan sonra galona kegmok tiigiin har dofs
bir transpozisiya aparmaq lazim galir; bela ki:
123-dan 213-5  (1,2) vasitasils,
213-dan 231-a  (1,3) vasitasila,
231-dan 321-a  (2,3) vasitasila,
321-dan 312-5  (2,1) vasitasila,
312-dan 132-2  (3,1) vasitasils,
132-dan 123-a  (2,3) vasitasila
olurlar.

Lakin transpozisiyanin permutasion ii¢iin shamiyyati takca
bununla bitmir.

Transpozisiyanin permutasion {igiin daha bir shamiyyati da
onun sinfi ila alagadardir, yoni transpozisiya permutasionun sinfi-
na da tasir eda bilir.

Permutasionun sinfi nadir? Bu inversiya inlayisi ila baghdir.

Toarifa gbra permutasion sonlu ¢oxlugun elementlarinin dii-
ziilish (nizamlanmasi) ila saciyyalanir va demasli burada elementin
fordi xiisusiyyati yox, diiziilisda hansi elementin hansi yerda
durmasi baghca ahamiyyat kasb edir. Bu mixtalif diiziilliislordaki
elementlari tutdugu yera gora L2,...,n adadlori vasitasila ném-
ralomak miimkiindiir. Ona géra da verilan ¢oxlugun elementlari
avazina onlann diziliiy nomralerini gdstaran goxluga, yani qisasi
A={1.2,....n} coxluguna baxmag sartlasak.

Bu da malumdur ki, har-hansi goxluq Giglin onun elementlari-
nin{ } simvolu daxilinda hansi nizamla diziiliisiiniin el bir sha-
miyyati yoxdur. Bu, verilan A coxlugu figiin do dogrudur, ysni
masolan, M ={1,234} coxlufunu M = 3124}, M={1,243},
M ={4,31,2} va s. kimi yaza bilorik. Lakin bu goxluqdan diizaldi-
lan permutasionlar iigiin buradaki elementlarin hans: diiziiliigls ya-
zilig1 asas masaladir, ¢iinki eyni goxlugdan diizalon permutasionlar

Ibir-lbirindan yalmz elementlorinin hansi nizamla diiziiliisi ila forg-
anir.
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Permutasionlarin elementisrinin némralonmasinda istirak
edan natural adadlor ¢oxlugu 6zt nizamlanmg goxlugdur, onun
elementlori arasinda boyitklik-kigiklik miinasibati var.

Bozi riyazi adabiyyatda {1,2,...,n} coxlugundan diizsldilan
n-elementli permutasionu sorti olaraq [i,,i,.....i,] kimi da isara
edirlar.

n-elementli {1,2,....n} coxlugunun elementlari olan natural
adadlorin tabii artma qaydasi ila ardicil diiziiliisindan ahnan per-
mutasionu onun «normal §akli», yaxud «bas permutasionu» ad-
landiraq. Masalan {4,3,2,1,5.68,7} ¢oxlufu ifi¢lin permutasionun
normal gakli (bag permutasion) asafidaki olacaq:

(12,3.4,5,6,7.8] (1)

Verilan bu sorti adin shamiyyati burasindadir ki, buna isti-
nad edarsk bu elementlarin har-hansi permutasiondak: tutdugu ye-
rin ndmrasini, hansi elementin hansindan sonra va ya avval dayan-
diini milayyan eda bilorik. Masalon, 41832765 (1') permutasio-
nunda 12345678 bas permutasiondaki nizam pozulmugdur, Bela
ki, burada 1 raqami II yerds 2 ragemi V yerds, 3 ragami IV yerda,
5 raqami VIII yerds va s. yerlordo dayanirlar. Goriindityil kimi, ba-
7i ragamlor kigik oldugu halda bdyiikdan iralids v aksina dayanir.
Mssalan, burada 8 ragemi 3,2,7,6,5-dan bdyiik oldugu va buna go-
ra do permutasionun (1) normal saklinds sonda oldugu halda
(I')-da III yerda durub. Bels pozgunlug halim «inversiya» anlayist
ila saciyyslondirirlor.

TORIF. Permutasionda iki i va j elementindan i> j olub dii-
ziiliigda i elementi j-dan avval galirsa, onda deyirlar ki, i va j ele-
mentlari inversiya amala gatirir. .

Masalan, 132 permutasionunda 1 ila 3 va 1 ilo 2 inversiya
amals gatirmir, ¢iinki, 3>1 vo 2>1 olub ham 3, ham da 2 elementi
I-don sonra golir. Lakin 3 il 2 iigiin bunu demak olmaz. Cunki
3>2 oldugu halda 3 elementi 2-dan avval yazihb. Demali, 3 il> 2
elementlori invesiya smala gatirir. Belslikls, 132 permutasionunda
uygun 123 bas permutasionunda nazaran bir inversiya vardir. 312
permutasiyasinda iso artiq iki inversiya vardir. Beld ki, 3>2 va
3>1 olmasina baxmayaraq 3 elementi hom 2-don, ham da 1-dan
avval yazilib, 321 permutasiyasinda is2 fig inversiya var va s.
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Permutasiyada' inversiyalarin sayim daha asan miisyysn et-
moak iigiin asagidaki qaydadan istifads etmoak alveriglidir: avvales
I-dan avval neca elementin olduBunu sayirig; tutaq ki, 1-in qar-
sisinda k, sayda element var, permutasiyada 1-i pozub va ya is-
tiindan bir xatt ¢okib, sonra 2-dan avvalki elementlari saying, bu
zaman iistiindan xatt ¢okilmis 1 elementi sayilmamahdir; tutaq ki,
2-nin qargisinda pozulmug 1-don basqa &, sayda element qalr;

sonra isa pozulmus 1 ilo 2-ni saymamaq gortils 3-iin garsisinda
duran elementlari saying, tutag ki, bu k, saydadir va s. Bu qayda
ils &,.k,,....k, .k, adadlorini tapib bunlar toplay1b;
k=k+hky+...+k,;
comds k aling ki, bu da permutasiondak: inversiyalarin iimumi
sayi olur.
Riyazi adabiyyatda i,,i,,...,i, permutasionundaki inversiya-
lar sayini adatan inv[i,i,,... i ] kimi igars edirlar.
Misal. [1,23,4,5.6,7] permutasionuna nazaren [6,3,1,4,2,7,5] permu-
tasionundaki inversiyalarin imumi sayim tapagq:
inv[6,3,1,4,2,7,5]=7
dvvalca 1-i pozag: 6,3,1,4.2,7,5; 1-dan avval iki element (6 va 3) du-
rur (demali k, =2). Sonra 2-ni pozuruq:6,3,1,4,2,7,5; 2-don avval pozul-
mayan ii¢ element (6, 3 va4) dayamir (k, =3). Indi 3-@ pozaq: 6,3,1.4,2,7.5;
3-dan avval pozulmayan bir element (6) dayamir (k; =1). 4-ii pozaq:
6,3.1.4.2,7,5; 4-dan avvalda pozulmayan bir element (6) dayamir (k, =1).
5-i pozaq: 6,3.1.4,2,7,5; 5-don avval pozulmayan elementlar say ikidir (6
va 7); demali k; =2. 6-ni pozuruq: 6,3,1.4,2,7.5; 6-dan avval pozulmayan
element yoxdur. demali k, =0. Nahayat, 7-ni pozuruq: 6,3,14,2,7.5. 7-
dan avvalds pozulmamis element yoxdur, ysni k;,=0. Demali,

inv[6314275| =k, +k, +k, +k, +ks +kg+k, =243+1+1+2+40+0=9

olur (gox zaman clementlar arasindak: vergiillari nazarden atmaq da
olar).

Inversiyalar sayinin tak va ciit olmasindan asili olaraq per-
mutasionlar tak va ciit sinfa daxil olur.

! «Permutasion» termini avozina bazan «permutasiya» termini da istifada edilir.
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TORIF. Inversiyalar say: 1ok olan permutasiyaya tak, inversi-
yalarinin sayi ciit olan permutasiyaya ciit permutasion deyilir; ya-
xud deyirlar ki, bunlar uygun olaraq tak va ciit sinfa daxildir (bazan
permutasiyanin sinfi avazina onun «citliyii» termini da isladilir).

Masalan, 25314 permutasiyas: tak, lakin 45312 is3 citdiir,
¢linki uygun olaraq bunlardak: inversiyalar say::

inv[25314]=5 tak adad, inv[45312]=8 ciit adaddir.

Xiisusi halda 1,2,3,...,n normal sakilli permutasionu istanilan
n figlin citdiir (burada inversiyalann say: sifirdir).

indi transpozisiyamin permutasionun sinfina tasirina aid olan
asagidaki teoremi isbat edak.

TEOREM. Hoar hansi bir transpozisiya naticasinda permuta-
siya sinfini dayigir.

{SBATI. 8vvalca o hala baxaq ki, permutasionda transpozi-
siyaya ugrayan elementlor gonsudur: ....i, j,...; burada i-dan av-
val j-don sonra gslan elementlarin avazina néqtaler qoyulmusdur.
i-dan avval galan elementlar qrupunu A, j-dan sonra galon ele-

mentlar qrupunu isa B ils isars etsak onda permutasion

A,i,j,B )
soklinda olar. @gar burada (i, j) transpozisiyasi aparsaq
A, j.i,B (2)

permutasionunu aliriq. Aydindir ki, istar transpozisiyaya qadar, is-
tarsa do transpozisiyadan sonra i va j elementlorinin A element-
lar va B elementlor qrupu ils smals getirdiklori inversiyalar sayi
dayismayacak.

indi tutaq ki, (1)-da i va j elementlori bag permutasiondak:
diiziliigs uygun olaraq tabii artma qaydasindadir, yani i< j. On-
da aydindir ki, (2)-da bu elementlar bir inversiya amala gatirar;
ginki (1)-ds i elementi j-dan kigik va ondan avval galdiyi halda,
(2)-da j-dan kigik olan i elementi j-don sonra galir. &gar (1)-da
i> j olardisa, onda bu elementlar (1)-da bir inversiya amala gati-
rirdiso transpozisiyadan sonra bu inversiya yox olacaq. Demali,
i< j vai> j kimi har iki vaziyyatda inversiyalarin say1 1 gadar,
yani tak adad sayda dayisocok. Onda aydindir ki, (1) va in-versi-
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yalanimin say1 1 gadar forglenan (2) permutasiyalan miixtalif si-
niflara mansubdurlar.

indi o hali nazardan kegirak ki, transpozisiyada istirak edan
iva j elementlori qonsu deyil, bunlar arasinda k,k,,...,k, kimi m

sayda (m > () element var:

Ak, ky,....k,. J.B. 3)
Burada avvalca i-ni j-y2 qonsu gatirmak lazimdir va bunun
li¢iin oziindan sonrakik,, k,,....k, elementlari il

(i, k,),(i.k,)....(i.k,) kimi m sayda transpozisiyalar, j-ni i-nin
yerina gatirmak Gglin isa (j.k, ) (j.k, )---(j, k). (F,0) kimi m+1
sayda transpozisiyalar: aparmaq garakdir. Onda

A, ik kg k0B 4

Demali, (3)-dan (4)-2 kegib i va j elementlarinin garsiligh

yerdayismasi (transpozisiyasi) igiin qonsu elementlorla comisi
m+m+1=2m+1 sayda, yani tok adad transpozisiyalar aparmaq
lazim galmigdir. Demali, burada (3) permutasionu (4)-2 kegid
prosesinda (3) permutasionu tok adad dafs 6z sinfini dayigmis olur.
Ona géra da (3) ila (4) miixtalif adh siniflars aid olmaldir.

Teorem isbat olundu.

Isbat etdiyimiz teoremdan gixan iki vacib naticani geyd edak.

NOTICD 1. Bir permutasiondan hamin elementlardan ibarat
olan va bununla eyni adli sinfa malik olan permutasiona kegmak
ligin ciit sayda, aks adl sinfa kegmoak iigiin isa 12k sayda trans-
pozisiva aparmagq lazimdir.

Naticanin dogrulugu aydindir. Bels ki, eyni sinfo malik olan
adadlarin comi ciit, miixtalif sinf> mansub olan adadlorin comi is?
tak sinfa aiddir.

NOTICB 2. 1.2,....n elementdon (n22) diizaldilmasi miim-
kin olan bitiin permutasiyalarin yarist ciit, yarisi isa tak sinfa aid

olub, hor sinifdokinin say -;-n!-dxr.

ISBATL. Bilirik ki, n elementdan diizaldilmasi miimkiin olan
biitiin permutasionlar sayi a!-dir. Bunlarin ciitlarinin say1 p, tak-
larinin say1 isa ¢ olsun: p+g=n!
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indi har bir ciit permutasion iizarinda eyni bir transpozisiya
aparaq. Aydindir ki, isbat etdiyimiz teorems géra 1 transpozisiya
sayasinda bu ciit permutasionlar sinfini dayisar va naticada p say-
da mixtatif tak permutasionlar alanqg, onda g 2 p olar.

indi ds tok permutasionlann har biri Gizarinds hamin trans-
pozisiyani aparaq. Onda g sayda miixtalif permutasionlar alangq
ki, bu haldada p2gq alang.

g2 p va p2gq minasibatlorindan isa p=g oldugu almir,
yani

(@2 p)a(p249)=(p=4).

Natica isbat olundu.

Qeyd. Naticonin dogrulugu bir do ondan aydin olur ki, yuxanda
qeyd etdiyimiz kimi n elementdsn ibarst olan (n22) permutasionlan
¢ls ardicil diizmak mimkiindiir ki, har biri 6zindsn svvalkindan ancaq
bir transpozisiya aparmagqla alinar. Onda aydindir ki, tak vs ciit per-
mutasionlar ardicil olaraq ndvbalagacak. Bunlanin imumi say1 n! iss ciit
adad oldugundan (n22 olanda hasilda hamige 2 vuruq kimi istirak et-
diyindan n! clit adad olur) agkardir ki, bunlann yans: tak, yansi ciit olub

har biri %’ donadir.
§ 1.11. Ovazlamalar va onlann sinfi. 9vazlomalarin hasili

Sonlu M ={a,,a,,...,a,} oxlupunun verildiyini farz edok. Bi-
lirik ki, bu ¢oxlugdan n! sayda miixtalif permutasionlar diizaltmak
miimkiindiir. Aydindir ki, bu permutasionlar bir-birlarindan yal-
niz elementlorinin yerdayismalori ila farglanacoklor. Odur ki, bu-
rada elementlorin bilavasits 6zlori deyil, onlarin permutasionlar-
daki tutdugu némraler mithiim shamiyyat kasb etdiyinden M ¢ox-
lugunun

M ={2,....n}
sakilda verildiyini tasavviir edak.

Indi goxluglarda inikas anlayisim yada salaq.

Moalumdur ki, A ¢oxlugunun B g¢oxluguna f inikas: dedik-
ds bunlar arasinda els uygunluqdan sdhbat gedir ki, M ¢oxlu-
gunun har bir elementina B - nin mitayyan bir elementini qars: qo-
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yan qayda disiiniliir vo bu da f:A— B yaxud A—L— B kimi
isara edilir.

Xatirlayaq ki, A-nin elementlorini B-nin uygun elementls-
rinin proobrazlari, B-nin bunlara uygun elementlorini is2 A-nin
elementlarinin obrazlan adlandinirlar.

[ inikasina nazaran a elementinin proobrazi, &-nin isa bu-
nun obrazi olmasi faktim bazon qisaca olaraq «afb», yaxud
f(a)=b vaya af =b kimi igara edirlar.

Bildiyimiz kimi, inikasin ii¢ névunu farglandirirlor: inyektiv,
siiryektiv, biyektiv:

f:A— B inyektiv inikasinda B-nin har bir elementinin
A -da birdan gox sayda obrazi olmaz, yani an ¢oxu bir dena ola bi-
lor. Yaxud bagqa ciir: a,,a,€ A, b,b,€ B va ¢(a)=b,, ¢(a,)=b,
tgin (a, # a,)= (¢(a,) # ¢(a,)) olarsa bu inyektiv inikas adlanir.

Siiryektiv inikas odur ki, A-nin elementlarinin obrazlarnn B
goxlugunu «doldurur», bagqa sézls: B-nin hor bir elenfentinin
A-da an azi bir proobraz var, =

Inikas eyni zamanda ham inyektiv, hom da siiryektiv olarsa,
ona biyektiv inikas deyirlor. Bagqa sézla, biyektiv inikasda B -nin
har bir elementinin A - da yalniz bir proobraz olur.

Xiisusi halda ¢oxluq 6zii ds 6ziina inikas ola bilar (A= B ha-
I1). Bunu bazon A goxlugunun gevrilmasi ds adlandinirlar.

Indi verilan M ={1.2,...,n} sonlu goxluguna qayidaq.

TORIF. M ={1.2,....n} sonlu oxlugunun 6ziiniin-Gziina biyek-
1iv inikasina n tortibli va ya n daracali avazlama deyilir.

Bu tarifdon aydin olur ki, verilan n elementli ¢oxlugdan di-
zaldilmis ovazlamays eyni bir goxlugun elementlsrindan diizalan
permutasionlarin elementlari arasinda qargihgh birgiymatli uygun-
lug kimi baxa bilarik. Bu asasla da avazlamoni inikasda igtirak
edan har bir proobrazin altinda buna uygun yegana obraz yaz-
magqla onu asagidaki sakilda isars edirlar:

aQ a, .0
S= { (M ! n .
[BJ B! Sl Bn} .
Burada (a,,@,,....a,) va (B,,B,,....B,) sotirlori eyni bir M
¢oxlugunun elementlarindan diizaldilan permutasionlardir.
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Daha ayani sokilda desok M ={1,2,...,n} goxlugundan diiza-
Ian har-hansi bir § avazlomasing i — $(i) inikas: kimi baxib, onu

S=(‘l 2 n]
2 Sy 3
kimi yazirlar va bunu S inikas:

12...0

S:dddid

e

kimi manalandinirlar, hans: ki, burada i, = S(k), k=12,....n.
Soziin qisasi, sada dilds desak: § =[': : ") yazilisinda

o
ikinci satrin elementlori i,,i,,...,i, (obrazlar) diizimii birinci satir-
daki elementlordon, yani 1,2,...,n proobrazlardan dizaldilon per-

mutasiondur.
Ovazlomaya aid misal gdstarak.
Masslon, agagndaki S va T

(342165 12345
”5'[52463 1]'T (42534] uygun Ot

M, ={123456) v M,={1.23.45} coxluglanindan diizslon alt: va beg
tartibli avazlomalardir.

12345

(1 234 s)

avazlamasi da M, - dan diizslon avazlomadir.

Lakin G g : . :J avazlomasi {12345} coxlugundan diizalon
avazloma deyildir, ¢linki burada ikinci satirdski 8 elementi avazlamanin
diizaldiyi {1,2,3.4,5} coxlugundan deyil (torifdaki «6ziiniin-5ziina inikasy
sarti pozulub).

[: o ;] avazloma deyil, clinki buradz birinci satirdoki iki
miixtalif (2 va 5) proobrazlanna eyni bir ortaq (2) uygundur (biyektiv
inikas gorti, yoni qarsiligh birgiymatlilik sorti pozulmusdur).
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132436
345162

Demali, M ={1.2.....n} goxlugundan diizalon har-hansi S
svazlamasinin birinci satrini tokrarsiz permutasion olmagla istani-
lan diiziiliila yazmagq olar, lakin bunun ikinci satrindaki uygun ob-
razi hokman 6z altinda yazmaq garakdir. Ona gora da M -don dii-
zslan eyni bir avazlomani bunun «siitunlaninin» yerini dayismakla
onun manasi dayismir va onu n! sayda, o ciimladan 1-ci sotrini to-
bii artma qaydas ila nizamlayib

s=(f?“'5)

| PR

kimi yaza bilarik ki, bunu da bazan avazlomonin «normal gokli»
adlandirirlar.

Belslikla, aydin olur ki, verilan n elementli ¢oxlugdan n!
sayda n tortibli mixtalif avazlamalor diizoltmaok mimkindir va
bunlarin har birini do manasim dayismamak sartila bir-birins bara-
bar olan ! sakilda yazmagq olar. Xiisusi halda masalan,

154632) (341526)_(512436)_
614523) l246135) (163425

Fﬁlzsﬂ C2345ﬂ
= = Vas.

Bunun kimi da [ J avazlama deyil (izah edin!).

456312) 1632415

Permutasionlarda oldugu kimi, avazlomalori da bunun satir-
lorindaki inversiyalar sayina gora tok va ciit siniflara bolirlar. Bela
ki. har iki satirdaki inversiyalarin imumi sayt tokdirsa avazloma tak,
ciitdiirss ava=lamo ciit sinf> aid edilir, yaxud burada gisaca olaraq
bunlart tak va ciit avazloma adlandirirlar (bazon bunlara uygun ola-
raq «manfi vo miisbat isaraliy avazloma da deyirlar).

Demali,
(o .. q
§ [rs. fly s B“]

avazlamasinin sinfi .\':r'nv[a,,uz.....a_], t =inv[B,,B,.....B,) oldug-
da s+t comi tokdirss avazloma tak, ciitdiirss ciit olur. Ovazlomanin
sinfi s+¢ camindan asili oldugu iigiin avazlomanin sinfini s va 7
toplananlarinin eyni adh vo miixtslif adl olmasi, yani har ikisinin
va tak, ya hor ikisinin ciit adad olmasinin, yaxud birinin tak, diga-
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rinin cilt olmast) 'ba'uummdan da toyin etmok olar, ¢iinki, biri tak
va o biri ciit olan iki odadin comi tak, iki tok va iki ciit adadlarin ca-

mi ciitdiir. Onda
s=(® @ u_)
[Bu By - Bu

an_’azlaminiu har iki satri tak, yaxud har iki satri ciitdiirss avazloma
cut, satirlar miixtalif adli sinfa mansub olan permutasionlardirsa
avazloma tak olar. Xiisusi halda avazlama normal gakildas olarsa, ag-
kardir ki, onun 1-ci satrindaki permutasionlarda inversiya sayi sifir
olur va onun sinfi ikinci satirdaki permutasionun sinfi ils eyni adh

olur. Bela ki:
sof}21)
| A NEOH

avazlomasinin sinfi invli,i,...,i,] ilo mitayyan edilir. Buradan iso
aikar olur ki, eyni bir n elementli ¢goxlugdan diizaldilmasi miim-
kiin olan n! sayda miixtalif n tartibli avazlamanin yansi tak, yans:

!
ciit olub hor biri % dons olacaq. Cinki, malum oldugu izrs

[i,,is,...,i,]) kimi n! sayda permutasionun yarsi tak, yans iss ciit-
dir.

indi bels bir sada teoremls tanis olaq.

TEQREM. Ovazlamonin situnlar: iizarind> har-hanst bir
transpozisiya aparsaq onun manast dayigmadiyi kimi sinfi da dayis-
mir.

" ISBATI. Tutaq ki,
_(way e :
2 (ﬂ. By v By e B, - B,] o

ciit avazlomasi verilib. Bunun i-ci va j-ci siitunlan arasinda

transpozisiya aparaq; aydindir ki, bu yena do S avazlomasi olub
agagndaka goklo diigacak:

@ Oy ooe O Lo O @
S - { B 3 ] i n i 2
(a. By oo By oo By oo B.] &
S ciit oldugundan onun har iki satri eyni adl sinfa aiddir.
Sgar bunun i-ci va j-ci situnlannin yerlorini qargihgh suratda
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doyissok, onda bu o demakdir ki, onun birinci souril?dzk'i
[a,a,...q;...0;...0,] permutasionunda (a;,@,) transpozisiyasi,
ikinci sotrindaki [B,8;...B;.--B;---B.] permutasiyasinda isa (B;,B,;)
transpozisiyas: aparmus oluruq va naticada bu satirlerin har ikisi
ks sinfo monsub olacaqdir, amma satirlordaki eyniadlihq saxlana-

caq. Bu is2 o demakdir ki, transpozisiyadan sonra alinan (2) avaz-
lamasinin satirlori eyni adli sinfa aid olur. Demali, (1) ciitdiirss (2)

da ciit olacagq.
Analoji mithakims aparmaqla asanhqla gostarmak olar ki,
(1) takdirsa (2) da tak olacaq (bunu oxucuya hovals edirik).
Teorem isbat olur.
Burada bir fakt: da unutmayaq ki, svazlama transpozisiyanin

iimumilagmasidir. Bela ki, masalan (i, j) transpozisiyasi mohz
(121 s Joun
S“[l Zows Flowa # was nJ
avazlomasi demakdir.

Svazlamalarin hasili. Bilirik ki, har bir n tartibli § avazloms-
si n elementli sonlu goxlugun &ziiniin 6ziina biyektiv inikasidir,
odur ki, n tartibli § va T avazlomalarinin hasilina da eyni bir sonlu
coxlugdaki biyektiv inikaslarin hasili, basqa sozla bu inikaslarin ar-
dieil 1athiginin naticasinda ahnan inikas kimi baxmaliyig. Demali,
qisa desak:

n daracali iki § va T avazlomalarinin ardicil tatbiginin nati-
casinda alinan yena n daracali U avazlomays bunlann hasili deyilir
va

U=S8T
kimi isara edilir.
; I ‘2 wu:n 1 2...n
Tuta k:.S=( JvoT=[ )
4 o a ... a, BB, .. B
Bilirik ki, burada har ikisindaki
@,y &, (@)
ﬁﬂﬁ:v"!ﬁn (ﬁ)
satirlori 1,2,...,n adadlorindan diizaldilon permutasionlardir. T
avazlamasinin siitunlan iizarinda elo transpozisiyas: aparaq ki,
onun l-ci satrinda @, a,,....@, permutasiyasi alinsin (malumdur
96

ki, bunu hamiss etmak olar!). Onda onun 2-ci satrinda (8) permu-
tasiyasi avazina 12,...,n elementlorindon dizsldilmis olan 1y,
¥3.--+»¥, Kimi yeni permutasiya alinar, yoni T avazlamasi bels olar:
T=[a, oo a,).
ht: ¥

Indi § va T-nin ardicil tatbiginin neca bir avazlama oldugu
agkar gOriiniir, belo ki, agor ST hasilini U ils isars etsak:
1 2..n a,a’,...a} (l - - n]
ST =( "l= =l.
@ &G ... AN V- Y hvr e ta ¢
Bu o demakdir ki, § va T -nin ardicil ifads etdiyi iki biyektiv
inikas) U «birdafalik» ifads edir. Masalan

A{l 234 5] a 3:(‘ 234 5] svazlomalarinin hasilini

54123 21435
tapmaq tgiin

1—4 35 B 55 demali, 1—48 5
A B : AB

2——4—3 demsli, 2——>3
A B . AB

3——1——2 demali, 3——2

450 B o devin 4 A8 5
A B AB

5———3——4 demoli, 5———4
inikaslarina digqat yetirarak AB hasil avazlomasini alangq:

Kt 12345Y12345)_(12345
\54123)21435)°\53214)
iki agkar fakt: da qeyd edak: 1) Yalmz eyni goxlugdan olan
v eyni tartibli (eyni daracsli) avazlomalari vurmaq olar; 2) vurma
amslinds igtirak edan svazlsmslorin «normal gokildo» verilmasi d»
macburi deyil.
. Y a8 [ TR I I
Tutaq ki, §= - Jva‘f‘:( )kn’m ni
* (al % ... @, B BB
tartibli va elementlori da eyni bir {1,2,...,n) ¢oxlugundan olan iki

avazloma verilib. Malumdur ki, burada
a,,a,,....a, (@)



ham da

B Bys-- B, (053]
satrlari 1,2,...,n adadlarindan diizolmis permutasionlar olmaldir.

T avazlamasinin siitunlan iizarinda els transpozisiya aparaq

ki, onun I-ci satrind> @,,@,...,@, diizillisls permutasion alinsin
(ballidir ki, bunu hamisa etmak olar!). Onda onun 2-ci satrinda ()
permutasion avazina 1,2,....n adadlerindan diizsldilmis olan

BB\ P, -
kimi yeni permutasiya alinar, yani naticada

(a, &y an)

BB .. B

avazlamasini alariq. Onda § ila T - nin hasili

SE P Y 3 o O B

. (1234 (1234 ST
Misal 1. S-[4 12 3) va T-[3 14 2] avazlamalarinin hasilini

lapagq.
Ogar T avazlomasinin siitunlan arasinda yerdayisma apanb, ma-
4123
2314

ST:[I 23 4I4 12 3]:(1 23 4]
412302314 2314)

Lakin praktikada he¢ do T ovozlamasinin siitunlan Gzorinds
transpozisiva apanb onun l-ci satrini hékman S -in ikinci satri kimi

gostormaya ehtiyac yoxdur. Slava olaraq onu da geyd edak ki, vurma
amali liglin § - in d> normal gakilda omasi da vacib deyil. Masalan:

[532:4 35412) (53214
15243)24153)°(54312)
B, \ ;

§ T v

(|234Sl2345”12345
42531A53214) \13425)
——

hE

salen onu 7 =( J soklinds yazsaq:

yaxud

va ya
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5321412345\ (53214
15243)\53214) 54312]'
—
Buradan gériiniir ki: U'=U"=U".
Ovazlomalarin vurulmasinda bazi xassalori geyd edak.
1. Ovazlamalarin hasilinds n23 oldugda kommutativiik
xassasi pozulur:
.S, #5,S,.
Vurmada kommutativalik xassssinin, imumiyyatla, pozul-
masim gdstarmok ii¢lin asafidaki misali nazardan kegirak.

5, = [51234) .S =(31542}
14352 45213
avazlomoalori tiglin §,5, va §,8, hasillorini tapaq:
ss=(31423) - s5(1335)
Goriindiyii kimi §,S, # 5,5,
Lakin onu da qeyd edsk ki, tesadiifan boazi avazlomalarin ha-

silinda ST =TS borabarliyi dogru olur. Masalon, § [; § i ; ﬂ

T=[; i g ': ;] avazlamoalari ST =TS xassasina malikdir. Bela

ovazlomalar kommutativ tipli avazlama adlanir. Slbatta, bela tip
avazlomolorin olmas: heg do biitiin avazlomalor figlin vurmada

kommutativlik ganununun dogru olduguna dslalst etmir.
2. Ovazlamalarin vurulmasinda assosiativlik ganunu dogrudur:

(5,5,)8; = 5,(5,5;).
ISBATL. 1,2,...,n elementlarinden diizaldilon ixtiyari

I 2. L 2. 12..n
Si= (a: “:--- ] 5 {ﬁz B ﬂ ] i #(Ym £ ---?'..)
avazlomolorini gétiirok.Askardir ki, S, v3 §; avazlomolorini asan-
hgla
se(53%) - (25-5)
BB, \ntt
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soklinda yaza bilarik. Isbat edacoyimiz barabarliyin sol torafini, ya-
ni (5,5.)3, hasilini tapag. Qvvalca

I 2otk
S.=
o [ﬁ.'.e;...ﬂ:)
hasilini tapariq, sonra isa:

g i)

S !

(51535 = [ﬂ’ﬁ" ﬂ' nv- [ S
Indi isa sag terafdaki 5,(5,5,) hasilini tapaq. Yene da avvalco

5.5, = (“ e J hasilini taparq. Bundan sonra

h Y;-
aaf, .a, 1 2
L lala,.-- Ir. f . J[r’r’ r’}
Demoli,

(SISZJSH = 'SI{S!SJ} =
Onu da geyd etmak laamdir ki, burada yena da avazlomalae-
rin normal sakilda verilmasi he¢ da macburi deyildir va teoremin is-
bat: figiin bunun shamiyyati yoxdur. Masslarn, tutaq ki, ixtiyari ga-
kilda verilmis S, U, T avazlamalorinda § avazlomasi ixtiyari a ele-

mentini J-ya, T ovazlomasi B-mi y-ya, U iss y-m &-ya gevi-

rir. Yaxud gqisa olmasi Ggln gorti olaraq S:(;}. T=(£J va
£;=[g} ilo ijara etsok, agkardir ki, (ST)U =S(TV), ysni ham

(ST =[§] ham da :smf)=[f;].

Xassa isbal olunur.

Bu xassani istanilon sonlu sayda svazlomolorin hasili Gigiin
umumilasdirmak olar. Bela ki, & sayda §,S,...§, svazlamalarinin
hasilinda vuruglarin verini doyismadsn onlan ixtiyari qaydada
motarizaya almaq olar, Xiisusi halda,

518.85:85, = 5,(5,8,5,) = (5,5,5,)8, =(5,8,)(5.5,) -

Bu xassayo ssaslanaraq svozloma ficiin miishat tam qivvat
anlayisim vermak olar,

S avazlama, m isa natural adad olarsa, S™ dedikda, § avazla-
masinin m dafa éziintin &ziins hasili baga digiliir.

3. Assosiativlik xassasino asasan asanlgqla gostarmak olar ki,
eyni bir avazlamanin giivvatlari hasili kommutativdir, yoni

Sl’sf =S!Sl =Sh-l' ¥

Bvazlomalarin Bazi xilsusi navlari. Svazlamalar sirasinda eyni-
lik (vaxud vahid) avazloma, verilon avazlomanin tersi, dovri adla-
nan avazlamalar xiisusi yer tutur.

TORIF. Har bir elementini ancaq Gziina geviran (inikas etdiran)

U o RERS)
} '(1 2.3 n]
avazlamasing eynilik (yaxud vahid) avezloma deyilir.

Bels svazloma @glin zahiri gdriinGising gbra «eynilik svazls-
mo» ady ziinii tamamila dagruldur. Bels ki, burada har bir ixtiyari
element ancaq éziina gevrilir: a,——a,. «Vahid avazloma» deyil-
mosi isa bu svazlomanin asagidak: xassays malik olmas: ila alage-
dardir:

Ixtiyari A avaziomosi ila 1 avazlomasinin hasili igiin Al=1A=
=A barabarliyi dogrudur. Bu xassonin dogrulufunu adi yoxlama

I 2.
yolu ila yaqin etmak olar. Dogrudan da, ixtiyari A =(aq ;’I ; )
avazlomoasi verilmigs3, onda

12...nY1 2 .. n 12 aan
= = =A.
- (l 2. an [/ a,_] (a, ar2 a‘n]
tndi vahid avazlomoni f=[“' %
nadi Ivaziam al a: s n)
hamiss etmak miimkiindiir), yenada
AI-(I 2. Ia, a .. ar,}_(l 2 ... n]_"_
\& “2 g a..a) \6a..a,
isbat olunan hu xassadan gdriinir ki: Vahid avazlama istoni-

lon avazlama ila kommutativdir.
Indi tors avezlama anlayis ila tani; olaq.

i yazsaq (bunu
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TORIF. § svazlomasinin yerina yetirdiyi gevirmanin (inikasin)
tarsini verina yetiron avozlamaya S -in torsi deyilir va S™' ila isara
edifir.

Tarifdan bilavasita aydin olur ki,

o kl k2 e kﬂ
S'[f, - e,)

(8t .k,
2 _[k, ky ... k,

saklinda olacaq. Xiisusi halda, agor § avazlomasi

avazlamasinin tarsi:

(I ; - n)
o a ..«
saklinda verilmigsa, bunun tarsi
@ a .. a
1 2 ...n

olmahdir.
Askardir ki, iki miixtalif avazlomonin tars avazlamalari da
miixtolif olacag, yani 5, # S, oldugda 5" # S§;'.
Vahid avazloms tgiin /A= Al = A xassasi xarakterik oldugu
halda. tars avazloma Gigiin agagidak: xassa xarakterikdir:
AA =ATA=1.
Dogrudan da,

12 ..nYga ..« _12---"__1
& ot Al 2e n) WW20m)

va
(a,az...a;' 1 2., (@@ ..a)_,
1 2..njae..0)\qga..a)
, 1234567 555
Mis . 8= ini
isal 3. § [37 4512 6] svazlamosinin tarsini tapaq va
8§87 =87'S =1 oldugunu yoxlayag.

Askardir ki:
s = 3745126
1234567)
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Indi' 5! va §7'S hasillarini tapagq:
ss_.=[l 23456 7]=',_

1234567
de_(3745126)_
g s”(snsxz&)"‘
: 12345) (12345}
Misal 4. X (5 1 324}-(13542) tanliyindan X machul svaz-
lamasini tapaq.

Verilan avazlamolari A va B ila isaras edak:

(12345 (12345
A'(snau) : B“[13542]‘

Onda tenlik XA=B saklini alar. Bu barabasrliyin har tarafini sag-
dan A™'-3 vuraq: XAA™'=BA™', burada X(AA")=BA"', AA7' =1 va
X I1=X oldugundan X =BA™. Bizim misalda

w<(11319
oldugu figlin
x=(12345)(5‘324)=('”45)
13542)\12345)7(23154
Yoxlayaq:

12345)(12345)_(12345
23154)\51324)7(13542)

Vahid va tors avazlomanin siniflori masalasina galdikds iso
bunlar {i¢lin asagidak taklif dogrudur:

I vahid avazloamasi ciit sinfa, S afazlamasinin torsi isa S-in
iizii ila eyni sinfa daxildir.

Bu taklifin isbat edilmasini oxuculara maslahat gorurﬁk

indi iss ovazlomolarin digar maragh bir ndvii olan dévri
avazlama ile tanis olag.

TORIF. 1.2,...,n adadlarindan diizaldilmis avazlomads @, adadi
a,-dan forgli a, -ys, @, adadi bziindan va a, -dan. forgli a,-3 va s.
o, adadi @,,@,,...;@, , adadlarindan forgli olan @, - ya gevrilirsa,
nahayat, @, adadi isa (k<n) yenidan ilkin @, -2 gevrilirsa (inikas
olunursa) va k <n hal igiin qalan elementlar dayigmaz saxlanirsa
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bels avazlamalara k- hadli dovrii avazloma, yaxud k- hadli dévr de-
yirlar.
Masalan, 1,2,...,n elementlarini n daracadan
S= a o .0, o
a a .. @ q

avazlamasinda ¢, -dan baglayaraq har bir element 6ziindan fargli
olan sonraki ardicil n—1 dana elementlars, axirda is» sonuncu &,
yenidan @, elementina gevrilmigdir. Bu, mohz n hadli dévri avazle-
madir (burada k =n).

Misallar. a) § =[£ 223 5) avazlamasi 5 hadli dévr taskil

3
451
edir; ¢unki burada:

MLSCE R W ST e

b) T=G % g :: ]5] avazlamasi da [1,2,3,4,5] goxlugunun ele-

mentlarinin 3 hadli dévridiir.

Dévrdaki elementlarin sayina bazan dévrin uzunlugu da de-
yirlar. Xiisusi halda avazlama @, elementini yeno da @, -ya gevirir-
$3 (@, — @), bu svazlamaya birhadli dévr kimi baxib (¢,) kimi isa-
ra edirler (burada &k =1).

Davri avazlamalari adatan bir satirda yazirlar. Masalan:

s & o, &
a o ... o o
kimi k hadli dovri avozlamani S =(e, @, ...@,) kimi isara edirlsr.
Masalan:

12345)_ 124653)_
(3 254 1)‘“ 33 (I 4635 2)"(2 463) vas.
Xiisusi halda. dévr birca elementdan ibaratdirss (@) onda
bu, o demakdir ki, svazlamada (@) elementi dayismaz qalir. Bu

manada eynilik avazlamaya birhadli dovri avazlama kimi baxilir,
burada a elementi .2....,n adadlarindan ixtiyari biridir.

Biz_ a_vazlamahr bahsinin avvalinda qeyd etdik ki, avazloma
transpozisiyanin imumilosmasidir. Indi bunun manasi tamamilo
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aydindur; belo ki: har bir transpozisiya ikihadli dévrdiir, yani hor bir
transpozisiyan ixtiyari n sayda elementdon ibarat elo normal §o-
killi avazloms kimi géstarmak olar ki, bu avazlomasnin ikinci satri
birincidon ancaq bir ciit elementin 6z aralarindak transpozisiyas:
naticesinds alinmig olsun.Masalan, (2, 4) transpozisiyasim 1,2, 3,4,5
elementlarifdan diizalmis begdaracali avazloma vasitasi ila

(12345
(2-4"(14325]

soklinda gdstora bilarik. Gériindilyii kimi bu svazlams normal se-
kildadir va bunun ikinci satri birinciden (2,4) transpozisiyanin ko-
mayi ila alinmisdir.

Transpozisiyanin eynilik avazlamasi ils milqayisasindan gé-
rinir ki

Transpozisiya, eynilik avazlamasinin ikinci (agagt) satrinda
aparilan bir transpozisiya naticasinda alinnmgdir, yani:

SPTN ) ¢ SN S R
r=ap=(}3 5. 3

v J e U oea
Burada noqtalarin yerind> dayigmayan (ézii-6ziina gevrilan) ele-
mentlar baga diigilir.

Aydindir ki, bels avazlomas hamises tok sinfs daxildir. Ciinki
bunun birinci satri ciit (inversiyanin say: burada sifirdir, bu isa ciit
sinif hesab edilir); ikinci satri iso birinciden ancaq bir transpozisiya
vasitasi ilo ainmmgdir. Demali, transpozisiya tak avazlamadir.

Ovazlamalarin transpozisiyalara va dovrlara ayrilisr. Dekre-
ment anlayigr. Dvvalcs avazlomanin transpozisiyalara aynlisim va
bu aynlig vasitasi ils onun sinfinin necs tayin edildiyini 6yranak.

TEOREM. Hor hanst bir avazlamoani bir ¢ox miixtalif tisulla
transpozisiyalarin hasili kimi géstarmak olar, lakin har dafs hasilds-
ki transpozisiyalarin sayint géstaran adadin sinfi, avazlamanin sinfi
il2 eyni olur.

ISBATL Teoremin birinci hissasini isbat edak; gostarak ki,
ixtiyari avozlamani transpozisiyalarin hasili gaklinds gostarmok
mimkindir. .

9vvalcs bela bir fakti nazardan kegirak: tutaq ki,

2 oon
S'(a, e a,)
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svazlamasi verilmis va bunun transpozisiyaya hasilinin no demak
oldugu sorusulur. Oxucu heg bir ¢atinlik ¢akmadan aydin basa dii-
siir ki, § avozlamasinin ikinci satrinds har hansi bir (i, j) trans-
pozisiyas: aparmaq, aslinda hamin avazlomani sagdan r=(, j)=
=(: 3 ; f :J avazlamasina vurmaq demakdir. Dogru-
dan da, S avazlomasini 7 avazlomasina vurmaq bu avazlamalarin
ardicil tatbigidir va bunun naticasinda alinan St hasil avazlomasi
§ oavazlomasindan ancaq onun ikinci satrindaki permutasiyada
mahz (i, /) transpozisiyasinin aparilmast ila forglanacakdir. Indi
goracayik ki, teoremin isbatinda bu fakti nazors almaq miihiim
ahomiyyato malikdir.

Bilirik ki, normal sakilda verilmis § avazlamasinin ikinci sat-
rindoki @,a,,...,@, permutasiyasi, verilmis 1.2,...,n element-
larindan diizalan ixtiyari permutasiyadir, Malumdur ki, sonlu say-
da transpozisiyalar vasitasi ilo n elementli permutasiyalarin
birindan, masalan, elo mahz 1,2,3,...,n permutasiyasindan qalan-
larimin hamisini ala bilarik. Buradan aydin olur ki, verilen ixtiyari
§ avazlamasini [ =G % :J eynilik avazlamasinin ikinci satrinda
ardicil transpozisiyalar aparmagqla ala bilarik. Bu isa [ avazls-
masinin sonlu sayda transpozisiyalara, yani (3) soklinda olan
avazlamalara vurmaq demokdir. Bu transpozisiyalar vasitasi ila
1.2,....,n permutasiyasindan @,.@,....,a, permutasiyasina kegirik
va naticada /-dan § avazlomasi ahnir. Sgar bu transpozisiyalan
7,.7,...., T, iloisara etsak, onda:

l17,1,-....7, =8, 4)
burada /-vahid avazloma, 7,.17,,...,7,, isa (3) soklinda olan avaz-
lomalardir (transpozisiyalardir). Vahid avazloma iss vurmada ézii-
nii adadlardoki vahid kimi apardigindan (4) borabarliyini

S=17,...7, (%)
kimi_ yazmaq o!a r. Aydindir ki, bu ayrihs yegana deyildir. Bu on-
dan irali galir ki, bir permutasiyadan (masalan, 1,2,...,n permutasi-
yasindan) o birina (masalan, a,,a,,...,a, permutasiyasina) oldugca
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mixtlif transpozisiyalar aparmaqla kegmok miimkiindir. Digar
torafdan isa hor hansi 7 transpozisiyanin 6ziiniin 6z ila hasili va-
hid avazloms verdiyindan (dogrudan da,z* = 7.7 =i, j)(j.i) = I),
S avazlomasinin (5) ayrilisini:

S=t'ry, .1,
kimi do yaza bilsrik. Belalikls, eyni bir § svazlamasinin transpozi-
siyalar hasilina aynihis1 istanilon gadar mixtslif gakillords ola bilar.

Bununla teoremin birinci hissasi isbat olunur. indi teoremin
ikinci hissasini isbat edak. Bunun figiin hor hansi m sayda trans-
pozisiyanin hasilindan alinan avazlomonin sinfi ils m 2dadinin eyni
sinfa daxil oldugunu géstormoak kifayatdir.

Riyazi induksiya fisulunu tatbiq edak. m=1 igiin teorem
dogrudur. Bu, o demakdir ki, hasildaki transpozisiyalarin say: bir-
dir. Biz bilirik ki, transpozisiya tak sinifli avazlomadir.

Indi tutaq ki, teorem m—1 sayda transpozisiya ii¢iin dogru-
dur. m sayda transpozisiya ii¢iin teoremi isbat edak.

Aydindir ki, m—1 vurugdan (transpozisiyadan) ibarat olan
avazlomani yeni bir m-ci transpozisiyaya vurmagq, onun ikinci sat-
rinds homin transpozisiyan: aparmaq demokdir; bunun sayasinda
is3 avvalca m—1 adadi ila eyni sinfa malik olar avazlama 6z sinfini
dayigsacok va m hansi sinfa daxildirss, avazloma da hamin sinfa da-
xil olacaqdir (aydindir ki, m~1 ilo m odadlori miixtalif ciitliiys
malikdir).

Bununla teorem tamamila isbat olunur.

Bir misal gostarak.

§= 12345
45231
avazlomasini transpozisiyalar hasilins ayinb, sinfini tayin edak.
Avvalca verilan § avazlamasinin / =G % g : g] vahid svazle-

masindan na ciir alindigina diggat yetirsk. Bu isa § -in ikinci sat-
rindaki 45231 permutasivasimn 12345 permutasiyasindan hansi
transpozisiyalar vasitasi ilo alindigim aydinlagdirmaqdan ibaratdir.
Moasalon, bu, asagidaki transpozisiyalar vasitasi ila alina bilar:
1=(1,4), 7,=(2,5), 7,=(3,2), 7, =(1,3). Bu proses basqa sozl>
0 demakdir ki, S avazlamasinin alinmas: iigiin / eynilik svazloma-
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sinin ikinci sotrinda 7, =(1.4), 7,=(2.5). 7, =(3,2) va 7,=(1,3)
transpozisiyalari aparilmisdir; yeni S-i almaq fi¢lin biz [ svazls-

magini ardicil olaraq: 5
) " _(1

5)- ’z'(z'S}‘(l 53

23

21

4
1
r,=(3.2J=G :g), r.=(l.3)=(31]

avazlomelarina vurmugug.
12345Y12345)12345Y12345)123435)_
!2345 42315 15342013245032145
i ‘—-q.- . o v
LT

i T r 7y

Belalikla:
[
§ =|\l ‘33 f)=(1.4>(2. 5)3.2)(1,3).

Bu avazlsms dérd transpozisiyanin hasili saklinda gostaril-
migdir. Demali, bu avazlomo ciitdiir. Ogar bu avazlamanin sinfini
adi qayda il> tapsaq (yani satirlarindaki inversiyalar sayim hesab-
lamagla tayin etsak), yena da bunun ciit oldugunu yaqin eda bilarik
(ikinci satrindaki inversiyalar say: inv [45231] = 8, yoni clitdir).

Olbatta, misalda verilan avazlemanin transpozisiyalara aynli-
sim bagqa gokillords d géstars bilarik. Lakin teorem tasdiq edir ki,

aynilisindan asih olmayaraq hasildaki transpozisiyalar say1 bu mi-
sal Gigiin ciit adad olmalidir.

Ovazlomalorin sinfinin onun aynldify dvrlarin say ils alaga-
si da diggati calb edir.

Indi hamin mosalays kegok.

Biz d6vri avazlams ils tanisiq ve bilirik ki, k& hadli dévri svez-
lamani § =(a,@,...a, @) kimi isara edirlor. Indi bu dévri svazls-
monin tarifindan bilavasits aydin olan bels bir xasseni geyd edsk:

S dovri avazlamasinin yaziligint buna daxil olan har hans: ele-
mentdan baglamaq olar.
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Xiisusi halda, ikihadli dévrii avazloms, yani (i, j) transpozisi-
yast ligiin (i, j) = (j.i).

Ortaq elementloni olmayan dévrlara asilt olmayan dévrlar de-
yilir. Masalan,(123), (456), (7,8,9,10) asth olmayan dévrlerdir; ¢iin-
ki ixtiyari ikisini gotirssk, bunlarin ortaq elementlori olmayacag.

Asanligla gostermok olar ki, asih olmayan dévriarin hasili
kommutativlik xassasina malikdir.

Verilan n-darscali avazlama, slbatts, n hadli dévr teskil et-
may2 da bilor. Masalan,

A,(l 23456789)
234175698

avazlamssi heg da ddvr smalo gatirmir. Lakin ixtiyari bir avazloma-
da onun clementiarini ela gruplara ayimaq olar ki, bu qruplarin
har birindski elementlar 6z aralannda dévr tagkil edar. Maszlon,
A avazlomasinin elementlarinin hamisim: 2) 12,34: b) 56,7:c) 8.9
kimi Qi qrupa ayirsaq, asanligla gorarik ki, A avazlamasi, har
grupdak: elementlari ancaq hamin qrupun elementlarina gevirir va
naticada ovazlomanin (1234), (576) va (89) kimi asih olmayan g
dovri almir, Vacib masala budur ki:

Hor bir avazlomani asih olmayan dévrlarin hasili kimi géstar-
mak miimkiindiir.

Misal 1.5 = ( g ? g 3 I g g] svazlamasini asili olmayan dovr-

larin hasili $oklinda yazaq,
Ddvrlarin ayirma prosesini istanilan elementdan baslamaq olar,
mosslon, l-don  baglayaq. Goérirak ki, §  svazlomssinds

1— 57, 7—= 34, 4—5 ,1; burada (174) dévri alindi. Bu dévr «qa-
pandiqdan» sonra bu dévrs daxil olmayan basqa bir slementdan, ma-s3-
lan, 2-don baslayaq:
2—£ 5335555548852,

burada iss (2358) dévril alnir, Indi goriiriik ki, alman bu iki dévra daxil
olmayan ancaq iki element: 6 va 9 qahr ki, bunlar da 6——39,
9—236, yani (69) dovriinil smals gatirir, Belslikls, § ovazlamasi asa-
gidaki kimi asth olmayan S =(174), §, =(2358) va §,=(69) dovrls>-
rinin hasilina aynlir, demsli,

8 =(174)(2358)(69) .
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Misal 2. A= (; g 2 ;] avazlemasini asih olmayan dévrlarin

hasilina ayiraq.
Asanligla gorfiniir ki:

G g ? ‘7; g 2 §)=(13)(2){4756),

Onu da qeyd etmak lazimdir ki, eynilik avazlomeni asagidaka
kimi n sayda birhadli dévrlarin hasili kimi do gostarmak olar:

;=(} 2 i :):{l)(2)...(n).

Ogar avazlama asili olmayan dévrlorin hasili goklinds veril-
missa, onda hamin avazlomanin daracasini bilmak sorti ila onu ye-
nidan adi yazilis soklinda ifada etmak miimkiindiir. Masalan,
§ = (1372) (45) avazlomasinin daracasinin 7 oldugu malum oldug-
da, onu asanhqla:

(313436
soklinda gostarmak olar. Burada dévrlars ayirmaq fisulu tarsine
apanhr.

Aydindir ki, hasila birhadli dévrlarin hamis: daxil edilibss,
onda dévrlar hasili soklindan adi yazihga gayidanda daracani bil-
maya chtiyac olmur.

indi isa dévrlara aynlmis iki avazlomonin vurulmasina aid
misal gdstarak. Tutaq ki,

A=(152) (3746) va B=(17)(2456)(3)
kimi iki A va B avazlamalarini vurmagq talab olunur.

Masalon, | elementindon baglayaq. Gériindiyi  kimi:
|—2 35 5—2 36, onda 1— 6. Indi 6 elementini gotiirok:
6—253, 3— 33, onda 6—22>3; bunun kimi da: 3—*-7,
7—% 1. Onda 3—221. Biz bununla AB hasil avezlomasinin
(163) dovriinii taping.

indi (163) dévriina daxil olmayan bir elementdan, masalon,
2-dan baslayaraq yuxaridak: kimi mithakima aparmagqla, AB ha-
silinin ikinci (2754) dévriini taping. Demoli: AB=(163)(2754).
Bu ayniligdan adi yazihs saklina gayitsaq, onda:
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A va B avazlomalarini adi gakilda yazdigdan sonra bir-birina
vurdugda yena da eyni natics ahmir:

AB=(1523?46 1724563]_

AB=(1632754)_

5217463)\7145623)
_(1523746Y1632754
647152306317542)
Onu da _qe'yd edak ki, avazlomalari dovrlers ayirdiqda gox za-
man birhadli dévrleri yazmirlar; ¢iinki birhadli dovr eynilik
avazlomasidir va hasils tasir etmir. Masalon
1234
) (3 238353 §)={|3) (2) (467985) = (13) (467985) ;

1234 789
b) [6 paget1s 3]=(16)(24)(389)(5)(7) = (16)(24)(389)..
indi avazlamanin sinfi masalasina yenidan qayidag.

) G\f:zlama!arin transpozisiyalara aynligina aid teoremda isbat
etdik ki, svazlomanin sinfi onun transpozisiyalara mixtalif ciir
aynhgindak: transpozisiyalarin sayi ilo eyni sinfs daxildir. Indi
a.vazlsmalarin dovrlaras ayrihsim Syrandikdan sonra bunlarnin
s“mﬁrgi ‘hamin yolla tayin etmak daha da sadalesir. Bu dévrlarin
ozlarinin transpozisiyalara aynla bilmasi ila alagadardur.

TEOREM. k hadli divr hamiga k-1 sayda transpozisiyasinin.
hasili gaklinda géstarila bilir.

ISBATL @, a,,...,, elementlarinin

(& ..o, a

(aa,...a) [az a .. a a.)

kimi k£ hadli dévrii verilmigdir. Griindilyii kimi, @.&,,...¢% &

permutasiyasindan (birinci satrdan) @,,@;,...,@,,@, permutasiya-

sina (ikinci satrs) kegmok iigin ¢, elementinin 6ziindan sonraki

a,,@,,...,a, kimi k-1 sayda element il ardicil transpozisiyasi

lazimdir: (e, @,). (@,,,), ... (@.@,). Bu is> o demakdir ki, veri-
lan k hadli dévri avazlama

{a‘a.‘, 7 ..a,_ﬂl) = {alnag} (al .a,) ses (apa;)
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kimi k —1 sayda transpozisiyasinin hasilina barabordir. Xiisusi halda
(123...n)=(12)(13)...(In) .

Teorem isbat olunur. Bu teoremdan dévri avazlamanin sinfi-
nin miayyan edilmasindan faydali olan agagidak: natica ahmr:

NOTICO. k hadli dovr k adadi ila ks siniflara aiddir (yani,
k takdirsa divr ciit, k ciitdiirsa dévr tak sinfa aiddir).

Dogrudan da, bels olmahdir. Ciinki & hadli dévr k-1 sayda
transpozisivanin hasili saklinda géstarila bilirsa, malum teorema
gora avazloma k —1 adadi ila eyni adh sinf> aiddir. Lakin k vo k-1
adadlari mixtalif sinfs aid oldufundan k hadli dévri avazloma ila
k adadi miixtalif siniflara aid olmahdir.

Misal 1. a) (135); b) (2714) dovrlarini transpozisiyalarin hasili kimi
gostarak va siniflarini tayin edak.

Bunlar, uygun olaraq, 3 va 4 hadli dovri avazlomalordir. Teorema
va ondan alinan naticays ssasan (135)=(13)(5) ciit, (27149=(27)(21)(24)
tak sinfs aiddir.

Har hansi bir avazlomanin sinfini bunun aynla bildiyi trans-
pozisiyalar say! vasitasi ila tayin etmak igiin avvalcs onu asili ol-
mayan dévrlorin hasili gaklinda gdstarib, sonra bu dévrlari trans-
pozisiyalara ayirmaq daha asan olur. Masalan,

Az(l 23456 7]
2715643
avazlamasinin sinfini bu qayda ils tayin edak. Bvvalca bunu asili
olmayan dévrlarin hasili goklinda gostarak: A =(1273) (456). Indi
A avozlomasini transpozisiyalar hasili kimi gdstarmsk asandir.
Bela ki, isbat etdiyimiz teorema géra:
A=(12)(1.7)(13) (4,5) (4,6).

Burada transpozisiyalar say1 5-dir; demali, avazloma takdir.
Olbatta, bu, verilon avazlomanin transpozisiyalar hasilina ayrilist
yegana deyildir. Masalan, A avazlomasini transpozisiyalar vasitasi
ila

A =(1,5)(17) (1,2) (1,6) (1,4) (1,3) (2,3) (2,5) (6,7)
kimi da gostarmak olar. Lakin goriindiiyi kimi, bu ayrilisda da
transpozisiyalar sayi yena tak adaddir.

Burada asas bir cahati da nozara almagq lazimdir: dévrlarin
transpozisiyalara ayrilmasa, svazlamanin asii olmayan ddvrlara

ayrilisi deyildir va burada alinan ikihadli dévrlar asih dévrlar ol-
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dugundan transpozisiyalarin hansi nizamla gotiiriilmasi, hans ar-
dicilhgla yerina yetirilmosi miihiim shomiyyats malikdir (yani,
kommutativlik xassasi dogru deyil).

_Maragh massblardon biri ds, svazloma transpozisiyalann
hasili gaklinda verildirds onun bu soklindan adi yazilis soklina ga-
yltn:la_qdlr. Nazari cohatdan bu aydin masaladir: aynlisdaki trans-
ppz:s.lyalann har biri dévril iki olan avazlamadir va bu avazlamolari
bir-birins vurmagla verilan avazlomanin adi yazihs soklini alang.

Indi do misal olaraq (2356) dévriina baxaq. Bilirik ki,
(2356) =(23)(25)(26). Alnan transpozisiyalan 7,=(23),7,=(2.5).
7,=(2,6) kimi isara edorak, 7,7,7, aynhgindan (2356) dévriiniin
necd alindigini gdstarak.

Askardir ki, 2—253 va 7, ilo 7, isa 3 elementini dayismir;
3—2-3, 3—533. Demali, 7,7,7, hasili 2 clementini 3-> gevirir:
2005 43

3 elementini iss 7, transpozisiyasi 2-ya gevirir: 3—d—72.
Bundan sonra iso transpozisiyasi 2-ni S-a cevirir; 2—2—55.
Lakin 7,=(2,6) transpozisiyas1 5 elementins tasir etmir. Demali,

75,7, hasili 3 elementini 5-2 cevirir: 3—429 45 Hamginin
7,=(2,3) transpozisiyasi da 5 elementina tasir etmir, lakin

7,=(2.5) transpozisiyas: naticosinds S—=2 olur va bundar

sonra isa 2 elementini 7, =(2,6) transpozisiyas: naticasinda 6-ya

gevrilir: 2—26 . Beloliklo, S—42%56. Nohayat, 7,=(2.3) va

7, =(2,5) transpozisiyas: 6 elementini dayismir, 7, =(2,6) isa 6-mi

2-ya gevirir: 6—2—52, Demali, 6—7525—&, yoni 7,7,7, hasili 6

elementini yenidon birinci elements, yani 2-y3 gevirir. Bu miihaki-
manin naticssinda (23)(25)(26) = (2356) dovri alnir.
Bunun kimi da nazardan kegirdiyimiz A avazlamasinin
A=(12)(17) (13) (45) (46)
transpozisiyalar hasili goklindon onun
A =(1273) (456)
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dovrlar hasili gaklina va demali,

A=[1234567
12715643

adi yazilisina qayitmaq olar. Bunun isbat edilmasini oxucuya tap-

$ITINQ.
TORIF. Gvazlamanin daracasi n, onun birhadli ddvrlari da

daxil olmagla ayrildigs asihh olmayan dévrlorin say1 r olarsa,
d =n—r forgino onun dekrementi deyilir.
TEOREM., vozloma dz dekrementi ila eyniadh sinfs aiddir.
ISBATI. Tutaq ki, n daracali
{f 2 m
5(a a7 )
avazlomasi verilmig va bu, asagidaki kimi r sayda asili olmayan
dovrlar hasiline ayrilmigdir:
8.5 ydyucsiy Wi Javsidy, YossOy sty (6)

Xiisusi halda, bu dévrlar birhadli da ola bilar. Aydindir ki,
bu avazlomoanin dekrementi d =n-r olacaq. Indi géstarmaliyik ki,
avazlamanin sinfi ilo onun o =n—-r dekrementinin sinfi eynidir.

Bilirik ki, har bir & hadli dévr k—1 sayda transpozisiyalar
hasili kimi gostorila bilar. Onda (6) aynihgindan transpozisiyalar
ayriligma kegarkan, alinan transpozisiyalar sayr asagidaki kimi
olacagdir:

(Ry=DHk, =D+ 4k, =D =(k +ky+...4k)=(1+1+...+)=n=r,

Demali, verilmig § avazlomasinin transpozisiyalara miimkiin
ayrihglanimin birinda n-r sayda transpozisiya igtirak etmolidir,
Malum teoremdon iso bilirik ki, bu transpozisiyalar sayi ila
avazloma eyniadh sinfa aiddir. n—r farqi iss dekrementdir. Dema-
li, verilon avazlama 6z dekrementi ila eyni sinf> aiddir.

Qeyd. Miihakimoni bagqa ciir da aparmagq olardi. Sgar normal go-
kildo verilmiy § avazlomasi n—r sayda transpozisiyaya ayrila bilirss, bu
0 demakdir ki, § avazlamasinin ikinci sotrindoki a,,aj,...,a, permutasi-
yast onun birinei satrindaki 1,2,....n permutasiyasindan n-r sayda
transpozisiyd aparmagly alinmugdir, Onda n-r adadi ila @), a;,....q,
permutasiyasindaki inversiyalar say: eyniadh sinfs aid olmahdir. Bu in-

versiyalar sayi iss moalum oldugu kimi normalgakilli § avazlomasinin sin-

fini tayin edir,
Teorem isbat olundu.
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Dekrement anlayisim Syrandikdan sonra avazlamslorin sin-
fini asan tayin eda bilorik. Masalan, yuxanda baxdigimiz avazla-
molardan bazisinin sinfini dekrement vasitasi ilo tayin edok,

D S“G % 3 ? g ?1 33)30234)(576)(39).

Burada dekrement d =9-3 =6, demoli avazlamo ciitdiir.

2) A»aG gagas §)=(1213)(456J.

d=T7-2=%5, avazloms takdir,
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FasiL 2

DETERMINANTLAR N8ZORiYYSSININ ELEMENTLORL.
DETERMINANT ANLAYISININ XOTTI COBRI
TONLIKLOR SISTEMIN® TOTBiQI

§ 2.1. iki va iig tartibli determinantlar, bunlarn iki va
iic machullu xatti cabri tanliklar sistemlari hallina tatbigi

Biz matris anlays il tanis olduqda dedik ki, har bir kvadrat matriso
miiayyan gayda ila diizsldilmis va determinant adlandinlan bir adad garp:

qoymagq olur. Iki va iig tartibli matrislor ligiin bu gayda daha sadadir.
Tutaq ki, iki tartibli

A=Man aIZ"

ay, Ay

matrisi verilib. Bunun determinantini adatan D, |A|,dcl.4 , yaxud D,
isaralarindan istifada edirlar.

TORIF. |4| = a3, — a5a,, (1)
kimi tayin edilon adoda A matrisinin determinant: deyilir va o
a, a,
aZI a:!

kimi iyara edilir,

Bu determinant A matrisina aid olub iki tortibli determinant ad-
lanir va A matrisina xas olan bir ¢ox anlayislar buna da aid edilir (bels
ki. bunun da iki satri, iki siitunu var, a,; va ax elementlari bunun bag
diagonal elementlari, a;; va a; determinantin yan diagonal elementlari
adlanir, elementin birinci indeksi onun satir, ikinci indeksi isa onun
tutdugu siitun nomralorini gdstarir). ayaz—anpa ifadasindaki ayjan vo
-ay2a3; toplananlan determinantin hadlaridir. iki tartibli determinantin
ay ay
ay, dy,
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soklinda igars edilmasi onun tarifda gostarilan ayja:2-ay2a3; ifadasi-
nin A matrisindan bilavasita necs alinmasina syani suratda gérma-
ya imkan verir. Bels ki,

a,, a
D=L;: a: =y 8y — Ay,

yani, A matrisinin D ikitartibli determinantim hesablamaq iigiin
onun bas diaqonal elementlari hasilindan yan diaqonal elementlari
hasilini ¢1xmaq lazimdur.

Misallar. a) I_,:; ‘ll=—3—23'—"—311.l:b)r5 j=23—15=13.

;| _bz
c)\éai; d =az‘£‘[“b!‘%]=ad+b)&
o, a
2 a

2
Indi tutaq ki, G tartibli matris verilib:

@y Gy Gy
A=la, ay ay
1 Gy Gy

TORIF.
D = ayay,ay; + @y, + 83838y, — 338205, ~ 81383,8y, — dp@nay, (2)
cabri cominin tayin etdiyi adads bu 1 tartibli matrisinin determi-
nanti deyilir va o

ay Gy Gy
@y dy Ay
Ay, Gy Ay

D=

kimi isara edilir.

(2) ifadasinin sag tarsfindoki toplananlara igtortibli determi-
nantin hadlari, a,),a2,a3; elementlarina bas diagonal, ajz.ax.a3 ele-
mentlarina yan diaqonal, @z),a32 va a)2,a2 elementlarina sarti olaraq
«sol yanmdiaqonal», aj3,a2 v az,a3 elementlorine «sag yarimdia-
qonal» elementlori deyirlor. Burada iig satir, {ig siitun var. Birinci in-
dekslor elementin satir, ikincisi isa sGitun némralarini gostarir.

(2)-dan goriindilyil kimi {¢ tartibli determihant ¢ tartibli m@-
vafiq matriss gars: qoyulan ela bir adaddir ki, o asagidaki qayda il
hesablanir: bu adadi tayin edan ii¢ miisbat toplananin biri bag diago-
nal elementlarinin hasili, qalan iki haddi iss> bas diaqonala paralel
olan iki «sol yanmdiaqonal» elementlarinin hasillarinin qars: tarafdo-
ki kiinc elementlorina virrulmasindan alinan hadlardir; manfi isarali
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ii¢ hadd isa yan diaqgonal clementlarina va «sag yanmdiagonal» ele-

mentlarina nazaran homin qayda ila diizslan hasillarden ibaratdir.
Sarh olunan bu qaydam Ggtartibli determinantlari hesabla-

magq tigiin Sarrius Gisulu, bazan da iigbucaq qaydas: adlandinirlar.

Misal.
a b ¢
a) |k m n|=ami+kqge+bnp—cmp—bkt—ang;
Pt
2 -]
by| 3 4 j=-64+90+5+100~24—12=95.
-5 6 —

Ugtartibli determinantlarin hesablanmasinda bazen «diaqo-
nal iisulu» adlanan iisul beladir:

Ugtartibli determinantin birinci va ikinci satrini 6ziina paralel
olaraq lgiincii sotirdon asafnya, yaxud birinci va ikinei siitunu 6ziina
paralel olaraq saga — Ggiincii siitundan sonraya kogiirmakls, alinan tig
«sol tam diaqonal» elementlari hasilini miisbat isare ila, alinmug i «sag
tam diaqonal» elementlari hasilini is> manfi isars ila gétirmakla onun
(2) ifadasindaki alt: haddini asanligla almagq olur. Bels ki:

Ay A Ay L g Ay

L AP v (A e ey ap
gy s ey ag
ﬂ_ﬂfr“'_‘ﬁ‘{ Ay = 2 = X % ¥
‘.‘-7'.":'" ”31‘"“‘{:;“*

Misal, s
8 -5
D=4 3 -3

I -1
determinantini Sarriusun figbucaq qaydasi ila hesablayaq.
D=216-8+25-6+180-40=1367
Indi isa bunu «diaqonal iisulu ila» hesablayag,

8, -5 .2
.3 -5
o

Pty
A3 =5

=216-8+25-6-40+180=1367;
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yaxud:

B, ~5_ 2|8 -5
"3 w43 =216-8+25-6-40+180=367.

<o

Onu da qeyd edak ki, determinantin ikinci va liglincii satirla-
rini 6ziina paralel yuxanya, yaxud ikinci va fi¢linch siitunlan 6zi-
ns paralel sola kdglirmakla da bu Gisuldan istifada etmoak olar.

indi iss iki va ii¢ tartibli tanliklar sistemlarinin hallina iki va
fi¢ tortibli determinantlann neca tatbiq edildiyini 6yranak.

lkimachullu xatti cabri tanliklar sistemi. Bela sistemin Gmumi
saokli asagndak kimidir:

allxl"'aﬂxz:bl'} 3)

ay% + A%, =b;.

Sistemin amsallaninin amala gatirdiyi “ " :‘j matrisina bu

a

ay,

sistemin matrisi va bunun uygun IZ;I ::;I ikitartibli determinanti-
]

na isa (3) sisteminin determinanti deyilir.

(3) sistemini moktab cabrindan biza balli olan tisullardan biri
ila, masalon, «omsallan barabarlagdirma» va ya «cabri toplama»
iisulu ila hall edak.

Avvalca sistemin birinci tonliyini asr-ys, ikincini (-ap)-2 vurub
torof-tarofs toplayaq (burada maqgsad x; machulunu yox etmak-
dir).Onda x, machulu yox olar v naticada (anaz-apanxi=biaz-anb,
birmachullu tanliyini alang.

indi is sistemin birinci tenliyini (-az2)-3, ikincini is3 a11-2 vu-
rub taraf-torefa toplasaq, bu dafs x; machulu yox olar va naticada
asapidaki birmachullu (a11a2-a12a21)x2=b1ay ~baz tenliyini alangq.

Goriindilyii kimi har iki elementar ¢evirmadan sonra qalan
machullarin amsallar1 eyni olub

a8y = a)ay,
ifadasina barabar oldu. Burada a,,a,, —a,,a,, #0 olarsa, onda (3)
sisteminin asagidaki kimi yegana hallini tapangq:
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bay, —ab,
xl = ﬁ_|
aydy; = a8pay

_ ba,—ba, @
88y =G0y
Buradan goriiniir ki, (4) borabarliklorindsn maxraclordaoki
a4y

ifada (3) sisteminin D= =a,,a,, - a,,a,, ikitartibli determi-

@y @y

nantidir. Amma suratdaki ifadalarinda uygun olaraq agagidak: de-
terminantlar oldufiu goriniir:
, D, ___|ju b

b, a,
D =| %2
L L ril bZ

2 dy
Demali, har iki maxracdaki D determinant sistemin matrisinin
determinanti oldugu halda suratds alinan D, va D, determinantlan
hamin matrisin uygun olaraq birinci va ikinci siitun elementlorinin
sistemin sarbast hadlarindan ibarat siitunla avaz edildikdon sonra
alinan matrislarin determinantlandir. Onda (4) disturlarin milvafiq
iki tartibli determinantlan vasitasils agafidaki kimi yaza bilarik:

®)

(5) diisturlan iki machullu iki xatti tanliklor sisteminin deter-
minantlar tisulu ila halli adlanir. Gériindilyl kimi bu iisul D#0
halinda tatbiq edils bilir (cabrin sarsilmaz bir qanununu yada sa-
lag: «sifra bélmak olmaz!»).

Misal.
5.:,,—7:131.}
x—=2x;=0.
Dzlf :;I:—IO+7=-—3¢0.
1 =7 |
e T T X IR
-3 -3 377 3 3%

. 2 I . . s
Demali, x, = 3 = 3 bu sistemin yegana hallidir.
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Ugmachullu iig xatti tanliklar sistemi. Bela sistem imumi o-
kilds agagndaki kimidir:
a,,% +ap% +ayx, = by,
X +an +apx =by, (6)
ay X +aypx; +ay, =by
Gériindilydl kimi bu sistemin matrisi va determinant asag)-

dakilardir:
Gy ap 4 Gy Gy Gy
A=la) ay x|, D=la, ay ay|.
3 Gy Gy | Gy Gy

Bu sistemi hall etmak ii¢iin bunun tanliklarini ela segilmis uy-
gun adadlara vurmaliyiq ki, har dafs machullardan ikisi yox olsun
vo naticads birmachullu tanlik alinsin.

Birinci dafs sistemin 1-ci, 2-ci, 3-cii tanliklarini uygun olaraq
asagidaki A, A,, A, adadlorina

x=anan‘= - - 1"__—‘21 ay
1 I"‘n as Aplyy = 00y, 2

2 Gy
a

A= l::: a;: =05y — Ay
vurub taraf-tarafa toplayib oxsar hadlori islah etdikdan sonra sis-
temdan x, va x; machullari yox olur (bunu oxucu asanligla yoxla-
ya bilor) va naticada
(8,,83,853 + 8138338y, + G485,y = B3y, = By, Byy = Gy @030 )X, =
=bay,ay, "’_"u“ub: + 830,85, — 8,305,y — 830,08y, ~ bianas, M
barabarliyini aling.

Sonra sistemin 1-ci, 2-ci, 3-cii tanliklarini uygun olaraq

P Y B x__,tl a,
M -L“ a,,| 330y — Gy By s ] =

A= ‘l:;: :;:I= a,,a, —a,ax

adadlarine vurub toref-tarafo toplayib oxsar hadlarini islah etsak
sistemdan x, va x, machullan yox olar v naticada

(a,,80,8y; + 030,50y, + 8,30,/ 8y — @305, — G130y 83y = Gy 0y =

= a,bay, + baya,, + 6,30, b, - a0, —baya,, - q, 1nby (8)
aling. g

=030y — 0130y,

=8y,Ayy = G50y,
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Nahayat, sistemin l-ci, 2-ci. 3-cii tenliklarini uygun olaraq

31'=t:: ta {4, 4
31 Gy

3, Gy,
adadlarina vurub topladigda x, va x, machullar yox olar va naticads
(@005 + G Q085 + 830,853 — 81305380, — 838y, 8y; — 8,8y 85, ) X, =

Nz =
=y dyy gy, 3

= Uty —dydy

= a,a,.h, +a,b.a,, + b,a,, -ba,.a, —a,,0,,b,—a,b.a,, %)
aliriq.

Diggat etsak har ii¢ halda aldigimiz barabarliklards x,,x,,x,
machullaninin amsalinin eyni olub sistemin D determinantmna
barabar aldugunu goririik:

D =a, a0, +a,,a,,0,, + a,,0,,ay; — 4))35,8y, — 81,0y, 0yy — 0,354y .

Ogor D+ 0 olarsa, onda (7), (8), (9) barabarliklarindan veril-
mi§ (6) Ggmachullu fi¢ xatti tanliklor sisteminin agagidaki yegana
hallini tapiriq:
bayatny + dyatinyly + uyybytasy — dyanly ~ apbian — banas,

X =
I 1
@)@y + a@)adndy) + ajydydyy —d;yaydy) T dpay 2y~ dyd@nay

gy batyy + bi033@y) + 8,100 — @by ay, — 51328y — 300,
g g3y 050038y + O30y Ay = A)ydydy) = GGy = Ay g3y

(1)

@0k, + @@y, +6,ay @y — by - a0y 8 —a) thay

) gy, + Gplpy@y) + i3l yy = @)30n,85) = Bliy B3y = Ay Apdyy

(10) hallinda x;, x,, x, - Tin ifadalarinds kasrlerin suratlorina diq-

qat yelirsak, surat va maxracdaki toplananian, bunlardaki vuruglari

milqayisa etsak gorarik ki, suratlarin har biri &g tartibli elo determi-

nantlardir ki, bunlar sistemin D determinantindan uygun olaraq

birinci, ikinci va iigiincii siitun elementlarini (yani x,, x2, x3 machulla-

nnim amsallaninin) sarbast hadlerle avaz edilmasindan alinirlar. Bun-
lar agagadaki {ig tartibli «yardimen> determinantlar olacaq:

b a, a, a, b a, a, a, b
D=, ay ayl, D=la, b, ay|, D=la, ay, b))
by ay, ay, ay by ay ay, a3 by
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Onda verilmis (6) sisteminin iig tartibli determinantlarla hal-
lini asafidaka kimi yaza bilarik:

q=Th m =2 5B an
Misal.
x+2y+3z=17,
x-3y+2:=5
x+y+z=3.

sistemini determinantlar Gisulu il hall edak.
Dvvslca sistemin determinantini hesablaying:

11
Demali, (11) diisturlarini totbiq eds bilonik. Yardime: D, D;,D,
determinantlzrimi hesablayaq.

1 2
D=‘I -3 %=—3+3+4+9-z—2=9=0.
1

D=

T 3 | 2
5 -3 %=9, D,=|l 5 =0, D,=|] -3 §=18.
31 131 1

Buradaks machullar x, = x, x, =y, 2 —=: oldufundan x=%= L.

y= g =0, z =§ =2, Belalikla sistemin (1,0,2) kimi yegana hallini taping.

Qeyd edak ki, iki machullu va iig machullu xatti cabri tanliklar
sistemini determinantlar vasitasils holl etmok {igiin ¢ixardifmz (4) v2
(10) diisturlan irslids &yranacayimiz Gmumi halin — Kramer diis-
turlannin xiisusi hallandir. Burada bir cahats diqgat edin ki, avvalan,
baxdigimz bu sads tonliklar sistemlarinds taniiklorin sayr il
machullanin say: barabardir, ikincisi da bu sistemlarin determinantiar:
stfirdan forglidir. Oks halda determinanilar iisulu tatbig edilo bilmarz.

§ 2.2. n - tartibli determinant, onun konstruktiv tarifi
Riyaziyyatda obyekts birbasa qurulusu («konstruksiyasw) ila
bagl olan tariflari adaton bilavasita va ya konstruktiv tarif adlandinr-
lar. Indi biz n - tartibli determinantin konstruktiv tarifi ila tams olag.
Tutaq ki, n-tartibli A=(a;) matnst verilib;
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a, 4 - G,
A=|%n 9 .- 4,
& Asiu
TORIF (Konstruktiv). A=(a,) matrisinin har satir va hor sii-
tunundan yalmz bir element gotiirmakla bu n dana vurugdan diizal-
dilmasi niimbkiin olan biitiin
a,a.; ..4,; (1)
n! sayda hasillarin el cabri camina n - tartibli determinant deyilir ki,
bu hasillorin isaralari buradakt vuruglanin indekslarindan diizaldilon
va har bir hasilo gargt goyulan
(R P |
s=fb rJ 2
(}I JZ J- ( )
avazlomasinin sinfi (va ya isarasi) ila tayin edilir, avazloma takdirsa
hasil manfi, avazloms ciitdiirsa hasil miisbat olur.
2va 3 tartiblids oldugu kimi, verilon A = (a,) kvadrat matrisinin

determinantini bazan qisaca olaraq |A|, bazon detA, bozon iss D,
kimi igara edarok onu agagidaki kimi yazirlar;
a, ay .- 4,
@y Ay wee Gyy| 3)
R G vl
Cox zaman daha qisa yazilis sakillorina do miiraciat edirlr:
detA=laf [A=la) D,=|a
(1) yoklinda diizalon hasillara miivafiq isars qoymagla onu
determinantin imumi haddi adlandirirlar. Tarifdan aydindir ki, (1)
hasilinin isarasi buna uygun (2) avazlomasinin sinfi, yoni onun ciit-
liyl va tokliyi ilo milayyan edilic. Bels ki, onun igarasi
invfig,...i |+ inv[ji jy... il=1 +1, adadinin sinfindan, ciit vo takli-
‘—_F—_..,.J ‘—-—T.'__l
| s

yindan asili olaraq (~1)"*" -nin isarasi ila eyni olur. Onda (1) hasili-

nin (3) determinantinin haddi olmas: igiin onu asagudak: sokilda
yazmaq lazimdir;
(_l)‘l B ailfl a':):: i "ajujq " (4)
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(4) haddi n-tartibli determinantin imumi haddi adlanr.
Burada vuruglarnin yerini els dayismak olar ki, birinci yi2e e cln
indekslori tobii artma qaydasi ila nizamlanmi§ olsun (satir va
situnlardan vuruglan segands ds buna nail olmaq miimkindiir).
Onda determinantin imumi haddini asagidaki kimi
O Gsy, -0, (5)
kimi yazmaq olar va bunun isarasi isa buna uygun normal gakilli

[l 2 s n]
a a,..a,
avazlomasinin sinfi ila tayin edilo bilor, burada a,,a,,...,0, is2
12,...,n odadlerindan  diizoldilmis  permutasiondur. 9gar
invfa,,a,...,a,]=1 isars etsak onda ¥ com simvolunun kémoyi
ila n-tortibli determinanti bels yaza bilarik:
G G - Gy
det A(a;) = @21 O -oe ol z(_n“’h.“z-,""’m. . (6

bl I YT
aﬂ] a‘z s a

Burada camloma biitiin miimkiin [aq,...a,] permutasionlan
iizro apanhr ki, bunlarin da say1 n! olacaq.

Biitiin bu deyilonlor artiq bizo balli olan 2 va 3 tartibli
determinantlara da aiddir.

Bvvalan, digqat yetirsak ki, iki tartibli va ii¢ tartibli determi-
nantlarda uyBun olaraq iki hadd (2!), alt: hadd (3!=6) var. Bu de-
terminantlarin hesablanma qaydalan da tarifin bels bir tslabatina
uygundur ki, har haddi diizsldanda bunun har satir va har siitunun-
dan hasila takca bir element diga bilib, har bir haddinds iki vurug
va li¢ vurugq istirak edir.

Nohayat, har bir haddin igarssi bunlarin indekslarindan dii-
zldilon avaziomanin tok va ciitlilyiina uygun galir. Masalan, ii¢ tor-
tibli determinantlara yenidan fikir verak.

@y @ Gy
dy Ay Gyl =
ay Gy Oy,
= 8y,5 05y 838030y, + 38,8y, — Q1305 y; — @)y Ay, = Gy @y, -
Burada hadlarin altnmasi gaydasina nazar yetirin:
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Gériindilyii kimi sxema eladir ki, burada hor bir hadd 3 vu-
rugdan ibarat olur (determinantin tartibi qadar), har bir hadda!ri vu-
ruglar da determinantin har satir va har siitunundan ancaq bir ele-
ment secilmakla dilzalir, digar tarafdan da bu qayda ila diizalon bii-
tiin miimkiin miixtalif hadlarin say1 6 olur (determinantin tartibinin
faktoriali: 3!= 6 ). Hadlarin isaralari isa bunlara garsi goyulan uygun

123 123 123y .
- —cil = - a= = l,
5 (I 2 3J ciit, §, (3 | 2) ciit, 5, (2 3 l) cil

123 123 123
= L. = - = - tok.
S, (3 > J tak, S, (2 1 3] tak, S, (l 3 2) ta

avazlamalarin ciit va tokliyindan asih olur.

Bir masalaya da diqqgat yetirin: determinantin hadlarindaki bi-
rinci indekslor tabii artma qaydas: ila nizamlanmus (1,2,3) sokilda
yazilanda, onun ikinci indekslari bu 1,2,3 raqamlarindan diizaldil-
masi miimkiin olan, takrarsiz permutasionlardir, bela ki: 123, 312,
231, 321, 213, 132. Bilirik ki, bunlarin da yans: tak, yansi isa ciit
sinfa mansub olurlar.

(6) disturlarina asasan iki va ii¢ tartibli determinantlar asa-
gidaki kimi yaza bilarik:

a, dy .
ai: ﬂ’? =Y (-V'ay,ay,,, burada [g,0,] 1, 2 elementlorindon
diizalan 12, 21 permutasionlars,
G G G .
ay Gy Gy -—-Z(—l)‘a,‘,‘ahrahl. burada [a,a,a,] isa 1, 2, 3
|“u Ay @y

ragamlarindan diizalan yuxanida géstordiyimiz 6 dans tokrarsiz per-
mutasionlardir. I - cam isarasi isa bu permutasionlara nozaren dii-
zalon bunlarin comini gdstarir (n=2 fgin iki (2!=2),n=3 igin
alt (3!=6) dana miixtalif hadlar), ¢ isa miivafiq inversiyalar sayidir.

Toarifi daha yaxg: basa diiymak namina bir nega misala baxag.

4) a,a,,a,.a,a;, hasili 5 tartibli determinanta daxildir, giinki
I-ci va 2-ci indekslarin (1,2,3,4,5 va 3,2,5,1,4) hamisi miixtolifdir
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(takrarsiz permutasionlardir). Haddin isarasini tapaq. Bunun figiin
uygun svazlomoni yazaq:

12345

32514

Bunun isarasini tapaq:
inv[1,234,5]=0, inv[3,2,5.14]=3+140+1+0=5 takdir. Demoli bu
hadd 5 tartibli determinanta (~1)* =-1, yani manfi isars ila daxil
olur.

b) a,,8,,a,,0,,0,,0, hasili 6 vurugdan ibarst olsa da 6 tartibli
determinantin haddi deyil, ¢iinki buraya 2-ci satirdsn iki vurug
(a;, va a,,) daxildir, tarifin garti pozulur (bu ondan gériniir ki, 1-
ci indekslorda [232456] permutasionunda 2 raqami takrar olunub.

€) @y8,a,a, hasili 4 vurugdan ibarat olsa da, o 4 tartibli
determinantin haddi deyil, ¢iinki buraya hasilo 1-ci siitundan iki
element (a, v» a,) daxildir (ikinci indekslorin amals gatirdiyi
[1,3,1,4] permutasionunda 1 elementi tskrar olunub).

* o %

n-tortibli determinantin tanis oldufumuz konstruktiv tarifi
ciddi nozari shomiyyats malik oldugu halda, baz xiisusi hallan nazara
almasaq bu tarifs asasan yiiksak (n > 3) tartibli determinantlan he-
sablamaq praktik cohatdon slverisli deyildir. Belo ki, mosalan,
n=45,6 vas. tartibli determinantlan géstarilan tarifs asasan hesabla-
maq {icin uyfun olaraq verilon kvadrat matrisdon uygun olarag
41=24, 5!=120, 6!=720 sayda deyilon qaydada hasillor dii-zaldib
bunlann isaralarini tapmaliyiq. Determinantin tartibi artdigca onun
hadlari sayi da siiratlo artir (masalen 10 tortibli deter-minantda
10!= 3628800 hadd vardir). Buna géra da determinantlarin hesablan-
masinda onun xassalorindan va bazi xiisusi iisullardan istifada edilir.

§ 2.3. Determinantin asas xassalari

XASS® 1. Determinantin biitiin satirlarini onun uygun nomrali
Mitunlary ila avaz etsak determinant dayismaz (bunu «determinantin
lransponira olunma» xassasi adlandirirlar).
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ISBATI. Tutaq ki, D verilon, D’ iso onun transponiro edil-

migidir:
a, @, ... 4, 4y Gy ... Gy
D=[ Gn - Gl pf=(Giz Gz e Gy
ay G oo a,, ay, ... a,
Gostarmaliyik ki: D= D’
8,800y (1)

hasili verilan D determinantinin har-hansi haddi olsun. Bu o de-
makdir ki, burada istirak edan vuruqlar har satir va har siitundan
bir element secilmokla diizalib. Is burasindadir ki, bu hamin hasila
aid olan bu sézlari D° determinanti {igiin da deya bilarik, yani ha-
min hasil hamginin D’-in da har satir v hor siitunundan bir ele-
ment olmagqla diizalan hasildir. Lakin (1)-daki i,k,...,i, indekslori
D-nin satir némralari oldugu halda bunlar D’-in siitun némrale-
ri, D-doki j, jy....,j, siitun némralori D'-in satir némralaridir.
Ona gora do (1) hasili verilan D determinanti ilo onun transponira

olunmug D’ determinantina eyni bir
(I)mv[q e L " |

vurugu ila daxil olacaglar.

Odur ki, D ilo D’ eyni hadlarin cabri camindan ibarat ola-
caqlar, odur ki, D= D’ olur.

Bu xassa onu gostarir ki, determinantin satir va siitunlan ey-
ni hiiquqludur, yani satirlar igin s6ylanan har bir xassa eyni ils sii-
tunlara da aid edils bilir (va tarsina!).

XASSO 2. Determinantin bir satri (siitunu) sifirlardan ibarat-
dirso o determinant sifra barabardir.

iSBATI. Tutaq ki, determinantin har-hans1 i-ci satir ele-
mentlari sifirlardan ibaratdir. Aydindir ki, bu determinantin hor
bir haddinda i-ci satirdon hékman bir element vuruq kimi igtirak
edacak. Onda determinantin hadlarinin hamisi, yani biitiin n! say-
da hasillorin hamisi sifra gevrilocak va determinant 6zii sifra bara-
bar olacaq.

XASS® 3. Determinantin iki satrinin (iki sitununun) bir-biri-
l2 yerini dayigsak onun yalniz isarasi dayigar.

ISBATIL. Verilan D - nin i - ci va k - &1 satirlorinin yerini doyisok:
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(determinant igarasi konarinda métorizalorda yeri doyisilan i - ci va
k - c1 satirlarin némralari gdstarilib),
Tutaq ki,
ﬂlu.alu, Ly 'am. {2)
hasili D detgrminanumn ixtiyari haddidir. Aydindir ki, buradak
vuruglar eyni zamanda A determinantimin da miixtalif satir va sii-
tunlarinda yerlagir. Demali, bels hasillar A-nin da hadlaridir. Ona
gérada D va A eyni hadlordan diizalmis determinantlardir. Lakin
bu hadlor D va A-ya miixtalif isara ilo daxildir. Belo ki, (1) haddi-
na D determinantinda
s _(l 2 i e ®ens n)
=
o R PO SRR P

avazlomasi uyfun galdiyi halda, A determinantinda
g _(1 2 ..k .. n)
i
(> P PR RO T I

avazlomasi uygun golir. S, ovezlamasi isa S, -in birinci satrinda
(i,k) transpozisiyas: vasitasilo alimb. Ona gora da §, ilo S, avazlo-
molari mixtalif siniflors aiddirlar. Bu isa onu géstarir ki, D-nin
biitiin hadleri A-da &ziiniin oks isarssi ila istirak edir. Odur ki, D
ils A determinantlan ancaq isarasi ilo farglanir: A=—-D.

XASSO 4. ki satri (iki situnu) eyni olan determinant sifra
barabardir.

ISBATL Tutaq ki, D determinantinin i-ci va k-c1 (i #k)
satrinin elementlari bir-birina barabardir. Bgar bu iki satrin bir-biri
ila yerini dayigsak, bu satirlar eyni oldugundan determinant dayis-
mayacok. Lakin digar torafdan isa 3-cii xassays gora determinantin
Isarasi aksina gevrilir,yani D=—D olur ki, buradan da D=0 alinir.
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XASSO 5. Determinantin har-hanst bir satir (va ya situn)
clementlarinin hanusm ixtivari h adadina vurdugda determinantin

givmati  adading vurulur.
iSBATIL. Tutaq ki, D determinantinin i-ci satir element-

Jarini A adadina vurmagla D, determinantim almigiq:

a, 4, a, - a4y,
D=la, a, a . - Ay,
a,, a, ... a, a,

D, = AD oldugunu gostarmaliyik.
Aydindir ki, D determinantimin har-hansi bir haddi
. 3
kimi hasillardan ibaratdirsa, D-nin i-ci satir elementlorini A-ya
vurdugdan sonra alinan D, determinantinin uygun haddi
a, a5 - (Mty)...Gy, 4)
kimi olacaq, giinki har iki determinantin ixtiyari bir haddinda i-ci
satirdon hokman bir vuruq olmahdir. Demali, D,-in har bir
haddinda bir A vurugu istirak edir. Bu isa o demokdir ki, D
determinanu A adadina vurulub, yani D, =AD.
Bu xassadan bilavasita bela bir natica alinir:

Determinantin har-hansi bir satrinin (situnun) elementlarin-
dan determinant xaricina ortaq vurug ¢ixarmaq olar.

Masalan:
8 24 3 2 6 2 2
1 3 o=4-1 30=43|1 10;
7-9 3 7-93 7—33

bu misalda birinci satirdan 4, ikinci siitundan iso 3 ortaq vuruqlan
determinant xaricino ¢ixarimigdir.
Novbali 6-c1 xassa satir va ya siitunlarin miitanasibliyi ilo
baghdir. i
Bir satrin (siitunun) elementlari digar bir satrin (siitunun) uy-
fun elementlorindan eyni bir A vurugu ils farglonirss bunlara
miitanasib satirlar (siitunlar) deyirlar.
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XASSO 6. lki satri (iki siitunu) miitanasib olan determinant
sifra barabardir.

ISBATI. Tutaq ki, D determinantimin i-ci va k -1 satirlari-
nin uygun elementlori miitanasibdir, yani i-ci satir elementlari
k - c1 satrin uygun elementlorindan eyni bir A vurugu ila farglanir.
Onda aydindur ki:

ﬂl—:-a-'l:_,,sﬂlﬁ-=l.
Qy Gy Ay,

Yaxud da:

Ovvalki xassays gora bu determinantin i-ci satirlorindan
ortaq vurugunun determinant xaricina gixarmaq olar. Onda iki
satri eyni olan determinant alnir, bu da 4-cii xassaya gora sifra ba-
rabardir.

Qeyd. Goriindilyil kimi ham 4-cii, ham da 2-ci (n>1 oldugda) xas-
salar 6-c1 xassonin xisusi hallandir.

XASS9 7. Determinantin ixtiyari i-ci satir (siitun) element-
lori a, =b, +¢, (n=12,...,n) iki toplanamin camindan ibaratdirsa,
onda bu determinant el> iki determinantin camindan ibaratdir ki,
bunlarm birinds i-ci satir elementlori b, toplamndan, o birisinda isa
¢, toplanamindan ibarat olub galan satirlori (siitunlart) isa verilmis

determinantda oldugu kimi galir.
ISBATI. Tutaq ki,

L ay ay, a,
D=b,+¢c; by+c,y ... b, +c,|(D

a a, .. 4

Onda bu determinantin hor-hans: bir haddini asagidaki kimi
yazmagq olar:
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Qo Gy, ooy By =, Oy by +6, )08, =

=y, Oy, ...bml il ¥y g el

Aydindir ki, bu caomds alinan toplananlar isaralori ila bir-
likda uygun olaraq

Ay Az e Gy a8y 43 ... 4,
D=\b, b, .. b,| va Dy=l¢c, ¢, ... ¢,
s R - IR I Qg 5 Gy
determinantlannin ixtiyari hadlaridir. Ona géra ds D= D, + D, olur.
Qeyd. Ogar D-nin i-ci satrinin elementlari a, =Ab, + XA, ¢y;
(k=12...n) sokilda olarsa, onda asanhgla isbat etmak olar ki,
D =3D, +},D,. Buna determinantin «xattilik xassasi» da deyirlor.
Bu xassani istanilan sonlu sayda toplananlar iigiin ds fimumi-
lagdirmak olar (bunu edin!).
XASSO 8. Determinantin har-hanst satir (siitun) elementlarini
eyni bir adada vurub, bayga satrin (situnun) uygun elementlari ila
toplasag determinant dayismaz.

ISBATIL. Verilan D determinantimin har-hans: i-ci satir ele-
mentlarini ixtiyari bir A adadina vurub k-ci satrinin uygun ele-

mentlari iizorina alava etdikdan sonra alinan determinanta 7-ci
xassani tatbiqg edak:

Ay Gy e Ay a, Gy sl Ay
a, a, ... a, a, a; a,
ay Gy oo @y, lag +Aa, a,+ha, ...oa,,+ A,
a,) “u! ves Gy, anl anz aM
ay ay .oayl |ay oay ...oa,
ay ay ...a,| |a, a, .. a,
= PR i vee .. |=D+0=D,

dy s @, Aa, Aay, ... Ma,
a, d, ..a,| |a, a, ... a
D 0

Yoni, comds ikinci determinantin iki satri miitsnasib oldu-
gundan o sifir olur va verilon determinantin 6z gahr.

Novbati xassa determinantin satir va ya siitun elementlarinin
xatti asiihiq anlayisi ilo slagadardir.

Qvvalon bunu geyd edsk ki, determinantin har-hansi satrini
(siitununu) bir adads vurmaq dedikds bu satrin biitiin elementlarini
hamin adads vurmagq diis@iniiliir. Ikincisi da satirleri (siitunlan) top-
lamaq dedikdo isa toplanan satirlarin uygun elementlorinin camini
tapmaq baga digiliir. gor determinantin i - ¢i satrindan (siitunun-
dan) fargli olan istanilan k =1,2,...,i = 1,i+1,...,n némroli satirlorini
uygun olaraq har-hansi A, A,.....A._,A,,,,...A, adadlari il hasillari
cami i-ci satra borabar olarsa, onda deyirlar ki, i-ci satir galan sa-
tirlorin  xatti  kombinasiyasindan  ibaratdir. Burada A,
(k=12,....i—1i+l,...,n) amsallarindan bir ¢oxu sifir da ola bilar.
Xisusi halda, A, amsallanindan ancaq bin sifirdan farqli olarsa on-
da iki satri (siitunu) miltanasib olan determinant alinir, agar bir sat-
rinin elementlari hamis: sifir olan determinant verilibsa, onda bu
satir (sfitun) qalan satirlarin (siitunlann) xatti kombinasiyasi olar.
Ciinki, bu halda A, amsallarinin hamisinin sifir oldugu haldir.

XASS99. Determinantin bir satri (siitunu) digar satirlorin (sii-
tunlarin) xatti kombinasiyasindan ibaratdirsa, bu determinant sifra
barabardir.

ISBATI. Tutaq ki, i-ci satir s sayda (1< s<n-1) basqa so-
tirlarin xatti kombinasiyasidir. Onda i-ci satrin har bir elementi s
sayda toplananin comindan ibaratdir. 7-ci xassaya 3sasan biz bu
determinanti elo s dona determinantin cami goklinds yaza bilarik
ki, bunlarin har birinin i-ci satri onun bagga bir satri ilo miitana-
sib olar. 6-c1 xassaya gora bu determinantlar hamis: sifir olar, de-
mali verilon determinant zii sifra barabar olur.

Qeyd edak ki, bu alamat determinantlarin sifra bsrabsr ol-
mast Gigiin ham zaruri, ham da kafi artdir (§ 3.6-ya bax).

§ 2.4. Minor va cabri tamamlayici

n-tortibli determinantlarin hesablanmasinda va tatbiginda
onlarin miivafiq xassslari ils yanag1 minor va cobri tamamlayic
anlayislan da miihiim shamiyyat kasb edir.
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TORIF. n-tartibli D determinantinda k sayda (1<k<n)
sotir vo k sayda siitunun kasismasindaki elementlarin nisbi vaziyya-
tini dayigmadan amals gatirdiyi n-tartibli matrisin determinantina
D-nin k tartibli minoru deyilir.

n-tortibli D determinantimin har-hansi k tartibli minorunu
praktiki olaraq almagq ii¢iin bu determinantin k sayda satir va
siitununu segib qeyd etmak va galan n—k satir va siitunu nazardan
atmagq lazimdir. dyanilik namina segilmis k dano satrin va k dana
siitunun {izarindan xatt ¢okib bunlarin kasigdiyi elementlorin nisbi
vaziyyatina xalal gatirmodan yazir va elementlor bir-birindon uzaq
olanda onlari ancaq «siiriigdiiriib» matris soklina salirlar.

Masalan, asagidak: 5-tartibli determinantin 2-tartibli minor-
larindan birini yazaq:

a, e ay ay é“ls
21 é“zz Gy Gy !ﬂz:
D =1an--tyr-an--ayr -
i LR S Tk 2
as; Ay, G5 O B
Bu determinanun iki satrini (3-cii va 4-cii) va iki siitunu (2-ci
va 5-ci) se¢ib qeyd edirik (izsrindon xatt ¢okirik)., Gortndiyd
kimi, geyd edilmis bu iki satir va iki siitunun kasigdiyi yerda duran
elementlorin amala gatirdiyi iki tartibli matrisin

Ay Gy

M, =
gy gy

kimi iki tartibli determinanti D determinantimn iki tartibli minor-
larindan biridir. Dgar basqa iki satir va iki stitun se¢ib bunlarin ka-
sismasindaki elementlori determinantdaki nisbi vaziyyatini dayis-
madan yazsaq D-nin digar ikitartibli minorunu alang. Masalan,
agar ]-ci, 2-ci satri va 2-ci, 4-cii siitunlan goétiirsak agagidaki bagqa
bir iki tartibli minor alanq:

M. =% Qs
Pojay ay

Bu gayda ila D -dan ii¢ satir va ii¢ siitun segib qeyd etmakla
D-nin ii¢ tartibli minorlarini diizaltmak olar.
Minoru ¢ox zaman
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Mj:,,,i, yaxud M H-4
y

hdzhi
kimi igara edirlor. Burada i,i,,...,i, bu minoru diizaltmak {i¢iin se-
gilan satir, ji, j,..., j, 152 siitun némrsloridir. Masalon, agar yuxa-

nda verilmis beg tartibli D determinantinda 2, 4, 5 némrali satirla-
ri va 1, 2, 4 némrali siitunlan qeyd edorak miivafig k=3 tartibli
minor diizaltsak, bu minor

1 82 Gy
M, s=\ay a, ay
124

s, Gy dyy

saklinds olar.

Xiisusi halda, agar n- tartibli determinantin takca bir satrini
va bir siitununu (k =1 hali) geyd edib bunlann iizarindan xatt ¢ok-
sak kasismada bir dans element olar. Demali, D determinantinin
har bir elementi onun bir tartibli minorudur. k =n olanda, yani
determinantin biitiin satir va siitunlarimi qeyd edib buradan minor
diizaltsak determinantin 6zii alinar. Demali, har bir »-tartibli de-
terminant 6zii-6ziiniin n - tartibli minorudur. Sifir tartibli minor 1-
2 barabar gabul edilir.

TORIF 2. n-tortibli determinantn ixtiyari k doana (1k<n)
satrini va k dana siitununu geyd edib, bunlarin kasismasinda duran
elementlardan k tortibli M minoru diizaltdikda yerds galan n—k
satir va n—k situnun kasigmasindan duran n—k tortibli minora
M - in tamamlayict minoru deyilir.

M -in tamamiayici minorunu adstan M kimi isara edirlar.
Masalan, yuxanda bestartibli determinantin M, ii¢ tartibli mi-

« L4
norunu yazmisdiq. Bunun iigiin onun 2, 4, 5 nomrali satir va 1. 2. 4
némrali siitunlan qeyd edib, onlann fizorindan xatt ¢akirik:
1 Ealz ay G, as
~layr-0p--hr-esy
D=lay, ;‘332 ay :Pu' Ays
e P e Rl
--lasy ooy --ag
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Qeyd clunan satir va situnlann kssiymasindan D - nin yuxa-

nda yazdigimiz iig tartibli M,,, minoru alimir. Bu zaman istden
124

xatt ¢akilmayan iki satir (1-ci va 3-cii) va iki stitun (3-cii va 5-ci) po-
zulmayan elementlari verilan determinantin agagidak

A3 4y
33 Oy
iki tortibli (n—k =5-3=2) minorunu amoal2 gatirir ki, bu da

M,,, minorunun M, tamamlaywc: minoru olur, yaui

L2

2.4,
1.2,

5
¥
a3
3y yg

Miyys=
124

Sgoar determinantda, aksina, tamamlayiai M minorunu ama-
la gatiran satirlarin va siitunlann Gzarindan xatt ¢aksak, askardir
ki, istindan xatt ¢akilmayan satir va siitunlann kasigmasinda du-
ran elementlar M minorunu amals gatiracak. Bu isa o demoakdir ki,
M va M -i garsihgh tamamlayict minorlar adlandirmagq olar.

Xisusi halda determinantin har-hansi bir i-ci satrini va j-ci
sttununu geyd edib Gsilindan xatt ¢aksak, aydindir ki, kasismade
onun a, clementi (birtartibli minoru) alinar. Bu halda #istindan
Xatt ¢akilmayan satir va siitunlanin pozulmayan elementlari isa
{n 1) tortibli tamamlayici minor amala gatirar. Adatan (n—-1) tor-
tibli minoru M, kimi isars edirlor. Demali, a; elementi ils (n—1)

tortibli M, minoru garyihqh tamamlayici minor olur (glinki,
M, -ni amala gatiran n-1 dana satri va n—1 dono siitunu pozsagq,
pozulmayan ancaq a, elementi qalir).

Ogar siihbat takca bir elementin, masalan ay-nin tamamlayicisi
olan (n - 1) tartibli M; minorundan gedirsa, adatan onu sadscs olarag
determinaniin a;; elementinin minoru adlandirtb «tamamlayici» sézi-
nié iylotniriar,

Indi iso tutaq ki, & tortibli M minoru i,iy...,i, nomrali
salirlardan va . jy,..., j, nomrali situnlardan alinmgdir. Bunun

tamamlayicist M, olsun.

fedranle

("[’EJ'---U“{)+(j|-j2!--'-oit) - Sg

ila isara edok.

TORIF 3. (-1 M, 4. Uadasina M%;__,-‘ minorunun cabri

dymeahy shendi

lamamlayicisi (yaxud «adyunkiuy) deyilir.

Ogor M -in cabri tamamlayicisim1 A il igars etsak, onda

A=(CD"M '§))

ahng.
Bu diisturdan agkar goriiniir ki, M minorunun cabri ta-
mamlayicisi onun tamamlayicy minorundan ancaq isarasi ilo
farglana bilar (S, -in tek va ciit aded olmasindan asihdir).

Xisusi halda tokes bir g, elementinin cabri tamamlayicis:
A =(-D"M,

olur. '
Misal. Yuxanda baxdigimiz begtartibli determinantin

|:'n a3
M,, = a |
25 %2 9

ikitartibli minorunun cabri tamalayiaisi

e By O3 Ay
A=) My, =iay @y ay
s 25

| 953 dsy
Hamin determinantda My, 5 minorunun 4, 5 cobri tamamlayicisi:
124 L4
— @ Gs
=(_1)M9|-I4M 3
s e o
olur, b _ "
Xiisusi halda a;, elementinin cobri tamamlayicisi:
ayy Gy Gy By
dyy Gy Gy Qg
2(_”3’}2“ s 7+ Mo L Bl
A o 41 G4y By Gug
A5 853 G5 Hys
olar.

indi is> n-tortibli determinantin minoru va cabri tamam-
layicis: hagqinda asagidaks teoremi isbat edok.
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TEOREM. n-tartibli D determinantiun ixtiyari k tortibli
minoru ils onun cabri tamamlayicisimn hasilindan alman hadlor 6z
isaralari ila determinantin hadloridir («determinanta daxildirlar»).

ISBATI. Teoremi iki hal iigiin isbat edak.

Birinci hal (xiisusi hal). Tutaq ki, & tartibli M minoru D
determinantinda sol yuxan kiincds yerlagir (yoni onu diizoltmak
iigiin ilk ardicil 1,2,...,n ndmrali satir va siitunlar segilib).

Gy @n e Gy ) Gy e Gy
dy Ay e Gy 5 Qypnt - Gy
M .
D=la, @ ... Gy, G,y G
By Graz e Gpa :r- Groant ‘Z— Ayt
R . M
Gy @y e Gy i Oy e Gy

Askardir ki, belo halda M minorunun tamamlayici minoru
M isa determinantda sag asaf kiincda yerlasacok. Aydindir ki,
burada

Sy =(1+2+.4k)+(1+2+..+k)=2(1+2+...+k)
ciit adad oldugundan
A=(-1)"M =M

olar. Demali, gostormaliyik ki, MA=MM hasilinin biitiin hadlari
oz igaralari ila determinanta daxildirlar.

M minorunun ixtiyari bir haddini gétiirok. Bu k - tortibli de-
terminant oldugundan bunun imumi haddi

L S (1)

saklinda hasil, isarasi isa bildiyimiza gora
T=(l 2 k]
a, a4, ... @

avazlomasinin  sinfi vasitasila, yani :=inv[aia,...u,] olduqda
{~1)" - nin isarasi ila eyni olacaq.

Indi (n-k) tortibli tamamlayica M minorunun ixtiyari bir
haddini yazaq:
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a8, %28, Oaf, (03]
Bu hasil M tamamlayict minoruna (-1)° isarasi ila daxil olma-
lidur, hansi ki, ¢’ =inv[B,.,B,.....B,], yani (2) haddina qars: qoyulan

_(k+1k+2 ... n
T=(oer s 5.)

avazlomasinin ikinci satrindaki inversiyalar sayidir.
Demali, (1) va (2) hadlarini igaralori ils yazsaq:
(-1)a,, ay, .04, (1%}
(—l)’aM Bun iz, g, (2)
olacaq. Aydindir ki, bunlann hasilinin isarasi (—1)"** -nin isarssi
ilo eyni olacagq.
(1) va (2) hadlerini vuraraq n vurugdan ibarat
Qyo Qyg, 8y Qi1 g, Fra2gp,,, +~Dup, (3)
hasilini alinq. Buradaki vuruqlar verilon determinantin miixtalif
satir va situnlanindan oldugu iigiin (3) hasili D-nin haddidir va
bunun igarasi isa (=1) -(=1)" = (=1)"*" - in isarasi ilo eynidir. Dogru-
dan da (3) hasili D determinantinda buna uygun
1 2 ..k k+1k+2 ... n
(al @ e @ By Braz o ﬁn]
«normal gokilli» avazlomasi vasitasile tayin edilir, yani bunun 2-ci
sotrindoki [x,,...0,B,,B,,,---B,] Permutasionunun inversiyalar
saymun tak vs ciitlilyiindan asih olur, buradaki inversiyalar say1 da
moahz ¢+ olur, giinki, buradaki a-larin heg biri p-lanin heg bi-
rindon bdyiik deyil (a,-lorin hamist k-dan, B, -lorin hamsi isa
(k +1) - don az deyil), ona gors da a,-lar B, -lorla inversiya amala
gatirmir va:
inv[a,0, .08, By -.-B, )= invlaa, ..o ]+ inv[ByBra--B.)-
' $ r
Demoli, (3) haddi 6ziintin (=1)"*" igarssi ils
(—1}“"“1.,%, By Gy g, Qiing,., - Pup,
D-nin haddi olur.
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fkinei hal (dmumi hal). Tutaq ki, n-tartibli M minoru ixti-
yari i,i,,...,i, ndmrali satirlordan va j, jj....,j; nomrali situnlar-
dan diizaldilib, burada i, <i; <...<i, V3 ji < j, <...< ;.

Bu hal isbat etmak igiin bunu l-ci hala gatirirlar, yoni M
minorunu diizaltmak figlin diizaldilon ixtiyari némrali satir va sii-
tunlann yerini dayismakla M minorunu yena da sol yuxan kiinca
gotirmak lazzimdir. Bu magsadla i - ci satri 6ziindan avval daya-nan
(i, —1) dana. i,-ni 6ziindon avvalki (i,—2) dons va s. i satrini
dziindan avvalki (i, —k) dana satirls transpozisiya apararaqg onlan
uygun olaraq 12,....k ndmrali satirlarin yerina gatiririk. Hamin
gevirmani j, jo,..., j, nomrali siitunlar fizerinds aparing. Indi
satirlar va siitunlar iizorinda aparilan transpozisiyalarin imumi
saylar: uyfun olaraq

=D+, =2)+ ..., =k) =i, d5ye i) = (14 24..4k)  (4)

Gi=D+(h =D+ = k)= Jpsen ) = (14 24...4 k) (5)
olur. Askardir ki, malum xassaya géra determinantin isarasi da-yi-
socak vo yeni alinan D’ determinantinda M minoru sol yuxarn

kiincda yerlasacok. D ila D° determinantindan isa
Su

(=)= Wi W22 ak) (_Ds. <2024 4k) _ {_DS»

isarasi ila farqlanacak. Bu iss o demakdir ki, (~1)** MM hasilinda-

ki hadlor D determinantinda 6z igaralari ils istirak edirlor. Burada
(D)™ MM =M -|(~1y M |= MA

olugunu nazaras alsaq teoremin isbati tamamlanir,

§ 2.5. Determinantlanin minorlar iizra aynlst.
Laplas teoremi

Minor v cabri tamamlayici hagqinda avvalki paragrafda ta-
ni OIngumuz teorem tasdiq edir ki, verilon determinantin ixtiyari
bir minorunun 6z cabri tamamlayicisi ila (yani, MA hasilinda) de-
terminantin hadlorinin hamisi yox, bunlarin bir gismi istirak edir.
lndj taniy olacagimiz Laplas teoremi buradak: «qiisuru» diizaldir,
yani burada ela ayrihgdan séhbat gedir ki, determinantin biititn
hadlari istirak edir.
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TEOREM (Laplas). n-tartibli D determinantiin ixtiyari k
sayda (1S k<n—1) satrini (siitununu) segib bunlarin nisbi vaziyya-
tini dayigmadan bunlardan miimkiin olan biitin mixtalif k tartibli
minorlar diizaltsak, onda bu minorlarin 6z cabri tamamlayicilar: ila
hasillari cami determinantin éziina barabar olar.

ISBATL Tutaq ki, n-tartibli D determinantinda har-hans
ipyi,...,§; nomrali satirlari geyd edib, hamin satirlardan bunlann
nisbi vaziyystini dsyiymadan alinan kxn 6l¢iild matrisdan burada-
ki a;,a,,...,q, situnlannin kémayi ilo biitin mimkiin ola bilan
mixtalif k- tartibli M|, M,,...,M, minorlarinmi diizsltmisik (bunun
iigiin «kombinezon sayag» qaydadan istifads edirlar, yani segilmis
k dans i,i,...,i, nomrali satirlerin nisbi vaziyyatini doyigmadan
bunlann har daofo heg olmasa bir ndmrssi ila farglonan mixtalif
ardicil némrali siitunlarla kasigmalorine baxmaq garakdir). Bu
yolla dizaldilon M, M,,...,M, minorlarinin cabri tamamlayicilan

A, A,,..., A, olsun. Géstarmaliyik ki:
D=MA+MA +..MA =3 MA (1)

=1

Ovvalki paragrafdaki teorema gora M A, hasilinin har hadlo-
ri 6z igaralori ilo verilon D determinantinin hadlaridir. Hamginin
buradaki M, M,,...,M, minorlan bir-birindan he¢ olmasa bir sii-
tunu ils farglondiyi figiin (1) camindaki toplananlar da ortaq hadds
malik olmamahdir. Demali, (1) cominds istirak edan hasillardan
alinan hadlor hamusi verilon n-tortibli determinantin miixtalif
hadlaridir. Teoremin isbatini tamamlamaq Ggiin bu hadlarin sa-
yimin n! oldugunu gdstarmaliyik.

M, (i=1,5) minorlannin har biri k tartibli oldugundan bun-
larin hadlari say1 k!, cobri tamamlayicilan isa (n—k) tartibli ol-
dugundan bunlardak: hadlorin sayr (n—k)! olur. M A hasilinin
har birindo determinantin k!(n—-k)! sayda haddi olmalidr. (1) ca-
minda s sayda toplanan oldugundan burada istirak edan miixtalif
hadlarin say1 s-k'(n—k)! dana olmaldir. Buradaki s amsali de-
lerminantin k sayda satrindon diizaldilmasi miimkin ola bilan &
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tartibli minorlarin sayidir. Bu minorlarin diizaldilmasi qaydas: va
qurulusu eladir ki, onlar bir-birindon ancaq situnlar il farglonir-
lor (heg olmasa bir siitunu ils). Onda belo minorlarin say:

s=C= T Bt Jc»[mahdu- Demali, (1) cominda olan hadlarin
ﬂ'“— :
imumi say:
T

olur, yani bu comds determinantin tokrar olunmamaq sorti ilo
biitiin a! sayda hadlarinin hamus: istirak edir.

Teorem isbat olundu.

(1) barabarliyini «Laplas diisturu» adlandinirlar.

Teoremi k sayda siitun segmakla da isbat etmak olar.

indi Laplas teoremina aid bir misal gostarak. Tutaq ki, 4-tortibli
ay @y a; ay
ay Gy Gy Ay
ay Gy Gy Ay
gy Qg Gy Oy
determinanti verili. Burada, masalon 1-ci va 2-ci satri seib qeyd edak.
Aydindir ki, determinantin bu satirlari eyni zamanda agagidaka

[a“ ay,, ay “uJ
Ay y Gy Gy
2x4 dlgiili matrisi amala gatirir. Bu iki satirdan «kombinezon sa-

yag» yolla biitiin miimkiin iki tartibli minorlar diizaldak (bunlarin
sayl C; =6 olacaq):

D=

M, = 4 A M,= G M, = a, Gy, 4
dy, Ay ay Ay Ay Gy
M,= a; a, M. =% % M, = a3 ay
' € 3
Ay Uy, Ay Oy dyy Gy

Verilan determinantda bu minorlarin cabri tamamlayicilan
uygun olaraq:

1+2+142|03; @ 1424143 a
A|=("l) +l+2|8y3 _\d. Az ( l}+2*+t 34'
gy Ay 2 Qu
+ ady, d a
Al = nl 2rl+d|lyy Gy __( l}tozohs 1 Y :
4, an ay Gy
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= (_1)"2*3'-‘|:!l Qyy L = (1) (B Gl
i 4 Gy A=(=D a, a,

Onda bu determinantin hamin ikitartibli minorlara nazaran
aynhs: D=M A +M A +M A+ M A+ MA+M A =

—[% G _I‘Zss Qy| _ |4y, G |6y ay +1:|| G| G323
Ay Gyl B4y Q| |G Gy |8 G| |@y Gy |8, ay
+t’: a; ,t:zr Ayy| |Gy Gy ,t:n | 4% G| B3 Byl

Gysf |Qey Qug| [Bpy Gy |Gy Ayy| |Ay Gy |0y G

Laplas teoreminin determinantlarin hesablanmasina tatbi-
qinds sifir elementlari ¢ox olan satirlari (siitunlar) segmak va de-
terminantin mohz bu sifin gox olan minorlara nazaran aynhsindan
istifads etmak, onun hesablanmasim xeyli sadslasdirir. Masalan,

2, 1 & 35

D=

o 0w
= ST TS N N
(= S IR =
~N b

determinantinin ikinci va beginci satirlorinds sifir elementlari var-
dir. Ogar bu satirlordan ikitartibli minorlar diizsltsak, bunlarin sayi

=10 olar; bunlardan ancaq iigii sifirdan forgli olacaq. Ona gora
da determinantin homin iki satirla slagadar olan ayrihg::

D= (1)‘°|42|52€l+< IJ"L 14 z]u 1}“}6 |3sz]—

§ 2.6. Determinantlarin satir va siitun elementlarina
nazaran aynhbs

Determinantlarda minor va cabri tamamlayic: anlayigi ils ta-
ms olanda qeyd etmisdik ki, determinantin har bir elementi onun
bir tartibli minorudur, Odur ki, determinantin bir satir (bir siitun)
clementlarina nazeran ayriligina ayrica baxmagq bir gox cahatdan
6ziinii dogruldur. Bununla slagadar asagidaki teoremi isbat edak.

TEOREM. n- tartibli determinantin har-hansi bir satrinin (sii-
tununun) biitiin elementlarinin dz cabri tamamlayicilar: ila hasil-
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larinin cami determinantin éziina, bu elementlorin bagqa satrin (sil-
tunun) uygun elementlarila cabri tamamlayicilart il hasillarinin ca-

mi isa sifra barabardir, yani
a4,A +ay Ayt ta,A, =D ()
a, A, +ayA, +..ra AL =0, i#n 2)
(i=12,....n, k=12,...,n).

ISBATI. (1) baraboarliyi Laplas teoreminin xiisusi hal kimi
alinir, Bela ki, burada k =1 hal, yani determinantin har-hans: bir
satrini se¢sak, aydindir ki, bu satirds onun n doan» elementi (bir
tartibli minorlart) var va demali bu hal ii¢iin Laplas diisturunda

s=nM =a,M,=a,,..M,=a,
va bu elementlarin cabri tamamlayicilan isa
AnAg... A,
olur ki, naticada da

D=3 MA=0h+aA+..taA, ()

olur. Bununla teoremin I-ci hissasi Laplas teoreminin xiisusi hal
kimi isbat olunur.
indi teoremin ikinci hissasini, yani (2) barabarliyini isbat edak.
Verilmis D determinantina va yardimgi A determinantina
diggat edak.

ay @y ... G, ay Gy ... Oy,

a, as ... a,|(0) ay a, ... a,|()
D=|... .. .... ' T A ——
@y Gy oov Gyl (k) a, a, ... a,|(k)
SN by iy
Géoriindiiyi kimi A determinanti D - dan ancaq k - 1 satir ele-
mentlori il farglanir vo ham da A-da i-ci va k-1 satir elementlari
eynidir. Iki satri eyni oldugundan A =0 olmalidir. 9gar A determi-
nantini k - ¢ satir elementlarina nazaran ayniligini yazsaq:
A=a,B, +a,B,,+...+a,B, 4)
Burada B, (s=1In) vuruglanA-nin k-ci satir elementlorinin
cobri tamamlayicilandir. Agkardir ki, bu cobri tamamlayicilar D - nin
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da k-a sotir elementlorinin cobri tamamlayicilan ila eyni olmalidir.
Clinki, bu cobri tamamlayicilann har birini diizsltdikds A -m D-dan
forglondiran yegana k-c1 sotir nazardan athr va buna gora da
B, B,,..... B,, cobri tamamlaywalan uygun olaraq D - nin [ T L, 78
elementlorinin A, , A,,,..., A,, cabri tamamlayialan ils tist-fista diigiir;
B, =A,.B,= Agen B, = A,

Demoli, (4) cominds B, = A, (s=1,2....,n) avaz etsok com

doyismayacak, yena da sifra barabar olacagq, yani
@Ay +apAn+...+a A, =0 (i=k).
Bununla teorem isbat olundu.
Teoremin har iki hissasini asagidaks bir diisturla ifada etmak

ds olar:
D, i=k olanda
ailAll+dﬂAt2+"'+ahAh={0 i<k oland

‘ Del.c;minanun satir va siitunlan eyni hilquqlu oldugundan
isbat etdiyimiz boraborliklari onun har-hansi j-ci va m-ci siitunla-
rina nazaran aynlhisim bels yazmagq olar:

D, j=m olanda
+ +..+a =
a‘lj‘&- a]jAﬂn l.fA-l! { 0. j*m olanda

NOTICO. Determinantda har-hans: bir i - ci satrin (j-ci siitunun)
bir elementindan bagqa galanlan: sifirdirsa, onda bu determinant hamin
sifirdan farqli elementls onun cabri tamamlayicisi hasilina borabordir.

ISBATI.Tutaq ki, verilon determinantdaa,, elementindan bas-

qa {-ci sstrin qalan elementlori hamisi sifirdir. Onda bu determinan-
tin i -ci satir elementlarina nazeren aynibisim yazsaq va alinan comda

a,=a,=...=a,,,=a,,=...=a, =0

oldugunu nazara alsaq, D =a,, - A,, olar,

Ham teorem, ham do natics yiiksak tartibli determinantlarin
hesablanmasmda mihiim rol oynayir. Bels ki, bir determinanti har
hans: satir (situn) elementlarina nazoran ayirdiqda onun tartibini
bir vahid azalding. Bu zaman els satir (siitun) segmok lazimdr ki,
orada miimkiin gedor sifirlar gox olsun, ¢iinki, bu, hesablamani
xeyli asanlagdirir (sifir olan elementlarin cabri tamamlayicilarini
hesablamaga ehtiyac qalmr).
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Mosolon, asagidaks 4-tartibli determinanti sotir (siitun) ele-
mentlarina nazaran ayirmaqla hesablayaq:
15 0
21 4~
35 & 7
-2 4 —1
Bu determinanti, masalan 2-ci satir elementlorina nazoran
ayirsaq, bunun hesablanmast asapidaki kimi fgtartibli dord dane
determinantin hesablanmasina gatirilir:

D=

50 1 Uj
p=2(=1"5 8 +(=DEH™? 3 87+
4—|j —2 -1
157 15
P40 35 (-1 35 8.
-2 4 -2 4 -

Bildiyimiz kimi satir va situnlarda sifirlann olmasi hesablama
prosesini asanlasdinr, ona géra do determinantlann malum xas-
sasindan istifada edib, satir va siitunlar Gzarinds elo gevirma apannq
ki, determinant dzii dayismadan orada sifir elementlarin say1 goxalsin.

Verilmig misalda 3-cii siitunun bir clementi sifirdir. Hamin
siitunu gétiiriib, onun bir elementindan, moasalan, -1-dan basqa
galanlarimi sifra cevirok. Bunun iigiin axirinc: satri 4-2 vurub 2-ci-
nin. 8-a vurub 3-ciiniin iizarina galok. Bu gevirma noticasinda me-
lum xassays gora determinantin giymati dayismaz, lakin hesabla-
magq lgin slverigl gakla diigar:

1 50
-6 15 0 -2
D=l iam o 1
=3 41
Gérindiiyii kimi, figinci siitunda a,, =—1elementindan bas-
qa galanlarnnin hamisi sifrz gevrilmisdir. Onda naticays asasan:
15
D=a,A, = (=) (D™ -6 15 2.
-1337 7
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§2.7. Determinantlarn vurulmas:

n -tartibli iki D, va D, determinantlanmn verildiyini farz edak:

By ey oy
ey el dy, v by,
. A . % . waw
. ﬂu i i bm

[ TR s i,

Mbagsadimiz bu iki determinanun hasilini yeni bir n - tartibli
determinant gaklinds axtarmaqdir. Bunun iigin «determinantlarin
vurulma qaydas» var ki, bu da asafidak: teorema asaslanr:

TEOREM. n- tartibli iki D, va D, determinantlarimn hasili ela
bir n- tortibli D determinantina barabardir ki, D- nin ixtivari ¢, ele-
menti D, - in i-ci satir elementlari il D, - nin j-cf siitununun uygun
elementlarinin hasillari camindan ibaratdir, yani:

c; =ayb, tayh, v +a b, (Li=12...0). (1)

Burada c; elementi hasil D determinantinin ixtiyari elementidir.

ISBATL D;-in sol yuxari, D,-nin sag asag kiineda yerloy-
moasi gorti ila asardaky 2n tartibli yanmpargalanan ve ya kvazi-lig-
bucag sokilli asafndaks A determinantina baxag:
b Bty B Dl O
P A, A W [ o T
la, a; ma, 0 0. 0

o1 Ou 08y BBl
G O T .

6 B B bk
Aydindir ki, bu determinant iigiin darhal agagidaki barabarli-
yi yaza bilarik: '
A=D,-D,. (n
indi A determinant: fizarinda ela gevirmoalar aparaq ki, onun
sag asaf kiinciinda yerlogan b, (i, j=12....n )elementlari sifra gev-
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rilsin. Bunun tg¢dn l-ci, 2-ci, ..., n-ci siitunlari uypun olaragq
byvbyys.... b, adadlorina vurub hamusini (n+1)-ci siitunun {izerina
alava etsak, naticado D, - nin birinci siitunu, yani A-min (i+1)-ci
siitun elementlari olan b,,b,,....,b,, elementlori sifra gevrilarlar va
iimumiyyatla hamin ilk ardicil siitunlan uyBun olaraq b, ,,...,b,
adadlorina vurub hamisimt D, -nin 2-ci siitun (ysni A-min
(n+ j)-ci situnu) elementlori Gzarina oslava etsak b,b,),...,5,
elementlari sifra gevrilor va s. bu qayda ilo D,-nin biitiin
elementlarini sifra gevirsak, onda A-min giymeti dayismayacok,
lakin onun sag yuxan kiinciinda yerlagan sifirlarin yerinds milvafiq
camlar alar va determinant asagidaki sakls diigar:

Ay G vee Gy € G oee G,
Ay Gy »ve gy € T oov Gy

A=l Gy o Gy €y Coy oon Con
-1 0.. 00 0.. 0
0-1.. 00 0.. 0

0 0.-170 0. T
Bu determinanti axinnct » siitunlarina nazeran ayirsaq, bu

ayrihgda sifirdan forgli ancaq

€t €z ooe Cj ven Gy

Ca €y won Cg) vun Oy

M= s “
Ci €2 cu' Cin
cﬂl’ crr} cn; = C.rm
minoru qalir va
A=MA @

olur.
A Gizarindoa aparilan gevirmaya géra burada
¢ = b, +a,b,, + oty by, (L j=12,...,n).
M -in cabri tamamlayicisini tapaq:
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A= (_l)lvzo...ﬂfnlje(-e-:p,,.oz.ﬂ—" = (_nnfznn

s (_l)uﬂ-wl) /] (_I)n = {_l)h(-m =1

Demoli:

A=MA=M-1=M 3)

Bunu (1) barabarliyi ilo miiqayiss etsak, tapanq ki,

€l €3 +es €y wee G
A=D,-D,=|c € ... € ... €,
I —
Burada ¢, = 1‘zr:mb,‘|| ]
=]

Teorem isbat olunur.

Bu gaydam adatan «satrin siituna vurulmas» adlandinirlar.
Lakin hasilds vuruglanin birini, masalan, l-ci vurugu transponira
etsak «sfitunun siituna vurulmasi», 2-ci vurugu transponira etsak
«satrin satra vurulmasw, nahayat, har iki vurugu transponirs etsak
«siitunun satra vurulmasm» kimi daha ii¢ Gisulu geyd edarak hasil
determinantin hadlarini tayin etmak olar.

Qeyd. Bu iisullardan ancaq determinantlann vurulmasinda istifa-

da edilir. Aganda goracoyik ki, matrislarin vurulmas: amalinda yalniz
«satrin slituna vurulmasi» gaydas: yararhdir.

§ 2.8. Determinantlann bazi xiisusi novlari, onlarin
miixtalif hesablanma gaydalan

Ugbucaq matrisin determinants. Bas diagonal elementlarindan
bir tarafds yerloson elementlarinin hamisi sifir plan determinanta
ticbucaq matrisin determinant: deyilir (sarti olaraq bunu «iigbucaq
determinant» adlandinirlar).

«Ugbucaq determinant» bag diagonal elementlarinin hasilina
borabardir:
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a, 0 0 .. 0
ay ay 0 ... 0 _ (asapn igbucaq
D=lay ay Gy ... 0|=@92% - Gm  jeterminantr),

a, @, Ay - Q,

nl al
yaxud
ﬂ'" [T day,
0 ay...a (yuxan figbucaq

M =a),dy;...4,,

N determinanti).
0 0 ..a,

Bunu riyazi induksiya usulunun kémayi ilo asanligla isbat
etmak olur. Bela ki, avvalan, n =12 iigiin barabarlik dogrudur:
oy O =4,z
a:l a!i 1= a

indi barabarliyin (n—1) tartibli iigbucaq determinant Ggiin
dogrulugunu qabul edib n (n23) tortibli iighucaq determinant
iigtin isbat edak.

Ogor verilmis n tartibli determinantin birinci satir element-
larina nazaran ayriligini yazsaq:

gy 0 8 2 0 F. L (RN

a, a,, 0 ... 0 Mg 0

D=la, ay, ay, ... 0 =‘711A||=“n(_l)hI = =aM,,.

I“||1=“1|~

o R o s - O

Alinan M|, minoru (n-1) tartibli figbucaq determinant oldu-
gundan o bas diaqonal elementlarinin hasilina barabar olmaldir:

M, =aya,...a,,.

Ona gérada: D =aq,,a,...a,, olur.

Bir ¢ox determinantlar iigbucaq matrisin determinantina
gatirilarak hesablanir. Misal gostarak.

Misal 1.

a b b ..bl lat(n=-1)b b b

, -
D= bub.. b =a+(u—l)b b b..b

bbb ... a|l lat(n-Db b b ... a
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burada birinci siitunun Gizerina qalan biitin situnlan slavs edirik.
Indi isa biitiin sonraki satirlordan birinci satri gixsaq biza malum
olan «iigbucaq determinanti» alang, yani:
+(n-b b b ... b
0 a=-b 0 ... 0

D=| 0 0 a-b.. 0 |=[a+(r-Dbka-b)"".
0 0o o a-
Misal 2.
13 b d
la, 1 ..1
D=(11a..1
111..a,
Burada 1-ci sstri —1-2 vurub qalan satirlarin fizarina slavas edak:
1 1 P |

0a,-1 0 ... 0O
D={0 0 a-1.. 0 |=(a-Day-1...(a,=1).

0o 0 0 ..a-1

Misal 3.
-ln=-1n-1...n-
I 0 I e
D=| 1 I O . d
1 1 1 ... 0

Bu determinantin 1-ci satrindan (n-1)-i ortag vurug kimi deter-
minant isarssi xaricine gixarb, sonra iss vahidlordan ibarat birinci satri
galanlarindan gixaq. Onda alanq ki:

1 1 1l
0-10..1
D=(n-D{0 0 =1... 0[=(-D)""(n-D).

00 0.1
Kvazi-lighucag matrisin determinante. Bilirik ki, ilk ardicil k

satri ila (k +1)-cidan baslayaraq n—k dana ardicil galon siitunlann

kasismasindaki elementlari sifirlardan ibarat olan
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B Qe s @ 0o ... 0
ey @G e Ay 0 ... 0

Qart Qiiz oo Yk Qaigsr - arn

4y Gy oo 8y Gy .- By,

determinanti kvazi-ligbucaq matrisin determinanti vo ya sadacs
olaraq «kvazi-lighucag» determinant adlandirirlar.

«Kvazi-lighucag» matrisi ¢ox zaman «yarimpargalanan mat-
ris» da adlandinrlar. Bunun determinantinin basqa sokli beladir:

Ay Qg o Gy Gy e Gy,
D=l G2 Gu Gy o @y,
0 0 ... 0 Gy - Gy
0 0..0 a,, ..a,

Buna «agag: yanimpargalanan», avvalkina isa «yuxan yarim-
pargalanan» matrisin determinanti deyirlar.

Bela determinanti hesablamagq ii¢lin bunun sifir elementlori-
nin istirak etdiyi satirlari (situnlan) segib Laplas teoremini tatbiq
edak: aydindir ki, D-nin ilk ardicill k némrali satirlarindan miim-
kiin olan mixtolif k tartibli minorlardan ancaq sol yuxan kiincda

dayanan M,, ,#0 olar, ¢iinki digor minorlarin hamiss heg
L2,k

olmasa bir siitunu sifirlardan ibarat oldugundan onlar sifir olurlar.
Sifirdan forgli M minorunun tamamlayicist M iss D-nin sag
asa kiinciinda yerlasacak, onda

— His2e. #k) ¥ =d
A ik =(=D Mx‘z‘....x gl &
12,k 12k 12

e SO
Onda Laplas teoremina géra;
Ay oeee Ayl @pigpar o Qyygn
D=MA={.....;; v ol o ma .
Ay oo Q| | Bypyy oo Gy,

Yoni verilan D determinant: biri & tartibli, digori isa (n—k)
tartibli iki determinantin hasilina barabardir.
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Capsimmetrik determinant. Capsimmetrik determinant da
¢apsimmetrik matrisin determinantina deyirlor, yani: bay diagonala
nazaran simmetrik yerlagan elementlaor bir-birindan ancaq isaralari ila
Jforglanirsa buna ¢apsimmetrik determinant deyilir.

Terifdon aydindir ki, ¢opsimmetrik determinantin elementlori

ay =-ay; (i, j =1,n)sortini damolidir vo burada a, =-a, vaya a, =0.
0 a, a, ..a,
021 0 a” Ly %I
D=|-a, -a, 0 ..a,
a0y G

Bu determinantin har satrini —1-2 vursagq, bir tarafds D-nin
transponira edilmisini aling, digar tarofdon iso determinant
(=1)" -2 vurulmug olar (determinantlarin 5-ci xassasi), onda demali

(-1'D=D
aling. Buradan isa goriiniir ki, n tok adad olanda —D =D, yani
D=0 aling.

Belalikls aling ki: tak tartibli ¢apsimmetrik determinant hami-

§a sifra barabardir. ;

Vandermond determinanti. Asagidaki sokilds olan determi-
nanta Vandermond determinanti deyilir:

1 x,):,:x,"::
woll % g

1w 2
Buna gox zaman qiivvat determinanti da dcyir'lar.
Vandermond determinanti x,-x, yaklinds biitiin miimkiin ola
bilan farglarin hasilina barabardir (burada 1< j<i<n ).
Ogor riyaziyyatda hasillari isare etmak fi¢iin gabul olunan

r[ simvolundan istifads etsak, Vandermond determinantinin he-
sablanma diisturunu

W, = n(x‘—xi) (N
15 j<iga
soklinds yazmagq olar.
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Disturun dogrulugunu isbat etmak igiin riyazi induksiya
prinsipindan istifada edak.
n =2 iigiin (1) ditsturu dogrudur, bels ki:
1 x
Wa= 1 x;
indi (n—1) tartibli Vandermond determinanti figiin (1) diistu-
runun dogrulugunu gabul edib, n - tartibli (n 2 2 ) iigin isbat edak.
n-tartibli W, determinanti Gizorinda bels bir gevirmo apa-

=X, =X

raq: (n—1)-ci siitunu x, -3 vurub n-ci siitundan, (n—2) - ci siitunu
x,-2 vurub (n=1)-ci siitundan va bu qayda ilo davam edarak, na-
hayat I-ci siitunu yeno da x, -3 vurub 2-ci siitundan gixaq. Onda:
1 0 L0 0o
L X=X B=XX o X = XK
W, =1 x=x X -x% ... x;_l"-‘lx;_z ;
1 x,—x £—xx, . X -2
Bu determinantin birinci satir elementlarine nazaran ayriligini
yazib, ham da ortaq vuruglan determinant isarasi xaricina gixar-
saq:
X=X X(H=%) . X (R X
Wo=1- (=" 5 xy(X = x,) .o 57 —x) =
X, =% %%, —x) . X%, X
n-2
1 x5 .5 :
=(x, —x )5 —x)...(x5, - x) L xy e Xy

I 5 w2

Burada axirinci W, , vurugu yena do Vandermond determi-
nanudir, lakin tartibi (n—1)-dir. (n—1) tortibli bela determinant
iigiin (1) distunun dogrulugunu qabul etmisik. Bu o demakdir ki: -

W, = [Tx-x).

n=l
25 jeisn
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Onda: W, = (x, - x)(x - x)...0x, = x) [J(x-x)= []x-x)-
25 jeisn 15 jeita

Diistur isbat olunur.

NOTIC®. Vandermond determinantinin sifra barabar olmas
ligiin hasilda istirak edan vuruglardan, yani x,—x; (1< j<i<n)
farglarindan he¢ olmasa birinin sifra barabar olmasi ham zaruri, ham
ds kafidir.

Elementini dayisdirmak Gisulu il> determinant: hesablamagq. Bu
isul asagidaki xassays asaslanir: agar D determinantimn biitiin
elementlari iizarina eyni bir b adadini alava etsak, bu determinant, iz
elementlarinin hamisiun cabri tamamlayicilart caminin b adadi ila
hasili gadar artmug olar; bels ki:

4 Gy . Gy
D=[% 8n - G,

a,+b a,+b ... a, +b
D’=“=l+b an+b ... a,, +
8,3 - Gy 1y +b @ +b ... a, +b
oldugda
D'=D+by A,. (1

ijel

Dogrudan da, agor D determinantini malum xassaya 2sasan
har bir satrina gdrs iki determinantin comi kimi gostarsak, top-
lanan determinantlann bir ¢oxunun birdsn artiq satirlori ancaq
b-lardan ibarat olacaq va belo determinantlann sifra barabar ol-
masim isa bilirik. Ancaq bir satri b-lardan ibarat olan determi-
nantlar qalir ki, bunlan da hamin satra nazaran ayirsaq, mahz (1)
diisturu ahnar.

Gastarilon iisulun tatbigi o zaman slverislidir ki, D - nin bii-
tiin elementlarini eyni bir 2dad gadar dayigdirdikds alinan determi-

nantin elementlarinin cabri tamamlayicilarini hesablamaq asan ol-
sun.

Misal.

X X X ... a
Bu determinantin har bir elementindan x-i gixaq:
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g-x 0 .. 0
—X .o D
.= 0 a-x
0 0 o@-
Gorindiiyii kimi, bu determinantmin bag diaqonal elementlorin-

dan basqa galan elementlarinin cabri tamamlayialan sifra begnbardir:
Bajy diagonal clementlarindan har birinin csbri tamamlayicilan iss o biri

elementlorin hasilina barabardir. Ona géra da:

D, =(ay—x}{a;—x}...(4, -a)f;Z(n, —xNag —x)-.(@p —xHapy — %)X

el

X(a, —x) = x(a, —x)a; —x)...(a, —x{l+ 1 +oet L ]
X 8-x a,—x
Verilmi determinantin biitiin siitun (sstir) elementlarini uygun
olaraq b, b,,...,b, qader artirmaqla bu xassani agagidaki kimi dmumi-
lasdirmak olar:
Ay g e Gig

[ PO
n=|" “a2 wl D=

a4+ ax+b .. oa,+b
n+b ap+b ..o+
@i Gpz - Opy
oldugda
D'=D+BY A+b Y Ax+..4b D A,. 2
=1

i=| i=l
Dogrudan da, agar n-tertibli D’ biitiin siitunlara nazaren deter-

minantlar camina ayirsaq, onda 2" sayda n-tsrtibli determinantin
camindan ibarat olacaq. Bunlzrdan 2" —(n+1) sayimn iki siitunu miita-
nasib oldugundan sifra barabardir va naticada:

b 4y ...oa, lag by oay ... a,

D’=D+b‘ Oy vae M) 102y by ay ... @, (O
b Gy oo G| |0 by @ .. a,,
Db, Db,
Gy @y oo Gy B,
4+[f2 T - Qppn b._

Opy Qpg ove Gupoy bn

Db,
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¥ ‘B?l c.vmdah' Dby, Db, ..., Db, determinantlanim uygun olaraq bi-
rinci, ikinei va s. n-ci situnlara 80ra agsaq, (2) berabarliyini alang;
D' =D+ (B + hsy ..+ B AL+ by Ay 4y 4.3 by )k

A +08 4 40,A,)=D4BY 4, 45T At 483 A,

[

Bu qayda il asagdak baraberliyin Idc'gm olgaagtmu ishat et‘:mk olar:
G =b ap-b .. 6.-b,
b en-b L ay-b

=8 ap—b .. a,-b,

. =D"h§"ﬂ‘%§"‘u'---“’.2&. : (3)
(2) va (3) barabarliklarini toplasaq- “
D'+D"=2D,
buradan da
_D+r
B @)

Xiisusi halda, D' vo D" determinantlarinda b=b=..=b =c
olarsa, onda verilmis determinant figiin:

1 Gy - Gy, u“"" A+ ... g, +c
D={f1 % v 4| lla,+c ap+e ... a,+ %
AR PR R e

@y @uy .. 4, Gut€ au+c ... a, +
G =C @p—¢ .. q,~¢
llay —¢ ap—c .. =
= ol ™ ®

barabarliyini alang,

_Determinantlarin vurulmasina aid teoremin tatbigi il> hesabla-
ma iisulu. Bu Gsula asason verilmis D determinantini xisusi se-
Gilmis vo D il eyni tortiba malik olan bir A dcterminantina vur-
duqdaﬂ _s&nra D - ni hasildan tapirlar.

5,

(b +a)" (B +ap)" ... (b +ay)
a) D=|o*+a)" (Bita) .. (b,+q)|

(by +a,)" (b+a)" .. (b, +a,)



Gériindiyil kimi, bu determinantn har bir elementi n - daracali bi-

nomdur:
(b +a,)" =b +Cib"a, + C}ba} +...+Cibla] " + Coba]”' +d]
(i=012.....n va j=012,...,n).

Verilan determinanti agagidak: iki determinantin hasili kimi gds-

tarmak olar:
| Cyay Ciag ... | |& & .. b
p|! Cla Clai ... all 6 b . 57

| Cla, Cl& ...af|1 1 .. 1

Birinci determinantda miivafiq siitunlardan C1,C2,...,C] vu-
ruglanni gixardiqdan sonra, ham buradan alinan determinant va hoam da
ikinci determinant Vandermond tipli determinantdir. Ona géra da:

p=cic:...c) [ta-ab;-b).

0< jcisn
X ¥y z u
b}Dz—y x u-z
-2 -4 X
-u =y X o

Bu determinantin 6ziinii 6ziina vurdugda diaqonal elementlari
+* + '+ 22 +u’ comindan ibarat olan iigbucaq determinant alinar.
Demali,
p? =(,l'2+_1r2 +2° +u=)‘,
buradan isa
D= +y* + 22 +u?)’.

+ isaralarinin segilmasi bela miayyanlogdirilir. Determinantin ifa-’

dasindo bas diaqonal elementlarin hasili olan x* haddi determinanta
misboat isara ila daxildir, Ona géra da:

D=(x!+y:+z:+u=)!.

indi isa
-a b ¢
b -a d
D= ¢ d-a
d ¢ b -

determinantini gétiirak. Bu determinanti:
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P -1 -1 -
-1 1
e T L

11 1=

determinantina vuraq. Determinantlarin vurulmas qaydasina géra:
~a+b+c+d a-b+c+d a+b-c+d a+b+c-
D.A= b-a+d+c -b+a+c+d —b-a-d+c —b-a+d-
c+d-a+b -c—-d-a+b -c+d+a+b ~c+d-a-
d+c+b-a ~d-c+b-a -d+c-b-a —d+c+b+
Birinci situndan (b+c+d-a), ikincisindon —(a+c+d-b),
iglincisindon —(a+b+d-c), dérdincisiindon isa —(a+b+c—d)
vuruqlann métarizs xaricins gixaraq:
D-&=—(b+c+d=-a)atc+d-b)a+b+d-cla+b+c-d)x

I =) =1 =
xl_l 1 1

1 1-1 71

I 1 1~

Sag terafde A determinanti yenidan vuruq kimi istirak edir. Har
tarafi A-ya (A #0) ixtisar edak:

D=—(b+c+d-a)a+c+d-b)a+b+d-c)a+b+c-d).

Cox zaman iss verilan D determinanti miirskkab oldugda onu
sada determinantlann hasili soklinds gdstarib, vuruglan hesablamagla
D - nin 6ziinii tapirlar.

§ 2.9. Determinantin n machullu # xatti tanliklar sistemina
tatbiqi. Kramer teoremi, Kramer qaydas:

Tutaq ki, » machullu n xatti cobri tonliklar sistemi verilmis-
dir:
a, % +apX, +...+a,x, +...+a,x, =b,
X+ Xyt 0y X+t a,%, =b,

----------------------------- +u' ."';““."':B- (l)
ax +a,x5+...tax, +...+a,x, =b,

G +8uX, t...tax, +...+a,x, =b,.
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Maqsadimiz bu sistemin ballini n tartibli determinantlar va-

sitasila vermakdir.
Bu sistemin machullarinin amsallarindan diizslan

alj S T
a ... a,
a; ... g,
a,J A

determinantini sistemin «asas determinantm» va ya sadaca olaraq
«sistemin determinanti», lakin bu determinantin 1-ci, 2-ci, ..., n-ci
siitunlarinin  elementlarinin  ardicil olaraq sistemin  b,b,....,
b,.....b, sarbast hadlori ila avoz edilmasindsn alman D, D,,...,
D,....,D, determinantlarini is3 sistemin «yardimg: determinantla-
ri» adlandinirlar. Sistemin ixtiyari D; (1< j<n) determinant asa-
gidak: kimi olar:

@) G eoay gy by oagy gy,

Gy gy oo @y py By Gy s Gy,
Spae g emoopn i cmp sl a8 nY.
7 ay Gz «n Gy b; i jy oo Gy 3

@y Gy eeo aw,)-l bal an.)i-l wee Oy

Burada D-nin j-ci slitununun g, jaba s aly elementlari uy-
Eun olaraq b, b,,...,b, ila svaz edilmigdir. Masalan, xiisusi halda

zb,l Ay - @y, 0, a; ... b

7 AN, r O S

D, =|" uf .., D =[n %2 - by
By Bgown B d, @ .- B,

Indi n machulu » tanliyi olan (1) sisteminin hallina aid Kra-
mer teoremi il tanis olaq.

TEOREM. n machullu n xatii sistemin D determinanti sifir-
dan forglidirsa, onda onun yegana halli var va onlar

D, D, D
ey Sty oy Xm—l K
e g " D )
diisturlar ila tapilir.
160

ISBATL 9vvalcs farz edak ki, sistem birgadir va onun
0=(a,;0,...;a,) halli var. Onda aydindir ki, x, =a, (i=Ln) yaz-
saq asafidaka dogru baraborliklar alinacaq:

& +a,0; t..+a,a +... a0, =b,

at +aya, ...t 0, +...+a,a, =h,
By 4ty + ot G 4ot 00 =By @
A0+ 0+ G, oA O, = b

Bu boraborliklorin har torafini uygun olaraq D determi-
nantinin j-ci siitun elementlorinin cabri tamamlayicilarina, yani
A Ay ..., A, adadlering vurub alinan naticalari toplayaq:

(@A +ay dg ) 4o A AD + (A + Ay 4+ G Ay e ot
Ha A+ Ayt tay A et (@A) + 6,A) . ta,A )8, =
=bdy; +bAy 4. +b A, 3

Malum teorema géra alinan barabarliyin sol tarafinds yalniz
a;-nin amsall D-y», qalan q,-lorin (s5=12...j-1j+L...n) hor

birinin amsali sifra berabar olar. (3) barabarliyinin sag torafi isa
D, -nin j-ci situn elementlorina nszaron aynhgidir. Demoli, (3)
barabarliyi Da, = D, saklina diisir ki, burada da sorts gére D#0
oldugundan ajafdak kimi birgiymatli tayin edilan
D —
=4 i=1
a M
1= (J )

aling. Demsali, (1) sistemi birgadirsa, onda o
D, D, D ;
=1 = . =t K
"=D* % Db %= e
yegana hallo malikdir.
Indi gostarsk ki, (K*) kimi tayin edilan g, ..., adadlori
haqiqatan (1) tanliklar sisteminin hallidir.
(1) sisteminin ixtiyari
@0 + B0y +.0 t AR+ + 6,0, = b ((=12...0)
tanliyinda bunu yoxlaya bilerik.
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Aydinhq va sadalik namina bunu verilan sistemin birinci tan-
liyinda yoxlayaq, yani gdstarak ki:

a,,ﬂﬂz,, £J3"-+...+4r:r," %=b, 5

D D
yaxud: -é—[a“D, +a,D,+...+a,D,]=b.

Sol tarafdoki D,,D,,D;,...,D, yardimgi determinantlarimin

milvafig siitun elementlari iizra ayniliglanndan istifads etmakla
asagidakini alang:

10 HBABA, . +BA) 40, i+t i) ¢
+a,(BA +BA+bA . +BA )+ a0, (BA, +BA, +BA+.. +BA )=
= 5B A aALGA L FAAN HaAtaAGAS Sa AN ¢
Ha A+ A G A 40, A . A HGA YA+ 40,A0)

Burada malum teorems asasan yalmz b, -in smsali D deter-
minantinin 8ziina, qalanlan isa, yani b, -nin, b, -iin, ..., b, -in am-

sallan sifra gevrilon camlardir. Onda %-Db, =b, alang. Demali,

birinci tanlik ddanir. Bu qayda ils (K”) adadlari (1) sisteminin qa-
lan tanliklarini da 5dadiyini yoxlamagq olar.
Belalikla, tanliklarinin sayr machullarinin say: ila eyni olan

3 .. . D
(1) sisteminin determinanti D #0 olanda onun X, =a; =—L kimi

D
tapilan yegana halli var va o: x, =%—, X, =%, T < =%‘— (K)

diisturlars vasitasila tayin edilir.
Teorem isbat olunur.

(K) disturlar Kramer diisturlan va ya Kramer qaydast adi
ila maghurdur.

Qeyd. Xatirlayaq ki, bu diisturlanin xiisusi hallan (1 = 2,3) ila biz
yuxanda 2 va 3 tartibli determinantlarla tanig olanda rastlagmigdiq. Ora-
da, masalon, dgmachullu tanliklar sistemi igiin  x, '—*%—.x: =%.
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% =%l disturlannin gixanginda tanliklari segilmis miiayysn adadlars
vurub t:rafl'-tarof'a toplayirdig. Indi o vuruglann segilmasi sirri askar
olur, yani aydin olur ki, x,-i tapanda tanliklarin har iki tarafini uygun
olaraq D-nin x, - in amsallarindan ibarat olan birinci situn elementlari-
nin, yoni @,;,@,,,@3 - in Ay, Ay.Ay, cabri tamamlayicilaning; x, - ni tapan-
da bu machulun D, -nin 2-¢i sitununda dayanan a,,a.a;, clement-
larinin A, Ay Ay, cobri tamamlayicilanna; nshayst, x,;-i tapanda
x,- in smsallanmin D determinantinin 3-cii situnundaki a,5,ay,a3 ele-

mentlarinin cabri tamamlayicilanna vurub tanlikleri taraf-tarafd mpl-"a-
yirdig. Bu yolla har dafs machullann ikisi yox olur, biri galird: va ¢
machullu tenliklar sistemi figiin asanligla Kramer disturlanm alirdiq (iki
machullu iki tanliklor sistemi figin da buna oxsar izahat vermak olar).

®x % *®

Sonda Kramer qaydasinin n machullu n xatti bircins tonlik-
lar sistemina tatbigina baxaqg.

Bvvalan, bunu bilirik ki,
a, X +a,%+...+a,x, =0,
@y, +ApXy ..+ 03, X, =0, (4)

Gk +8,5% 4ot 8%, =0,

bircins tonlikler sisteminin heg olmasa x, = x, =...=x, =0 kimi bir
sifir (va ya trivial) halli hamigo var. . o

Digar tarafdan iss goriindilyd kimi bu sistem tigun )’Efrdlmcl
D, (j=12,...,n) determinantlannin hamisi sifra barabardir (bels

J pi=y . L] 5 )

ki, bu determinantlarin hokmon bir situn e]emel?ﬂan hamisi
sifirlardan ibaratdir). indi agor bu sistemin determinanti D #0
olarsa onda Kramer gaydasina gora bunun yegana bir sifir halli
var: x, =0,x, =0,...,x,=0. ' o

indi bels bir suala cavab vermaya galisaq k1.__bu tierIII.ISqSISl&
min sifirdan fargli halli da varsa, bu hansi halda miimkindiir? ‘

Sgor sistemin x, = @,,X; = ,.....X, =a, sifir olmayan halli ol-
s, yoni ,0,....,a, adadlorindan heg olmasa biri, masalan, @, # 0
(1<s5<n)olsa, onda bir anhga Kramer diisturunu xatirlayaq.

163



a,-D=D, boraborliyini yaza bilorik. Burada a,#0 va
D, =0 oldugundan hékman bu barabarlikdon D=0 aling. Bu isa
o demakdir ki, agar (4) bircins sisteminin sifirdan fargli halli varsa
bu yalmz D =0 olanda mimkiindiir.

Buradan isa bu naticaya galmak olur ki: n machullu n xatti
bircins tonliklar sisteminin sifirdan farqli («geyri-trivial») halli ol-
mast figtin onun determinantimin sifra barabar olmast zaruri sortdir.

Novbati fasilda géracayik ki, bu sert ham do kafidir, yani
D =0 oldugda (4) sisteminin sifirdan fargli hallsri var.
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FosiL3

xoT1Tl CoBRI TONLIKLOR SISTEMININ
OmMuMi NozZoRiYYasi

§ 3.1. n- blciilii vektorlar sisteminin xatti asihlifs

Tutaq ki, n-6lgili vektorlann arifmetik fazasinda har biri
n - 6l¢iith olan
(3 S B (1)
s dona sayda vektorlarn sistemi verilib. Bunlan koordinatlarla yazaq:
@, = (8,1, y3-- -8y )s
@, = (@, 8501 820):

o, =(a,,8,3:---18p )
TORIF 1. a,,a,,...,0, vektorlar sistemi iigiin heg olmasa biri
sifirdan fargli olan va
G0+ 0, +...+c,0, =0 *
borabarliyini ddayan ¢,Cy,...,c, adadlori varsa, onda verilmis vektor-
lar sistemina xatti asili sistem, aksina, bu vektorlar sistemi digiin (*)
barabarliyi yalmz ¢,=c,=...=c¢,=0 oldugda ddanarsa, onda sis-
tema xatti asili olmayan va yaxud da «qeyri-asilt» sistepr_deyiﬁr:
Qisa yazihi soklindon istifada etsak, (1) sisteminin xatti asil
olmasim
}':c,u, =0 vo 3¢ #0, ie{l2,..a5}
i=l
o %ﬁ“l;bzﬂ::fx,x kimi s dona ixtiyari adadlarla (1) vek-
torlar sisteminin uygun hasillari camina, yani
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Aoy +A0; +..+ A, 2
ifadasina (1) vektorlar sisteminin xatti kombinasiyasi, A, sdadlorina
(i =1.s) xatti kombinasi vamn amsallar: deyilir,

Aydindir ki, (2) comi bir n - 8lgiilii vektor verir. Bu vektoru B
ila isars etsak, onda

B=Aa +Aa,+...+1a, 3)
baraborlivi alvur ki, bu halda deyirlor ki, B vektoru @, e,...,0a,
vektorlarmin xarti kombinasiyasindan ibaratdir.

Cox zaman B vektorunun ay,a,,...,a, vektorlannin xatti kom-
binasiyasindan ibarat olmasi faktim B vektorunun a,,,..,a, vektor-
lart vasitasila xatti ifada olunmas: adlandirirlar. (3) barabarliyi B-nin
@,.0,,....a, vektorlan vasitasila xatti ifada olunmas: demakdir.

Indi vektorlar sisteminin xatti asilih ils slaqadar olan asagi-
dak vacib bir teorem ila tanis olaq.

TEOREM. q,,a,,...,a, (s=2) vektorlar sisteminin xatti asil

olmast iicin bu sistemin vektorlarmn birinin digarlari il> xatti ifada
edily bilmasi ham zoruri, ham da kafidir.

ISBATI. Tutaq ki, a,q,,....a, n-6lgila vektorlar sistemi

xatti asihdir. Gostarmaliyik ki, onda bunlarn biri sistemin qalan
vektorlarinin xatti kombinasiyasindan ibaratdir.

Agar (1) sistemi xatti asihdirsa, onda tarifs gora he¢ olmasa
biri sifirdan fargli olan va

o+ 60, +.L+ca, =0
barabarliyini 6dayan ¢,c,....,c, adadlori vardir. Umumiliyi pozma-
dun forz edak ki, ¢, #0. Onda n-Slciilii vektorlar iizarinda top-
fama va adada vurma amollarinin tayin edilmasi va bu amallarla
alagadar olan xassalarin kémayi ils tapariq ki:
68, ==60 =60, ~...~ ¢, &, ,,

C C C
vd yd {1‘-_-—_1.(;'-‘_?_&2__”—_-"!.“
G "8

alariq. Burada — < = A, isaraetsok (i=12,...,s-1)
c,

4, =R +hu, +. 40, )
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alanqg. Yoni tapang ki, a, vektoru qalan s—1 dona vektor vasita-
silo xatti ifada edilir. o o

Agskardir ki, biz ¢, avazina ¢, amsallarindan istanilan birini
sifirdan fargli forz etsak yens da bu naticaya golardik.

Indi farz edsk ki, vektorlardan biri sistemin qalan vektorlan
ilo xotti ifads olunub, yoni, masalan, (4) berabarliyi dogrudur.
Gastarak ki, (1) sistemi xatti asihdir.

(4)-dan alangq ki:

Aoy A0+t A e —a, =0 (5)

indi sgor buradaki A X,,....A,, amsallan igarisinda sifirdan

forglisi olmasa bels a, -in =1 amsah sifir deyil. Demali, sistem xat-

ti asihidir (tarifdoki ¢, amsallan yerinds burada A, smsallan daya-
nir va bunlardan birinin, yani a, -in amsah A, =-120).

Cox zaman bu teoremi n- 6l¢iilii vektorlarin xatti asiihginin
digar bir tarifi kimi da gabul edirler; bela ki: aj.a,.....a, (522)
vektorlar sisteminin vektorlarindan har-hansi biri sistemin galan vek-
torlarimin xatti kombinasiyasi olarsa, sistema xatti cmh,_ ?ksma. f_m
sistemin vektorlarinin heg birisi galanlar: vasitasila _tarr_a':,r’ada edils
bilmazsa ona xatti asili olmayan (qgeyri-asil) sr‘.vre{n dc'_,wf:r.

Teoremin isbat gostarir ki, bu tarif avvalki torif ila 522 ol-
dugda ekvivalentdir. o _ ‘

Torif va teoremdan xiisusi hal kimi alinan agagidak: naticalari
bilmak ds faydalidir. _ '

NOTIC 1. Sistem takca bir vektordan ibaratdirsa, omfa bu-
nun xatti astlh olmast iiciin bu vektorun sifir olmast ham zoruri, ham
da kafidir. _ - o "

Bu naticanin dogrulugu torifden aydm_dn-; lf;cla ki, sistem tok-
¢ bir o vektorundan ibaratdirss, onda tarifa gdra onun xatti asil
olmas; iicin ca=0 borabarliyinds ¢#0 olmaldr; bur:adan is2

a=0 alinir. Sksina, ager ca=0 barabarliyinde a#6 iso qnda
¢ =0 olmahdir ki, bu da a-nin xatti asili olmaﬁngxm dalalat edir.

Digar bir natica vektorlarin miitanasibliyi ila slagadardir.

a=(q,;a;;...34,), B=(b:by:...50,)
vektorlar arasinda a =2, yani
(a,:a5:...3a,) = (Ab;;Aby;...1Ab,)
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miinasibati varsa, bunlara miitanasib vektorlar deyirlar, burada
A -ixtiyari adad olub miitanasiblik amsali adlanur.

Biz burada vektorlar arasinda xatti ifada edilma anlayisinin
miitanasibliyin iimumilasmasi ils Gzlssirik.

NOTICD 2. Sistem iki a va  vektorlarindan ibaratdirsa, on-
da sistemin xatti astlt olmast ii¢tin bu iki vektorun miitanasib olmasi
ham zaruri, ham da kafidir.

ISBATI. Noaticanin dogrulugu teoremdan (va ya xatti asilili-
&in tarifindan) aydin olur, Bels ki, agar bunlar xatti asilidirsa onda
bunlardan biri digari vasitasila xatti ifads olunmalidir: a=A$, yani
a va § miitanasibdir (burada A adadi miitanasiblik smsalidir). 9k-
sina, bunlarin mitanasib olmasi, yani a=2Af barabarliyinin édan-
moasi bunlann birinin digari ila xatti ifads olunmasi va demali xatti
asilhiliq minasibatinds olmalari demakdir.

Xatti asihlipa aid misal gdstarak.

Misal 1. @, =(18115,-2) vektoru a,=(2,41-1),a,=(-2,03,0),
a, =(4,1,2,0) vektorlarimin xatti kombinasiyasidir, yani:

a, =2a, —a, +3a, (Yoxlaym!). '

Demsli, a;,a,,a,,a, vektorlar sistemi xatti asilidir. Bu ham da o

demakdir ki:
o, +6,a, + 60, +c,a, =6
barabarliyini 8dayan ¢, c,, ¢, ¢, amsallarindan heg olmasa biri sifirdan
forgli olmalidir. Dogrudan da, «, =20,~-u,+3a, barabarliyinden
-2a, +0,~3a, =0 barabarliyindan askar gériiniir ki:
ag=lLe;==2¢=1¢,=-3.
Misal 2. @, =(2;1:0), @, =(0;-21), a,=(1;2;-1) vektorlar sistemi-
nin xatti asili olub olmadigim tayin edak.
Tarifo gora bu sisterin xatti asih olub olmamas:
€ + €0, + 030, =0 (%
barabarliyini 6dayan ¢,c;,¢, adadlrinin sifra barabar olub olmamalan
ila baghdir. Agkardir ki, verilan misal fi¢lin barabarlik miinasibati
(2¢; + €356, — 26, + 264,65, —¢,) = (0;0,0)
§oklinda olacaq. Buradun iki vektorun barabarliyindan
2c,+¢;, =0,
~2¢,+2¢, =0,
¢ —cy=0.
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bircins tanliklar sistemi aling. Bilirik ki, bu sistemin sifir halli hamiga var.
Lakin bunun determinanti

2 0

1-2 20

0o 1-

sifir olmadify iigiin Kramer teoremina gora bu sistemin yegana halli
olmahdir, yani ¢, =c; =¢,=0. Demsali, verilon vektorlar sistemi igiin
(*) barabarliyi buradak: smsallann yalmz ¢, =0,¢, =0,¢, =0 giymatls-
rinda 5dena bilir. Odur ki, verilon vektorlar sistemi xatti asili deyil.

Asagidaki misallan hall edin:
1. Asafndaki n- dlgiili vektorlan fazasinin «vahid vektorlan» adlanan

g, =(L00;...;0)
£, = (0;1,0;...:0)

D=

g, =(0:0,0:...;:1)
sisteminin xatti asili sistem olmadifim gdstarin.
0 = (@381 8135 -2y --i By )s
@ = (83853 8p5:- 3841+ 1020 )y

@, =(8530;238435 3813+ +181, )
soklinds olan vektorlar sisteminin g, #0 (i=1k) olduqda xstti asih sis-
tem olmadifam isbat edin.

§ 3.2. Altsistem anlayisi. Xatti asihhifan

asas xassalori
TORIF. n- dlgatii
[ M (0
vektorlar sisteminin vektorlarindan ibarat olan
0,00 (kS5) 2

sistemina (1)-in altsistemi, yaxud hissasi deyilir.

Xiisusi halda sistemi amala gatiran har bir vektor va sistemin
0zii da bu sistemin altsistemi (bagqa sozls, hissasi) olur.

Sistemi, onun hissasinin vektorlanmn necs pdmralstmasinin
onlarin xstti asiilifina va geyri-asthlifina tasiri olmadiindan ora-
da yenidon némraloma apanb altsistemi hamigo

169



0,0y,..,8, (kS5) (1)
kimi yaza bilorik (bunun miimkinliyil xatti asithligin tarifindan
bilavasits agkardar).

Indi iso altsistem va xatti asiliiq anlayiglarina bilavasits aid
olan asagidak: xassolar ilo tams olaq.

XASSD 1. Har-hanst bir vektor verilan vektorlar sisteminin
hissasi ila xatti ifada olunursa, onda sistemin ézii ila da xatti ifads
olunur.

ISBATL Tutaq ki, B vektoru (1) sisteminin (') altsistemi
vasitasila

B=Aa +A,a, +...+ L0 (3)
xatti ifada edilib. Onda sistemin (I')-2 daxil olmayan s—k sayda
vektorlarimi sifir amsallarin kémayi ils (2) comina slava etmokla
aling ki

B=ha, +A0, +...+ A0, +0-a,, +...+0-a,. )

Bu isa (1) sistemi, yani a,,a,,...,a, vektorlan ilo xatti ifads
olundugunu géstarir.

XASSO 2. Xouti asih altsistema malik olan n - 6lgilii vektorlar
sisteminin 6zi da xatti asil olur.

ISBATI. Tutaq ki, (1) vektorlar sisteminin (I') altsistemi
xatti asithdir. Onda torifs géra heg olmasa biri sifirdan farqgli olan
ela ¢,.¢,,...,¢, odadlari var ki, onlar

O, +6,0, +...+c,a, =0
baraboarliyini 6dayir.

Indi bu comi sistemin (1)-2 daxil olmayan s—k dons vek-
torlarimin va ¢, =¢,,,=...=¢, =0 sifir amsallarimin kémayi ila
asafdak: kimi «tamamlasag», onda

ou +oa, +...+ oo, +0-a,,,+...40-a, =0
camini alanq. Buradan ¢,c,,...,c; amsallarindan he¢ olmasa biri
sifirdan fargli oldugu iigiin tarifa géra (1) sistemi xatti asihdir.

NOTICD. Xatti asili olmayan (1) vektorlar sisteminin altsiste-
mi do xotti astlt deyil.

. ISBATI. &ksini farz edak: tutaq ki, (1) vektorlar sistemi &zt
xatti asth olmadifi halda onun (1) altsistemi xatti asilidmr. Onda
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yuxaridak: xassadan bels guxur ki, (1) 6z xatti asihdir. Bu isa garta
ziddir. Demali, (1') altsistemi xatti asih deyil.

Qeyd. 2<i xassanin oksi dogru deyil, yani xatti asilt sistemin altsis-
teminin d2 xatti asih oldugvnu hamisa demak olmaz; bel ki, xatti asit vektorlar
sistemindan el altsistem segmak olar ki, altsistem heg da xatti asil olmaz.

XASSO 3. s dana vektordan ibarat olan, n-uzunluglu
(«n - olgiilii») vektorlan sisteminds s>n olarsa (yani, vektorlarin
sayt bunlarin uzunlugundan ¢oxdursa) onda sistem xatti asil olur,

ISBATL Tutaq ki,
o, =(a,38y:..-3ay,),
ay =(ay3a5}. 1y, 3)

a, =(a,;;a,;:...34,,)

Sorts gora s>n-dir. Xassonin dogrulufunu isbat etmak
tigiin gostarmoliyik ki, heg olmasa biri sifirdan fargli olan elo
€,,Cye-»€, adadlori var ki,

o +e0,+...+ca, =0 (4)
barabarliyi 6danir.

(4) berabarliyini koordinatlarla yazib iki vektorun barabor-
liyi gortini nazara alsaq agagadaki alinir:

@€+ 8yt 48,6, =0,
A6, +ay0; +...+a,c, =0, (5)

80,6, + By Cy + ...+ 8,6, =0.

(5) barabarliklori machullan c,.c,....,c, olan s machullu n
sayda tanliyi olan bircins xatti cabri tanliklar sistemidir. Bildiyimi-
7o gora tonliklorinin sayr machullarninin sayindan az olan Ib?i:‘o
sistemin isa sifirdan farqli hallari vardir. Demali, (4) barabarliyini
daysn heg olmasa biri sifirdan fargli olan ¢c¢,,....c, amsallan
vardir. Bu isa onu gstarir ki, (1) sistemi xatti asihdir.

Maraqli, ham da gox mithiim shamiyyat kasb edan bir xasss da
«vektorlann kasiklori» va ya «qsaldimus vektorlan» anlayisi ils baghdir.

TORIF. o =(a;;a,:..;a,) vektoruna @=(a,i8y,5 3G--+4)
vektorunun k uzunluga (k<n) va " =(8,,;0,.:.--3a,) vektoruna
is2 onun n—k uzunluga (k >1) malik olan kasiklari deyilir.
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Toarsina: a vektoruna ham o'-in, ham da o' -in «uzadimy

vektorun deyilir.

a-ya o'-in k-ya nazaren (k<n) va ya «saga dogru», a”-2
isa n—k-ya nazaran (k >1) yaxud «sola dogru» uzadilms vektoru
adlandirmag gartlagak.

XASSO 4. n-uzunluglu

O = (838353838 4504030 )

Uy = (@300 143Gy 13-+ 8, )y )
o, =(8,18,35...38,08, 4 050 .054,,).

vektorlar sisteminda xatti asiihg varsa, bu ciir asililg, eynil> onun

uygun k va n—k uzunluglu kasikiorindan ibarat olan asagidak:
«qusaldilmigy» sistemlardarda da vardir:

a': =(a,1a,5--3a,), ﬂi.'= (344138, 4423-.3a,),
@, =(ay3ay;...1ay,), ) @ = (@ 4413 Gy gagie- iy, ) 1

0 = (4,38, ). 0] =(8,3030, i 38,)
ISBATI. (1) sistemi xatti asilidirsa, onda aydindir ki, heg
olmasa biri sifir olmayan el ¢,,c,,...,c, adadlari var ki,
qa, +6,a; +...+c,a, =0 (2)
barabarliyi édanir.
(2) barabarliyindan alnq ki:

aa +ea,+...+ca, =0,

58]
(3){6n + €8y +...+c,a, =0,
qay +6,a,, +...+ca, =0, L (3)
€l g + Oy, +oteia,,,, =0,

(373

oa,, +¢,a,, +...+¢a, =0,

J

(3) barabarliklar sisteminin (3') va (3) «hissalorini» yenidan
vektorlar vasitasils yazsaq uygun olaraq

Uy +ey0h+...+c,a, =0 )
cof+e0y+...+cal =0 “(5)
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barabarliklerini aling (burada 3¢, #0, ie {'l._s}), bu isa onu gosta-
rir ki, verilan (1) sisteminin malik oldugu xatti asiiliq eynila onun
(1) va (1) qusaldilmus sistemlaring doa aiddir,

Xassadan ¢ixan vacib bir naticoni do qeyd edak.

NOTIC. n- uzunluglu vektorlar sisteminin har-hanst kasiklor
sistemi xatti asili deyilsa sistem bzii xatti asili deyil.

Basqga sozla: xatti asihh olmayan vektorlar sisteminin «saga» va
ya «sola» dogru uzadilnug sistemlari da xatti asth deyil.

Nalicaninldogrulugunu gostarmak iigiin (1)-in (1) va yaxud
(1") kssiklar sisteminin xatti asili olmamasi gartindan uygun olaraq
(4) yaxud (5) beraboarliklorinin yalmz ¢, =¢, =...=¢, =0 oldugda
6dana bilacoyi fakuna digget yetirilmalidir. Buradan isa (2)
barabarliyinin yalniz ¢, =0 (i=1,s) oldugda 6danmasi guar ki, bu
da (1)-in xatti asih olmamasini gdstarir.

§ 3.3. Vektorlar sisteminin xatti ekvivalentliyi.
Xotti asiihgla alagadar olan «asas teorem»

Tutaq ki, (R TR 3 (1)
BisBaseesBs (2)
Yo Vaseons¥on (3)

n-uzunluglu vektorlar sistemi verilib.

TORIF 1. a,.a,.....a, vektorlar sisteminin har bir vektoru
B,.Bys---nB, vektorlar sisteminin xatti kombinasiyasindan ibarat-
dirsa, onda deyirlsr ki, (1) sisteminin vektorlari (2) sisteminin
vektorlan ila xatti ifads olunur.

Qeyd. Qisa olmasi namina «(1) sisteminin vektorlar (2) sisteminin
vektorlan ila xatti ifads olunub» avazina «(1) sistemi (2) vasitasila xatti
ifada olunubn» sdzlerini iglatmayi sartlagak.

TORIF 2. (1) sistemi (2) vasitasila va'tarsina (2) sistemi do (1)
vasitasila xatti ifads edilirsa, onda vektorlar sistemina «xotti ekvi-
valent» va ya qusaca «ekvivalenty sistemlori deyib bunu (1)~(2)
kimi igara edirlar. _

Xatirlayaq ki, riyaziyyatda ekvivalentlik miinasibati reflek-
sivlik, simmetriklik va tranzitivlik adlanan xassalori 6ziind> com-
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lagdirir. Bels ki, masalan, A, B va C obyektlar sisteminda p mii-
nasibati: 1) ApA (refleksivlik); 2) (ApB)= (BpA) (simmetriklik);
3) ((ApB) A (BpC))=> (ApC) (tranzitivlik) xassalerini dagiyirsa, on-
da p miinasibati ekvivalentlik miinasibati olur: A~ B.

(1), (2), (3) vektorlar sistemi arasindaki xatti ekvivalentlik
miinasibati figiin da bu ii¢ xassanin dogrulugunu asanhqla gdstor-
mok olar.

Vektorlar sistemlarinin birinin digari ila xatti ifads olunmasi
ila alagadar olan, habels, ekvivalentlik miinasibstinin xassalarina
xeyli aydinlq gatiran va sonrak: sarhlorimizda biza gorak olacaq
tranzitivlik xassasinin dogrulugunu géstarak, yani agagidaki teore-
mi isbat edak.

TEOREM. (1) vektorlar sistemi (2) va (2) vektorlar sistemi da
(3) vasitasila xatti ifads oluna bilirsa, onda (1) sistemi (3) ila xatti
ifada oluna bifir.

ISBATL. (1) sistemi (2) ila xatti ifada olundugundan

o= 8B, i=Ls “
Jul
Oz névbssinda (2) isa (3) ila xatti ifads olundugundan
ﬂ,'_‘zrhﬂ't- J'=1-_m (5)

k=|

yaza bilarik.

Indi B, - nin (5) ifadasini (4)-da yerins yazib
a, = Zé.-_;z"l,-ﬂg =E[Zgun# Zlﬂ'l

J=l k=l kal f j=l k=l
l.i

alinq.

Bu isa gostarir ki, a,-lor (i=1,5) ¥, - lar (k =L7) ilo xatti ifa-
da olunmuglar.

Yuxarida deyilonlardan askar olan asagidaki naticalari qeyd
edak,

NOTICS 1. Hor-hans: bir vektor bir-biri il> ekvivalent olan iki
vektorlar sisteminin birisi ila xatti ifads oluna bilirsa, onda o vektor
o biri sistem ila da xatti ifada oluna bilir,

174

Dogrudan da, masslan, har-hans: bir y, vektoru (1) sistemi il3 xat-
ti ifads edilo bilirsa va (1) ~ (2) iss onda tranzitivlik haqqinda indics isbat
etdiyimiz teorema g6ra hamin y, vektoru (2) ila da ifada olunacaqdir.

NOTICS 2. Iki vektorlar sistemi ayri-ayriligda Ggiincii bir
vektorlar sistemi ila ekvivalentdirsa, onda onlar 6z aralarinda da
ekvivalentdirlar.

Dogrudan da, masalan, (1) ~(3) va (2) ~(3) is3 onda simmet-
riklik va tranzitivlik xassasino gora

((21; N g; z g; N ﬁ?}(ﬂ) ~))A (B ~2)= M) ~(2).

indi isa xatti ifada olunma va xatti asihiligla slagadar olan va
adatan «asas teorem» adlandinlan teorem ila tanmig olag.

TEOREM. n- lgilii vektorlarin

n“ﬂ.:....‘ A “')

BisByseesBr (2)
sistemlarindan (1) xatti asth deyilsa va (2) sistemi vasitasila xatti ifa-
da olunursa, onda (1) sistemindaki vektorlarin sayi (2)-daki vektor-
larin sayindan ¢ox deyil: s<m.

ISBATI. Oksini farz edak: s>m olsun. Sarta géra (1)-in har
bir vektoru (2)-nin vektorlari vasitasila xatti ifads olunur:

a =3 B+t ABa+o .+ Ay, B
@y =2AgB + APy +. .+ AsB,

a = la!Bl + l.1282 toot lmﬂn ’

=3B, i=ls. @)
J=l
(3) ifadalarinin har birinin amsallar1 nizamlanmig adadlar sis-
temidir, bunlara m-o6lgiili vektorlar kimi baxaraq asafidaki s
sayda m - Gl¢ili

Qisa yazsaq:

¥i = (1.,'.1,3:...;1,,}',
DT ¢ I WU P N @
OO T W S s W X
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vektorlar sistemi aling. Farziyyamiza géra s >m, demali, (4) siste-
mind> vektorlann say1 vzunlugdan ¢oxdur, ona gora da avvalki
paraqgrafdan (xatti asthlifin 3-cl xassasi) aydindir ki, (4) sistemi
xatti asihdir. Onda

cntay,+...+ey, =0 (5)

barabarliyini 6dayan heg olmasa biri sifirdan forgli olan ¢,,c,,....c,
adadlari vardir. Vektorlanin comi va barabarliyina asasan (5)-don
(4) vektorlarinin koordinatlan iigiin
YA, =0, j=Lm (6)
=l
aling.
Indi verilmis (1) sisteminin vektorlarinin
o +6,a,+...+c,a,
xatti kombinasiyasina diqqat edsk. (3) va (5) barabarliklorindan
istifado edarak

Sen-5e5an,-5(Ea o

i=i J=l Jml N\ =l
S st

0
aling; Belalikla un, =0 beraborliyi alinir ki, buradaki ¢, amsal-

i=l

larindan (i=1,5) heg¢ olmasa biri sifirdan farqlidir; buradan isa
bela gixir ki, (1) sistemi xatti asihidir, bu isa teoremin gartina ziddir.
Bu ziddiyyata sabab bizim s>m aks farziyyamizdir. Demali, aks
farziyyamiz diiz deyil, s <m olmalidir.

Teorem isbat olunur.

Osas teoremdan gixan vacib bir naticani qeyd edok.

NOTICD. Xatti asilt olmayan har-hansi iki ekvivalent sistem
eyni sayda vektorlardan ibaratdir.

_ ISBATI. Dogrudan da asas teoremds baxdigimuz ( Dvs (2
sistemlarinin hor ikisi xatti asili deyilso va bir-biri ilo xatti ifads
plunursa (yani ekvivalentdirlorsa) onda (1) sisteminin (2) ila xatti
ifads olunmasindan s<m va sksina, (2) sisteminin (1) ila xatti
ifada olunmasindan isa m<s alimr. s<m va m<s miinasibatlo-
rindan isa s =m alinr,
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§ 3.4. Vektorlar sisteminin bazisi va ranq

Onca n-8lgili vektorlar sisteminin maksimal xatti asih ol-
mayan altsistemi anlayisi ila tanig olaq.

TORIF. n-dlgala

a,,a,,...,a, (1)
vektorlar sisteminin

0,0, (5]
altsistemi xatti asih deyilsa, lakin (1) sistemindan ixtiyari bir vektoru
(1) -2 gogdugda o xatti asih sistema gevrilirsa, onda (1) -2 (1)-in
maksimal xatti asili olmayan altsistemi deyilir.

Bu torifdan bilavasita asagidaki agkar natica alinr:

(1)-in o altsistemi maksimal xatti asili olmayan altsistemidir
ki, o ézit xatti astht deyil va (1)-in har bir vektoru onun vasitasila xatti
ifads oluna bilir.

TORIF. Vektorlar sisteminin maksimal xatti asii olmayan
altsistemindaki vektorlarina onun bazis vektorlart (va ya bazis vek-
torlar sistemi), buradak: vektorlarin sayina isa verilan vektorlar sis-
teminin rang: deyilir.!

Demoli, (1) sistemi (1)-in maksimal xatti asih olmayan altsis-
temidirss, onda (1)’ bazis, buradak: vektorlarin say1 r isa (1)-in
ranqudir.

Ranqi adstan rank(l) =r kimi isara edirlar.

(1) vektorlar sisteminin a,.a,.....q; bazisindaki vektorlan

yenidan némralasak burada maksimal xatti asili olmazhq sartinin
saxlanilmasini nazara almagla bu bazisi a,.a,,....a, kimi yazmaf
sartlagak.
Bazis barads asafiidaki teoremi isbat edok.
TEOREM. n - 6lciilii vektorlar sistemi dztiniin har-hans bazisi
ila ekvivalentdir.
[SBATI. Tutaq ki, n- 6l¢iili
[T, S (n
vektorlar sistemi verilib va i
Q00000 (r)

' «Bazis vektorlar siste;nini» qisaca olaraq «sistemin bazisi» da adlandinrlar.
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iso bunun bazisidir. Gstarmaliyik ki: (1)~ (1). Bunun Ggiin (1) ila
(1) - in bir-biri ila xatti ifada edila bilmasini gostarmaliyik.

Svvalan, diggat yetirak ki, (1" bazis vektorlar sistemi (1)-in
maksimal xatti asth olmayan altsistemni oldugu figiin (1)-in istenilan
vektoru, o ciimladan sistemin a,,,,,,,,..,@, kimi n—5 sayda har
bir vektoru (1°)- in xatti kombinasiyasindan ibarat olmalidir, yani

({aears

@, = A0+ A0, t.. A 0 =ﬁkfu1, i=r+lr+2,..,s
=l

oldugunu nazars alsay, onda
o =l-a +0-a; +...+0-a,
a,=0.0,+1l:a, +..+0:-a,,

o =0-0,+0-0,+..+1-a,, @
Oy = A0+ A, 0+t R, 0

relrr?

o, = A0+ Aply +oont Ay
barabarliklari (1)-in (1') vasitssils xatti ifads olundugunu g&starir.
Askardir ki, tarsina, (1) sistemi do 8z ndévbesinda (1) vasite-
sila xatti ifada olunur, yani
a,=1-a,+0-a,+...4+40-¢, +...+0-a,,
ag=0-a;+1-ay+...+0-g, +...4+0-a,, 3)
a=0a+0-a+. . +l-a +...+0-a
Demali, (1)~ (1") ahng. &
Bu teoremdan gox vacib bir natics alinir.

NOTICO. Eyni bir vektorlar sisteminin micxtalif bazislorindaki
vektoriarm scyt borabardir,

iSBATIL Dogrudan da, ranqlari uygun olaraq » va " olan
a‘n 'u'x = --,ﬁ,' [4)
T — (5)

sistemlari verilan (1) sisteminin iki mixtalif bazisidirss, burada
r=r" olmahdir, ¢linki

()~ @) (W ~5)
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miinasibstindan
(@~ m)alm - )= (@ ~5)
alinir. (4)~ (5) minasibati isa onu gastarir ki: r=r"_ 4
Bu natica bir da ona géra vacibdir ki. ranqin tarifina barast
gazandinir. Bela ki, eyni bir vektorlar sisteminin miixtalil maksi-
mal xatti asili olmayan altsisternlari va demali mixtalif bazislari ola
bilar; lakin bu bazislardaki vektorlarn sayi eyni oldugundan bu
say verilon vektorlar sisteminin ranq: olur.
Indi ranga aid asafidaki teoremla tams olag.
TEOREM 1. Sgor
[T TR (1)
BrisBareeiB 2)
vektorlar sistemindan (1) sistemi (2) vasitasila xatli ifads olunursa
onda (1)-in ranqi (2)-nin rangindan béyik deyil, sgor (1) vo (2)
ekvivalenidirlarsa bunlarin ranglart barabar olur.
ISBATI. rank(l}=r,, rank(2)=r olsun. Onda bunlarda ay-
dindir ki, asagidaki uygun bazislar var:
ey Oy eeily )

PR FREI RS @)
(1) sistemi (2) ilo xotti ifada olunursa, onda askardir ki,
bunun Sziina ekvivalent olan (1) bazisi da (2) ila va (2)-nin (2)
bazisi ilo xatti ifada oluna bilir. Demsali, naticada (1) sistemi (21 ila
ifada olunur. (I) xatti asih deyil (¢inki bazisdir) va 0 (2)) ils ifada
oluna bilirsa, asas teorema gora r, < f, olmalidir.
indi tutaq ki, (I)~(2).Onda aling ki:,

(1) ~(2) ;
= (1) ~(2) (3)
m-a J} =
Digar tarsfdan
(2)~(2). (4
Onda  ((1N~@) A2 ~@)=2(1)-(2) 5)

(5) miinasibatinden isa r, = r, alinir. A
TEOREM 2. n- élgili vektorlar sistemina bu vektorlarin xatii
kombinasiyasindan ibarai olan vektorlar qogsaq alinan yeni sistemin
rangi avvalkina barabar olur.
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ISBATI. Tutaq ki,

[+ T P (1)
vektorlar sistemi verilib vap vektoru bu vektorlarla xatti ifads olunur:
B=Ao +Ma, +...+A,a, (*

Gaostarmoliyik ki,
a,d,,...,a,,p 2

sisteminin ranq: (1)-in ranqna barabordir. Bunun iigiin iss
(1)~ (2) oldugunu asaslandirmaq garakdir.
Askar goriiniir ki:
a=la+0:a,+...40-a,+0-p,
=0, +1l-a,+...+0-a, +0-B, ‘ ; 43 ;
o : d 0B (1)-in (2) ila xatti ifadasi
a =00 +0-a,+...+1-a,+0-B.

Tarsina:
a=la+0-a,+...+0-a,
ap=0-0,+1-a,+...4+0-a,,

(2)-nin (1) ila xatti ifadasi
a,=0-a,+0-a,+...+1-a,
B=ha +ila, +...+A\a,
Demali, (1) ~(2) ona géra ds rank(l) = rank(2) . A

Bu teoremdan xiisusi hal kimi alinan agagidak: sads natice-
lari qeyd edak:

Verilon vektorlar sistemina: 1) sifir vektoru gogsag va verilan
sistemin har-hansi vektoru il> miitanasib olan vektor qogsaq sistemin
rangina tasir etmaz.

o Dogrudan da, avvalon, sifir vektor har-hans: vektorlar siste-
minin, o cimladan da verilon vektorlar sisteminin xatti kombina-
styast kimi géstarila bilir, yani burada B=8 v 60=0-q,+
+0:a,+...+0-a,; digor torafdon sistemin vektorlarindan biri,
masalan, @, ila miltanasib olan B =Aa, vektorunu da verilon siste-
min 6zil ils B=Aa, +0-a,+...+0-a, kimi xatti ifads eds bilarik.
Onda askardir ki, isbat etdiyimiz teorems géra hor iki halda alinan

yeni sistemin ranqi verilon sistemin ranqina barabar olacagq.
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§ 3.5. Matrisin ranq:

n-8lgild vektorlar il matrislor arasindan gox six alaga
oldugunu artiq biz qeyd etmigik, bels ki, sxn &lgilii matrisin har
bir satrins el n- Slgiilii vektor (satir-vektor) kimi baxa bilarik ki,
bu vektorun koordinatlan matrisin uygun satir elementlari, bunun
kimi ds siitunlanna iss (stitun-vektor) ela s - 6l¢iild vektorlar kimi
baxa bilarik ki, bunlarin koordinatlari matrisin uygun situn ele-
mentlori olur. Bu deyilanlori nazars alaraq
Gy Ay .. Gy,
A=[Cn G . By
matrisinin uygun olaraq satir va siitun sistemini
a, =(a,:8y35..-38, ) B, =(a,;:8yi-.3a,),
@y =(ay38y5...18,, ), B, =(a,iam:...:a,,),

a, a,..a

0, = (@,i055-0,). By = (@itzginiay,)
kimi yaza bilarik.
Cox zaman ayanilik namina stitun vektorlar sistemini agagi-
daki kimi da yazirlar:

a;, a, ay,
ay

By=| "} B, =| "2} ... B.=| ¥}
ay aﬂ ﬂ'm

Matrisin @,,q,,....a, satir vektorlanni bazan matrisin fiqi
(horizontal), B,.B,....,B, siitun vektorlar sistemini is3 onun saquli

(vektikal) vektorlar sistemi ds adlandirirlar.

Matrisin ranqina da adatan onun satir v ya siitun vektorlar
sisteminin ranq: vasitassila tarif verirlar (tezlikla goracayik ki, bu
tariflar ekvivalentdirlar).

TORIF. Matrisin siitun vektorlar sisteminin (yaxud saquli
vekiorlar sisteminin) ranqina matrisin ranqu deyilir. ‘

Demoali, matirsin ranq: onun siitun vektorlar sisteminin mak-
simal xatti asih olmayan altsistemindoki vektorlarin sayr va ya
saquli vektorlar sisteminin bazisindski vektorlarin sayidir.
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Matrisin ranqmnin hesablanmasinda mithiim shamiyyat kasb
edan va matrisin minoru anlayisi ila bagh olan vacib bir teorem ila
tanis olaq.

Ovvalan, qeyd edak ki, matrsinin minoru anlayis: da determi-
nantda oldugu kimidir, yoni: A, matrisinda secilmis ixtivari k da-
na satir va k dana siitunun (1< k < min(s,n)) kasigmasindan alinan k
tartibli matrisin determinantina bu matrisin k tartibli minoru deyilir.

Masalan,
1 2 12
1 2-123
4% 4 1345
-22-101
kimi 4x 5 ol¢iilii diizbucagh A matrisinin ii¢ tartibli minorlanndan biri
1 02
Mya=|1 -13
135 _2 =11

olur, Burada M - in indekslari matrisda segilmis uygun satirlorin va
siitunlarin némraloridir; yazdifimiz minor mshz hamin némrali
satir va stitunlarin kasismasindan alimib.

Matrisin ranqi haqqinda teorema kegmazdan avval matrisin
minorlarina aid olan bels bir lemmaya digqgat edak.

LEMMA. A matrisinin biitiin k tortibli minorlarimn hamist
sifra barabardirss, onda onun bundan yiiksak tartibli minorlarimn
hamist da sifra barabor olur.

ISBATI. Bu lemmaya biza molum olan Laplas teoremindan
¢i1xan natica kimi baxa bilarik.

Matrisin har bir (k + j) tartibli (k <k + j <min(s,n)) minor-
larimiLaplas teoremina asasan ixtiyari k sotirden diizaldilon &
tartibli minorlara nazaran aynhsim yazsaq k tortibli minorlarla
har-hansi bir j tartibli minorlarin (daha diiriistii cabri tamamala-
yietlarinin) husillori camini alinig, & tartibli minorlar isa sarta gora
hamis sifirdir va odur ki, bunlarin har-hansi j tortibli minorlarin
sifirlarla hasillari comi sifir verir,

Indi matrisin ranq1 haqqinda teorema kegak.

TEOREM. Matrisin ranqi onun sifirdan Jorqli an yitksak
tortibli minorunun tartibing barabardir,
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ISBATI. Teoremi isbat etmak iigiin gostormaliyik ki, verilan
matrisin sifirdan forqli an yiiksak tartibli minorunun tartibi bu
matrisin saquli vektorlar sisteminin bazis vektorlarinin sayina, ya-
ni onun maksimal xatti asili olmayan altsistemindaki vektorlann
sayina barabardir.

Verilon A, matrisinin sifirdan fargli an yiiksok tartibli mino-
runun tartibi r olsun (1< r <min(s,n)). Bu minorlardan birini M
ils isara edak (M #0) vs isbatin sada olmas: namina bu minorun
matrisin sol yuxan kiinciinda yerlagdiyini farz edak:

4 G .. G, G, .. G,
@y Gn e G Gy, - @,

r

4, 4 ... 9,
wwwi e owSE wew RS 096 e | T oo
A=|a, a, ... a, a,, .. a, ;M=% w20,

au-l.l arbl,? R arfl,r al"HJQI v Besla Ay @ i 4

asl al! e a:r a:.rtl cen Ay,

Isbatin gedisindan va naticasindan balli olacaq ki, xisusi hal
kimi M minorunun matrisin sol yuxar kiinciindoki segimi heg da
isbatin imumiliyina xalal gatirmir.

Belolikls, yadda saxlayaq ki, A matrisinin tartibi r-dan
yiiksak olan biitiin minorlan sifra barabardir.

M #0 sorti ona dalalat edir ki, M minorunun siitunlan

a a,, ay,
a ay, a,

BI= :2I i ﬂ1= H v (X321} B,:' :r (l}
arl arz . a”

sistemi xatti asili olmayan sistemidir. Bela ki, agar M -in siitunlari
arasinda xotti asihliq olsayd: bu o demak olardi ki, B,.p......B,
r-olgilii vektorlar sistemi i¢iin he¢ olmasa biri sifirdan fargli
olan ela ¢, adadlari (i =1,r ) var ki:

B+, +...+cB, =0 (*)
barabarliyini 8dayirlar. Sgor (*) barabarliyini koordinatlarla yaza-
s1 olsag
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aay, +cay +...4¢,a,, =0,
€13 + €y +...4¢,a,, =0,

6@, +08,, +...+c,a, =0.

bircins xatti tanliklar sistemi alariq ki, bunun da sifirdan fargli halli
(yani, ¢, amsallarindan heg olmasa biri sifirdan farqli) olmasi iigiin
amsallardan dizalon M determinanti M =0 olardi. Demali,
B,.Bs.....B, vektorlar sistemi, basqa sézlo M -in siitun vektorlar
sisteminin xatti asih olmamas: M # 0 sartila bilavasits baghdir.

Diqqoat yetirak ki, M -2 aid olan B,,B,.....p, r-olgili siitun
vektorlar sistemi verilon A, matrisina aid olan

a, ap, a, a,
a a! af a:l

T e O A o Y A ™ e
a, a:! a,, ﬂ.ﬂ

situn vektorlar sisteminin qsaldilmig vektorlar sistemidir (onun
«kasiklaridirn). (1) qisaldilmis vektorlar sistemi xotti asili olmadi-
gindan onun uzadilmis (2) sistemi da xatti asili deyil.

Teoremi isbat etmak Gi¢iin matrisin B,,B,,...,B, siitun vektor-
lar sisteminin B,,B,,...,B, siitun vektorlar sisteminin maksimal xat-
ti asii olmayan altsistemi oldugunu géstormaliyik. Bunun digiin
matrisin ixtiyari j ndémrali siitunun ilk ardicil r sayda siitunun
xatti kombinasiyas: oldugunu géstarmak garskdir, bu da moshz o
demakdir ki, matrisin ixtiyari B, siitun vektorunun B,, B,....,B,
siitun vektorlan ils xatti ifada olunmasini géstarmaliyik.

Matrisin ixtiyari i-ci satri (1<i<s) va ya j-ci siitununun
(1< j<n) kémayi ils M minorunu «qursayan» asagidaks (r+1)
tartibli D, determinant: diizoldak:

a, @, ... @, a;
Gy Ay ... Gy, Gy
D.'= WaW EeE wEE AEeT wae
a, a, ... a, a,
a, a, ... a, a,
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r-tartibli M minorunu qursayan (r+1) tartibli D, minoruna M -i
hagiyaloyan minor deyirlor. Agkardir ki, hasiyslayan D. minoru
i-nin biitlin 1<i<s giymatlorinda sifra barabor olmalidir: D, =0.
Ovvalon, ona gors ki,i-nin i>r giymotlorinds D;-nin tortibi
r-dan yilksok (yeni, M - in tartibindan bir vahid artiq) olur; ikincisi
da i-nin har bir 1<i < r giymatlarinds D, - nin iki satri eyni olur.

D, determinantinin sonuncu a,,a,,...,a,,a; elementlarinin
cabri tamamlayicilan uygun olaraqg A, A,....,A,,A; olsun. Onda
bu determinantin axirinc: satir elementlarina nazaran ayrilisi

D =a,A, +a,A, +...+a,A +a,A, (3)
olar.indi buradaki cabri tamamlayicilanin quruluguna diggat edak.
Ovvala, agkar goriinir ki, a; elementinin cobri tamamlayicisi M
minorunun Szidiur: A; = M ;digar tarafdan a,, elementinin (m = Lr)
A, cabri tamamlayicisi m-in har bir 1 <m < r giymati Ggiin

Gy Gy ooe Gy Qi -0 Gy, Gy
A, =(=1)""" A By oo Qyppy Gpyy »o- o By,

By Boyivne By Bigay o= B B
seklinda olur va burada m-in biitiin 1<m<r qiymatlar {igiin i
sabit qalir. A, -in biitin (m=1,5) qiymatlari igiin i sabit qaldi-
findan a,,a,,...,a, elementlorinin uygun A, cobri tamamlayici-
lanna (m=l._r) i-don asih olmayan indekslorla, yani sadaca
olarag A,4,,...,A, ila isaro eda bilorik. Onda D,=0, 4, =M v
M #0 oldugunu nazars alaraq (3) beraborliyindan

A

aﬁ.—.-—-iaﬂ—%ﬂu—...“%a‘, (4]

aliriq. Bu baraborlikda % amsallannin aldif1 qiymatlar - nin bi-
tin i=123,...,s giymatlarinds dogru olur va ona géra do burada
A,

--ﬁ}-=l_ (m=1,r) isara edarak onu
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a,=ha,+Aa,+...+1a,

kimi yaza bilorik. Onda:
i=1 dgln a =Xia,+la,+...+La,,

i=2 dgin @, =0a, +ran+...+1a,,,

yaxud: B, =Af +A,B,+...+1B,.
Belalikla, taping ki, A matrisinin ixtiyari B, siitun vektoru
onun M minoruna daxil olan ilk ardicil B,.B,,....p, siitun

r

vektorlar sisteminin xatti kombinasiyasidir. Demali, B,,B,.....B,
xatti asili olmayan siitun vektorlan B,,B,,...,B, -in bazis vektorlar
sistemidir. Onda rank(2)=r olur. r iss M minorunun tartibidir.

NOTICO. Marrisin saquli (siitun) vektorlar sisteminin rang:
onun ufiigi (satir) vektorlar sisteminin rangina baraboardir.

Bu naticonin dogrulugunu gdstarmak ii¢iin verilon matrisi
transponira etmak, yani némralsrini saxlamagq gartils onun biitiin
satirlarini siitunlari ila avaz etmak kifayatdir. Transponira edildik-
da matrisin sifirdan farqli an yiiksak tortibli minoru da transponira
olunmug sakilda yeni matrisda ds qalacaq. Determinantin malum
xassasina géra yeni matrisda da onun giymati dayismayib yena da
sifirdan forqli olacaq. Bu isa o demakdir ki, matrisda siitun
vektorlar sisteminin rangi sstir vektorlar sisteminin rangina
barabardir (va aksina!). &

Bu natica onu géstarir ki, matrisin ranqina onun satir vektor-
lar sisteminin rangi kimi da tarif vermak olar.
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§ 3.6. Determinantin sifra barabar olmasinin
zaruri va kafi sorti

Biz determinantlar bshsinds determinantin sifra barabor
olmasinin bir neg kafi sorti, o ciimladan ds bu sartlerin daha imu-
mi xarakter dasiyan biri ilo tamig olmusuq: determinantin bir satri
(stitunu) digarlarinin xatti kombinasiyasindan ibarst olarsa bu
determinant sifra barabar olur (xassa 3).

indi is> matrisin ranq: haqqinda teoremdan alinan bir natica
kimi bu xassoni asagndak: kimi «tamamlaya» bilarik.

TEOREM. Determinantn sifra barabar olmast iiciin onun
satirlarinin (situnlarimn) xatti asihhq miinasibatinds olmast ham =a-
ruri, ham da kafidir.

Yaxud basqa ciir: Determinant yalmiz va yalmz satirlori (sii-
tunlari) arasinda xatti asihlg miinasibati oldugda sifra barabor olur,

ISBATI. Sortin kafiliyi determinantlann xassalarindan biri
kimi yuxarida isbat edilib. Bela ki, agar satirlardan (siitunlardan)
har-hansi biri yerds qalanlann xatti kombinasiyasindan ibaratdir-
$3, bu o demakdir ki, determinantin satirlori (siitunlar) arasinda
xatti asilihig var va belo determinant sifra barabar olur.

Sartin zaruriliyi. Tutaq ki, verilon determinant sifra barabar-
dir; onda gdstormaliyik ki, bunun satirlori (situnlan) bir-biri ila
xatti asilihq miinasibatindadir.

Ay G - Gy,
D=[% % - Gy
Ay G -
determinanti sifra barabar olsun: D=0.
Askardir ki, bu determinant
a, a, ... a,

A=|% G2 .- Gy,

a, a, ... a,

kvadrat matrisinin determinantidir vo demali bu matrisin an yiik-
sak tartibli minorudur. Ogar bu minor D=0 is? o demakdir ki,
matrisin ranqi rangA =r <n olmalhdir. Bu isa o demakdir ki, mat-

risin r sayda maksimal xatti asil olmayan satir (siitun) vektorlar
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sistemi (bazisi) var ki, onun ixtiyari satir (siitun) vektoru bu r da-
na satrin (siitunun) vektorlan vasitasilo xastti ifada oluna bilirlar.
Bu is3 o demoakdir ki, matrisin satir (siitun) vektorlar sistemi ara-
sinda xatti asiliig miinasibati mévcuddur. Digasr toraofdon bu da
ballidir ki, A matrisinin satirlari (siitunlar) eyni zamanda onun D
determinantinin uygun satirlaridir (sttunlandir). Demoli, D=0
oldugda bu determinantin satirleri (siitunlan) arasinda hékman
xatti asthliq miinasibati vardir. A '

§ 3.7. Matrisin ranqim hesablamagq iisullan

1 iisul. Hagiyalayan minorlar iisulu. Matrisin ranqinin bu iisul-
la hesablanmasi matrisin ranq: hagqinda malum teorems asaslanir.
Bu iisulla ranq: tapmaq aslinds verilmis matrisin sifirdan forqgli an
yiiksak tartibli minorunu axtarmaq prosesindan ibarstdir. Slbatts,
burada sonlu sayda olsa da, ¢oxlu minorlar hesablamaq lazim gs-
lir. Masalan, sxn 6lgili diizbucaqlh matrisdan diizaldilmasi miim-
kiin olan biitiin & - tartibli (1 <k £ min(s,n) ) minorlann imumi sa-
y1 C!-C! olacaqdir. Aydindir ki, béyiik 6l¢il matrislorde miixta-
lif k- tartibli minorlari hesablamagla bunlarn igarisindan sifirdan
farqli an yiiksak tartibli minoru tapmagq ¢oxlu vaxt va zohmat talab
edan bir isdir. Lakin burada isi yiingiillesdiran bir cahat vardir.
Matrisin ranqi hagqinda teoremin isbatinda bir masalays yenidan
digqat yetirok. Orada biz r tortibli M, minorunun an yiiksak tar-
tibli sifirdan farqli minor oldugunu va biitiin (r +1) - tartibli minor-
larin is3 sifra barabar oldugunu forz etdikdan sonra, ranqun r-2
barabar oldugunu asaslandirmaq fgiin, biitiin (r+1) -tartibli mi-
norlarin hamisini deyil, ancaq M, - i hasiyalayan (r+1)-tartibli mi-
norlara baxdiq. Bu iso A matrisinin xatti asili olmayan siitunlan-
nin maksimal saymnin r olmasini tasdiq etmak iigiin tamamils kifa-
yat etdi. Bu ondan irali golir ki, ancaq M, -i hagsiysloyan
(r+1)-tartibli minorlarin sifra baraber olmasi faktindan, qalan
bitiin (r+1)-tartibli minorlarin da sifra barabar olacag naticsi

¢ixar. Buradan da matrisin ranqini hesablamagq iiglin «hagiyalaysn
minorlar» isulu alnir: matrisin rangint tapmagq iigiin hesablamant,
onun agagi tartibli minorlarindan baglayib yuxari tartibli minorlara
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kegmak va bu prosesds sifirdan farqli r-tartibli D, minoruna rast
galdikdan sonra, ancaq bunu hagiyalayan (r+1)-tartibli minorlart
hesablamagq lazimdir; agar D, -i (D, #0) hagiyalayan (r +1)-tartibli
minorlarin hamusi sifirdirsa, onda matrisin ranqu r-dir. Sgar
(r +1) - tartibli hagiyalaysn minorlardan biri, masalan, D,,, sifirdan fargli
olarsa, onda matrisin ranqu r - don béyiik olmaldir va bu prosesi bu dafz
D,,, -i hagiyalayan (r+2)-tortibli minorlar1 hesablamagla davam
etdirmaliyik. 9gar D, -i (D,,, #0) hagiyalayan biitiin (r+2)- tartibli
minorlar sifir is3, onda matrisin rangt r +1 olmaldir va s.
1 23
-1-22
1 28
3 641
matrisinin r, ranqim «hagiyslaysn minorlar isulu» ila tapmali.

Halli. Matrisin elementlari, yani onun birtartibli minorlan sifirdan
farqlidir. tkitartibli minorlara kegak. Sol yuxan kiincdaki minor:

Misal 1. A=

1
Ml.2= —1 _ﬂ=0'
12
Basqa ikitartibli minorlardan sifirdan fargli birini gétiirak:
3
M,,= =1=0.
a7b

Demali, bu matrisin ranq: ikidan kigik deyil. 9gar bu matrisin bii-
tiin figtartibli minorlan sifir olarsa, onda r, =2 oldugunu gati tasdiq eda
bilarik. Bu matrisin figtartibli minorlannin imumi say1 Cj -C; =16 olur,
r,=2 oldugunu yaqin etmsk fii¢iin bu 16 dona- Ggtartibli minorlann
hamisinin sifir olmasina amin olmahyiq. Lakin bunun hamisini hesab-
lamaq artiq igdir. Biz ager sifirdan farqli olan M'a’i minorunu hagiya-

layan minorlan hesablasaq, is xeyli yiingiillagar. Clinki bu minorlarin sa-
y1 nisbatan azdir va agar bunlar sifra barabar olarsa, qalan btin dgtar-
tibli minorlar da sifir olmalidir. ;
Indi M, , -i hasiyalayan iigtartibli minorlan hesablayaq:
34

13 23
My =-12 1=0, My =22 1=0,
M (78 w28
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My =
1M

L:3 23
-1 2 1|=0, M, =}-2 2 1|=0.
341 ™| 641

Belolikla, biz verilmis matrisda sifirdan fargli els ikitartibli M,
34

minoru tapdiq ki, bunu qurgayan biitiin iigtartibli minorlar sifirdir. Bu o
demakdir ki, daha basqa iigtartibli minorlan (habels bundan yiiksak tor-
tibli minorlan) hesablamaga ehtiyac yoxdur; ¢iinki onlar da sifra bara-
bar olacaqdir. Demali, r, =2.
Misal 2.
1;:2:3;0),
-1; 0;4: 1),
0; 2;6;2),
2; 4,5;1),
a, =( 1:-1,5;0)
vektorlar sisteminin ranqini tapmali.
Halli. ®vvalca satirlari bu vektorlarin uygun koordinatlanndan
ibarat olan matrisi yazaq:

@)

(
a, =(
a;=(
a; =

1 2
-1 0
0 2
2 4
1 =1

Wb O B

Bu matrisin rangini tapaq. Gériiriik ki, ikitartibli minorlardan:

5 f,l:zaeo,

bunu hasiyslayan iigtartibli minorlardan isa:
12
My=~1 0 4=-220.
02

Demali, ranq ya 3, ya da 3-dan béyiik olmalidir. Indi bu {igtartibli
minoru hagiyalayan dérdtartibli minorlan yoxlayaq:

M,=

123
-1 0 4 1
= = I
M, 026 0 (yoxlaymn!).
245 |
Indi d> M, - ii hagiyalayan o biri dérdtartibli minoru hesablayaq:
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1 23

ikt 04

Mi=[" 5 & o=-28%0.
1-15

Goriirilk ki, matrisdos M, minorunu hagiysloyon daha basqa dord-
tartibli minor yoxdur. Homginin, dérdtartibli M, minorunu hasiyalayan
begtartibli minor yoxdur. Onda matrisin ranqi r =4 olur. Demali, uygun
vektorlar sisteminin ranqi da 4-diir. Bu isa o demakdir ki, bu vektorlar
sisteminda xatti asih olmayan vektorlarin maksimal sayi 4 olmahdir.

Misal 3. Verilan:

fi=4x,+10x; + x,
[y =4x, +8x,+18x,+7x,
f3=10x, +18x, +40x; +17x,
fi=x+Tx+17x+3x,
xatti formalar sisteminin xatti asih olub-olmadiini, agar xatti asihdirsa,
bunlar arasindaki asihliq miinasibatini tapmali.

Halli. Bilirik ki, bu xatti formalar sistemins bela bir vektorlar
sistemi uygundur:

(n

a,=( 0; 410; 1),
a,=( 4; 818; 7, @)
a, = (10;18;40;17),
a,=( 1 7:17; 3).
(2) sisteminin uygun matrisini yazaq:
0 410
T 4 8 18 7
10 18 40 17
1 717

Bu matrisin ranqii  hesablayaq. Gériindilyts kimi burada

\2 :[# 0. Indi bunu hasiyalayan biitiin iigtartibli minorlan hesablayaq:

41 0 41 0 4 1 4 1
4 8 181=0, |4 8 18=0, |4 & 7/=0, 4 8 7|=0.
1717 10 18 10 18 17 17

Demali, matrisin ranq: 2-dir. Bu o demakdir ki, uygun (2) vektor-
lar sisteminin da ranqi 2-dir. Onda bunlara uygun (1) xatti formalarin
Xatti asih olmayanlarimn maksimal say: 2-dir.

191



Sifirdan fargli yitksak tartibli |2 :| minoruna f, va f; forma-

lannin smsallan daxildir. Demali, bu formalar sisteminda f; ilo f, xatti
asil deyil va f; ilo f, bunlar vasitssi ila xatti ifada olunur (eyni sézlari
uygun (2) vektorlar sistemi ila A matrisinin uygun satirlori haqqinda da
demak olar). Onda:
Moy + A0, =a, 3)
Na, +\a, =q, 4)
miinasibatlarini yaza bilarik, (3) barabarliyindan:
4, =10,
4%, +8%, =18,
10A, + 18X, = 40,
A +TA, =17,

1
Bu sistemdan 12=% va JL,=—3 oldugunu taparq. Onda:

= -%a, +§u2 , yaxud uygun olaraq f;-iin f; va f;, il xatti ifadasini

tapariq, yani
5
=343k
buradan da:
5-f-2f,=0.
(4) barabarliyindan isa:
4%, =1,
4%, +8h; =17,
104, +18%, =17,
M +Th, =3

§ i 2 5 1
Bu sistemin ixtiyari iki tanliyindan: l,=: va 1,:2. Onda

. 5 1 g £
u‘=%u,+£a1 va ya f,-in f; va f, ile f‘=:f,+-;f, kimi xatti

ifadasini alanq (buradan isa 5f, + f, —4f, =0 asilihfim taping).
Matrislorin ranqini hesablamagin indi Syrendiyimiz bu iisulu-
nun iistiin cohati orasindadir ki, bununla nainki matrisin xatti asih ol-
mayan satir v ya situnlarninin (yaxud uygun vektorlar va ya xatti for-
malar sisteminin) maksimal sayim miiayyan edirik, hamginin xatti
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asih olmayan maksimal altsistema mshz hansi satir va siitunlann da-
xil oldugunu da aydinlagdira bilirik. Satir va ya siitunlardan hansinin
elementlori sifirdan farqgli olan sn yiiksok tartibli minora daxil olarsa,
hamin satir v ya siitunlar xatti asih olmayan maksimal altsistems da-
xildir. Bundan sonra is3 bagqa satir vs siitunlann, bu xatti asil ol-ma-
yan satir va siitunlarla necs ifads edildiyini tapmaq asandir.

Matrislorin ranqim hesablamagin (onun ranqi hagqinda teore-
ma bilavasita asaslanmayan) basqa bir fisulu vardir ki, burada deter-
minantlan hesablamaga ehtiyac yoxdur. indi homin isulu yranak.

I isul. Elementar ¢evirmalor iisulu. Bu Gsuldan an gox o za-
man istifads edilir ki, bizi burada matrisin ancaq xatti asili olma-
yan satirlerinin (siitunlarimn) maksimal say1 maraglandirir.

Bu uisul, verilmig matris Gizarinds elementar ¢evirmalar apar-
magqla onu pillali, diagonal va ya kanonik gakillardon birina ga-
tirmakdan ibaratdir. Bu prosesds agagidak: teoremlara asaslanihir:

TEOREM 1. Elementar ¢evirmalar naticasinds matrisin rangi
dayigmir.

ISBATI. Bu teoremi isbat etmak iigiin verilmis (sxn)- dlgiilil

a, a; ... 4,

A, =% Gy woe Oy

By Qs ive B,

matrisinin satirlarina n-o6lgiilii (siitunlarina s- 6lgiilil) vektorlar

kimi baxmagq kifayatdir. Bels ki, hamin gevirmalari bu vektorlar

sistemi iizerinda aparsaq avvalkina ekvivalent sistem alang, yani

bu gevirmslsr naticasinda sistemin ranqi dsyismaz. Bunu uygun
matris haqqinda da demak olar.

Teorem isbat olunur. :

Qeyd. Teoremi basqa yolla da isbat etmak olar.

Ogar ranqi r olan verilan A matrisi lizarinds elementar gevirmalar
aparsaq onda sifirdan forqnli an yiiksak tortibli M, #0 minoru 6z
tartibini dsyigmadan yena da sifirdan fargli olmaq sartini saxlayacaq. bu
is2 o demakdir ki, onun ranqi dayismaz olaraq galacaq.

Zskasim bu yénda bir gadar iglatmak arzusunda olan oxuculara
burada har bir elementar gevirmadan sonra alinan vaziyyatlari tahiil
etmayi maslahat gérardik.

TEOREM 2. Har bir A matrisini elementar ¢evirmalar vasita-
sila pillali va kanonik sakla gatirmak olar.
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Bu teoremin isbati ila kitabin avvalinda (§ 1.5) tamig olmugug.
indi bunun matrisin ranqina na daxli oldugunu aydinlagdiraq.
Farz edak ki, verilon A matrisi elementar gevirmalar yolu ila

asafudaki A* pillali matris saklina gatirilmigdir:

€y €z €y = G Cipn oo Cin
0 €y € - €2 Capuy +or €2
0 0 ¢y oo €y, €y +o- €y
00 0 i e, Gl
000...0 0 ...0
(00 0.0 0 .0
burada ¢, #0.¢y #0,...,¢,, #0; yaxud tutaq ki, xiisusi halda A
matrisini

10..00..0
01..00..0
A4,=[00.210..0
00..00..0

o

00..00..
kanonik gaklo gatirmigik. A”-i da elementar ¢evirmalar yolu ila Ag
kanonik sokla gatirmayin miimkiinliiyGinii nazara alsaq onda A
matrisinin ranqinin hesablanmasi isi 1-ci va 2-ci teoremdan
bilavasita alinan asagidaki natica ila bagh olur:

NOTICO. A matrisinin ranqi elementar gevirmalor yolu il
ondan alinan A, kanonik matrisindaki vahidlarin saywina barabardir.
Dogrudan da, ranqi A matrisinin ranqina berabar olan

10..00..0
0 1. 010..0

00..10..0
00..00..0
00..00..0
kanonik matrisinin ranqinin buradak: vahidlarin say1 gadar oldu-
fu agkardir. Elementlorinin hamist sifirlardan ibarat satirlari va sii-

tunlart kanar etsak, ranq doyismaz va matris
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10..0
01..0
00 .1

kimi sada sokla diigar. Askardir ki, bu matrisin iss sifirdan fargli an
yiiksak tartibli yegana minoru asagidakidur:

} 0. O
01..0

00 ..1

Bunun tartibi buradaki vahidlorin say1 gadardir.

Noatica isbat olunur.

Eyni qayda ilo isbat etmak olar ki, pillali A" matrisinin rangt,
onun sifirdan farqli diagonal elementlorinin say: gadardir.

Qeyd. Naticani pillali, yaxud kanonik matrisin satirlarinin amala
gotirdiyi vektorlar sisteminin xatti asihh olmayan maksimal sistem amala
gatirmasi fakuna asasan da isbat etmak olar.

Sifir matrisin ranqinin sifra barabar olmasi buradan bir daha ay-
din olur.

indi da matrisin ramqumn ikinci Gsulla tapilmasina aid misal
gostarak.

Misal 4. Asagidaki matrisin ranqum elementar cevirmalar yolu ila
pillali v ya kanonik matriss gatirmakla tapmali:

11-2 2 -1
A=|2 3 5 -3 -2
56 -1 3 -

Bu matris fizorinds elementar gevirmalar aparaq: birinci satri 2-y2
va $-a vurub, uygun olaraq 2-ci va 3-cil satirlordan gixag:

11-2 2 -1
A-jo1 9 -7 .
1 9-7

Ugiincil satirdan ikincini gixaq:

11-2 2-
A-lo 1 9 -7, ;
0o 0 0

Digqgat yetirsak, bunun ranqimin da 2 oldugunu demak 0ia!r: L;_nki_ln
bunu gox asanhgla kanonik sokla gatirmak olar; bunun fgiin birinci sd-
tunu —1,2,-2,]1 adadlarina vurub uygun olarag, 2-ci, 3-cii, 5-ci stitunla-
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rin iizarina galib, birinci satrin a,, =1 -dan basga qalan elementlorini sif-
ra gevirmok, sonra isa alinan matrisda 2-¢i situnu mivafiq adadlera vu-
rub, uygun olaraq 3-cii, 4-cii, 5-ci situnlann dzatin alava edib:

1000
100
000

kanonik matrisini alang, burada da vahidlorin say1 2-dir. Demali, bu
matrisin tangt r, = 2- dir.

Bazan ranq hesabladiqda, eyni bir misala ham [, ham da II
iisulu tatbiq etmakls daha tez magsada nail olmaq olur. Bela ki,
verilan matris fizarinda avvalca bir sira clementar gevirmaler apa-
rib, sedalegdirdikdan sonra asanhgla onun sifirdan fargli on yik-
sak tartibli minorunu hesablayirlar.

Misal 5. Asagidaki matrisin ranqini tapmalu

i T |
1 =1 .
& L.l
2 1 2.3 = 1 2 &1 2 I
0 1 -1 31~-10 10 ~f0 1 0 Of~ 10
25 114 256 -4 2 5§ 22 52 5

Axirines matrisdan ikitartibli minorun sifirdan farqli oldugu géri-
niir. Bundan yiiksak tartibli minor isa yoxdur. Demali A matrisinin ran-
g r, =2 olur.

A=

Z 1
=1

A=

§ 3.8. Xatti tanliklar sisteminin birgalik alamati (kriteriyasi).
Kroneker-Kapelli teoremi

Artig biz, istanilan sayda tanlik va machulu olan xatti tanlik-
lar sistemini daha darindan éyranmak iigiin zaruri olan masalaleri
nazardon kegirmisik.

Tutaq ki, 1 machullu s sayda xatti tanliklar sistemi verilmigdir:
apx +ax, +..ta X, =b,
Ay X, + @ayXs +.oo+ @, X, = b, )

a,X +ag% +..tax, =b.

|
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Sisternin matrisini va genislonmis matrisini yazaq:
Gy Gy oo Gy, Gy G -
A=|n % - % p={%n Tz -

ﬂ-ﬂ asz al‘-l |a.ll aJ2

Bunlann ranqum uygun olaraq r, va r, ila isara edak. Hor
seydan avval iimumi gakilda verilmis bels sistemin uyusan olub-ol-
mamasim aydinlasdirmag, birgslik slamatini tayin etmak lazzmdr.
Bunu agagidaki teorem miiayyan edir.

TEOREM (Kroneker-Kapelli teoremi). (1) sisteminin uyusan

olmasi digiin onun mairisi ila geniglenmiy matrisinin ranqunn barabar
olmasi ham zaruri, ham da kafidir.

. ISBATL. Sartin zarariliyi. Tutaq ki, (1) sistemi uyusandir va
onun x, = A, X, =hs,...,x, =A, kimi halli vardir. Gostarak ki, onda
r, =T, olmahdur.

(&4,A,,...,A,) hallini sistemda uygun machullarn yerina yaz-

saq, aydindir ki, sistemin har bir tanliyi 6denilaer va asagidaki evni-
liklar alinar:

a M+ Gk +..Ha b, = by
ah +anh, +. ta, )k =b,,
agh +a h totah, =b,.

(2) beraberliklerindon gériindiyn kimi B matrisinin axinna
situnu (saquli vektoru) A matrisinin situnlanmn (saquli vek-
torlarinin) xatti kombinasiyasidir, yani B=(b;:b,;...:b)) vektoru
o, = (a8 8By = (@it ia e By = (G305 100)  VEK-
torlari ila

B=Ag, + A0, +...+ A0, (3)
kimi xatti ifada olunmusdur. Bilirik ki, (§ 3.4. Teorem 2) bu halda
@, 8y,...,@, sistemiila @,0,....,a,.p xatti ekvivalent olub ranglar
bir-birina barabardir. Bu iss o demokdir ki, A va B matrislarinin
ranglan da eyni olmalidir: r, =1,

Sortin kafilivi. indi forz edok ki, r, =r,=r.A-nn situnlan
eyni zamanda B-nin do siitunlari oldugundan va B-nin da ran-
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qmin r oldugundan da agkar olur ki, A-nin maksimal xatti asili ol-
mayan siitunlar sistemi ham da B - nin maksimal xatti asithh olmayan
sittunlandir. Geniglanmis B matrisi A-dan ancaq sonuncu siitunu
ila farglonir. Onda 8 matrisinin axirincr sitununu maksimal xatti
asth olmayan siitunlann altsistemina qosanda o siitunlarin xatti asih
sistemina ¢evrilor va B - nin sonuncu siitunu A - min situn vektorlar
sistemi ila ifada cdila bilar. Demali, ela r dana A,,A,,...,A, adadlori
var ki. bu omsallarim kémayi ila B matrisinin B =(b;b,;...;b,)
saquli vektoru galan siitunlarn hamusi ila, yani a,.@,.....a, saquli
vektorlari ila (3) soklinds xatti ifada olunur (burada xatti asili
olmayan altsistema daxil olmayan situnlari da sifir samsallarin
komoayi ila cama alava edirik). Buradan da (2) eyniliklari alimir ki, bu
da %,.As.....A, adadlorinin (1) sisteminin halli oldugunu géstorir.

Demali, r, =, olanda sistemin halli var, o birgadir, uyusandir.
Teorem isbat olunur.

§ 3.9. Kroneker-Kapelli teoremina asasan xatti tanliklar
sisteminin arasdirilmasi

Kroneker-Kapelli teoremi sistemin uyusan olub-olmadigim
aydinlagdirmaga imkan verir. Lakin uyusan sistemi neca hall etmok
yolunu géstarmir. Indi hamin masalani atrafli yranmays kegak.

Tutaq ki, A va B matrislarinin ranglan barabardir: r,=r, =r.
Matnslorin ranglaninin r olmasi bildiyimiz iizra o demakdir ki,
matrisda xatti asili olmayan satirlarin maksimal say1 r - dir. Tutaq ki,
bu r savda satir B matrisinin ilk ardicil némrali r satirlaridir. Onda
B - nin galan satirlari ilk ardicil r satrin xatti kombinasiyalan olacaq.
Digar tarafdan aydindir ki, B - nin satir elementlori

X+ axs o a,x, =b,

g Xy + lyy Xy +on+ ly, X, = by, )

ag+ax,+...+ax,=b,
sisteminin uygun tanliklarindaki amsallardir (vaxud buna uygun
tifiigi vektorlar sistemidir). Onda r, =r, =r oldugundan (1) siste-
minin har bir tanliyini bunun ilk ardicil r sayda
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a,x, +a,x,+...+a,x,=b,

X HapX, +...+a,,X, =b,, )

a,x +a,x+...+a,x =b,

tanliklarinin milayyan adadlarls hasillarinin cami kimi gostara bila-
rik. Demali, (2) sistemini (1)-dan elementar ¢evirmalar yolu ila ala
bilarik. Bu isa (1) ila (2) sistemlarinin ekvivalent olmasi demakdir:
(1) =(2). Onda (1) sisteminda xatti asili olmayan bu r sayda tonli-
yi saxlayib, bunlarin xatti kombinasiyasindan ibarat olan «artig»
tanliklori sistemdan kanar edarak, (1)-2 ekvivalent olan (2) sistemi-
ni alang. (2)-nin halli eyni zamanda (1)-in do halli olacaqdir. Bura-
da xatti asili olmayan maksimal sistem amala gatiran tanliklarin
mahz ilk ardicil 1,2,...,r nomrali tanliklar oldugunu farz etmok
mithakimoanin imumiliyins xalal gatirmir. Ogar (2) sisteminda ve-
rilmis sistemin miixtalif ixtiyari némrali tanliklari olsaydi, bunlarin
sistemda yerini dayisib, yenidan némralomakla baxdigimiz hala go-
tira bilardik.

indi (2) sistemina baxaq. Askardir ki, bu sistemin

all aIJ ik al
A.f= 14 au sea a':,
matrisinin ranqi da r olmaldir, ¢iinki bunun r sayda satri xatti
asih olmayan sistem toskil edir. Digar tarafdon isa, bu matrisin
7 - tartibli minorlarindan biri hékmoan sifirdan fargli olmalidir. Ay-
dindir ki, r>n ola bilmaz, ancaq r <n ola bilar, yani uvugan siste-
min rangi sistemdaki machullarin sayint asnur.

indi miimkiin olan bu iki hali nazordan kegirak.

1) r=n oldugda (2) sistemi n machullu u xatti tanlik siste-
mina gevrilar, bunun da n- tartibli determinanti (an yiiksak tartibli
minoru) sifirdan farglidir. Bu halda sistem miiayyandir va onun
yegana hallini Kramer qaydas: ilo tapmaq olar.

Buradan Kramer teoreminin Kroneker-Kapelli teoreminin
xiisusi hal oldugu da aydinlagir,

2) r<n. Tutaq ki, A" matrisinin sifirdan fargli olan r-tar-
tibli minoru onun sol kiinciinda yerlagir. Aydindir ki, bu minor (&)
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sisteminin ilk ardicil r sayda machullarinin amsallarindan diizalan
determinantdir:

a, a, ... a,
D=| G - Gyl
arl a, ... 4,

Onda amsallan bu determinanta daxil olan ilk ardicil » sayda
X2 Xy, X, machullanini asas machullar kimi sol tarafda saxlayib, qa-
lan x, ,.x,;.....x, machullarin is> sarbast machullar kimi sag tarafa
kegirmakla, (2) sistemina ekvivalent olan asagidak sistemi alang:
At tapky tota X, =b-a,,x, -8 ,,%.,=...~0,x,

@ tank +...ta,x, =b—-a,, x,, ~ Ay, Xpn ==y, X,

O]

a5 +a,x+.. . +a,x = br LT Rl LU S R P S
A’ matrisinin sifirdan fargli olan basqa r- tartibli minorlan da
ola bilor. Onda amsallar1 bu minorlara daxil olan ixtiyari r sayda
machulu asas machullar kimi sol torsfds saxlayib, qalan n—r
machulu sag tarafs kegirmakla, yens da (3) soklinds sistem alardig.
Indi (3) sistemindski n-r sayda ssrbsst machullara:
Xt =€ X2 =€, 00X, = ¢, kimi hor hansi qiymatlar versak, (3)
sisteminin sag tarafinda miisyyan adadlar alinar va naticada:
ax tagx ... ta,x, = b,':
G XytanXy +..tay x, = b, )
8k, + 8%y 4t %, =B,
sistemi alinar; (4) sistemina yeno do Kramer qaydasini tatbiq eds-
rak, «asas machullar» Gigiin x, =¢,.x, =¢,,...,x, =¢, qiymatlorini
tapariq. Aydindir ki, tapdigimiz qiymotlar sarbast mochullara
verdiyimiz giymatlar ils birlikds (yani €11Carees €0 L,y ye .-y €, 2dadlor
sistemi) (3)-iin vo demali, eyni zamanda (2) sisteminin da halli olar.
Sorbast machullara verilon qiymotlor ixtiyari oldugundan biz
bunlara istanilon qador giymotlar vermakla (2) sisteminin sonsuz
sayda hallarini tapa bilorik. Demali, (3) sistemi qeyri-miiayyandir.
Bildiyimiz kimi, bunun imumi hollini da tapa bilarik.

200

Dediklarimizi yekunlagdirsaq, ixtiyari xotti cabri tanliklsr
sisteminin hallins aid agagidaks imumi qaydam sdylaya bilarik:

1. Verilan sistemin matrisinin va genislonmis matrisinin ranqs-
n1 hesablayirlar. Ogar bu matrislarin ranqglan miixtalifdirss, demali,
sistem uyusan deyil, onun halli yoxdur. Ogar bu ranglar eyni olub
r -3 barabordirsa, onda amsallan sifirdan forqli 7 - tartibli minorlar-
dan birina, masalen D # 0 minoruna daxil olan r sayda tanliyi sax-
layib qalanini atirlar. Burada r = n olarsa, bu sistem bizs tani§ olan
n machullu n xatti tonliklar sistemidir va bunu Kramer qaydasi ila
hall edib, onun yegans hsllini tapirlar. Ogor r<n olarsa, onda bu
sistem qeyri-milayyandir vo bu #n machullu r xatti tanlik sisteminda
D (D#0) minoruna daxil olan smsallara uygun machullan asas
machul kimi sol tarafda saxlayib, qalan n—-r machulu isa sorbast
machullar adlandiraraq sag tarafs kegirirlor.

2. Yena da Kramer qaydas: ilo asas machullanin sarbast mac-
hullarla ifadasini tapirlar va bildiyimizs géra buna sistemin imumi
halli deyirlar.

3. Sorbast machullara ixtiyari giymatlar verarsk, asas machul-
lar Gigiin imumi halldsn uygun qiymatlar tapirlar, Bununla da ve-
rilmiy sistemin xisusi halli tayin edilir.

Bir nega misal gdstarak.
Misal 1.
X+X+x =6,
2g-x+x=3,
X=X +2x, =5,
3x -6x,+5x,=6
sistemini hall etmali. Svvalcs:
1 1 1 116
2 -1 2 -1 1|3
A<l -1 9 ¥ B=[y -1 2fs
3 -6 3 -6 5|6

matrislorinin ranglanm hesablamaq lazimdir: r, =r, =3. Burada sifir-
dan fargli ligtartibli minorlardan biri, masal3n:

AP o
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Demali, burada dérdiincil tonliyi sistemdan kanar eda bilarik; qalan:
n+txn+x=6
2 -x+x =3,
x-Xx+2x=5
tigmachullu il tanlik is3 determinanti ( D # 0) sifirdan fargli o!art sistem-
dir. Bunu Kramer gaydast ila hall edib, x, =1, x, =2, x; =3 kimi yegana
hallini taping. o= e y
Misal 2. Tonliklar sistemini hall etmali:
25+ 6 -5 =1
x-3x+4x% =2,
11x, = 12x, +17x, =3.
Burada sistemin matrisinin rangi 7, =2, geniglanmis matrisinin
ranqi isa 7y =3 oldugundan (yoxlanmasim oxucuya maslohat goriiriik)

sistem birga deyil va halli yoxdur.
Misal 3. Tanliklar sistemini hall etmali:

2x-x+x—x =1,
=2+ +2x-x,=0,
2x, =Xy + 7%, 5x,=3.

Sistemin
2-11 -1
A=l-2 1 2 -]
2 -17 -
matrisinin va
1
B= A0
3

genislonmis matrisinin ranglarim hesablaying: r, =ry =2.
Sifirdan fargli ikitartibli minorlardan biri, masalan:

_: j:—ho.

Gériindiiyi kimi, bu minorda sistemin birinei va ikinci tanliyinin
smsallar istirak edir. Ona gors, sistemin Q¢iincil tonliyini nazars almasaq:
=X+ x-x =l
0

M=

=25+ X +2xy - Xy =
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kimi dérdmachullu iki tanlik sistemi aling. Burada r=2, n=4, r<n ol-
dugundan sistem geyri-miayyandir. Bu sistemds sifirdan forqli M mi-
noruna x, va x, machullarinin amsallan daxildir. Ona gora d3; x; va x,
machullanni asas machul, x, ils x, - @ isa sarbast machullar hesab etssk:
X+ x=1-2x+x,
X+ =2x5+x, }
sistemini alariq. Buradan iss Kramer qaydasina gora:

1-2x+x; | -1 1-2x+x,
! 2+x 2 6x-x,-2. - 1 2xqg+x| _ 2x,+1
M Ao vomd, 18 M E
Belalikla,
1 2
X, =2x, S-x.—-é-
X —Ex +l
b
aling. Buraya x, =, x, =&, ixtiyari parametrlarini gosub
1 2
=20 —=Xg—=;
X3 | 31’. 3
x=2x+1
3 3 4 3I
xl.=§|!
X =&

sisteminin Gmumi hallini taping. Burada &,, &, parametrlarini vo demali x,
va x, sarbast machullanna ixtiyari qiymatlar vermakla x; va x; glin uy-
gun giymetlsr taping. Bu yolla sistemin sonsuz sayda xiisusi hallarini alanq,

Masalen, x, =& =1, x, =&, =3 qiymatlerini vermakls x, va x

1 .
machullan iigiin uygun olaraq x, =2-1 —% = % x=2+ 3 -—-% qiymatls-

rini taping. Onda xisusi hallardan biri (l;%;%ﬁ} olar.
Qeyd. Biz burada sifirdan fargli ikitartibli minorlardan bagqa biri-
ni ds, masalan, M'zF :;l=—3 gotiirs bilordik. Onda amsallar bu mi-

nora daxil olan 2-ci va 3-cil tanliyi gétiiriip, sistemdan 1-ci tanliyi atar-
diq. dmsallar minora daxil olan x, va x, -0 ssas machul, x v3 x-ni
isa sarbast machul hesab edarak,
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—-2x 42X+ 20— X, =0.}
26 -x, - 75 —5%,=3
qeyri-milayyan sistemini alardig. Bu sistemi hall edib, avvalea tapdifimiz

i figayisa etmayi oxuculara maslahat sbrﬂrﬁls.'_ _
tel !Iaﬁrfn.r’.:l;}ai.'sanc::xyhullu (n+1) tanliklar sistemini Kroneker-Kapelli

teoreminin komayi ila aragdirmali.
ax; ok +..+a,x, = b,
@y X +anky +o ot ay X, = by,

%+ @k +...4a, X, =b,

Qa1 F 8pa2%; +“'+am-1.n‘tn =bm-l'

nel,

Aydindir ki, bu sistemin A matrisi (n+1) satir va n siitundan iba-
rat oldugundan onun ranq: n-dan bdyiik ola bilmsz: r, <n. Lakin ge-
nislanmis B matrisinin an yiksak tartibli minoru isa asagidak: yegana
(n+1)- tartibli determinant olar:

a4 4 a, b
ay dp a,, b
2 ] e <
a:l ay2 @y, bn
Tait ) Fye2a oo Gpyin bnl

vani B matrisinin ranqi r; <n+1 ola bilar, Sgar verilan sistem birgadir-
sa, onda r =r; va (n+1)-tartibli determinant (B-nin A-ya nisbatan
vitksak tartibli minoru): D=0 olmaldir,

Buradan bela bir natica alimr: n machullu (n+1) sayda tanliklor sis-
temi birgadirsa, onda onun B matrisinin determinant: sifra barabar olmalidir,

§ 3.10. Bircins xatti tanliklar sistemi va bunun
hallinin xassalari

Biz artiq bircins xatti tanliklar sistemi ila tanisiq:
a X +a,x,+...+a,x, =0,
ay X+ apx, +...+a,,x, =0,

)
a.f+raxn+...+a,x, =0,
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Onu da bilirik ki, bu sistem hamigo uyusandir v> bunun heg
olmasa bir x; =x,=...=x, =0 sifir (trivial) halli hamisa vardur.
Bunun dogrulugunu Kroneker-Kapelli teoremi bir daha tasdiq
edir. Bel3 ki, bu sistemin matrisi A ila geniglonmis B = (A‘ 0) mat-
risinin ranqlan hamiss eynidir (¢iinki, B matrisindaki axinnci sii-
tun elementlori hamisi sifirlar oldugundan bunun rangi A-nin
ranqindan farqlonmayacak): 7, = r, = r. Lakin albstts, inkar etmak
olmaz ki, bircins sistemin sifirdan forgli (qgeyri-trivial) hallori da
ola bilar. Ranqg anlayi1 bu masaloys aydinliq gatirir, Bununla ala-
gadar olan asagidak: teoremlars digqat edok.

TEOREM 1. r=n oldugda (1) sisteminin yegana sifir halli
vardir,

ISBATI. r=n olanda tanliklar sisteminin imumi nazariyys-
sin3 asasan har-hans sistemin, o climladan ds bircins xatti tanliklar
sisteminin yegans halli var. Bircins sistemlarda bu mahz sifir hall-
dir. Demoali, r =n halinda (1) sistemi yegana sifir holls> malikdir,

Teorem isbat olundu.

Qeyd. Basqa s6zl> bunu bels da izah etmak olur: r=n olanda sis-
temds xatti asih olmayan tenliklorin say ils machullann say! barabar

D i g
olur, onda Kramer teoremina gérs bu sistemin x= T)L (j=Ln) distu-

ru il> tapilan yegana halli var. Aydindir ki, bircins sistemlards D;=0va
onda diisturdan x; =0 kimi yegans hall abmr ( j =1,2,...,n).

TEOREM 2. (1) bircins xatti tanliklar sisteminin sifir hallin-
dan forgli hallarinin varlg: siciin r rangimin machullarin n sayindan
kigik (r < n) olmasi zaruri va kafi gartdir.

ISBATL. Kafilik. r<n olsun. Gostarmaliyik ki, (1) sistemi-
nin istanilan qadar geyri-trivial hallari var.

r<n olanda, aydndir ki, sistemin machullarindan n-r ds-
nasi sarbast machul olacaq vs bunlara da ixtiyari sayda, o ciimlo-
dan ds sifirdan forqli giymatlor vermakls sistemin istonilan sayda
sifirdan forqlanon hollarini tapa bilarik.

Zorurilik. Tutaq ki, (1) sisteminin sifirdan forqli hallori var.
Géstarmoliyik ki, bu ancaq r <n oldugda miimkiindiir.

Aydindir ki, r ilo n parametrlori lizorinda ancaq r=n va
r<n miinasibstlori miimkiindiir. Ciinki, dogrudan da r>n ola
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stemin A matrisinin siitunlar say1 n oldu-
béyiik ola bilmaz (B genislonmis matrisi-
nin axirinet siitun elementlari hamist §tf1rla_rd1r va bu siitun ranqa
tasir etmir). Bilirik ki, r=n olanda sistemin yalmz sifir holli var-
dir. Biz isa sistemin sifir olmayan hallorinin da oldugunu farz etmi-
sik. Demoli, bu ancaq r<n halinda miimkiin olar.

Teorem isbat olundu. _
Qeyd. r<n halinda biz bu teoremin hala Qauss iisulunu 8yranar-

kan tanis oldugumuz asagidak ifadasini aling.
an B:‘in‘m otti tanliklar sisteminda tonliklorin sayr machullarin sayin-

dan a= oldugdea bu sistemin sifir hallindan alava sifirdan fargli istanilon ga-

dor hallori do vardir. ‘ . )
indi iso xiisusi maraq doguran o hala baxaq ki, verilan bir-

cins xatti tanliklar sisteminda n dana machul va n dana da tanlik
var, Onda aydindir ki, bu sistema Kramer qaydasim tatbiq etmak
imkani var. Yada salaq ki, Kramer gaydasini 5yrananda bela bir-
cins sistemlar barada demigdik ki, bunlarin sifirdan fargli halla ma-
lik olmast iigiin onun D determinantinin sifir olmas zaruri gartdir.
indi gostarak ki, D=0 olmasi hom ds kafi sortdir. Basqa sozla
asagdak: teorem dogrudur.

TEOREM 3. n machullu n xatii bircins tanliklar sisteminin
stfirdan forgli hallarinin varlgi iigin onun determinantinin sifra
harabar olmast ham zoruri, ham da kafidir.

ISBATI. Sartin zaruriliyinin isbat: bizs artiq Kramer qaydasinin
 machullu #t dana tanlik sistemins tatbigindan malumdur (§2.9).

Kafilik. Tutaq ki, D =0. Bu o demakdir ki, sistemin A mat-
risinin ranq 7, =r hékman n-dan kigik olmahdir, r<n olanda
isa sistemin sifir hallindan farglonan istanilon gadar sifir olmayan
hallari vardir.

Teorem isbat olundu.

indi isa xatti bircins tanliklar sisteminin hallarinin xassalori ila
tanis olaq.

XASSO L. p=(b.by....b,) va Y=(c,Cp..0nC,) vektorlari (1)
sisteminin hallidirsa, onda By vektoru va M3 vektoru da sistemin
hallidir (burada .- istanilon adaddir).
~ ISBATI. Bu xassa adi yoxlama yolu ila isbat edilir. Bels ki,
sistemin ixtiyari

bilmaz, bela ki, bircins si
gundan r ranqi bundan
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a5 +a,%+...+a,x,=0 (i=1s)
tenliyinds x, = b, +¢; va x; =Ab, (j=12,...,n) yazsaq, uygun olaraq:

%au(b_, i‘fj):ia“bj + i“af-‘; =0
a J=l Jjui

> a,(b))=1Y a;b, =1-0=0
J=l Jel
aling. Isbat etdiyimiz bu xassolor 6z imumil ini
, iz umilagmasini asagidaki

XASS® 2. Bircins xatti tanlikiar sisteminin hallarinin istani
xatti kombinasiyasi da sistemin haollidir, arinin istanilan
ISBATI. Tutaq ki,

Y1 = (€1 C120ee i Cia s
Y2 =(€214€300--44€3,)s

Yim =(C-;-cj:----o¢;)
vektorlan (1) sisteminin hallaridir. Onda:
2.8y =0 (i=Ls: k=Lm).
=t

Géstarmoak lazimdir ki, bu hallarin xatti kombinasiyasi olan
Y=AY Y, Ay,
vektoru da sistemin hallidir; burada A, (j=1,m) amsallan ixtiyari
adadlordir. Yena ds sistemin ixtiyari a,x +a,x, +...+a,x, =0
(i=Ls) tonliyinds machullarin svazina y vektorunun uygun koor-
dinatlarini, yani:

X =06, 400+ b,y = D Ay (G212,.0.0m)
k=]

ga,,x, =§a{§}l,qu=21‘(249.;-”):0,

yazagq:

k=l Fi
Burada m=2,}, =1,A, =%1 olduqda I xassadoki 1-ci band,
m=1va & =)\ olduqda isa 2-ci band xiisusi hal kimi alinir.
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§ 3.11. Bircins v2 bircins olmayan xatti tanliklar
sistemlarinin hallori arasinda alaga

Bircins olmayan ixtiyari xatti tanliklor sistemi gotiirak:
ay X +al?“"‘.‘ te.. +alnx- =b1'
al!xl+a22‘rl+"'+a!l u:bi' (l)
a,x + a:)LZ +...+ a,x, = b:‘
Bu sistemin sarbast hadlarinin sifirlarla avez edilmasi natics-
sinda alinan
a, %+ @y +...+a,x, =0,
ay X +apX +...+ 4y, %, =0, @
a,x+a,x+...+a,x, =0
bircins sistema (1) sistemina nazaren gotirilmiy sistem, yaxud (1)-2
uygun bireins sistem deyirlar.
(1) va onun gatirilan (2) sisteminin hallari arasinda six alaga
vardir. Bu, asagidaki teoremlarl ifads edilir.
TEOREM 1. (1) sisteminin har hanst halli il> gatirilmis (2)
sisteminin ixtiyari hallinin cami, yena da (1)-in halli olur.
iISBATI. Tutaq ki, (¢;;¢,:...:c,) verilmis (1) sisteminin halli,
(dy;dy;..;d,) isa gatirilmis (2) sisteminin hollidir. Indi (1) siste-
minin ixtiyari bir {-ci
ax+a,x5+...+a,x, =b (i=1s)

tonliyinds x, =c, +d, (j= Ln) yazib, yoxlayaq:

Zr:”{-:'J +d;)= Zaacj +Z“ud1 =b+0=b,.
1=l =t

=l
TEOREM 2. (1) sisteminin ixtivari iki hallinin farqi (2) siste-
minin hallidir,

ISBATI. Tutaq ki, (¢;¢5:---5¢,) va (c/;¢55...;¢,) verilmis (1)
sistemin har hansi iki hallidir. (2) sisteminin har hans bir i-ci
aux ta,x, +..+a,x, =0
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tanliyinds x, =c, —c} yazb yoxlayagq:

Za‘,(c} -cj)= Z"u‘; - E"u‘:; =b-b=0.
J=l =l J=l

Bu iki teoremdan bircins olmayan va buna uygun (gatirilmis)
bircins tanliklsr sisteminin hallari arasindak: alagays aid agagidaki
milthiim natica ahmr.

NOTICA. Bircins olmayan (1) sisteminin har-hansi bir hallini
taparaq onu (2) bircins sisteminin hallarinin har biri ila toplamagla
(1)-in hallarinin hanusini tapmug olarig.

Xiisusi halda: (1)-in dimumi hallini (1)-in 6z xdsusi halli ils (2)-
nin dmumi hallinin cami kimi géstarmak olar.

§ 3.12. Fundamental hallar sistemi

Biz isbat etmisik ki, bircins xatti tanliklar sisteminin istanilan
hallarinin xatti kombinasiyasi yena da sistemin hallidir. Burada belo
bir maragh masalo qargiya ¢ixur: bu sistemin hallar goxlugu icarisin-
dan xatti asili olmayan els hallar goxlugu segmak miimkiindiirmii ki,
onun qalan biitiin hallari bunlar vasitasi il xatti ifads olunsun?

Bircins sistemin hallarini n-&lgiilii vektorlar kimi tasavviir
edok; bildiyimizs géra, n-6lgili vektorlar sistemindaki vektorla-
rn say: bunlann n dlgiisiindan («uzunlugundan») goxdursa bela
sistem xatti asili olur. Buradan iss aydin olur ki, bircins tanliklar
sisteminin hallar ¢coxlugundan xatti asili olmayan ela hallor sistemi
segmak olar ki, qalan har bir hall bu segilon hallar sisteminin xatti
kombinasiyas: olar.

Bu deyilonlar bizi bircins sistemlars aid olan miihiim bir an-
layigla — «fundamental hallor sistemi» anlayisi ils tamig olmaga
sbvq edir.

TORIF. Xatti bircins tanliklor sisteminin hallor goxlugunun
maksimal xatti asth olmayan altgoxluguna fundamental hallor siste-
mi deyilir.

Basqa sozls: Xotti bircins tanliklar sisteminin hallor ¢oxlugunun
bazisini taskil edan hallor sistemi fundamental hallor sistemi adlarr.

Yaxud: Xatti bircins tanliklar sisteminin hallar ¢oxlugunun elo
xatti asili olmayan altcoxluguna fundamental hallar sistemi deyirlar
ki, biitiin galan har bir hallor bunlar vasitasi ilo xaiti ifads edils bilir.
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Askardir ki, bircins xatti tanliklar sislemjn'in ancaq sifirdan
fargli hallari olduqda onun fundamental hallar sistemindon danig-
aq olar. . |
- Bir cohata da xiisusi diqgat yetirmok gorakdir: eyni bir bmqs
xatti tanliklar sistemi istanilon gadar fundamental hallar siswmlaq-
no malikdir. lakin bunlan toskil edon vektorlar sistemlori maksi-
mal xotti asih olmayan sistem (bazis) tagkil etdiyindan bunlar ekvi-
valent olurlar, odur ki, bunlardak: haller say1 barabar olmaldir:
qisa desak: miixtalif fundamental hallar sistemi istanilon gadar gox
olsa da bunlarin har birini amala gatiran hallarin say1 eyni olmalidir.

indi isa> fundamental hallar sistemina aid olan asafidaki
teoremla tamig olag.

TEOREM. Bircins xatti tanliklar sisteminda onun matrisla-
rinin r ranqt sistemdaki machullarm n sayindan kigik oldugda
(r<n), bu tanliklar sisteminin istonilan gadar méveud miixtalif fun-
damental hallar sisteminin har biri n—r dana halldan ibaratdir.

ISBATI. Bildiyimiz kimi r <n olduqda

a,x +a,x+...+a,x, =0,
@y X, + Ay +...t+ ay,%, =0,

M

a,x+a,x+...+a,x, =0
sisteminda sarbast machullar n—r dans olacagq.

Tutag ki, x,x,,....x, 9sas machullar x,,,,x,;,...,x, is3 sor-
bast machullardir. Bu da malumdur ki, sarbast machullara ixtiyari
giymatlor vermakla, asas machullara isa buna uygun giymatler tap-
magla sistemin istanilan gadar hallini ala bilarik.

Sarbast machullara verilan giymatlar ixtiyari oldugundan on-
lar tigiin elo giymatlor sistemi sega bilarik ki, buna uygun tapilan
hallar sistemi xatti asih olmasin. Masalan, sarbast machullara bir-
birinin ardinca (n-r) dafa:

0,
0|

Xa=Lx,=0,.,x=
ta=0x,=1..,x =

X,=0x,,=0,..,x =1
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qiymotlori vermokls asas machullar iigiin uygun olarag, har dafa
tamamila milayyan

=G =8u,.,x =§,

xi z&!l'xl =€H'“"xr =€1r'

'r! =§u—r.l|xl =§--r.2"'-|x; =§,_,._..
giymatlorini tapanq. Bu qayda ils verilmis sistemin n - r sayda
a, =, 63000 §,,,1,0,...,0)

'uli =f€,,..§.,.,-.....§,,.o. 1,...,0) -

an-r = (gn-—r.l * g--r.! ey én-r}' 0‘ 0' ey 1)
kimi hallor sistemini tapmis olarig. Bu hallar sistemi xatti asih de-
yildir. Dogrudan da, agsr uygun matrisi yazsaq, burada sifirdan
fargli (n-r)-tartibli minorlardan birinin

1 0 e 1@
01...{)=t0
0 0 .. 1

oldugu agkar goriinir. Bu o demakdir ki, (2)-nin ranq: (n—r)-dir,
basqa sbzlo n—r sayda vektor xatti asili olmayan sistem amala

-gatirir, Demali, agar biz sifirdan fargli istanilon bir (n—r)-tartibli:

Clest Clrsz o C
D=|Cm Cua v Cu|ag
nerrel Cacprez o "-"--u
determinantinin i-ci (1<i<n-r) sotrinin elementlorini sarbast
machullar Giglin uygun giymatlar gabul etsak, onda ‘asas machulla-
ra tamamilo miiayyan ¢,,¢),,...,¢, kimi miivafiq qiymotlar tapariq
va (1) sisteminin:

&, = (€15 Cizoee i Critr CipensosoaCia) 3)
(i=L2,...,n=r) kimi hollini alariq. Bu qayda ilo tapilan
,,Q,,...,a,, vektorlar sistemi xatti asihi deyil (uygun matrisin
(n=r)-tartibli D minoru sifirdan farglidir).
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Gostarak ki. xatti asili olmayan @;,@,,...,a,_, hallor sistemi (1)

i I hallor sistemidir. Bunun figlin gdstormaliyik ki,
:?)2:?:;::::?3?22 bir halli (3) hallor sistemi ila xatti ifads olunur.
B=(Bbyse.bybapsbeesoib)
vektoru (1) sisteminin ixtiyari bir halli olsun.
P=RAa +d 0+ 42 .,
barabarliyi dandiyini gostarmak lazimdur. )
D determinantinin satirlarini amala gatiran
@, = (€013 ez iCn) (=120 =1)
saklinda (n—-r)-o6lgulii vektorlar sistemi, D#0 oldugundan xatti
asih deyildir. Sgar bu sistema p'=(b,,;b,,,:..-:6,) kimi vektor qos-
saq, alinan af,a’,...,a,_,,p" vektorlar sistemi xatti asili olar (giinki,
sistemdaki vektorlarin sayi bunlann élgiilarindan goxdur). Onda
xatti asithhin torifina gora ela A, ,,...,A,., adadlori var ki,
B'=Aay+h0s+... +A, 0 4
barabarliyi dogru olsun.
Indi isa (1) bircins xatti tonliklor sisteminin a,,a,,...,a,_, va
fi hallarinin:

Bo=2a, +A0, +...+4, a, , —p (%)
kimi xatti kombinasiyasini nazardan kegirak. Aydindir ki, B, vek-
toru da (1) sisteminin halli olmalidir (II xassa). :

(4) miinasibotindan alinan f'—(Aaf +A0; +...+4, ] )=8
barabarliyi gostarir ki, B, halli, sarbast x,,,,x,,,,...,x, machullar-
min ancagq sifirlardan ibarat olan qiymatlarina uygun olan halldir:

By = (¢fi¢h..3€5:0,0;...50).

Onda B, hollindoki ssas x,x,,...,x, machullannin uygun

X, =c, (m=12....r) qiymatlari da stfir olmahdir:

=c=..=c =0,
unki. (1) sisteminda sarbast machullarin hamisina sifir qiymatlar
verdikda, sistemin asas machullari da ancaq sifir gqiymatlor alir,
Demali, B, halli (1) sisteminin sarbast machullarin sifir qiymatlari-
na uygun yegana sifir hallidir:

By = (050;...:0,0;...;0) =0
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Onda (5)-dan:

B=he +0a,+...+2, 0, .

Bununla da teorem isbat olunur.

Bu teorems 3sasan fundamental hallor sisteminin qurulma-
sinin disulu da aydinlagir. Bela ki, verilan sistemds r<n olarsa,
avval onun dmumi hsllini tapir, sonra iss sifirdan farqli
(n—r)-tortibli ixtiyari bir determinant gatiirarak, bunun satir ele-
mentlarini ufun olaraq sarbast machullarin giymatlari hesab edib,
uyfun xisusi hollari tapirlar. Bu proses naticasinds n-r sayda
hall mohz fundamental hallar sistemi olar.

Ogar sifirdan fargli basga bir yeni (n—r)-tartibli determi-
nant segsak, hamin qayda ils yena do n—r sayda holldan ibarat
bagqa bir fundamental hallor sistemi tapariq.

Sarbast machullara giymst vermak iigiin, adatan (n -r)-tar-
tibli olmagq sarti ils;

100..0
010..0
D=0 0 1 ... 0[#0
000..1

determinantini segirlor. Bu onunla slagadardir ki, avvalon, bu de-
terminantin satir elementlarini uygun olaraq sarbast machullarin
qiymati olaraq segdikds iimumi halldan asas machullarin qiymat-
lorini hesablamaq igi xeyli asanlagir, ikincisi is3, bu determinantin
sifirdan fargli oldugu darhal gériiniir.
Indi bir nega misal nazardan kegirok.
Misal 1. Sistemi hall edin:
N+25+x5+x,=0,
2x, = x, +2x, + 2x, =0,
X —4x,+3x,-x, =0,
3x +x, +6x; =0,
Avvales, bu sistemin sifirdan forgli hallinin oldugunu aydinlasd:-
raq, Bunun figiin sistemin determinantini yoxlamahyiq:

1 2.1
2 -12 2
D‘1-43—‘°'
3 16
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i, si i i i hallari da var-
Demali, sistemin sifir hallindan basqa, sifirdan forgli b d

dir. Indi matrisin ranqini hesablayaq, Aydindir ki, ranq 4-dan kigik ol-
mahdir. Hasiyalayan minorlar {isulunun k§m9y1 ila ranqun r= 3‘ oldu-
unu tapang. Bels ki, burada sifirdan farqli an yiksok tartibli minorun

tartibi 3 olur. Onlardan biri:

21
M=-4 3 -1=0.
16

Onda verilan sistem:
x+2x+x+x,=0,

X —4x +3x-x,=0,

3y, 4+ x,+6x,=0
sistemi ila ekvivalentdir. Burada x, machulunu sarbast hesab edib, siste-
mi . ¥, x; asas machullarina nazaran holl etsak, bu sistemin:

1 1
=0, ==k B=-gh

hallini ulariq. dgar x, = 2E parametrini daxil etsak, sistemin:

% =2 5=0 5=-E ==
kimi @mumi hallini tapang. Burada & parametrina ixtiyari giymatlar
vermakla verilmi sistemin istanilan sayda hallorini tapa bilarik.

Misal 2.

X+ 2x, +4x;—3x, =0,
3y, +5x, + 6x;,—4x, =0,
4x, +5x,-2x,+3x, =0,
3x, +8x, +24x,-19x, =0
sisteminin imumi hallini va fundamental hallar sistemini tapmali.

Bu sistemin ranqini hesablayib r=2 oludugunu taping. Demali,
bunun fundamental hallar sistemi var va har biri n-r=4-2=2 sayda
halldan ibarat olmahdir.

Bildiyimiz quydular iizra bu sistemin x, =8x, —7x,, x; =—6x, +5x,
kimi imumi hallini taping. indi fundamental hallor sistemini qurmaq
iiglin ¥, va x, sorbast machullarina els giymatlar vermaliyik ki, alinan
hallar xatti asih olmayan sistem amalo gatirsin. Bunu agagidak: kimi
edirlar: Gmumi hallda sarbast machullara avvalea x; =1, x, =0 va sonra
x, =0, x, =1 kimi qiymatlor verirlar. Bu giymatlar sifirdan farqgli olan

214

b =0

kimi ikitartibli determinantin uygun satir elementlaridir (teoremin isbati-
ni yadiniza sahn). Indi x v x, 3sas machullanmn uygun qiymatlarini
tapaq. Bu prosesi agafndaki cadval dizra aparmaq daha maqsadauygun-
dur.

X I X l X | )

8 |-6 I 1 I 0

=7) 5] 0 1
Burada @ =(8,~6;10) va @, =(~7;5:0:1) kimi iki halldan ibarat bir
fundamental hallar sistemi taping.
Qeyd. Bu sistemin istanilon bir hallini @, va a, hallari vasitasi ila
xatti ifada etmak olar:

B=2a +20;.
Basqa s6zla, imumi hall:
B=(8xy—Tx;; —6x; + 51,5 53 x,) = 30, + x,0Q
olur.
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FISIL 4
MATRISLOR COBRININ ELEMENTLARI
§ 4.1, Matrislorin toplanmasi va adada vuruimasi

Matrislor huggqinda kitabin swvalinds verilan ilkin malumatdan
oxucuya artiq ballidir ki, sl¢tilari sxn olan A_, adadi matris dedikda
elementlr a, kini igara edilon, sotirlori say1 5, siitunlan sayi is2 n,
qisa yazilig sakli A, =(a;) olan (i=12,...,5; j=12,...,n) dazbu-
cagh cadval disinalir va Slgiilari ila uygun clementlari bsrabar olan
matrislar barabar matrislar adlamrlar.

indi is» matrislr iizorinda amallor va bununla bagh olaraq
matrislarin bazi alava xiisusi ndvlari ila tanis olmagla cobrin matris-
lar nazariyyssinin elementlari barads biliyimizi bir gadar da artiraq.

Matrislar iizarinda amelleri matrislorin toplanmasi va adada
vurulmasindan baslayaq.

TORIF 1. Olgiilori eyni olan A vo B matrislarinin cami ela bir
C matrising devilir ki, bunun elementlori A vs B- nin uygun
elementlarinin comindan ibarat olsun.

Busqa sozlo, agar A, =(a;) va B, =(b)) matrislari verilib-

sa, bunlarin cami C,,, = (¢,) Ggln ¢, =a,+b, olur:

ay ty ) (b By by g, thy apthy . a,thy,
Ay G oo @y, || By by e by || Gy by ap+by oy thy, |

My v 8} Wby By o By a,+bh, a,tb, ... a,tb

A ; B . C San
Matrislar tizarinda loplamanin tarsi olan gixma amalinin Virh-
g1 gostarmak ugin A+X=B baraborliyinin sol tarafindaki
A, =(a,), X,,=(xy,) matislar cominin har-hans a; + 1, clemen-
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ti B, =(b;) matrisinin uyfun clementina barabar olduguna diqgat
etmok lazmdir: g; + x, =b,, buradan is3 x; =b, - a,;. Demali,

i7u bn bl.. Gy Fa o0 Iy,
X=B_A= by b, ..b,| |6y ay...a,|_

by by ... b, Oy G -in @y
by—a, bp—ay ... b,-q,
- by —ay by—ay ... b —ay, !
b,-a, b,-a, .. b,-a,
Xiisusi halda B= A oldugda B - B fargi sifir matris verir:

00..0

B-B=|0 0. 0| g
00..0

Ogar B-A farqinda B =0 olarsa, onda 8- A fargini (-A) ila

isaraedib A-nin sks-matrisi adlanan
—@ —@y ... —Gy
—A=| "8 "0y ... 70Oy,
=8y~ w5 —ly
matrisini aling.

Demali, B—A farqi B matrisi iizorine A-nmn (-A) oksini
slavs etnskls da B +(—A) tayin edilir.

TORIF 2. A matrisinin har-hanst A adadi il> A A kimi izara
edilon hasili els A, matrisina deyilir ki, bunun uygun elementlarinin
haruise A - i biitiin elementlarinin hasilindan ibarat olsun.

Yoni, A=(a,) matrisiils adadinin hasili

a, ap ... 4, Ay Agyy ... hay,
A=M=) @y Gy o Gy, || My Aoy - day, :
k,asl a; ... G, M:l sz b Ma
Bu tarifdon alinan agkar bir xasseni qeyd edak: matrisin bi-
tiin elementlarindan ortag vurugu onun igarasi xaricina gixarmag
olar. Masalan, ’
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-8 12 16 -2 3 4
4 28-4f_,1 1 7-1
0 24 12| 0 6 31
32-16 0 8-4 0

Bu deyilanlardan gostarilan amallari icra etmak qaydalarinin
bela xiilasalarini soylomak olar: )

Olgiilori eyni olan iki matrisi toplamagq (gixmaq) tgiin on{arm
wvgun elementlarini toplamagq (¢ixmagq), matrisi adada mrmaqvugﬁn
onun biitiin elementlarinin hanusint hamin adada vurmag garakdir.

Qeyd. Toplama osmalini ixtiyari sonlu k sayda A, A,,....A4; mat-
rislar figiin asanhgla imumilasdirmak olar: A +4, +...+ A, cominin ele-
mentlari toplananlarin uygun elementlarinin camindan ibaratdir.

Gostarilan amallar asagidak: xassalora malikdirlar:

1. A+B=B+A;

2. (A+B)+C=A+(B+C);

3, A+b=A;

4. A+(-A)=08;
5. MA+B)=M+1B;

6. (M +A)A=LA+LA;

7. (AL)A=L(0,A);

8. 1.A=A.

Bu xassalarin har birinin dogrulugu adi yoxlama yolu ila sii-
but edilir.

Moasalan. 2-ci  xassoni, yani toplamada assosiativlik
(A+B)+C=A+(B+C) xassssinin dogrulugunu isbat edak.

Aydindir ki, sol va sag taraflardaki camlarin naticasinda ah-
nan matrislorin uygun elementlari (a,+8;)+c; va a;+(b,+cy)
olacaq va comdos istirak edan bu toplanan adadlar ti¢iin

(a, +b))+c;=a, +(b, +c;)
barabarliyi dogrudur. Odur ki: (A+B)+C=A+(B+C).
4-cii xassaya baxaq: A+(-A)=0.

ay ...a,) (=@, ..—a, 0 ...0
b S, ) o RE & [ — ] [ =0.
a,..a,) |\-a,..-a, 0

Indi, 5-ci xassani gotiirak.
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,‘[an"'bu "u"'bu] [i.a,.+1b“ Mu"'u’u}
MAEBY=A cieeivizs 5is wasianisi L [P e g e e
a,+b, ...a,+b, | |, +Ab, ... \a,+\b,
A+B M +AB
Sag toraf:
IO, g s song 1 s st |
\ Mll g Mv lb.ll i 1bﬂ 1“'!:l“'lb.‘l Ty Mn"’lba
V] B M+ AB -

Noaticalar eynidir, demali: A(A+ B)=3A+AB.

Qalan xassalarin hamisi bu ciir asanligla isbat edilir.

Matrislar fizorinds toplama va adads vurma smallarinin tayi-
ni, bu amallorin xassaleri bir daha matrislarin n - 6lgilii vektorlarla
six 2laqasini gostarir, daha dogrusu, sxn dlgilii matriss mahiyyat
etibarilo (sxn)-6lgilii vektor, n-tortibli kvadrat matriss isa
n-6lgilit vektor kimi baxmagin tamamils tabii oldugunu siibut
edan faktlardan biridir.

§ 4.2. Matrislorin vurulmasi

Tutaq ki, sxn va nxm &lgili (bezon matrislarin Slgilarini
onun «qurulusu» da adlandinirlar) iki

@) Gy ... @y, b, by ... b,
@y Gy ... @y, by by ... by,
A =] =+ err owes e 5 8 P
ey ay ... a, by by ... b,
a, a,:.a, b, by .i. b,
matrislari verilmisdir.

Matrislorin Slgiilarinin bels segimi tosadiifi deyil, bunun sa-
babi tarifdan aydin olacaq.
TORIF. A, =(a,) v2 B,,,, =(b,) matrislorinin hasili els
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€ G oo- Gy vt Clm

gy 05 wiaiy eniCyg
oo | g €y e Gy ive g

€5 CorsoCyiasinGey
matrisina deyilir ki, onun ixtiyari c; elementi (i=l,s,j=1,m)
A-mmn i-ci satir elementlorinin B-nin j- ci stitununun uygun ele-
mentlaorinin hasillorinin comindan ibarat olsun:

¢, =ab, +azb, +...+a,b, = ga,b,, v (*)

Tarifdan gériintir ki, matrislorin vurulma qaydasi determi-
nantlarin vurulmasindak: «satri siituna vurmagy qaydasi il eynidir
(determinantlarda «stitunu slituna vurma», «satri sstra vurma» va
«siitunu satra vurmay qaydalar burada istisna edilir, ¢linki, matris
determinantdan fargli olaraq adad deyil, o cadvaldir va bunlan
transponira etdikda avvalkindan farglanan basqa cadvala gevrilir).

Torifdan hasilda istirak edon vuruglari, yani A va B matrisi-
nin Slgilarinin uygun olaraq mahz sxn va nxm segilmasi sababi
da askar olur, Bela ki, (*) coaminin hadlarindaki hasillari diizaltma-

yin miimkiinliyii Gg¢iin A matrisinin i-ci satrindaki a,,a,,...,a,
clementlar sayt B-nin j-ci slitununun b ,b,,,....b, elementlori

sayina boraba olmalidir; basqa sézls: A-mn siitunlar sayi B - nin
satirlor suyma barabor olmalidir. Bu sarti « AB hasilinin manasi ol-
masi» sarti adlandinirlar. Kitabda bunu «matrislarin vurulmasinin
mimkiinliyi» sarti adlandirmag gartlagak.

Uygun olaraq 6lgiilori sxn va nxm olan A va B matrislari-
nin hasili (C matrisi) sxm 6lgiilil, yani satirlar say1 birinci vuru-
&un (A-nm), siitunlar sayi isa ikinci vurugun ( B - nin) siitunlar sa-
yina barabar olur:

Ao By = Chn

Xisusi halda verilan matrislor kvadrat matris olsalar
($=n=m), onda bunlar ii¢iin varmanmin miimkinlik sarti bunla-
rin tartiblarinin eyni olmasidir. Ham da agar har iki vuruq n- tar-
tiblidirsa hasil matris da n - tartibli olacaq.
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Matrislorin vurulmasimi (A, va B, ) sxematik olaraq bela
tasvir edirlar:

P | R m
5 A n B =5 AB

Hasil matrisin hesablanmasini da asagidaki kimi sxemlo tas-
vir edirler:

(N
Ji-ap 9))
B Mol SEE s
() —oa-a-l-—'t-‘_ ; = |oedeed 6)
A ~h 25
B

Matrislorin vuruimasina aid bir nega misal gdstarak.

111
I)A=[1 § :JvaB= 12 4|, AB="
139

[T1#2:1430 11422433 1-142:4+3.9) (6 14 36
4:.145:-146-1 4-145-246-3 4:145-4+6-9) |15 32 78

_ g =y (o 2 -3
2“*(5 -z)""”‘(a -5 5]'
B=[4-o+(-1)-4 4:24(-)(-5) 4-(-3)+(-1)-6) (-4 13 -18
5:04(=2)-4 5:24(-2):(=5) 5-(-3)+(-2)-6) |\-8 20 -27
[543 3 -4 Lno '
3) A—[] 2 6) va B-(s OJ' AB=?
Burada AB hasili manasizdir, burada vurmanin miimkinliik sarti

pozulmusdur.

Verilon matrislar uygun olaraq bir satir va bir siitundan ibarat
olarsa onda vurma amalinin icra edilmasi figiin sstrin «uzunlugu» ils sii-
tunun «hiindiirldyi» barabar olmahdir; bu halda hasilds bir dena ele-
mentdan ibarat (birtartibli) kvadrat matris olacaq. Masalan:
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2
(Lt 2 3)|-4 =(1-2+2:(-)+3:1)=(-3).
1
Matrislorin vurulmasinda asagidaki xassalori qeyd edak.
1. Matrislor hasilinda kommutativiik xassasi dogru deyildir:
AB# BA.
Buna aid misal géstormak kifayatdir:

q E 2 2 —1 2 7 9

5 ] = 5

i ,4:[- ]va 8=|1 -2 ;AB=( ] BA=|1 -5 -11|.

e CE R [: 3 '3 2 10 14
Burada AB va BA hasilinin monas var, yani har iki hasilda

vurma amalinin mimkiinlik sarti 6dansa dos AB ila BA tamamils

basga-bagqa matrislardir.
Yaxud bagqa misal:

0 (1 1)_(0 0),, (1 1)(0 (02
ot)loo) (o0 0 0Jlo 1) {00)
e e . (00), (0 2
Gérindiyt kimi: [0 {‘J’(O 0].
Lakin bir ¢ox hallarda bazi matrislor li¢iin vurmada kommu-

tutivlik xassasi dogru olur. Bela matrislori kommutativ. matrislar
adlandirirlar, Masalan, asagidaki matrislor kommutativdir:

1 10 200
A=|0 -1 0], B=|0 2 0O|.
0 11 10

Bunlar iiciin AB = BA (yoxlaymn!).

Amma bunu biitiin matrisler ligiin demak olmaz.

2. Mairislorin hasilinds assosiativlik xassasi dogrudur, yani:
A. B.C matrislorinds AB va BC hasillorinin manast varsa (yani, A
ila B va B ils C matrislari vurmanin miimkiinliyil gartini ddayir-
lar), onda (AB)C va A(BC) hasillarinin d2 manast var va bunlar tigtin

(AB)C = A(BC) (1

barabarlivi dogrudur.

ISBATI. Ovvalca (AB)C va A(BC) hasillsrinin manast oldu-
gunu gostarak.

A=(a)), B=(b), C=(c,), AB=U=(u,), BC=V=(),

(AB)C =S8 =(s;). A(BC)=T =(1,) isaralarini gabul edak.
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A, B va C matrislarinin sxematik tasvirini yazaq:

n m P
s A n B c 2)
Onda AB=U vs BC =V -nin sxematik tosviri belo olar:
m P
s U n v (3)

(2) vo (3)-don (AB)C=S va A(BC)=T figiin
matik tagvirlor alimr: ¢ln asagdak sxe-

(AB)C=UC=S$ ﬁqﬁns‘i] V3 A(BC)= AV =T ﬁ;ﬁn’[j]m)
v

Des?nli, (AB)C va A(BC) hasillarinin manasi var.

Indi sada olmas: namins (AB)C = A(BC) barabarliyinin dog-
rulugunu u-ml'tibli matrislor figlin isbat edak (lakin yadda saxla-
maq laznmdir In,_ bu xassa vurmanin mimkiinliik sartlari daxilinda
diizbucaqh matrislar tigiin ds dogrudur),

Matrislarin vurulma qaydasina ssasan:

u, =Ea“b,, s =Zbucu :

§=UC va T = AV oldugundan:

"
Sy = zu"cu = iiaﬂbuq‘ .

tal k=1

L A"

k=1 l=l
yani s, =t, (i, j=12,....,n) vademali, S =T olur.
Xassa isbat olundu.

Onu da_qeyd edak ki, riyazi induksiya prinsipinin kémayi ila
mau-_xslnr’hasﬂmm assosiativlik xassasini asankhgla limumilasdirib
onu istonilan sonlu sayda vurugqlar hasilins da aid ed> bilarik. Bela
ki, agar k dona A, A,,...,A, matrislorinin hasilinda istenilon iki
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qonsu A, Ay matrislorinin A A, hasilinin (l'=l.2......n—l) manasi
varsa, onda AA,...A, hasili igin induktiv prinsipo uygun olaraq
k —1 dana vuruglara malik olan AA,... A, hasili igin dogrulugu-
nu gobul edib AA, ... A, =(AA, ... AL A ;fmhsma istinad edib k
donasi iigiin isbat eda bilarik. Buradakx‘hasﬂd_an a.:urda alinan mat-
risin satirlar say! birinci vurugun (A, -in) satirlari sayini, siitunlan
say! iso sonuncu vurugun ( A, - min) siitunlar sayina baraber olacaq.
Assosiativlik qanununa asasan istanilon i=12,....n -1 dgin

Ahy. A= (AR A) Ay A)

barabarliyi dogrudur. ) _ )
Ma{ris]arin vurulmasinda rast golinan daha bir nega xassani
qeyd edak. )
3. Vurmanin mimkiinliik gorti nazara almmaq_la:
a) (A+B)C = AC £ BC (distributivlik xassasi), (5)
b) C(A+B)=CALCB (distributivlik xassasi). (6)

{SBATI. a) bondini isbat edak. matrislorin toplanmasi va vu-
rulmasi gaydalarina ssasan isbat edacayimiz l_:araborl_lyu_l milvafiq
elementlarinin komayi ila asagidak: barabarliyi yaza bilarik:

Z(aﬂ b, )y = Z,c::..,':,'r + lea,tc,‘l . (7)
k=l ksl

k=l =
Bu baraboarliyin sol tarafi (A£B)C com va hasilindan alinan
matrisin i-ci satri ila j-ci siitunun kasigdiyi yerda duran element,
sag taral iss AC+BC cam va hasilindan alinmi§ matrisin uygun
elementidir. Bu isa a) bandindaki (A+B)C=ACtBC barabarliyi-
nin. yani toplama va vurma amallarinin istirak etdiyi distributivlik
xassasinin dogrulugunu géstarir.
Buna oxsar gayda ila b) bandi isbat edilir (bunu oxucuya ha-
vala edirik).
4. (M)B = A(AB) = M(AB). @®)
ISBATI. Aydindir ki, buradaki hasil ii¢iin miivafiq element-
larin kémayi ila
Zﬂ"u )b, = 12%%
k=] k=]
barabarliyini yazmaq olur, yani sol tarafdoki matrisin ixtiyari i-ci
satir va j-ci siitunun kosimasindaki element, saf torafds iso
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MAB) matrisinin uygun elementidir. Bununla da (A)B =(AB)
barabarliyinin dogrulugu isbat edilir. A(AB)=A(AB) baraborliyi da
bu gayda ils isbat edilir.

Qeyd. Matrislorin toplanmasi, vurulmas: va adads vurulmas
amallorini va bunlann xassslorini nazars aldiqgda matrislorin miisyyan

sartlari dayan goxlugunun hans: cabri struktura amalo gatirmasi sonrak:
bélmaslards aydin olacaq.

5. Vurmanin miimkinlitk sartini 6dayan A=(a;) va B=(b;)
matrislorinin hasilinin transponira edilmisi onlarin transponira
olunmuglarinin tars nizamla hasillarina barabardir: (ABY = B'A’.

ISBATL. A=(a;,), B=(b;) verilir, bunlanin transponira
olunmuslan A'=(a))=(a,), B'=(b))=(b;).

AB=C olsun. Bilirik ki: ¢, =) a,b,. Onda ¢ =c; oldu-
k=l
gunu nazars alib matrislorin vurulma qaydasina ssasan B’A” hasi-

lini tapagq:
B’A’n(ib;aa)=[£aﬁbﬁ]=(cﬁ).

= kel

Demsli, (AB) hasilinin ixtiyari elementlori B'A’ hasilinin

uygun elementlori ilo iist-ista diigir, bu isa o demakdir ki:
(ABY=FBA".

Riyazi induksiya prinsipina asaslamb bu xassani vurma ama-
linin moanasi olan ixtiyari sonlu sayda matrislor hasili Ggilin
fimumilagdira bilarik:

Ay A = KA. KA.

Nshayat bir nega kalma da qiivvata yitksaltma amali haqqin-
da danmisaq.

Ovvalon, onu qgeyd edak ki, n-tartibli A matrisinds A°=E
(yani A matrisinin sifir daracadan qiivvati vahid matris qabul edilir).

TORIF. n-tartibli A kvadrat matrisinin k daracadan (k€ N)
giivvati A-min Gzdniin-gziina k dafa vurulmasindan alnan matrisa
deyilir va A* kimi isara edilir: )

A'=A4-4-...-A. ©

— e —
k dans
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iativli ini Isaq istanilon
sosiativlik xassasimin dogrulugunu nozara a
p vaA; (p.qe N,) figin asagidaki barabarliklorin dogruluguna

in ola bilarik:
- AP AT= A", (A7) =47, (10)

Amma bunu da xatrlamagin yeridir ki, A vo B kimi iki

_ tartibli matrislar Gigin
n-tartib ——
barabarliyi dogru deyil; sababi da odur ki, m?trislarin vurulmasin-
da kommutativlik xassasi (xassa 1) dogru deyil. .

Qeyd. Sonuncu (AB)' =A'B" baraborliyi yalmz kommutativ
matrislor ficiin, yoni AB=BA oldugda dogru olur va bu sart daxilinda
A+ B comi figiin Nyuton binomu diistury da dogrudur:

(A+B)' =A" +CA"'B+CIA™ B> +..+ B".

Xiisusi maraq doguran bir masalaya ds toxunmag! vaci'b_ sa-
ying. Bu da matrislor hasilinda istirak _ed:n vuruglardan b:_nm“n
takea bir satirdan (satir-matris va ya «satir-vektor») va tokes bir sii-
tundan (siitun-matris v ya «siitun-vektor») olmast halidir. Tabii
ki. burada da vurmamn mimkiinliik sorti 6danmalidir.

Tutaq ki, A,,=(a,) Olgild matris soldan s-6lgiilii satir
matrisa vururug; matrislorin vurulma qaydasina asasan

a, dy a

(v y!,“_v‘) ‘.‘.:' a:‘? az" =(‘Z)",-a,| ‘Zylail z;)’{“m)' )

. =] =l
aﬂ a.\? v 8,

indi isa A, =(a,) matrisini sagdan n-6l¢ilil situn matrisa
vuraq; yena da vurma gaydasina asaslanaraq:

" 3
Zalixi
J=l
ay G - q, |5 n
CINC I | Y >ax; ! 12)
can mam adLAES b =
/S — | A sssneanes
GQ-XJ
=l
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Goriindiilyii kimi naticada (11) «satir-matris» va (12) «siitun-
matris» aling.

Kitabin golacok bshslarinds istanilan matrislari vurmanin
mimkiinlik gartini nazars almagla soldan va sagdan satir va siitun
matrislora vurma smalindan istifada edilmasinin sahidi olacagnq.

Sonda matrisloerin vurulmasinda vuruglarin birinin diaqonal,
skalyar, sifir matris olmasi hallarina da nazar yetirak.

 Xatirlayaq ki, diagonal matris da bag diagonal elementlars
aid olmayan biitiin elementlari sifirlardan ibarat olan kvadrat mat-
risdir, yani:
(G, j)i# j)=(d, #0).

Bilirik ki, burada d; elementi diagonal matrisin bas diaqo-
nal elementidir va d,,=d,,=...=d,,=d olduqda matris skalyar, bii-
tiin elementlor sifir oldugda iss matris sifir olur. «Agig» yazsaq:

d 0..0
D, d,,....d,)= 0.4, ... 0 (diaqonal matris),
00..d,

d 0..0 00..0
D, = 0d..0 (skalyar |0 0..0 (sifir
L matris), matris).
0 8. d 00..0

Diaqonal va skalyar matrislardan farqli olaraq sifir matrisin
kvadrat matris olmasi he¢ d> macburi deyil.

Bu da molumdur ki, skalyar matrisds 4 =1 olanda xiisusi
halda vahid matrisi alirq:

10..0
pal B 1 00|
00..1

Onu da yadda saxlamagin yeridir ki, ixtiyari diaqonal mat-
risa pillali matrisin xiisusi hali, vahid va sifir matrisa isa kanonik
sakilli matrisin xiisusi hallar kimi baxmagq olar.

indi bu matrislarla A matrisinin hasillarina baxaq:

a) A mairisinin sagdan diagonal matris> hasili A-mn hor bir
siitununun elementinin diagonal martrisin  uygun elementlarinin
hasillarina barabardir.
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Dogrudan da, vurma gaydasina asasan;
@y @ o My )[4 O 0 da, da, ... da,

O S dy .. 0|_|day dyasn ... d.a, 1)
@y Hpz o L™ f 0 .. dn d|a,| d;ﬂ,z anw dnl],
wn daetihdi

b} Analoji claray: A matrisinin soldan diagonal matriss vur-
sag hasil matrisin elementlori A-nn satir elementlarinin diagoral
matrisin uydun elementlari hasilindan ibarat olacag, yani:

4 0 . 0\(ay ay - @) (day dan ... da,
D dy o O ||y G o @y |_| Dy dan .. diay, (14)
0 D sty Nl By s da, da, ... da,,
LR R,
o bl

¢} (13) va(14)-don xiisusi halda ahnur ki, iki diagonal mam'.s'm_
lasili vena do diaqonal matrisdir vo bunun diagonal e!emgmbn
verifan diagonal matrisorin (vuruglarin) wygun elermentlorin ha-
sillarindan ibaratdiv:

g 0w 04 B o« D edy 6 . O
0 ¢ 0|0 doo Of | O &y o 0| (g

00 .c)oo..d)lo o . cd,
NOTICO: Diagonal matrislor kommulativ matrislardir (bu-
rade vurmada kommuiativiik xassasi dogrudur ).
§) A, =la,) matrisinin soldan vo sagdan diagonal elementlori
& olan miivafig tartibli skalyar matrisls hasili A matrisinin d sdadi
il hasiling borabardir, yoni:

s Myt 0 we 0 d
Uy fhy oo 3, || O d o O} [0

O Y[ e s B
d .. 0|lay ay .. 6y

i =

\y G - 0, N0 0 .od 00 ..dJ)\a, 4, ... a,
ot dani satrf ¥ doma siliumy
dayy day .. day, ay @z v By
_| dayy day . day, —d| % % - | g4 (16)
day day ... da, 4,y Ty - Gy
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(16) diisturu gosratir ki, matrisin adada vurulmasina siahidds bir
amaliyyat kimi yox, matrisiarin 8zlari lizorinds apanlan xiisusi amal
kimi, yani matrisiorin vurulmasmin xiisusi kal kimi da baxmag olar.

d) D diaqonal matrisinde d =1 olarsa, onda uygun skalyar mat-
rislor n- tortibli E, v s-tortibli E, vahid matrislor olur va burada

AE,=E A=A (17
olur.

) Xtsusi halda agar A marisi n-tariibli kvadrat matrisdirss
(s=n), onda bu matrisin n-tortibli D, skalyar matrislarla hasili
figtin da vurmada kommutativlik xassasini dagiyir;

AD,=D,A. (18)

§ 4.3. Hilcrali matris anlayis), onlar iizarinda
amoallar haqqinda,Jordan hiicrasi

TORIF 1. Har-hanst A matrisinin satir va siitun sistemlarini ho-
rizontal (iifiigi) va vertikal (saquli) diiz xatt parcalar: ila hissalara
boldiikda naticads alinan kigik Gigilii matrisiara verilan matrisin hiic-
ralari (hissalari) deyilir (whiicray termini avazina bazan «blok», vqu-
tun, «altmatrisy terminlarindan da istifads edilir). Hiicralara bélinan
malrisin ozinii hiicrali matris, yaxud parcalanmis matris adlandirirlar
(burada kasan xatlarin matrisi tamamila kasdiyi nazards tutulur).

Aydindir ki, matrisi kasib onu hiicralara pargalayan horizon-
tal va vertikal diiz xatt pargalaninin vaziyystindan asihi olaraq eyni
bir matrisi mixtolif hiicrolars aywrmaq olar ki, bu hicralorin
Blciilari eyni va forgli ola bilarlar.

Mosalan,
3 BN [ITEHCUT 8
DA=| 0 5 2 3[=| 0 5i 2 3[=| 015 23|,
-9 4 -13) |Z974i=13) (-9i4 -1 3
yaxud:

a4, @ 43 0, a5
2) Gy ap Gy Gy Oy
Oy Gy Gy Gy Oy
8y Ay G Gy G
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L
“j’ T T | desqesssssssssssesss=
ay @y Gy Gu i

37 (81 "y
l-ci misalda avvalca A,l=(0 5)‘ 4,_(2 3)- Ay (-9 4)-
A..=(~13) hiicralarina, sonra iss AL,=0), A,=(8 1),

v o5 23) na i . Alinan hissalarin
A =(-g]. A, :(4 4 3] hitcralarina béliniib. Al

komayi ila mitvafiq hiicrali matrislari agagidak: kimi yaza bilarik:

Matrislari A =[‘:|~I| :;‘] va A =[2‘;'l :‘;2)

3.¢i misalda avvalca aynilan hiicralor

1
B, =(ﬂu)' B, =("‘|z ay; ay als)- B, =[“n]-

a‘l

dyy Ay @y G .
B., "'["v @y Gy @y | V2 SONFA 1S3 B, =(a,,), B, =(a|2 au)-

gy @y gy Qg
_(“:: a!]] B, =["u azs)'
= )
ay, Gy Ay Gy

B, = (“«)- B, = (‘74: “-n,\)' B, =(a,, a‘,].
uviun hiicrali matrislarimiz asagidakilardur:!
i s s
IBl.l Bl! B:!

A:[Bll B12] vo B=[B;, Bf& B;‘]
B B By, B ¥

Burada bashica maqam budur ki, avvalca matrisin ayrildifs
hissalar. hiteralar 6zlari da matrisdir va matrislar Gizarinda amaller

aparanda mitayyan gartlar daxilinda bu hiicralara hﬁgmli ma_l.rism
sanki «elementlari» kimi baxaraq onlardan omalda istifada edirlar.

L]

’ i,
BI’|=(“IJ als)' B, =[ J]' B;

a;

! Buradukr hitcralori isara cdiyimiz A, By - lori basqa yerda onlardan cabri ta-

mambayicilarinin yazihsinda istifuda etdiyimiz isaralarla qangdirmamaq lazim-

dir.
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Yeri golmigkon hiicrali matrisa an yaxsi misal olaraq riya-
ziyyatda maghur olan Jordan (XKopnau) hiicrasi va Jordan matrisi-
ni geyd edak.

TORIF 2. Bay diagonal elementlari }fardon va diagonal ele-
mentlarindan bilavasits ya iistds (yaxud altda) 4 adadinin dayand:-

&

ol

A .0
J=|....

00..
00..

10..0
!

;

o

oo

kvadrat matrisa Jordan hiicrasi deyilir.
A 1 A 1 O
Masalan, (1), (0 ] 0 X, 1 | hicrslari bir, iki va iig
%) {0 04,
tortibli Jordan hiicralaridir.
TORIF 3. Bas diagonal istigamati boyunca J,.J,....,J, Jor-
dan hiicralarinin dayandigt va galan elementlarinin sifir oldugu
f 0
| &

0
§oklinda olan matrisa isa n- tortibli Jordan matirisi deyilir (burada
$<n); buradak: J,,J,....,J, Jordan hiicralari eyni va miixtalif tar-
tibli ola bilarlar.
Moasalan, asagidaki matris 5-tartibli Jordan matrisidir:
al 000

QOOo
oo oR
oW =— O

0
0|.
!
B

..,
(=]
T ocR -

Bu matris iki dona: bi
hiicralorino malikdir.
Asagidaki matris ise 4-hiicrali 8-tartibli Jordan matrisidir:
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¢ tartibli va bir da iki tortibli Jordan



-5 1 ooioooio
0 4 000000
_gi' 0000
00 300000
"970] 0 0.0 100
00 0000 10
00 000000
570l 076 00} 0,

: hallarda matrislorin hiicralora

tloaba qayidag. ©n gox hall cd

ar ar:mjtsml kvadrat malnsl?r iizarinds apanr ll:;r, El::lr:ridl:vt;?;l rg;:
gayf.lasm els icra edirlar ki, naticada alinan hiicralar

islar olurlar. ) ) o
mmn?:dri bu hal iigiin matrisler iizorinda amollarin kvadrat hiicrali
islar figl i i i ilo tamig olaq. :
{in neca icra edilmasi ilo  olaq. _ _
mamsllarl’;;!ama. A va B hiicrali matrislorinin cami elo b’:f;:;f:"
ki am.';r hiicralari toplananlarin uygun hiicralari camindan i X

n-tartibli A va B matrislari verilir:

Ay Ay e Ay B, B, .. Bls.‘
O o] I lloed
‘;{n‘l /.":-z :“ A:n Bnl Bn! L' BM

] i ibli i e .
burada A, va B, hiicralori eyni tortibli kvadrat hiicralor olsun. Onda

+B,)
A, +B, Ax+B, ... A, t+B,

A+B= A2I+'82I A§2+312 et A2u+‘82- " (l)

A ¥B, Ag+By .. Au+B.)

2. Odad> vurma. Hiicrali A matrisinin \ adadi ila hasili ela

= SN oo e 3
hiicrali matrisdir ki, onun hiicralari ‘venfan matrisin biitiin hiicrala
nin  adadi il2 hasillorindan ibaratdir:

M, - M,
g i ¥ ] @
Ay A | MG s M

3. Vurma. Verilan eyni n-tortibli A va B m.arrislan':fin fsasif:
C els hiicrali matrisdir ki, onun ixtiyari C, hicrasi A-nn i-ci salir
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hiicralari ila B-nin j-ci siitun hiicralarinin uygun hasillari camindan
ibaratdir:
G G, ... C,
AB=C=|Ca Ca . G|
C, Cip . Ce

hans: ki:

Cu=AB,+AB, +. +AB, =Y AB, Gj=ln. (3
k=l

1-ci va 2-ci agkardur. (3)-ds har bir A, B, hasilinin manas: var

(hiicralorin tartiblari eyni olan haldir va buna g6ra ds bunlar i¢iin

vurmanin miimkiinlik orti 6danir, habels (3) caminin da manasi

var, ¢iinki toplanan hasillar eyni tartiblidirlar. Nahayat, diggat

yetirok ki, C hasil matrisinin ixtiyari C; hiicrasinin har-hans;

elementini €, kimi isars etsak, onda bu element asagidaki kimi
tayin oluna bilar:

Cp =(auby +... ta,bg)+...+ @, by g+t a,by),
burada s,,s,-s5,,...,5,~5,, indekslori uyfun olaraq A, A,,...,
A,, matrislarinin tartiblaridir. € - Nin ifadasinda métariza daxilin-
daki toplananlar uygun olaraq AyB,;. A;B,,,..., A, B, matrislorinin
els elementlarinin ifadalaridir ki, onlarin vaziyyati C; matrisindoki
¢, elementinin vaziyyst durumundadirlar. Odur ki:

Ci=AB;+A,B, +..+ A,B, (*)
comi dogru olmahdir,

Bir daha qeyd edsk ki, (1), (2), (3) disturlannin dogrulugu
onu gdstarir ki, hilcrali matrislar tizarinda amallar ela apanlr ki,
sanki burada elementlar «hiicra-matrislor deyil, adi adadlardir.

Olbatt, ixtiyari mixtalif tartibli hiicralors malik olan diizbu-
caqh matrislar @izorinds do miayyan sartlor daxilinds bu amallari
icra etmak miimkilndiir. Masalon, toplamada toplanan hiicralar
eyni tortibli olmali («toplamanin miimkiinlik sartin), vurulan
hiicralards birincinin siitunlar say: ikincinin satirlor sayina barabar
olmalidir («vurmanin mimkiinliik sarti» o6danmoalidir). Masalan,
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Ull S UI.! “i? e VIF

o=l L i |V Vip ZH s ey ene

e Oy ioos Ui 7
diizbucagh hiicrali matrislarinin vurulmasinda U; hiicrasi ile Va

hiicralari vurmanin mimkiinlik gortini 6domoli (i=Lm,j=Ln,

k=Lp)va '
W, UV + UV + t UV, (*
¢aminin manast olmahdir, On:da gﬁstarrPak olur ki:
W, o W,
PVis| o e : 6))
W,y oo Wy

Xisusi halda, (4 B) va [g] kimi iki hiicrali matrislarinin

vurulmasinda
(4 5][E)=AC+BD )

barabarliyinin dogrulugunu géstarmak ¢atin deyildir. Bela ki, agar
4 B.C.D matrislarinin elementlarini uygun olaraq @;,By. ¥, 0y
(i=lm,j =ln k=1s,1 —1.¢) isars etsok (2)-nin sol torafindoki
hasilin 7 -ci satir va j-ci siitun elementi
R T e P o T Biidy 3)
olacaq. (2)-nin sag tarafinin uygun elementini hesablasaq yens da
(2) ifadasi alimr. Demali (2) barabarliyi dogrudur.
Lakin biz sartlasdiyimize géra asas diggatimizi kvadrat
hiicralors malik olan kvadrat matrislara yonaldirik.
indi hiicrali matrislarin bazi xiisusi hallan ila tani; olaq.
|. Hagiyolanan matris. n—| tartibli
lay Gy e @,
h = g . Vg

Apiy Bz - Gyt
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a,
matrising v,,=(a, a, .. a,,,) satrini, ham d3 u,, J %o

Lan-la
siitununu va bir dy a,, adadini gogmagla alinan

Ga
- A._| a?" o= A--I unt-l
Ab ap:u " [v"" o ]

anl anz e an.!r—-l am
§oklinda matrisa A, - i qursayan va ya onu hagiyalayan matris deyir-
lar.
Gorindiyil kimi A, «hasiyalayan» matrisi hiicrali matrisdir,

Bela matrislor Gizarinda amallar da tabii ki, hiicrali matrislar Giza-
rinda amallar kimidir.

Tutag ki,
(M u [Py
a=(™ a] vo u.[Jr &]
verilon iki hagiysloysn matrislordir. Burada M.v.u.a va P.x.y.b
igaralorinin monas: tarifds deyildiyi kimidir. Onda asagidaki bara-

barliklari yaza bilarik:
m=( ) ©
_(M+Pu+y
A+B_[ v x a+b]' (6)

vP+ax vy+ab ™

Burada MP va ux matrislori n~1 tortibli matrislar, ab
hasili (n—1) elementi olan siitun, vP ve ar isa analoji olarag
satirlar, nohayat vy + ab isa adoddir.

2. Krazi-diagonal matris. Kvazi-diagonal matris el> kvadrar
matrisa deyirlar ki. onun bas diagonali boyunca kvadrat hiicralar
yerlagir va galan elementlari is2 hamist sifirlardan ibarat olur.

Masalan, asagidaki 7-tartibli kvazi-diqonal matrisdir:

AB:[MP+ux My+ub].
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a @ 0 0 010 0)
4 0:.0..0_.0:0._0
0 0l by by 0 0
A=l 0 01y by bai 0 0
0.0 by bu bui 0.0

0 0:0 0 0:¢ &
0 0:0 0 0ie o)
Bu kvazi-diagonal matsrida, agkardir k:,%a.'; diaqonal bo-
yunca ii¢ dona A, B,C kimi
b, b
A._,[au al!) 3:{!?;: b.: glz;] C:(‘Il cn)
a ' ' ' . €
A aa b!l b]! bﬂ L
kvadrat hiicra-matrislor vo «kanarlarda» iso 6 dana sifir matris

vardir.
Olgiilari eyni olan iki kvazi-diaqonal matrisin hasili yena da

hamin olilii kvazi-diaqonal matris olacaq, ham da hasil matrisin
bas diagonal boyunca vurulan matrislarin uygun hiicralari hasil-
lardan ibarat olacaq (bunu izah edin!).

Ogar Laplas teoremini kvazi-diaqonal matrisa tatbiq etsak,
askardir ki, kvazi-diagonal matrisin determinanti diagonaldaki
kvadrat hiicralarin determinantlart hasilina barabar olar. Masalan,
yuxaridaki misalda A, kvazi-diagonal matrisi onun asagidaki

diagonal hiicralorin hasilina barabar olacaq.

by by by
]l bn b:u i
i b:: b}s

Yaxsi olardi ki, oxucu bunun dogrulugunu izah etsin.

Nohayat, hiicrali matrislorla slaqadar olaraq matrislarin
uniiigbucaq novii va bunun maraqh xassasi ila tanis olaq.

3. Uniiighucag matris. Uniiighucaq matris ela iighucaq matrisa
deyirlor ki, onun bas diagonal elementlari vahidlardan ibaratdir, yani:

ay a;
dy dy

L€y - €
a=|0 ! - Ca| (sag uniligbucaq).
00 .1
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Indi bu matrisin
@y @y ... By,
A, =|% % - &,

a.| a,,: +ee

matrisinin «satirloring nazoran» hiicralanan, yoni
A
A=| %
A,

matnsubhaszhna baxaq (burada A,A,,...,A, hiicroleri A_, mat-
risinin satirloridir). Vurma gaydasi ila taping ki:
A+c A+ +¢, A,
Al A+..to,A, .
: A,
" _Bm:at!an g0riniir ki, AA hasilinin birinci satri A- nin sonra-
. saur{armm €21€13++41 €y 3d2dlring vurularaq A - nin birinci sat-
ri @izariny slavs eu:n_akb, ikinci satir A-min 2-ci satrinin A-nin
A -dan sonraki satirlori milvafiq c,,,....c,, adadlorina vurub
A, -nin iizarina slave etmaskls va s ir i
' . yolla alinib,
o e sonrak: satir isa
9gar A sol uniiigbucaq matris olarsa, yani
1 0..0
c=| I i O

e e ¥
Cmy Cmz ==+

onda

A
M = c?IA| + A!
Curh + Cury 4.4 A,
alang. Buradak: qmnnam sonuncu satra 6ziindan avvalki satirlari
CotsCmzr++1Cpm-y 2d3dloring vurub slavs etmakdan baslamagla pro-

sesi davam etdirmak slverisli olur.
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Nshayat, hiicrali matrislarin ndvlarindan daniganda ;s)nluq
«yarimpargalanan» va «pargalanan» adlanan asagidaki ndvleri
barada da oxuculara malumat verak.

TORIF.
ay, Ay e Ay 0

o b, by - by| € €2 - Cmi
b,..“ b,,._n bosil Caty Cmtz =+ Cmtmet

soklinda olan matrislara yarimpargalanan,

@y Qe aj 0
iy Oy wee & =
p= i —— %—CJ

- T i

Con-bm-t

Co-kd Cmb2 "
saklinda olan matrisa isa pargalanan matri§ i_ieylrlar. .

Yanmparcalanan matrislorin «kvazi-igbucaq matris» adla-
nan xisusi hal ila biz yuxarida rastlagmisiq).'

§ 4.4. Matrislar hasilinin determinant:

Tutaq ki, n - tartibli
4y G .- 4y by by .- b,
A=| T Gn @ | vy B= by by ... by,
- by by ... b,

(e

a

| Bozi riyazi adabiyyatda «kvazi-ligbucagy matris dedikda asagidak hiderali
matrislar nazarda tutulur:

.a\,.’*‘n Ap e Ay o By 0 i O

o Ap oo Ay, 3 By By ... 0

kvazi - igbucag £ " |+ kvazi-igbucaq
A

matris 0 0 .. A, B, By .. Ba

Bu da askardir ki. bu sokilds verilan kvazi-iigbucaq matrisin determinantt
onun diagonal-hiicralarinin determinantlar hasilina barabardir.
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kvadrat matrislari verilib, bunlann uygun olaraq determinantlarin:
yazaq: '
Ay @ ... a, by by, ... b,
D, =% % - G D, = 1 by by,

a, a, ...a, by by . b,
A va B matrislorinin hasili C olsun: AB=C. Magsadimiz
C matrisinin determinantinin A va B matrislarinin determi-

nantlar ilo slagasini askarlamaqdir. Buna asagidaki teorem aydin-
hq gatirir.

TEOREM. Eyni tartibli A va B matrislarinin hasilinin de-
terminant: bunlarmn uygun determinantlar: hasilina barabardir.

Yoni, AB=C igiin |C|=|4-|8|. (1)

ISBATI. Ogor detA=D,, detB=D,, detC= D, isara etsak,
gostarmaliyik ki:

(AB=C)=(D.=D,-D,).

Determinantlanin vurulmas: haqqinda teoremdan bilirik ki,
D, =|a,1| . Dy =|b‘,| determinantlaninin D, - D, hasili ela bir n- tor-
tibli D.=|c,| determinantidir ki, bunun ixtiyari i-ci satir va
Jj -siitun elementi

Cy=ayb, +anh, +...+ab, (2

kimi tayin edilir.

Indi determinantlarin vurulmasinda istifads etdiyimiz qayda-
ya oxgar olaraq burada da

“=(% 5)

kimi 2n-tortibli hiicrali matrisa baxaq. Gériindiyi kimi hiicralar
el segilib ki, sol yuxan kiineds A matrisi, sag asafs kiincda B
matrisi, sol asag kiincda isa E matrisinin aksi durur,

M matrisini soldan D=(‘g ’E.J uniligbucaq matrisina vur-

saq det D =de g g)=l oldugundan M va- D matrislerinin ha-
silinin determinant1 dayismayacak va
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A 0)|_ 0 AB)
delA-de!B=del[(‘g 2)'[_5 B)]—-del[_E B )

. 0 ABN_a . g -
Sonuncu determinant: del(_s B )—D ilo igara edib bu

MR AB 0 i
nun tizarinda ela gevirma apara bilerik ki, o det( B o E] soklina

diigar. Bunun figin 1-ci sltunu ({:+l)-ci sﬁ.tunla, lkmci sill.m‘:m
(n+2)-ci situnla va s. yerini dayismakla nail ola bilarik, bu_ isa
mahz satir-hiicralorin yerini dayi§m=kla apanlan eymg_uclﬁ
gevirmadir va tabii ki, siitunlar iizorinda %panlan bu ye.rd_aylsma
naticasinda yeni determinantda (-1)" isarasi yaranacaq, yani

detA-det B =(-1)" m("‘f —05)' A)
Bu ise pillali matrisin determinanti oldugundan bilirik ki:

dct( ABB —OE] = det(AB) det(- E) olur. Onda

det A-det B = (-1)" det(AB)det(~ E) = (~1)" det(ABY~1)" = (1™ det(AB),
demali: D,;=D,-D,. (C)]
Teorem isbat olundu. —
Bu teoremi istanilan sonlu sayda matrislor hasili figiin imu-
milagdirmak olar:
det(AA,...A, )=det A -det A, -...-det A, .
Burada basqa bir iimumilagma isa pillsli matrisin determi-
nantina aiddir: -
A
o @’

* @
burada A,A,,....A, kvadrat matrislordir va A matrisinin diago-
nal-hiicralari adlanir (diaqonaldan yuxarida sifirlar, asagida isa is-
tanilon adadlardir). Gostarmak olar ki: o

A A,.....A, diaqonal hiicralora malik olan A pillali matrisinin
determinanti  onun  hiicralarindaki matrislarin  determinantlar:
hasilina barabardir:
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dﬂA:I.]A’_

in]

Hor iki imumilssmoni aparmagq iigiin riyazi induksiya prin-
sipindan istifads etmok slverislidir.

Nohayat, matrislor hasilinin determinantindan danmismagla
bu mévzuya birbasa aidiyyati olan bir masaladan yan kegmoak ol-
maz. Bu Bine-Kosi teoremidir.

Mslumdur ki, vuruglan heg da kvadrat matris olmayan
matrislor hasilinda kvadrat matris alinmas: hallan heg ds az deyil.
Belo hasillarin miimkiinliylind vurma amalinin agagidak: sxemin-
dan gbrmak olar:

m 4 B |n=| a |m
n m
m
yani
ay Gy ... a4, (b by - b,
A= Gy 8y - Gy |y B, = by by ... by,
a, ay, ... a, b, by, ... b,

matrislarinin hasili m - tartibli kvadrat matris verir.

Bels matrislerin hasilinin determinant: haqqinda va xisusi
halda yuxarida baxdifimiz kvadrat matrislarin hasilinin determi-
nant: haqqindaki teoremin imumilosmasi kimi Bine-Kosi teoremi
vardur.

TEOREM (Bine-Kogi). A,,,=(a,) va B, =(b;) matrislori-
nin hasilinin determinanti m>n oldugda sifra, m<n oldugda is> A
matrisinin bitiin m-tartibli minorlar: ila B-nin m-tartibli uygun
minorlariun hamust ila hasillari camina barabardir.

Teoremin isbat: {izarinds dayanmayib onu izah edak ki, bu-
rada uygun m-tortibli minorlar dedikda A matrisindan diizalan
biitiin m-tartibli minorlann siitun némralari say1 B -dan diizslan
biitiin uygun m-tartibli minorlann sotir némrslorina barabar
oldugu nazarda tutulur.

Bine-Kosi diisturu imumi sakilda bels yazilir:
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det AB = Z Av..v,....\‘. . B"u-"}--«"’- . (BK)

Xiisusi halda m=n olanda det(AB)=detA-det B, burada
A, A matrisinin V.Va..- V¥ némrali siitunlardan dilzslen

yVaa Vg

m-tartibli minorlan, B, .. isa B matrisinin v,,V;,....V,, Satir-
larindan diizaldilmis minorlardir.
Misal. 5 g
(o @2 e Ga) oy B=( y e a].
A_[fl L ] "-) d dy ... d,
Bine-Kosi teoremini bu diizbucagh matrislara tatbig etdikda
A-dun va B-dan diizaldilmis biatiin iki tartibli
|4 A €
M"—b, by d, d,
(1<i <k <n)uygun minorlar vurub toplamaq garakdir:
a6, + a0y +..- 8,0, ady+aydy +ot ad,
b, +bacy 4.t bye, bd +bydy+. 4B,

_';i cy
i 4y

§ 4.5. Maxsusi va qeyri-maxsusi matrislar.
Qargiligh matris anlayisi

TORIF 1. Determinant: sifirdan forgli olan kvadrat matrislora
gevri-moxsusi, determinantt sifra barabar olan matrislara isa maxsusi
patris deyiliv (bazon «qeyri-moxsusiy vo «maxsusi» terminlari avazi-
i rivazi adohivyatda uygun olaraq «cirlasmayan» va «cirlasany ter-
rtinlari da islodilir ).

Maxsusi va qeyri-moaxsusi matrislara rang anlayisinin komayi
ila da arif verirlar:

TORIF 2. Rangt tortibina barabar (rangA=r=n) olan mat-
rislora geyri-moxsusi, rangt tartibindan kigik (r <n) olan matrislara
isa maxsusi matris deyirlor.

Bu iki torif ekvivalentdir, bels ki, verilon n - tartibli matrisin
ranqi r=n olmasi o demokdir ki, bu matrisin an yiiksak tartibli
minoru olan elo onun 6ziniin n-tartibli determinantdir, bu
determinant isa sifir deyilsa demoali matris geyri-maxsusidir; r<n
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va M=

det(AB)=

i O
b, b,

Isicksul ™!

olmasi iss o demakdir ki, bu matrisin sifirdan fargli an ylksak
tartibli minorunun tartibi n ola bilmaz, n-tartibli minor (yani
matrisin determinanti) sifir olmalidir, bu isa matrisin maxsusi ol-
masi demakdir (mithakimanin tarsini d> aparmagq olar!).

Qeyri-maxsusi v moxsusi matrislor hagqinda asafidaks
teorem dogrudur.

TEOREM 1. Qeyri-maxsusi matrislorin hasili da geyri-max-
susidir va bir ne¢a matrisin hasilinda vuruglardan he¢ olmasa biri
maxsusi olarsa hasil matris maxsusi olur.

ISBATI. isbau iki matris {izra aparaq (sonra onu riyazi
induksiya prinsipinin kdmoayi ila istonilan sonlu sayda A, A,..... A,
matrislorinin hasili igiin asanhgla iimumilagdirmak olar).

Tutaq ki, A=(a;) va B=(b)) qeyri-maxsusi n - tartibli mat-
rislar verilib. Bunlarin determinantlarimi detA=D, va detB=D,
kimi igara edak.

Sarts gora D, #0, D, #0. Bilirik kit D,, =D, - D,.

Vuruglar sifirdan fargli oldupundan hasil AB matrisinin
determinant da sifirdan farqli olacaq: D,, #0.

indi farz edak ki, vuruglardan biri, masalan, A matrisi max-
susidir, yani D, =0-dir. Onda askardir ki, D,-D,;=0-D, = =0
olar, yani AB hasili maxsusi matris olur.

Teorem isbat olundu.

indi tutaq ki, n-tartibli A matrisi verilib:

Gy @y .-G
A=| %8 G |
a, Qyy -+ 4,

Bu matrisin ixtiyari a, elementinin cabri tamamlayicist A,
olsun.

TORIF 3. Elementlsrinin hanust ézlarinin uygun cabri taman-
layicilarindan ibarat olub sonradan transponira edilon A matrising

A Ay sy
A= Ay Ay o Ay

Ay Ay o A
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A matrisinin gargiligh matrisi deyilir ‘( gargihgl matrisi bazan A-ya
qusulan, yada A-mn miittafiq matrisi ad!amﬁr;r!u_r}:.
Qarsihqli matrisin asagidak maragh xassasini geyd edok.
TEOREM 2. n-tartibli A=(a;) matrisi geyri-maxsusidirsa,
onda onun A =(a,) qarsihgh matrisi da geyri-maxsusi olur va bun-
larin deterniinantlary G¢in :
D; =Dy (1
munasibati dogrudur.

ISBATI. Verilmis A matrisi il onun A qarsiigh matrisinin

hasilini hesablayaq. )
Determinantlar bahsindan bizs malum olan

: 4 D, i=j olanda,
gaﬁ *70, i+ j olanda,
barabarliklorini nazara alsaq, onda axtardifimiz hasil

|a0..0
A=l 040
00 .4

olur, burada |A|=det A-dir (biz bunu qisa olmasi namina D, kimi

1sara edirik).
indi AA hasilinin determinantina baxaq. Matrislar hasilinin
determinant barada teorema 2sasan

D, 0 ..0
D,-D; = 0 D ... 0 =D, vaya D, D;=Dj. (2)
[ e

(2)-dar askardir ki, agor A geyri-moaxsusidirsa onda D, #0
va demoali 0§ #0 olur, buradan da belo ¢ixir ki, D5 #0, yani A

matrisi qzyri-maxsusi olur. Onda (2)-dan D; = D! aling.
Teorem isbat olunur.
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§ 4.6. Vahid va tars matris, bunlarm xassalari

Vahid matrisin ns oldugunu bilirik: o bag diaqonal elementlari va-
hidlar, galan elementlari isa sifirlardan ibarat olan kvadrat matrisdir, Bu-
rada v iralids onun tars matris va tars gevirma ila slagadar olan, habela
digar bozi xassalari ila tamgligh davam et-diririk. Bas tars matris nadir?

TORIF. n-wartibli A va X kvadrat matrislari AX = XA=E
baraborllyini ddayirsa, onda X -3 A-mn tarsi deyilir ve A kimi
igara edilir (burada E matrisi n- tartibli vahid matrisdir ).\

Vahid va tars matrislo matrislarin vurulmas: ila tanishq adad-
larda vahidin va adadin tarsinin xassalarini xaurladir. Bela ki, har
bir sifirdan farqli 2adadin 6z tarsi ils hasili vahids barabar olur, har-
hans) bir adadi vahids vurdugda adad dayismir. Matrislarda da bu-
na banzar xassolarin sahidi olacagq.

Ovvalan vahid matrisin iki askar xassasini geyd edak.

1) Vahid E matrisi bununia eyni tartibli ixtiyari A matrisi ila
AE = EA (kommutativlik) sartini édayir.

Bunun dogruluguna smin olmagq iigin har-hans: bir A kvad-
rat matrisini soldan va sagdan bununla eyni tartibli vahid matrisa
vurmagq kifayatdir.

2) E vahid matrisi yeganadir.

Dogrudan da, ager AE = EA xassasind malik olan digar bir
E’ matrisi da olsa idi, onda 1-ci xassaya géra EE=E va hom da
E'E = E aliur; buradan da E = E’ oldugu aydin goriinir.

Tors matris anlayisina gayidaq. Belo bir tabii sual qarsiya
guar: har bir matrisin tarsi varm, yani

A =ATA=E (1)
barabarliyini 6daysn A™' varmi?

Asagidaki teorem buna cavab verir.

TEOREM (tars matrisin varkfi). Ancag geyri-maxsusi matris-
larin tarsi vardir. Basqa s6zis: A kvadral matrisinin torsinin varligt
igiin onun geyri-moxsusi olmast hom zaruri, hom ds kafidir.

! Matrislarin vurulmasinda Gimumiyyatla kommutativlik xassasi dofru olmadi-

gindan gox zaman A tars matrisla ilk tamshgda A- nin «sa tarsiv, yaiud ws‘ol
torsin tariflarini verirlor. Asapide goracayik ki, hor bir matris Sziinin torsi ila
kommutalivdir, yani matrisin «sag tarsi» eyni zamanda onun «sol tarsidirn.
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ISBATI. Sortin zoruriliyi. Tutaq ki, A matrisinin A~ tarsi
var. Géstarmoaliyik ki, A qeyri-maxsusidir. "

A'varsa, demali: AA™ =A"A=E. Buradan: [A|]A I=|E|
ahng ki, burada [E|=1-dir. Onda |A-|4”"|=1. Buradan iss gord-
niir ki, |A[2 0, yoni A matrisi qeyri-maxsusidir.

Sartin kafiliyi. Indi tutaq ki, A matrisi geyri-maxsusidir:
|A|20. Géstarak ki, €lo A™ var ki, AA" =A"A=E baraborliyi
ddonir.

A matrisinin 6z garsihql matrisi il AA va AA hasillarins
baxaq.
Gariindiiyit kimi:
|4 0 ... 0 10..0
wi=Fas| O Oopg O 1o 0 I-laE.
00 .4 00..1

AA =|A|- D barabarliyinden [A|# 0 oldugu Ggiin

A-[iﬁ].—.s
1A

alirg. Buradan da askar goriiniir ki

A":ﬁﬁ,
yaxud
A By A
a4 |4
A A A
A=A AT A
Ay Ay Ay
A A 14l

Bu isa bizim axtardifimiz tars matrisdir.
Teorem isbat olundu.
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Tars matrisin xassalori ils tams olaq.

1. A matrisinin A™ tarsi yeganadir.

Oksini forz edak: tutaq ki, AA™' = A™ A = E sortini 6dayan di-
gar bir C matrisi do vardir: AC=CA=E.

Vurmada assosiativlik xassasini xatirlayib CAA™ hasilins baxaq:

CAA"' =C(AA")=CE=E,

digar tarafdon CAA™ =(CA)A™ =EA"' =A™,

2. Tars matrisin determinant: verilan matrisin determinantimin

tars giymotina barabardir: D,., = D} =DL y

A

Dogrudan da AA™ borabarliyinden D, D, =D,, yaxud
detA-detA™ =1, buradan (det 4)™' =det 4™,

3. (A")"' = A.Demali, A matrisi ils onun tarsi A™" qargihqhdur,
yani A™' matrisi A - mn torsi oldugu kimi, A 6ziids A™' - in torsidir.

Bunun dogrulugu ondan irali galir ki, (A™")™" els yegans mat-
risdir ki, onun A™ ila hasili E-ya barabardir. A matrisinin 6zii da
bu xassays malik olan matrisdir, yoni: (A™")"A™ =E va AA"' =E,
milqayisadan gdriinir ki: (A™)" = A olmahdir.

4. Iki matrisin hasilinin tarsi onlanin tarslarinin tars nizamla
hasilina barabardir: (AB)” =B'A™'.

Haqigaton da B'A™' hasilinin AB hasilinin tarsi olmas iiiin ta-
rifs gdro bunlarin bir-biri ils hasili vahid matriss barabar olmalidir, yani:

(ABY'(B'A")=A(BA™HA' = AEA™ = AA"' =E,
(B'A')AB)'=B"'(A"A)B=B"EB=B"'B=E.

Demsli, B'A™ = (AB)”' olur.

Bu xassani sonlu sayda matrislar hasili .i¢iin iimumilagdira
bilarik: (A4,...A)" =A"A " A AT

5. Matrisin transponira edilmiginin tarsi, onun tarsinin rans-
ponira edilmisina barabardir: (A')" =(A™) .

Haqigatan da AA™'=E boraborliyini transponira etsok
(AA™"Y =(A™'YA = E'= E aling ki, buradan (A)™" =(A™")’ oldugu
goriindr.
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; 21 .
S-ci xassoyo aid bir misal gostarak Tutaq ki, A= [5 3} matnsi

,. (28 .
verilib, Bu matrisi transponira etsak A =[l 3] aling. A-nin torsi

A =[. 3 _;J A’-in tarsi (A‘):[ ?_:]-dir. Goérindiyh kimi
-5 -

(A" =™ -
Kvadrat hiicrali pillali matrisin tarsi ila tamshq da maraqli
masaladir.

6. A va D kvadrat hiicrali qeyri-maxsusi A=(é. g) hiic-
rali matrisi Gein:
A By A 0
¢ p) “l-p'ca® D)’

A BY'_(A"' -A"'BD"
0 D) L0 D g
iSBATIL. Verilon hiicrali matrisin qeyri-maxsusi olmasi $ar-
tindon guxr ki, detA#0 va detD#0. Tors matrisin varhq teore-

mina géra bu matrisin torsi olmalidir. Farz edak ki, verilan matri-
sin bunun uy@iun hiicralara malik olan bels bir tarsi var:

A" =(§ {,’] Onda (g g]({’j 5]:[5 g] barabarliyi
ddanmolidir. Buradan isa AX=E, AY=0, CX+DU=0 va
CY 4 DV = E barabarliklari alintr.

Birinci tonlikdan X =A"', ikinciden Y =0, dérdilnciidan
V =D valigiinciidan iso / =—D"'CA™ taping. Demali:

(S g) =[_ D"?CA" l‘?"] alinir,

isbat olundu.
A BY'_(a" -a"BD" barabarliyi d> buna oxsar qayda
0D 0 D!

ila isbat edilir,

analoji olaraq:
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Oxucuya milstagil caliymaq Ggiin clet[é g)=ﬁ =\g gl kimi

A, B,C,D n-tortibli hiicralors malik olan 2n tortibli matrisin
determinantlanna aid «Sur disturlary adi ila mashur olan
asagndaki barabarliklar fizarinda diisiinmayi maslahat gorardik:

A=|AD-8D'cD|, |D|#0;
A=|AD-CB|, AC=CA olanda;
A=|AD-BC|, CD=DC olanda.

§ 4.7. Dayisanlarin xatti cevirmasi va bunun
matrislarls slaqasi

Tutaq ki, «tazo» adlanan x,x,,...,x, va «k&hna» adlanan
Yis Yareer ¥, dayisonlor sistemlari verilib (sads olmas Gi¢lin dayigan-
lar sisteminin har birindaki x,-larin va y,-larin sayinin eyni ol-
dugunu forz edirik, i=1,n).
TORIF. Yeni x.x,,....x, dayisanlorinin kihna y,,y,,....y,
dayisanlari il adadi amsallarin kdmayi ila géstarilan asagidaki
X =a,y,+a,Y, +...+a,Y,,
=8y Y, +ayY, +... 0y, Y,

(N

X, =a,y,+a,y,+...+a,y,
ifadalari verilibsa, bu, dayisanlarin xatti gevirmasi adlamr (burada
y,-lor x-lars (i=1n) gevrilir, bazan da dayisonlorin hansin
kohns, hansini is> tszs v ya hansindan hansina «kegid»

adlandirilmas: gartlogmadan asihidir).
Xatti gevirmanin smsallanndan diizalmis
a, ay ... a,

A=|% % - O
P —
matrisina bu xatti gevirmanin matrisi deyilir.
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Xarakterik cahat budur ki, har bir xatti gevirma 6z matrisi ilo
tamamila tayin edila bilir va eyni matris> malik olan .iki xl:!.ti
cevirma yalniz oradaki dayigenlarin hansi harfla isara ednlr_ms} 11:_
farglena bilar, bu isaraloma Sziiniizdan asih olur va el bir ciddi
shamiyyat kasb etmir. Masalan,

6=2% "3)":}

=20
2 =3
i B

matrisa malikdirlar va dayisanlarin miixtalif harflarls isara edilmasi
heg da burada mahiyyat dayigmir.

Vacib bir masalo da bundan ibaratdir ki, ixtiyari n- tartibli
bir matris verildikds onun elementlarinin kémayi ilo dayigenlarin
miivafiq bir xatti cevirmasini yaza bilarik. Bu isa o demakdir ki, n
sayda dayiganlori olan xatti gevirmolar ila n-tartibli matrislar
coxlugu arasinda qarsihqh birgiymatli uygunlug vardir, yani bu iki
¢oxlug arasinda biyektiv inikasdan danigmagq olur vs bu inikasin
tarsinin varhgini xatirlamagq da yersiz olmaz.

indi forz edak ki, y, -lori x, -lora geviran (i=1,n) (1) gevirma-
sindaki ¥, ..., ¥, dayisanlari Szlori digar bir z,2,,...,2, dayi-
sanlar sistemi ila asagidaki barabarliklar vasitasila ifads edilmigdir:

y=byg + b et h,2,

Yo =byg tbuz +.. 4 b2, @)

X, =2u—3v}
3
X, =u+v

xotti gevirmalari eyni bir

yn =b"12:| +bn222 +.. +b-n|aa'
(2) ifadalar sistemi z;,2....,2, dayisanlarini ¥;, Yaveensda dayi-

sanlarina geviron xatti ¢evirmadir. Bunun matrisini B ilo isara
edak:

by b - by
B= by by ... b,, .
by by b
Xiisusi halda gevirma
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xt"_'yu
X = ¥Ya,
2 :yz (3)
x'z}'.

ﬁkﬂl:lda verilarsa, ona eynilik gevirmasi deyirlar va buna uygun
matris n - tartibli vahid matris olacaq:

10..0
s | ey i |

00 .. 1
| Dogrudan da (3) eynilik ¢evirmasini asagidaks kimi yazmag-
a
x=1-y+0-y,+...+0-y,
=0y +1-y,+...40-y,,
x,=0-y,40-y,+...+1-y,
bunun matrisinin hagigsten E, oldufunu askar goriirik.
indi (1) va (2) cevirmalsrinin «ardicil tatbigina» diggat yeti-
rak, yani y, -larin (2)-ds olan ifadalarini (1)-ds yerina yazib miva-
fiq gruplagdirmalar aparsaq onda x, -lorin z, -larla ifadalarindan
ibarat olan asagidaki (4) gevirmasini aling:
n=c ittt + 0,2,
=gttt 6,2, )

X S0t + Gy Fo ¥ Gl
(4)-2 (1) va (2) cevirmalorinin hasili deyilir. Bagqa sozla:
y, -lari x, -lara geviran (1) va z,-lari y, -lora geviran (2) gevirmalari-
nin hasili ela (&) gevirmasina deyilir ki, o, z,-lori x -lara cevirir

(i=1n).
(4) gevirmasinin matrisini yazaq:

251



¢)]

¢y Cg »- €y ++= Cin
€y €y vov G vee Cin

2l PR ()
oo A
Hasil cevirma (4)-iin C matrisi ila verilan (1) va (2) gevirma-
larinin A va B matrislori arasinda na slaga var?
Asagidaki teorem buna cavab verir. o
TEOREM. Dayisanlarin (1) va (2) gevirmalarinin hasilinin C
matrisi onlarin A va B matrislarinin hasilina barabardir. N
iSBATI. Teoremi isbat etmak iiglin y,-lorin (2)-doki ifada-

larinin har birini (1)-da yerina yazib x, -larin z - larls ifadalorini al-

maliyiq. Aydindir ki, burada gox uzun-uzad qzvinpal?r, gn_lplas-
dirmalar aparmaq lazimdir. Bels ki, masalan, (4)-Un ixtiyari bir

X, =a, Y+ 8,y +...tayy, +o.ta,y, (i=Ln)
barabarliyinda (4)-da y, -larin ifadasini yazaraq
x =a,(bg +baty +...+ bz, +. .+ b2 )+

+a{.=(b,,z,+buzz+...+b”z,+.-.+b,,,z_)+...+

+a,(byz +b,2, 4.+ by, ...+ b,.2,)

aling ki, burada da a,,a,,....,a, smsallarim métarizalara vurub
SONra is3 2,2.....2, dayisanlorina nazarsn gruplagdirmaq gorak-
dir. Bu yolla z, -lorin amsallan C matrisinin elementlori ils A va
B matrisinin elementlari arasindaki slagani agkar etmak olur. Bu
uzun prosesdan yaxa qurtarmaq isinds z com isarssindan is-

tifada etmak oldugca samorali natica verir. Bels ki, (1) va (2)
ifadalarini (1) vo (2) kimi yazaq;

X= ;au}'t 18 W= ;bh‘z: @)
i= ]._ﬂ k= l._ﬂ
Bu ifadalardan
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X =Z".auib«=; =£(2"ubﬁ]% =i‘.‘u31 (%)
i=l

k=l AT
aling. Bunun matrisi C =(c,)-dir.

Demoli, z,-nin amsali ¢, (ysni C matrisinin ixtiyari c, ele-
menti) figiin

"u=§auby =ayb, +ayb+...+a.b,. l’.j=l._n‘ (6)

(6) barabarliyi biza matrislerin vurulma qaydasindan molum-
dur. Bu ifadadan gériiniir ki, matrisi A olan (1) va matrisi B olan
(2) gevirmolorinin hasili olan (4)-in C matrisi A va B-nin
hasilina barabardir;

C=A-B W)

Teorem isbat olundu.

Burada bir hagiys qixib bela bir agkar fakti da nszara gat-
diraq ki, xiisusi halda doyisonlarin har-hansi xatti gevirmasinin
eynilik ¢evirmasi ila hasili elo hamin g¢evirmanin &ziinii verir. Bu
xassani bunlann matrislori hagqinda da demak olar, bels ki,

AE =EA= A olur.

(7) ditsturunun bir vacib praktik shamiyysti ondadir ki, xatti
cevirmalorin hasilini tapmaq isinda yararl bir vasita olur. Bels ki,
verilan xatti gevirmalorin matrislorinin hasilini hesablasaq alinan
hasil matrisa uygun gevirmani asanlgla yaza ilarik ki, bu da mahz
verilan gevirmalarin hasili olur. Buna aid sads bir misal gdstarak.

Misal I. Tutagq ki:
=2y + 9 Yy N=2-2
X =y, 42y, 8) Y2=23+ 5,432, 1 (9)
==y +2y; V== +2,+3y

xatti cevirmalori verilib.

Bu iki xatti gevirmanin hasilini tapmagq tigin y, - larin (9)-dak: giy-
moatlarini (8)-ds yerina yazb x -lori z-lorlo ifada etmak lazimdir
(i=1,2,3), yani:

=2y = 23)+ (24 + 2, +32,) — (=2, + 22, +35,) =57, - 7, - 27}
X =24+ 5, +35,+ 22—z, + 22, +32,) = 52, +92,;
X =—(g—2,)+2(22)+ 2, +32,) =37, + 22, + Tz,.
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Demali, x, va y, dayisanlarinin (8) va (9) xatti gevirmasinin hasili
x=55-2-2z;
X, =52, +92y; (10)
x =3z +2z,+7%

gevirmasidir.
indi (8). (9) va (10) gevirmalarinin har birins uygun olan A,B,C

matrislarini yazaq:

21 -1 10 -1 5 =1 -2
A=] 01 2|, B=[ 21 3|, C=|0 5 9}
-12 0 ~12 3 3 2 7

AB hasilini tapaq:

2041 24(=1(=1) 2:0+1-1+(=D-2 2-(-D+1-3+(=1)-3
B 01412+ 2-(=1) 0-0+1-1+2-2 0-(-)+1-3+2-3

(=1-142-240:(=1) (=1)-0+2-140-2 (=D-(-D+2:3+0-3

5 -1-2
=0 5 9|=C aling.

32 7

Buradan gorinir ki, (8) va (9) gevirmaloarinin hasili olan (1) gevir-
masini yazmagq {igiin verilan (8) va (9)-un matrislarini vurub C matrisina
uygun (10) gevirmasini darhal yazmagq olar. Bu mahz (10) gevirmasidir.

Xatti gevirmalari bunlarin matrislarina rogman maxsusi (va
va «crlagan») va geyri-moxsusi (va ya «cirlarymayan») ndvlera
bélirlar.

TORIF. Daviganlarin xatti gevirmasinin matrisi maxsusi olar-
sa, ona moxsusi, matrisi geyri-maxsusi olarsa ona qeyri-maxsusi ge-
virma devilir.

Qeyri-maxsusi xatti gevirmalor {i¢lin tars ¢evirma anlayisi
vardir. Bela ki, y -lari x, -lara inikas etdiran ¢evirmanin tarsi
x,-lori v, -lora (i=1,n) inikas etdiran gevirmadir.

Basqa sozla: v, -lari x, -lara inikas etdiran (1) gevirmasinin
tarsinin varhig ela (6) gevirmasidir ki, burada y, -lar x, - lorla ifada
edilir.

(1) gevirmasini qeyri-maxsusi ¢evirma hesab edib onu aga-
fidaki kimi yazaq:
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Gy tapy, +...+a,y, =x,
Ay tapy, +...ta,,y, =x,
Ay ¥ a8ny, +...+a,y, =x,.

Buradaki y,y,,...,y, doyisanlorini «machullar, x,x,,..
dayisenlarini «sarbast hadlor» hesab edarak y;-larin x, -larla |I'a~
dalarini tayin eds bilarik.

Bunun A= (a,) matrisinin qeyri-maxsusi oldugu iigiin

Qy Gy ... a,
dCIA=D‘ 2 Gn v By, 20

1)

nl a a..

olur va buna Kramer qaydasim talbnq etsak y;-lar ﬁc!‘m

___...Au Azl A,
Y D DX| I;"‘ +D.4 ar

D D D D 't (1)

ifadalarini alang. Bu (1)-in tars ¢evirmasidir.
Burada A, -lor a; elementlarinin cabri tamamlayicilanidir.
(I1)-in matrisini yazaq:

Ay By A
DA DA DA
A A Ay
X: D.»l. D‘ e D‘ x
Ak, A,
A DA h DA



a, Gy - Gy,
(1")-in matrisi isa molumdur: A=(ag;)= 4, "21 % .
i v
Oxucu asanliqla géra bilar ki, (11) tars ¢evirmasinin matrisi
X matrisi (1) gevirmasinin A matrisinin torsidir: X =A"".

Buna aid misal gostarak.
=Y+, 43,
=2y t¥:" Fn (12)
=3y, +2y
cevirmasinin tars cevirmasini tapag, yani y;-lori  -larls ifada (i=L2.3)
etmaya gali§ag.
Svvalcs bunun matrisinin determinantint hesablayag:
1 2
n=2 1 -j -2 -6-9-8=-21#0; gevirma qeyri-maxsusidir, de-
30
mali tarsi var.
Sistemi
N2y +3y;= %,
2ytyn—n=x ar
3y +2y=x

saklinda yazib bunz ¥, ¥3 ¥ machullarina, x,X,,%; serbast hadlarina

malik olan xatti tonliklar sistemi kimi baxaraq Qauss Gisulu v ya Kramer
qaydasina asasan tapang ki:

" =_1J‘|+ 4‘12"“5—1:'
21 | 21 ) 21
1
Y. = E.tl +EA‘2"§X“. (13}
B
T .I-“s‘

(13) gevirmasi {12)-nin tars cevirmasidir. Bunun matrisi:
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L 4
2a 2 2]
“= 3 F
1.2 1
7 7 1
12.3
Indi (12)-nin A=[2 1 —1] matrisinin tarsini hesablasag A = A™
30 2

oldugunun sahidi olang. Demali, geyri-maxsusi (12)-dan bunun (13) ters
cevirmasini almag G¢un (12)-nin A matrisinin (arsini hesablayib bu 4™
tars matrisinin tayin etdiyi (yaxud buna uypun olan ¢evirmani) yazsaq.
bu gevirma mahz (3) ¢evirmasi olacaq.

Belalikla, cevirmada enyilik ¢evirmasina vahid matris garst qo-
yuldugu kimi tars gevirmaya da ters matris qarst goyulur, daha di-
riistii; tars matrisin tayin etdiyi gevirma verilen gevirmanin torsidir.

§ 4.8. Elementar matrislor

Matrislor nazariyyasindo elementar matris adlanan va mat-
rislarda elemementar gevirmalarls bilavasits bagh olan «elementar
matris» anlayisimn olmasinin 8ziina maxsus yeri vardir.

Matrislar fizarinda apanlan elementar ¢evirmalarl artiq biz
tamglq. Milsyyan zarurat fziinden bu cevirmalari asafidaki
ardicilligla némralayak.

1-ci; ki satrin (siltunun) transpozisiyasi;

2ci: bir satri (siitunu) sifirdan forgli hor-hanst X (A20)
adadina vurmag;

3-cii bir satri (siitume) ixtiyari bir \ adodina vurub digar
satrin (siitunun) iizarina alava etmak. ;

TORIF. n- tartibli vahid mairisdan miayysn elementar ge-
virmalar yolu il> alinan matrislara elementar matrislar deyilir.

Yahid matris Gzarinds apanlan clementar evirmalorin yuxa-
ridaki ardicilligla ndmralanmasing uygun olaraq elementar mat-
rislori bazon elementar matrislori ndvlers bdlirler, bels ki, adatan
l-ci elementar cevirmenin aparidig vahid matrisi [ nov, 2-ci ele-
mentar ¢evirmanin apanidif vahid matrisi Il nov, satir va sutun-
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lan tizarinda 3-cii elementar cevirmanin aparildigs matrisi 11T ndv o

atris adlandinrlar.! S 1L 0.l o B
dcmc};‘ﬁ;:ki,!n-mnibli vahid matris verilib, onu asagidak: kimi 01..0..0
yazaq: . exM=\G 5 5 T 6 |

; Bl 5 @ R R §

-

burada E, -in i-cisatri A (A#0) adadina vurulub.
3. 3(‘;4) va I(i+ jxA) kimi isara etdiyimiz 3-cQ ndv ele-
mentar matrislor iso beladirlar;

1 g 0..

0 ol (1B « G ¢
R I O I B ()
“

E" = wam mes sEw saw e

(1 JERE ; [JPRSER (e 0 4]

00..0...0..1 OIN0)]
; ; D ©se Qe
1. 3(, j) kimi igara edilon birinci ndv elementar matris asa- 01 ..0..0.0
fidaks kimi olar: So g Baegmes]
W ) 3s) = 00 ... 1 5 X, 0- (@),
10..0..0...0 00..0..1..0)p
i, j) = 00 0..1..0[@- . _ R
I s er e s burada, E,-in j-ci sotir elementlori A-ya (A#0) vurulub i-ci
e sot Gzarino alava edilib.
00 o Oregs Qs 3 o o
s R e— 10..0..0..0
Gériindityii kimi burada E, -in i-ci satir ilo j-ci satri yerla- 0l ~0 00
rini dayisib. ) air bah wss siv eve e
2. 3(ixL) kimi isara edacayimiz ikinci ndv elementar matris i+ jxA)= 00 ... 1 .o DD |80)4
agafdaki kimi olar: (R O O Y )
! Elementar gevirmalarin va buna uygun elementar matrislarin bu tesnifat: imu- 0 0 0 0 ‘l‘

man gabul edilmis termin olmayib sartlagmadan asihidir. Bela ki, bazi mﬁailiﬂ_ar,
masalon vahid matrisin har-hansi satrini A-ya (L#0) vurulmasindan (bizim

burada isa E,-in j-cisiitun A (A#0) adadina vurulub i-cisiitun
tasnifatda 2-ci clementar gevirmoya uygun olaraq) alnan matrisi I ndv

: iizarina slava edilib.

elementar gevirmo adlandinrlar (masalan, bax: Metpoea B.T. Jlexumn no anrebpe o L + . : .
it reometpuin. M., 1999). Yuxud matrisloro aid bagga bir kitabda clementar Elementar _ﬁmms!a{'“}' baglica ahamllfg?“ ondadir ki, vur
gevirmalar bizim baxdifimiz ardicilhigla némaralonib (bax: Xopw P., Oxonc Y. manin miimkiinliik gortini 6daysn har-hansi bir

Marpuunsiii ananni. M.. 1989).
Oxucu bu tasnifiatda sorbast harakat eda bilar.
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a, ay; - 8y a,

a, Gy . G . 8,
A=

Ay o By oo By s By

By iy i iy s G

matrisini. elementar matrislarla hasilinden A Gizarinds uygun ele-
mentar ¢evirma apartlmig oldufu matris alinir.

Dogrudan da, 3(j, j) matrisini soldan va sagdan A matrisi-
na vursaq alinan B=23,(i, )A, C= A3 (1, j) matrislori uygun ola-
rag A-dan onunla forqlanacaklar ki, bunlar A-nm i-ctva j-a
satri, habelo i-ci situnu il j-ci sltunun yerdayismasindan
alinmig olurlar.

Bunun kimi do A matrisinin soldan vs sagdan ikinci név
elementar matrisa vurmagla D=3 (ixA}4, F=AD, (ix\) al-
nan [ va F matrislori A-nm i-ci satrinin (sGtununun) A adadi
(.#0) ila hasilinin j-c¢i satrina (siitununa) slavs edilmasindan
ahinan matrislardir.

Nohayst, G= '3.(';1).4, H = AB(i+ jx1) hasillarindan alinan

matrislar do A-min j-ci satrinin #-ci fzorina va j-ci siitunun
clementiorinin & ila hasillarinin i-ci sutuna 3lave cdilmasi de-
makdir.

Bebalikla: Verilan A matrisinin tzarinds elementar cevirma
aparmey onu hiivafig elementar matriss vurmaq demakdir, burada
salivlar tizarinda aparilan elementar ¢evirma verilan matrisin soldan,
sitnlar dizarinda elementar ¢evirma aparmagq onu sagdan mivafiq
('l’('l’ nerfor "fﬂf."l‘.\'ﬂ l'{ﬂ'ﬂlaq dem"kdfr.

Bu toklifin dogrulugu yuxanda qeyd etdiyimiz kimi adi
yoxlama yoludur,

Misal géstarak,

a b ¢ 100
X W zl] matrisi va E=[0 1 0| matrisleri verilib.
001

WoOovow

[)A=
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001
Askardir ki, 3(_L3)-=[D 1 D] olacaq, ysni l-ci va 3-cii satirlaor
100

transpozisiyaya ufrayib.
Indi A matrisini soldan va sagdan 3(1,3) - 2 vurag.

00 1\fa b ¢ Wy oW
A-A=0 1 Ollx » g |=lx n uls
10 0Jju v w a b o

a, b ¢[00 1Y (¢ b a
A-N={x ¥ z (|01 Of=x ¥ 7|
L 100 WiV

Gérindiiyii kimi, bu hasillords A matrisinin l-ci va 3-ci satirlari
vasiitunlan yerini dayisib.

Demoali, A-m birinci nov elementar matrisa varmag onun satirlari
(situnlan) fizarinds milvafiq elementar gevirma aparmagla eyniglicl
amaliyyatdir.

§ 4.9. Matrisin tarsini hesablamagq iisullan

Tars matrisi tapmaq tigiin istifads edilan bir ne¢a fisulla tamy
olag.

1. Qarsihqh matrisin komayi il> hesablamag. Bu fsul tors
matrisin varhfina aid teoremdan biza malum olan asafidak: dis-
tura asaslanir:

1~
B ®
4l

Misal.
1 2 -1
1. A=|3 0 2| matrisinin tarsini (*) diisturuna asasen hesab-
[4 -2 5] ;
layagq.

Svvales |4 = D, determinantimi hesablayaq:

1 21
D,=pp 0 2=-420.
_2 =

D, #0 oldugundan A-mn tarsi A" var.
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A-nin A qarsthgl matrisini quraq. Bunun igiin D, - mn biitiin
elementlarinin cabri tamamlayicilanim hesablayaq:

oA .. g - B - _3 =
LE I BRI 3. B

U S | X (SR G W
A:I=~’_2 5{="8- J“':_:‘L 4-91 A:J‘_|4 "zlhlo.

sl =y . 2
”‘"“n 2‘:4. .4,2--{3 zl-—s. A,,—L 0|—~6.

Onda qgarsiligh matris:

-8 4 ! -1 2 -1
A=|-7 9 -5 tarsmatrisisa AM=—A=| I -2 3|
-6 10 -6 by -1 3

Bu tisul kigik tartibli matrislor Gi¢iin ¢atinlik tGrotmadiyi hal-
da, tartibi yiiksak olan matrislarda goxlu hesablamalar talab etmak
moanada o gadar da samarali olmur.

2. Machul matris daxil etmak isulu. Bu Gsul tars matrisin
torifina asaslamir, yani AA"=AT'A=E sortini 6dayan A”'=X
machul matrisi daxil edarak

XA=AX =E
matris tanliyini hall etmak lazimdir (burada AX hasilinin manasi
oldugu nazarda tutulur).
4, Qp . @,

=

A={% % % geyriomoxsusi matrisi verilibss, onda
aﬂrl au! aim
Xk ve

onun tarsiela X =| * *2 - X | matrisidir ki,

X

al xl it
[T TR i | A S 10..0
Uy sy ... @, x*, .nz ik [ ] B ¥ wsil@
B Ton = W, O 00..1

Basqa sozla
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L, i=j
QX+ 8%, +...4a,x, = 0 i%j ij=i_;

xatti cabri tanliklor sistemini hall edib tors matrisin x, elementlari-

_ ni tapmagq garakdir.

1-1 0
Misal. A=[0 2 1], A'=7. detA=-17.
3 4-5
(1 -1 D][x,, X, x3) (100
0 2 1flxy xp x5|={01 0).
34 -5\ x x”] [0 0 l]
Buradan
x,—xy =1 Xy~ X=0, e
2xy, 4+ x, =0, 2xp+xy=1, 2x4+x9=0,

3x, +4x;) =55, =0
Bu sistemlori Qauss iisulu ya Kramer qaydasi ila hall edib x; - lari

Ixg+4xy-5x9=0.] 3xg+dx,y-5Sxy=1

tapanq.

3. Dayiganlarin xatti gevirmasinin kémayi il>. Bu tsul dayigon-
lorin verilon matrisa uygun xatti ¢evirmanin tars gevirmasini tap-
maga asaslamir. Bela ki, bildiyimiza géra tars ¢evirmanin matrisi
verilan gevirmanin matrisinin tarsi olur.

.2 .3
Misal. A=|2 1 -1}, A" =2
30 2

A-ya uygun xatti gevirma (va ya A-mn tayin etdiyi xatti gevirma):
N+2y,+3y,=x,
2yt y—n=x,
Int+2y=x.

Dayiganlarin bu xatti ¢evirmasinin tarsini tapmagq iigiin samoarali

yol bunun «geniglanmis matrisindan» istifads etmak olar:
1.2 3x 1 2 3y 1 2 3
21 -lx =0 -3 -Tx,-x [=|0 -3 -T|x,-2x
30 2x 0 -6 =7|x;-3x, 0 0 7x-2x-x
Buradan asanhqla tapang ki: 4

D, =-21#0 (gevirma geyri-maxsusidir).
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| sl 2 4 s
¥ ="'2—|(—2).'| +4X=+ Xy zll 2} 2;

1 ! cak
_\f,:s{xr+x,-x,]. Demali: A™ = ? g ? .

1
yy= ".;(xl =25+ 5} 7 = 7 7

4. Elementar ¢evirma yolu il> «vahid matrisa gatirma» dsulu.
Bu sarti ad alunda matrislarin tarsinin hesablanmasinda istifada
edilon samarali iisullardan biridir, burada verilmis geyri-maxsusi
matris ila onunla eyni tartibli olan vahid matrisinin har ikisinda
eyni zamanda (ikisindan birinin) ya satirlari, ya da situnlan fize-
rinda ela elementar gevirmoalar apanhr ki, verilon matris vahid mat-
risa cevrilir; onda hamin gevirmalarin naticasinda vahid matrisdan
alinan yeni matris verilan matrisin tarsi olur.

Bunun sababini va nazori asasim aydinlagdiraq.

Elementar matrislarla tamghgmizdan biza ballidir ki, verilon
A matrisi tizorinda elementar gevirma aparmaq onu uygun ele-
mentar matrisa vurmaq demakdir.

Indi tutag ki, vurmaq yolu ilo qeyri-moxsusi A-m E-ya
geviran elementar gevirmalori tamin edan elementar matrislor

31!1‘312!““'311; -d:r, yani

E___gmati—lllugtham.A (1)
it 3330 hasilini B, ila isars edok. Onda
E=B,-A. o))

indi gostarak ki, B,A = E oldugu kimi ham da AB, = E - dir.

Askardir ki, B, qeyri-maxsusidir, ¢iinki, o, 3% (i=Lk) gey-
ri-maxsusi matrislarin hasilindan ibarstdir.

(2)-nin har iki tarafini sagdan B, - ya vuragq.

B,-A-B,=E-B,=B,. 3)

Bu da malumdur ki, B, geyri-maxsusi matrisi ligiin bunun

ela C tors matrisi var ki,
C-B,=E
olur. (3)-iin har torafini soldan C -ya vursaq, onda
(cB,AB,=CB,)= (EAB, = E)= (AB, = E).
Demoli, bela ¢ixir ki, AB,=E=B,A,yani A" =B,.
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Tars matrisin bu nazeri millahizays ssaslanan baxdiimiz
fisulunu praktik hayata kegirmak ti¢lin verilon A matrisi ila buna
uygun E vahid matrisini bir-birinin yaninda «genislanmig» matris
(A|E) soklinda yazib har bir elementar gevirmoni eyni zamanda
bunlann har ikisi fizarinds icra edirlar.

21

1
2 23
1-10
-1 21

10 1jo 2 1 100
=01 110 1 1{=|010

2 213
Misal. A=| 1 -10]|, A"'=?

1 -4 -3
1 -5 =3].
00 -1|1 -6 - -1 6 4
Saquli xatdan solda yazlan A matrisi elementar gevirmalar yolu

ila vahid matriss, saquli xstdan sagda yerlasan vahid matris isa yeni bir
matrisa ( B, - ya) gevrilir ki, bu da mahz tars matrisdir:

1 -4 -3
Av=| 1 -5 -3],
-1 6 4

§ 4.10. Xatti cabri tanliklar sisteminin matris yazihg formas:.
Kramer gaydasinn matrislarla ifadasi

Onco A vo B malum, X va ¥ isa machul matrislar oldugda
AX =B, yaxud YA=C (1)

soklinda matris tonliklara baxaq.

Matris tonliklorin hallinds iki hah forglandirmok lazimdur:

1. A dizbucagh matris, yaxud moxsusi kyadrat matrisdirsa
(1) tonliklorini hall etmak iigiin iki matrisin hasili va barabarliyi
sartini asas gotiiriib (1) miinasibatine gora X vaya Y mochul mat-
risinin elementlarinin axtariimasin1 xatti cabri tanliklar sisteminin
hallina gotira bilorik (bu, tors matrislorin hesablanmasindaki 2-ci
isulu xatirladir).

2. Xiisusi halda A qeyri-maxsusidirss onda (1) tonliklarinin
halli
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X=A"B, Y=CA" )

disturlari ila tapihir.
Dogrudan da A qeyri-maxsusi oldugundan onun torsi A
var va (1) berabarliklarini uygun olaraq soldan va sagdan At-a

vurmagla (2) barabarliklarini aliriq.
Xiisusi halda, AX =8 tanliyinds B vo X matrislori ancaq

bir siitundan ibarat matris ola bilar. Bu hal, xatti cabri tanliklar
sistemini matrislar vasitasi ila ifada etmaya imkan verir. Bela ki,

@y Gy .- Gy, 4 b,
A=[0 T2 - G|l x = *‘:': B= b:z

L]
a, Qa .- a, X, b,
olarsa, onda AX = B miinasibati bildiyimiz
X + X+ 4 4,X, = b,

X, +ApX, +..+ @y, X, = by,

a,x +a,x, +...+a,x, =b,
n machullu, s xatti cabri tanliklar sisteminin matrislarls ifadasidir.
Xiisusi halda, s=n va A kvadrat matrisi da qeyri-maxsusi
olarsa, onda (2) disturlarindan birincisi artig biza malum olan
Kramer qaydasimin matrislorla ifadasini verir,

Dogrudan da, bunun sag torafindaki A™'B hasil matris bir
siitundan ibarat olar (¢iinki B ozil bir siitundan ibarat matrisdir)

va onun j-ci satir elementi A™'-in j-ci elementlori ilo B-nin
uygun b, b,,....b, elementlarinin hasillori camina barabardir, yani:
A, A A 1
—Lb+—Ltb+...+ =L =—\A b+ A b +...+AD,)
Db+ ittt Bl = (At Atk AD)
Motarizadaki cam D, determinantinda ancaq j-ci siitun

elementlorinin B - nin siitun elementlari ils avaz edilmasindan ali-
nan determinantin 6ziinin j-ci siitun elementlarina nazaran ayn-

hsidir. Bu gostorir ki, X =A™'B diisturu 1 fasilda Syrondiyimiz
Kramer diisturlarinin matrislar vasitasi ilo ifadesindan bagqa bir
sey deyildir. Bunun dogruluguna inanmaq iiglin X = A™'B ifadasi-
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ni AX =B matris tenliyinds yerins yazmaq kifayatdir. Askardir
ki, B=B olacaqdur.

Misal 1. m:l[‘] fﬂ vo a=|_i ﬂ verildikds AX =B matris tanli-

yini hall etmali.
A matrisi geyri-maxsusidir: |4|=1.
AX = B tanliyini soldan A™ -2 vuraq:

X=A"B.Onda A =l; ‘ﬁ oludugundan;
R LTI

Demali, X ='—l ﬂ
Bunu tanlikda yerina yazib, yoxlayaq:

lé zlﬂL hiH-: zﬂq
Misal 2. l-i ”:Ix =L: ﬂ tonliyini hall etmoli

ri-maxsusidir (|B|=2#0). Onda AX =8 tonliyini halli yoxdur
(yoxlaym!)

Misal 3. Lz‘ _il X =!_; _;l tonliyini hall etmali.

Burada:

- - y 1 :
Burada A:I_z :ﬂ matrisi maxsusi (|4|=0), B=!—l ﬂ isa qey-

maxsusi matrislardir:

|4|=0. |8|=0.
Bu halda A™' yoxdur. Ona gora X ='; ':“ qabul edorak, AX =B

tanliyinds nazara alsaq:

1 x| ! 1
-2 -4z ¢ -2 -2
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buradan:
x+22 y+2r,l= 1 ;l
ﬂ—zx—4z -2y-4 -2 =2
iki matrisin barabarlik sartina asasan:
x+2z=],
y+2=1,
-2x-4z=-2,
—2y-4dt=-2
tanliklar sistemi alimir. Bu sistemin isa:
x+2z=1,
y+2t =l}
sistemi ila ekvivalent oldugu doerhal gériiniir. Buradan: x=1-2z va
y=1-2r (burada z va ¢ sarbast machullardir) imumi halli tapa bilarik.
8gar z=c, t=d parametrlorini daxil etsak, onda X machul mat-
risini tayin eds bilarik.

c d
Burada ¢ va 4 ixtiyari qiymatlar ala bilar.
Misal 4.

x ___|—2c+l —2d+l1 .

2x +3x, +4x, =1,
2x,+6x, +8x, =-2,
2x,+6x, +12x;=-1
tanliklar sistemini matrislor saklinda gdstararak hall etmali.

23 4
26 B, X=
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!

—ZN kimi igara etsak, verilmis sistemi AX = B saklinda yazang.

]
X
X3

A=

va B=
-1
A"~ i hesablayaq:

1-% 0 X 1_% 0
1

" P 2 1 1 2 1
J‘l“— — — e ) = [|-—= = -1 -2
S N R E

0 -— --= 0 -= ——

4 4 " 4 4
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munasibatine ssason: x, =1+1=2; x,=—%—%+-‘-:—%; By=

1.2
3 2 4

1 saceos (o @Y ;
i yani sistemin {2. 3,4) hallini tapangq.

DRI

tanliyindan ikitartibli machul X matrisini tapin.

cavat. x =38 7.
Z'E 1“',3 3‘

tanliyindan ikitartibli machul X matrisini tapin.

5
Cavabi. X = 2*3" 1- .
2a 2b
burada a va b ixtiyari adadlardir.

§ 4.11. Matrislor hasilinin ranq:

TEOREM. Soniu sayda matrislor hasilinin ranq: vuruglarin
har birinin rangindan béyiik deyildir.

ISBATIL. isbati iki matrisin hasili figiin isbat etmak kifayatdir
(sonra onu istanilan sonlu sayda matrislor hasili G¢iin riyazi
induksiya prinsipinin kémoayi ila imumilagdirmak gatin deyildir).

Tutaq ki, A, =(a;) v B, =(b,) matrislari verilib (dlgulari
ela secirik ki, vurma smalinin mimkinliik sarti 6dansin).

AB=C=(c;), rangA=r,, rangB=r,, rangC=r. olsun.
Gostarmaliyik kit r.<r,, reSr. ’

Askardir ki, C-nin 8l¢lisit nxm olar. Bilirik ki, C,,, =(c;)
hasil matrisin ixtiyari ¢, elementi (C-nin i-ci satri ilo k-c1 siitu-
nun kasigdiyi yerdo duran element) A va B - nin elementlori il

¢y =aub, tayhy, +...+a,b, =i“ﬂi’x (i=1s). (1)
J=1
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Aydindir ki, buradaki comin hadlorinda 1-ci a,,a;,....4, VU-
ruglart A-mn i-ci satir elementlari, 2-ci b,,by,,...,b,, is? B- nin

L -ct siitun elementlaridir. Burada _verilmis n igiin (k-m sabit
saxlayib) i-y2 i=12,....8 qiymatlarini vermakla

G = ayby + by .+ A by
Gy =@y by + Gyl +otayby, |
oy =auby +apgby, +...+ab, |
barabarliklarini alarnq ki, bunu da siitun matrisla_rin komayi ila

H.tby| G @

Burada sol tarafdaki y, =| ¥ | siitun matrisi C,., =(c;) husi

matrisinin _ ixtiyari k-ci siitunu, sag terafdski wo,a,,....a,

ay (R a,
o =% 0. ="} ....a,= @ | situn matrislori iss A-min
ay, a,, a,

uygun olaraq 1-ci, 2-ci, ..., n-ci siitun matrislaridir. b,.by,....b,
amsallarint Ay, Ay,... A, odadlori hesab edib (2)-dan

Yo = A A0 4oLt Aa, 3)
barabarliyini yaza bilarik, burada k =12,...,m qiymatlari ala bilo-
cayini nazarda tutub C - nin

Mis¥assine Vi 4)
siitun vektorlar sisteminin A matrisina maxsus olan
L¢ I PR (5)

vektorlar sisteminin asagidaki xatti ifadalarini alang:
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¥ =A e+ A0+ A e

L hat b
Y2 = A0 + A0+ A0, ©

Yo =A@+ A58, +. A0,

Bagqa s6zlo, (6) onu gostarir ki, ¥,,v,,...,Y,, vektorlar sistemi
a,,a,,....a, vektorlar sisteminin xatti kombinasiyalarindan iba-
ratdir. Onda vektorlar sistemlarinin ranglarinin miiqayisasina aid
bizs maslum olan teorema gora ¥,.Y,,....Y. vektorlar sisteminin
ranq: a,Q,,...,0, vektorlar sisteminin ranqim asmamalidir:
rang(4) < rang(5). rang(4) isa (yani, C-nin siitun vektorlar siste-
minin ranqi) C-nin ranqi, rang(5) is> A-mn siitun vektorlar
sisteminin ranqg, yani A - mn ranq: demakdir. Demoali, r. <r, olur.

Teorem isbat olunur.

Buna oxsar qayda ila r.< r, oldugunu géstarmak olar.

Teoremdan gixan vacib bir naticani geyd edak.

NOTICD. Ixtiyari A matrisinin geyri-maxsusi Q matrisi il>
hasilinin ranqt A matrisinin ranqina barabardir.

Basqa sozla: Har hansi A matrisini geyri-maxsusi Q matrisi-
na vurdugda A - nin rangi dayigmir.

ISBATI. AQ=C, rangA=r,, rangQ= Io» rangQ™' = Iy ol
sun. Teorema asasan

TeSr,, FeSry (N
olmalidir. indi AQ =C barabarliyini sagdan qgeyri-maxsusi Q mat-
risinin (D, #0) tarsina vuraq:

AQQ™" =CQ™
va 0Q"' = E oldugu iigiin
A=CQ"'
aling. Teorema gora burada
nWSre Vo nSro. (2)
olmalidir. (1) va (2) miinasibatlarindan r, =r, oldugu aydinlagir.

Natica isbat olundu.
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Nashayat, matrislarin ranqindan séhbat gedonda bprada pnla-
rin isbati fizarinda dayanmadifimiz asafndaki miinasibatlorin da
dogrulugunu xatirlamagin yeridir:

1. rang(AB)+ rang(BC) = rangB + rang (ABC)

(buna cabri adabiyyatda Frabenina barabarliyi deyilir). .

2 A vo B n-tortibli kvadrat matrislor Ogiin isbat etdiyimiz
teorema da alava edan asafidaki barabarsizlik da dogrudur:

ro+ 1y —bSrg <min(r,. )
(bu sonuncu miinasibat is3 cabri adabiyyatda Silvestr bera-
barsizliyi adt il> maghurdur).

8gor burada n adadi A matrisinin siitunlar say1 va B matri-
sinin satirlar saymi gostarirss, onda Silvestr barabarsizliyi bela
diizbucaql matrislar iigiin da dogrudur.

§ 4.12. Ortoqonal matrislar

TORIF. Haqigi matrisin tarsi onun transponira edilmisina bo-
rabordirsa, buna ortoqonal matris deyilir.

A matrisinin ortogonal olmas: tarifini

Al =A (n

kimi yaza bilorik (burada A" matrisi A-mmn transponira edilmig
matrisidir).

9gar (1)-i sagdan va soldan A-nin 6ziina vursaq, onun tarifi
kimi gabul edils bilan asagidaki mihim xassalarini alang:

AA=E; 2
AA'=E. 3
Burada:
b
Uy Oy ei@yy oi @y, oon Oy a, ay ... 8, ... 8, ...a_,w
L R L YR @3 Ay .Gy 0+ Gjy -+ Ay

As| B Qoo @y oen @yonn Gy | gr | Gy Gjoes By een B en Gy |

@) 8.y Qi @y, Q,a,...0;...4;...8,y
Ay .., ... 0y ...0,, ) @, Gy, .Gy ey @y,

Ortogonal matrislarin bazi xassaleri ila tanis olaq.
1. Ortogonal matrisin determinantt +1- 3 barabardir.
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(3)-dan (44]=|E{)= (4|-|a1=1). Burada |4|=|4] oldugundan
A =1, Demoali: D, =+1.
2. Ortogonal matrisin iki satrinin (siitununun) uygun ele-

mentlarinin hasillari cami sifra, eyni bir satrin (siitunun) elementla-
rinin kvadratlart cami 1-a barabardir.

Dogrudan da, (3) barabarliyindsn AA” hasilinin vahid matri-
s2 barabarliyindan tapinq ki, masalon, xiisusi halda
a,+aj + ...+ 4, =1
a,ay +ayay, +...+a,a,, =0
va ya imumiyyatlo i va j satirlori Ggin:
al+al+...+a. =0
a,a, +aya,+...+a,a,=0 (i#))

Qisa yazsaq:
Y a}=1, i=ln, (4)
J=1
Sa,a,=0, ik=Ln, i#n. ®)
J=l

Bu xassani ¢ox zaman ortogonal matrisin tarifi kimi gabul
edirlar.

Ortoqonal matrisa sada misallar

10 sin@ —cosd
s 2 olar.
01 cosa sin@

Bunlar figiin: 1-0+0-1=0, ' +0° =1, 0*+1" =1 va:

sin@cosa—cosasin@ =0, sin“@+cos"@=1.

3. Ortogonal matrisin tarsi da ortogonaldir.

A ortoqonal matris figiin A™ =A" oldugunu bilirik. Digar
torofdon (A7)'=A, (A)=A olmasi da mslumdur. Demali
()" = ().

4, Ortogonal matrislarin hasili da ortogonaldir.

Gostarmaliyik ki: A va B ortogonal matrislari iglin:
(AB)" =(AB) . Dogrudan da ’

(AB)'=B"'A" (6)
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oldugundan va sorta gdra B =B, A™ =A’. Bu da malumdur ki,
(AB)"' = B"A™'. Bunu (6)-da nazara alsaq

(AB)'=B"'A"=(AB) vaya (AB)'=(AB).

5. Vahid matris ortogonaldir.

Dogrudan da EE'=EE=E.

Nohayat, onu da qeyd edok ki, ortogonal matrislarin deter-
minantlarinin +1-2 barabar olduguna ragman onlan maxsusi va
geyri-moxsusi ortogonal siniflora aymnrlar. Determinanti 1-2 ba-
rabar olan ortoqonal matrisi maxsusi, determinanti —1-2 barabar
olan matrislori isa qeyri-maxsusi ortogonal matris adlandirirlar.

§ 4.13. Oxsar matrislor

TORIF 1. Q ixtiyari geyri-maxsusi matris oldugda iki A ve B

kvadrat marrislari
A=Q'BQ

miinasibatindadirsa, onda A matrisina B - ya oxgar matris deyilir.

Bu munasibatda @ matrisini bazan dayisdirici va transforma-
siyacdici matris adlandinb deyirlar ki, A matrisi B-dan Q-niin
transformasiyasi vasitasila alimb. A matrisinin B - y» oxsar olma-
s ¢ox zaman A™ B kimi isara edirlar.

Oxsar matrislarin bazi xassalari ilo tanig olaq.

1. Oxgsar matrislarin determinantlart va ranglart bir-birina ba-
rabardir,

ISBATL. A B olsun. Onda A=Q'BQ olur va buradan isa
[A]= |Q"i| B|Q| =|B| alinq.

Oxsar A va B matrislorinin ranglannin bsrabar olmasi isa
matrislar hasilinin ranq1 hagqinda malum teoremdan bilavasits ay-
din olur.

2. n-tortibli matrislar coxlugunda matrisiarin oxsarligy ekvi-
valentlik miinasibatina malikdir.

) I_SBATI. Géstormaliyik ki, burada ekvivalentliyin mahiyyati-
ni tagkil edan refleksivlik, simmetriklik va tranzitivlik xassalarinin
vahdati burada dogrudur.

I. Refleksivlik: Har bir A matrisi 6zii-6ziina oxsardur, yani A®A
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Bunun dogrulufu A=E'AE malum borabarliyindan aydin
olur (burada E - vahid matris geyri-maxusi olub transformasi-
yaedici matrisdir).

2. Simmetriklik: (A B)= (B® A).

A~B oldugundan A=Q"'BQ. Bunu soldan Q qeyri-max-
susi matrisina, sagdan iss Q"' -3 (aydindir ki, Q geyri-maxsusi ol-
dugundan, onun torsi Q"' da geyri-maxsusidir) vurag:

QAQ™ =00™'BQQ™ =B, yani B=(Q")"AQ™.
3. Tranzitiviik: ((A®B)A(B®C))= (A~C) oldugunu gds-
tormaliyik. A=Q"BQ va B=§"'CS minasibatlorindan:
A=07(57'CSHQ=(Q"'S)C(SQ) =(5Q) ' C(5Q)
aling ki, buda A-nin C-yo2 oxgar oldugunu gostarir.
3. Transformasiyaedici matrislari eyni olan A,B,C,D mati-
rislorinda A~ B va C®D isa, onda

(A+C)™(B+ D). (1)
{SBATL Transformasiyaedici matris Q olsun. Onda sarto goro
(AvB)= A=0"'BQ 2)
(CoD)y=C=Q"'DQ 3

A+C=S, B+D=T olsun. Onda (2) v3 (3)-dan
- - -1
A+C=0"'BQ+Q'DQ=0"(B+D)0,
S T
§=Q'TQ 4)
yoni (A+C)®(B+ D) olur.

Xassa isbat olunur. _ _
TORIF 2. Diagonal matrislara oxsar olan matrislora diagonal-

lasan matrislor deyilir.
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FoSiL 5

COBRi 9MOL VO COBRi STRUKTURA ANLAYISI,
BUNLARIN 9SAS NOVLORI HAQQINDA

§ 5.1. Cabri amal, cabri struktura anlayis

Girigda geyd etmisdik ki, miasir cabri mixtalif riyazi ob-
yektlarin xiisusi tabiatina mahal qoymadan, ssas etibarilo bu ob-
yektlar coxlugunda tayin edilan cabri amallari va bu amallarin xas-
salarini éyranan elm kimi saciyyalandirirlar.

Bas cabri amal nadir?

Tutaq ki, ixtiyari M goxlugu verilir. M ¢oxlugunun miiay-
yan nizamla gétiriilmiis har hanst iki @ va b elementina,
birgiymatli olmaqgla hamin goxlugun bir ¢ elementi miioyyan bir
qanun va gayda ilo gary1 qoyula bilirsa, onda deyirlar ki, M gox-
lugunda cabri amal (va yaxud «kompozisiya») tayin edilmisdir.

Buradan avvalan aydin olur ki, cabri amalin mahiyyatini tarif-
da deyilan qarsigoyma ganunu (va ya qaydasi) taskil edir, fkincisi
geyd edilir ki, bu qarsiqoyma qaydas: birgiymotlidir, yani M goxlu-

gunun iki @ va b elementina hamin goxlugun yegans ¢ elementi
qgarst qoyulur, Ugtinciisii, gostarilan amali M ¢oxlugunun ixtiyari iki
u_Icmcnti iizarindo aparmaq miimkiin olmagla, bu cabri amal natica-
sinda alinan figlinchi yegana element hokman M coxluguna daxil
olmaldir. Nahayat, cobri amalin naticasi bu amalin aparildifs a va
b elementlarinin hansi nizamla gotiiriilmasindan asihidir (yani cabri
amol kommutativlik xassasina malik olmaya da bilar).
_ Cobri amaliyyat goxlugun yalniz iki a vo b elementina aid
edildikds onu adatan «Binar cabri amal» adlandirirlar.
Binar cabri amal A ¢oxlugunun AxA Dekart hasilinin har
hanst altgoxlugunun elementi, yani miivafig iki elementin nizamlan-
muy ciiti kKimi gy edir.
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Xiisusi halda cabri smsli toplama va vurma adlandiraraq
onu «+» va ya « - » (ndéqta) kimi isars edirlor. Onda birinci halda
qargiqgoyma qaydasinda istirak edon ¢ adadina a va b-nin comi
deyib a+b =c kimi, ikinci halda isa c-y2 a v b-nin hasili deyib
a-b=c kimi igars edirlor. dlbatta, ola bilar ki, M g¢oxlugunda ts-
yin edilon cobri amaliyyat figiin bagqa yeni termin va simvol gabul
edilsin. Masalon, imumi halda amali va ya kompozisiyan1 bazan
a®b=c, yaxud a*b=c va yaxud da adb=c vas. kimi isars
edirlor. Onda M ¢oxlugunda ® cabri smalinin tayin edilmasi o
demakdir ki, a,be M isa a®be M olmalidir (bu halda deyirlar
ki, M coxlugu ® amoalina nazaran qapahdir). Basqa s6zla, burada
MxM ——M inikasindan séhbat gedir.

Miiasir cabrin «Umumi cabr» adlanan sahssinin asas magsa-
di mahz cabri strukturalan 6yronmokdir. Bas cabri struktura na-
dir?

Cabri struktura dedikda, miixtalif tabiatli elementlarin elo ¢ox-
lugu nazords tutulur ki, burada milayyan xassalara malik olan bir va
ya bir ne¢a cabri amal tayin edilmis olsun. Bu ¢oxlugu cabri strukitu-
ranin dagiyicist adlandirirlar.

Cabri strukturalara miasir cebrda ¢ox zaman «Universal
cabrlar» deyib, bunun 6ziinii va dasiyicisimi adatan eyni bir harfla
(masalon: M ila) isara edirlar.

Cabri strukturada bir deyil, bir nega cabri amal tayin edilarsa,
onda bu hal arqumentlari M - dan olan bir ne¢a dayisanli f funk-
siyasimi xatirladir va agagadak gokilda gostarils bilar:

fM"=MxMx..xM—>M;

burada x isarasi coxlugun Dekart hasilini géstarir va buradaki ar-
qumentlorin say1 da cabri amalin «ap adlamir; bela ki, n=0 ol-
duqda nular, n=1 olanda amal unar, n=2 olanda binar, n=3
olanda ternar va s. iimumiyyatla n-ar amal olur. 9n gox rast gali-
nan, islok amal binar amaldir ki, miixtalif adadlar ¢oxluglannda iki
adad iizarinds apanlan toplama vs gixma smollari bunun an sada,
bariz niimunssidir. Masalon, iki adadin an boyitk ortaq boloni
(9BOB), an kigik ortaq boliinani da (AKOB) natural adadlarda ta-
yin edilan binar cabri amaldir; iki miiddsa fizarinda dizyunksiya va
konyunksiya kimi moantiqi smallar do riyazi mantiqda binar amala
misal olar.
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Xiisusi halda M coxlugunda tayin edilon unar smals M -in
ézliniin 6ziina birqiymatli inikasi ( f : M — M ) kimi baxmagq olar.
Bir gadar sadalagmis tarzda desak, unar cabri amalda verilan goxlu-
gun yalmz bir elementi istirak edir. Masalan, adadi kvadrata yiik-
solmak onun izorinds aparilan unar cabri amaldir. Coxlugun
altcoxlugunun 6ziine tamamlayicisini, hagiqi adadin miitlaq giy-
matini, verilan middsamin inkarini tapmaq unar amals aid sads
misallardir. Elo cabri amallar da var ki, orada verilan goxlugun iki-
don do gox (n=3) elementi istirak edir. Masalon, n sayda
a,.a,.....a, kimi verilon natural adadlarin an bdyiik ortaq bélanini

va an kigik ortaq bélinonini tapmagq n - ar cabri amals misal olar.

Cobri amaliyyatin tayin edilmasi anlayisinin daha yaxs: dark
edilmasi lgiin bir ne¢a misala baxaq.

1. Tam adadlar goxlugunda toplama va vurma smollari tayin
edilmigdir.

Dogrudan da iki tam adadin cami v hasili yena da tam adad
verir, burada com, hasil verilmis tam adadlar ¢oxluguna daxildir;
bela ki, Z ={0,#1,42,...} tam adadlar coxlugunun ixtiyari iki ae Z ,
be Z elementinin cami va hasili da tam adad olub Z - 5 daxildir.

2. Tam adadlar goxlugunda bélma cabri amali tayin edilma-
migdir. Ciinki, avvalan, burada sifra bélmak miimkiin deyil, ikin-
cisi da, iki tam adadin nisbati heg¢ da hamiss tam adad olmur va de-
mali, smoalin naticasi goxlugun 6ziins daxil olmaya da bilar.

3. Natural adadlar (miisbat tam adadlar) coxlugunda ¢ixma
cabri amali tayin edilmamisdir. Dogrudan da ixtiyari iki a, b na-
tural adadlarinin @a—b fargi hamisas natural adad olmaya da bilar
(a <b olanda a~b manfi adad olur ki, bu da natural sdadlar Gox-
luguna daxil deyil).

4. Irrasional adadlar goxlugunda vurma cabri smalinin tayin
edildiyini ds tasdiq etmak olmaz. iki irrasional adadin hasili hami-
§ irrasional olmaya da bilar (masalan, xiisusi halda: /2 -Y4 = Z):

Cabri strukturalar iigiin burada toyin edilon amallerin xas-
salari mithiim ahamiyyata malikdir.

TORIF. ® binar cabri smali (kompozisiyast)

“2;h®b=b®a]

yortini ddayirsa, buna onun kommutativiik (verdayisma),
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“\;u[(a ®b)®c=a®(b®c)]

gartini ddadikda isa onun assosiativlik (gruplagdirma) xassasi deyi-
lir. Bgar M ¢oxlugunda
a®b#b®a,
(a®b)®c+a®(h®c)
olan a,b «citlityii» va a,b,c wighiyii» tapilarsa, onda uygun olarag
deyirlar ki, bu amal kommutativiik va assosiativlik xassalorina malik
deyildir.

Masalan, M ¢oxlugunun altgoxluglannin birlasmasi va kasis-
moasi, habela natural va tam adadlar ¢oxluglannda toplama va
vurma smollari kommutativlik xassasina malikdirlar. Lakin masa-
lon, tam adadlarin qixumasinda kommutativlik xassasi dogru deyil
(masalan, 12-7#7-12).

Bunu assosiativlik xassasi figlin do deya bilarik; masalan,
xiisusi halda: (10-3)-1#10-(3-1).

TORIF. ® binar omali L amolina nazoron

»g'[(c-"-b)®c=(a®c)l(b®c]] vo c®(ald)=(c®a)l(c®b)

sortlarini odayirsa, buna ® amalinin 4 amalina nazaran distributivlik
(paylagdirma) xassasi deyilir (agor @ omali kemmutativ olarsa,
onda «va» baglayicisimin sol va sagindakt minasibatlor forqlanma: ).
Ogar M -da bu barabarliklari 6damayan a,b,c «igliiyl» tapi-
larsa, onda burada distributivlik xassasi imumiyyatls dogru olmaz.
Cabri strukturalar nazariyyasinda neytral va simmetrik ele-
ment anlayislan xfisusi ahamiyyata malikdir.
TORIF. n elementi ::‘ (a®n=a)a(n®a= a)| gortini éda-

yirsa, buna M - in @ amalina nazaran neytral elementi deyilir.
Masslon, M goxlugunun altgoxluglan igarisinda birlagma v
amoaline nazaran @ bos ¢oxlug, kasisma N amoalina nazaran iss
M - in 6zl neytral element olur: "
Mu@=BuM=M , MAM=M.
Xiisusi halda M =Z tam adadlar ¢oxlugunda toplama amali
tigiin 0 (sufir), vurma amali tigiin isa 1 (vahid) neytral element olur:
Vae Z igiin a+0=0+a=a,a-l=l-a=a. _
Umumiyystls, M goxlugunda tayin edilon toplama amalina
nazaran neytral elementi «sifir element» adlandirib onu adatan 0
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(teta) ila, vurma smalina nazaran neytral elementa isa «vahid
element» deyib aksar hallarda e ila isars edirlar.

Asanligla isbat etmok olar ki, sgor M goxlugunda neytral
element varsa, o yeganadir. ) _ o ,

Dogrudan da, agar farz etsak ki, M -da bir deyil, iki n va n
kimi neytral elementlari var, onda n=n®7 =7’ alang.

TORIF. M-in a elementi va n neytral elementi igin
d®a=a®d =n gortini ddayan a’ elementina (a'€ M) a-mn @
omalina nazoran simmetrik elementi deyilir.

Xiisusi halda M =Q rasional adadlar ¢oxlugunda sifirdan
farqli olan a adadi (a#0) fi¢lin toplama smalina nazaran simmet-
rik elementi @’ =-a, vurma amalina gdra isa simmetrik elementi
:z':l olar. Bela ki:

a

a+(-a)=(-a)+a=0, a-l=l-a=l.
a a

Umumiyyatla, M coxlugunda toplama binar cabri amalina
nazaran a ila simmetrik olan a’ elementini a-mn oksi deyib —a
ila, vurma amolina anazaran iss @ - nin simmetrik elementini - mn
tarsi adlandinb a™' kimi igara edirlar.

Onu da qeyd edok ki, riyazi adabiyyatda bszi neytral va
simmetrik elementlardan damiganda «sol» va «sag» neytral va sim-
metrik elementlari farglandirib onlara ayrica tariflar verib, sonra-
dan bunlann eyni oldugunu isbat edirlar (sonraki gerhlorda bu
farglandirmanin ela bir prinsipial shamiyyati yoxdur).

Riyazi amal va riyazi struktura haqqinda damsanda «daxili»
va «xarici» (zahiri) amallor barasinds malumata ehtiyac vardir.

Verilan ¢oxlugda tayin edilan cabri amsldan daniganda bu
cahati xiisusi vurguladiq ki, amaldas istirak edan elementlarin 6zlari
da va bu amoalin naticasinda alinan element da hékman verilan
¢oxluga daxil olmalidir (a,be M is2a a®b=ce M ). Bunu goxlug-
da tayin edilan daxili amal va ya «kompozisiyanin daxili ganunu»
adlandinirlar. Amma xarici amal va ya kompozisiyamin ‘xarici
qanunu da var. I burasindadir ki, burada M g¢oxlugundan slava
yardim¢i bir @ coxlugu da istirak edir ki, bunun elementlarini
adatan «operatorlar» adlandinirlar, Burada a operatoru (a€ Q)

280

ila M goxlufunun a elementindan (a€ M) diizslan (a,a) kompo-
zisiya clitliyindan va har bir (a,4) ciitine M goxlugunun yegans
bir b elementini qarsiqgoyulma qaydasindan séhbat gedir. Bagqa
sdzla, M va Q coxluglan igiin kompozisiyanin xarici ganunu
@:0xXM — M inikas: kimi saciyyslandirs bilorik.

Oksoar hallarda kompozisiyanin xarici qanunu kimi M gox-
lugunun elementlorinin Q goxlugundaki operatorlara vurulmas:
diigiiniilir vo bu amsli a-a va ya aa kimi isars edirlor (bunu a
elementinin a operatoru ils hasili adlandirirlar). Masalan, vektor-
lar ¢oxlugunun haqiqi adada vurulmas: xarici amsla (va ya kom-
pozisiyanin xarici qanununa) sn yaxs: misal ola bilsr (burada
verilon M goxlugu vektorlar goxlugu, O yardimei goxlugu isa ha-
qiqi adadlar ¢oxlugu olur).

Mithiim masalolardan biri cobri strukturalar arasinda «mor-
fizm» miinasibatidir.

Umumi halda iki cabri struktura arasinda «morfizm» de-
dikdas bunlarda tayin edilan cabri amallarin saxlanmas: §artils biri-
nin digarino inikas: ditsiiniliir. Inikasin va cabri strukturanin, bu-
rada toyin edilon kompozisiyalarin névlarindan asili olaraq «mor-
fizm» homomorfizm, izomorfizm, epimorfizm, monomorfizm,
avtomorfizm, endomorfizm kimi ndvlari vardir.

<M®> va <M @®> cabri strukturalar arasinda
@:M - M’ inikasi varsa va bu inikas M 3a—f—ad'eM’,
M3b—beM’ ligin p(a®b)=@(a)® @b) olarsa, onda deyirlar
ki, M cabri strukturasi il> M’ cabri strukturalan arasinda ® va
® amollerine nazaran homomorf uygunlug var (yaxud deyirlar ki,
M strukturu M- homomorf inikas olur). M ilo M’ arasinda
homomorfizm miinasibati adlanan bu inikas inyektiv oldugda bu
milnasibat monomorfizm, bu inikas siiryektiv olarsa epimorfizm,
bu inikas biyektiv olarsa, ona izomorfizm deyirlar. Demali, xiisusi
halda <M ,®> vo <M’ ®> cabri strukturalarinda M va M’
¢oxluglan arasinda qarsihgl birgiymatli uygunluq varsa (biyektiv
inikas) vo burada M 3ae——ad'eM’, Ma3be——beM’ igin
a®be——a’ ®b olursa, M ila M’ cabri strukturalan ® amalina
va ya kompozisiyasina nazaran izomorf ddlanir vo M =M’ kimi
yazilir.
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Agor verilan M cabri strukturasinda bir deyil, ¢ox kompozi-
siya varsa (masalon, ®,,®,....,®,) onda M -in M’-3 inikasinda
proobrazlar fizorinda kompozisiyalar M’-daki obrazlar figiin da
saxlamirsa, deyirlar ki, M ilo M" ®,,®,,...,®, amallarina nozaran
homomorf uygunlugdadr, xiisusi halda bu inikas biyektivdirso M
ila M’ bu amallara nazaran izomorfdurlar (M =M").

izomorf uygunluqda olan iki cabri struktura o gadar imumi
xasalora malik olur ki, hatta cobrda bunlar farglondirilmir, eyni
naqleyi-nazardan dyranilir.

Bir ¢coxlugun digarina inikasindan damsanda bazi riyazi ada-
biyyatda inyektiv va siryektiv inikas avazina «daxilino» va «iizori-
no» inikas anlayislarindan da istifads edirlor. Bu halda M struktu-
rasinin 6zi 6ziina izomorf inikasinda avtomorfizm, 6z daxilina ho-
momorf inikasina endomorfizm deyirlar.

Tayin edildiyi cabri amalin xarakteri, bunlarin sayi, bu amal-
larin daxili va xarici olmasi baximindan cabri strukturalarin miix-
talif névlari vardir. Kitabin sonraki bdlmalarinds cabri struktura-
larin bir nega klassik va milasir ndvlari ila tani§ olacagsiniz.

§ 5.2. Qruppoid, yarimqrup, monoid

Yalniz bir binar cabri amalin tayin edildiyi cabri strukturaya
qruppoid deyilir; demali, qruppoid tigiin ® amalina nazaran asafi-
daki sart 6danmolidir:

Y(a,be M) 3(ceM) (a®b=c).
Qruppoidda bu sartdan slava assosiativlik xassasing aid
Y(a,b.ce M) [a®(b®c)=(a®b)®c]
aksiomu da &danarsas, buna yanimgqrup deyilir. Demali, yanimqrup
cla cabri strukturadir ki, orada iki sart &danir: 1) ® amalinin tayin
edilmasi; 2) bu amalin assosiativlik xassasina malik olmas:.

Cabra aid adobiyyatda bazan yarimgrup amals gatiron M
goxlufunu mohz assosiativ qruppoid adlandinrlar.

Xiisusi sartlosma olmadiqda qruppoidds tayin edilon ®
kompozisiyas: adatan vurma amali kimi gabul edilir va bu < I,->
kimi isara edilir,

Lakin bazan tayin edilon ® cabri amali toplama kimi da ge-
bul edilir. Yurma amalina nazaran gruppoida multiplikativ, top-
lama amalina nazaran qruppoida iss additiv qruppoid deyirlar.
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Sonraki miihakimalorimizi adatsn multiplikativ qruppoid,
yarumgqruplar Gizorinds aparmag gortlogak.

9gar qruppoidds va yanmqrupda 3lava bir aksiom — vurma-
da kommutativlik xassasi (ab=ba) 6danarss, onda uygun olaraq
bunlari kommutativ gruppoid va kommutativ yanmqrup adlandi-
rirlar.

Tariflardan aydin olur ki, istar qruppoidda, istarss da yanm-
qrupda neytral elementin olmasi vacib sayilmr.

Yanmgqrupda neytral element olarsa, buna monoid deyirlar.!
Demsli, monoid el cabri strukturadir ki, orada asagidaki sartlar
Sdanir:

1) Y(a,be M) F(ceM) (a®b=c),

2) V(a,b.ce M) [a®@®B®c)=(a®b)®c),

3) ee M) V(@eM) e®a=a®e=a.

® amalinin vurma va toplama olmasina uygun olaraq mo-
noidi uygun olaraq multiplikativ va additiv adlandirmagq olar. M
coxlugunun vurma va toplama cobri amollorina nazaran amald
gotirdiyi multiplikativ v additiv monoidlari uygun olaraq
<M, .e>, <M,+,0> kimi isara eda bilorik. Tayin edildiyi amal
kommutativlik xassosina malikdirsa, bela monoida kommutativ
monoid deyirlar.

Hagqiqi adadlor goxlugu R-i yada salag. R haqiqi adadlor
coxlugu aynhgda hom toplama, hom da vurma amallarine gora
kommutativ qruppoiddir. Cinki, bu ¢oxlugda V(a,be R) lgiin
a+b=R va a-b=R, yoni R-da toplama va vurma amallari toyin
edilib, ham do a+b=b+a, ab=ba. Bu goxlugda tayin edilan
amollar assosiativlik xassasina malik oldugu Ggin aynhgda hor iki
amal> nazaran yanimgrupdur. Burada neytral (vahid) element ol-
dugu iigiin bu ham da monoiddir, 6zi da kommutativdir.

Digor bir misala baxaq, n natural adadina béliinan tam
adadlor coxlugunu gotirak: nZ = {nm| me Z}. Bu ¢oxluq toplama-
ya nazaran kommutativ monoid amald galirir, urmaya nazaran isa
vahidi olmayan yanimqrupdur (burada n >1).

| Bazi miialliflor (masaton, N.Burbaki va R.For, A.Kofman, M.Deni-Papen)
wyanmgrup» va «monoid» terminlarini sinonim kimi igladirlar.
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Qruppoidds onun ixtiyari a elementi iigin a-a=a sorti

&danarsa, buna idempotent qruppoid deyilir.
Bgar qruppoidda vahid element varsa, o, yeganadir.

Qruppoid, yanimqrup, monoid kimi cabri strukturalar bir
¢ox imumi va spesilik xassalors malikdirlar. Bunlarin 8yranilmasi

bir ¢ox cahatdan grup anlayisinin Gyranilmasini xatirladir, burada
genis analogiya vardir.

§ 5.3. Qrup va altgrup anlayisi

Qrup anlayisi va bu asasla yaranan qrup nazoriyyasi miasir
riyaziyyatin ¢ox vacib bir sahasidir.

Qrup nazariyyasina biz yenidon qayidacagiq. Halalik ilkin
tanighgla kifayatlanak.

Qrupa ham basqa cabri strukturalann kémayi ils, ham da
mistaqil suratda torif vermak olar. Masalan, deya bilsrik ki, ele-
mentlarinin hamisimin tarsi olan monoids qrup deyilir. Yaxud:
n?mal va simmetrik elementlora malik olan yanmqrupa qrup de-
yilir.

Lakin yaxs: olar ki, grupun miistaqil tarifi ils ds tanig olaq.

Bos olmayan G ¢oxlugunda agagidaki sortlor 6danars, ona
vurma amalina nazaran grup deyilir:

1) G ¢oxlugunda vurma smali tayin edilir, yani:

Y(a.be G) igiin a-b=c, ce G
(bagqa sozla, G ¢oxlugu vurma amalina nazaran cabri qapaldir);
2) Vurmada assosiativlik ganunu dogrudur, yani:
(ab)c=albc);
3) G coxlugunda vahid element vardir, yani:
V(a€ G) igiin ee G), ae=ea=a:
4) G -nin har bir elementinin tarsi var, bels ki:
V(a€ G) igiin I(a'€G), aa'=a'a=e.
2), 3), 4) sortlari qrupun aksiomlan adlamr.
Bunlardan alava ab=ba (yani vurmada kommutativlik qa-
nunu) dogru olarsa, buna kommutativ qrup, yaxud Abel qrupu
deyirlar.

. Analoji olaraq toplama amolina nazasran qrupa torif verilir,
yani G ¢oxlugunda
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1) a,b€ G Ugiin a+be G (toplama amalinin tayini);

2) (a+b)+c=a+(b+c) (toplamada assosiativlik ganunu);

3) a+0=0+a=a (sifir elementinin varhif);

4) a+d =a'+a=80, a'=-a (sks elementin varhf)
sorti va aksiomlan Gdansarsa, G -ya toplama amalina nazaran qrup
deyilir. Burada da yen2 a+b=b+a aksiomu &doanarss, buna kom-
mutativ va ya Abel qrupu deyirlor.

Oks elementin yeganaliyi asanligla isbat edilir.

Qruppoid, yanimgrup va monoidda oldugu kimi, burada da
vurmaya nazaran qrupu multiplikativ, toplamaya nazaran qrupu
iso additiv qrup adlandiraraq birincini <G,-,e>, ikincini iss
<G,+.,0> kimi va ya daha qisa <G, -> va <G,+> kimi isara
edirlor. Bunlarda neytral elementi isa uygun olaraq «tars» va «aks»
element adlandiririar.

Bir cohati da geyd edak: xiisusi sartlagma olmadigda aksar
riyazi adabiyyatda qrup dedikds, adaton ilk névbada vurmaya na-
zaran qrup nazards tutulur va gox zaman da toplamaya nazaran
qrupdan damsganda ilk novbada onu Abel (kommutativ) qrupu ki-
mi gabul edirlar.

Qrupun elementlari say1 sonlu va sonsuz olarsa, buna uygun
olaraq onu sonlu va sonsuz qrup adlandinirlar.

Qrupa aid bir ne¢s misala baxaq:

Additiv qrupa an sada misal tam adadlar goxlugu olar. Bela
ki, <Z,+,0> strukturasi toplama amalina nazaran qrupun tori-
findaki talablerin harmsim 6dayir, yani:

1) Tam adadlorin cami yena tam adaddir, yani burada top-
lama amali toyin edilib (a,be Z tglin a+be Z);

2) Toplamada assosiativlik qganunu dogrudur, yani a.b,ce Z
iicin (a+b)+c=a+(b+c);

3) Bu goxlugda sifir elementi var, yoni a+0=0+a=a;

4) Coxlugun har bir @ elementinin a’=-a oksi var, yani,
a+a’=a’+a=0,a =-a.

Bunlardan slavs a+b=b+a sorti do 6danildiyi ii¢iin bu
qrup kommutativdir,

Multiplikativ qrupa isa an sada misal sifn kanar etmakla
(sifirm tarsi yoxdur) rasional adadlarin Q" = Q\{0} goxlugu olur.
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Burada da yena: : )

1) iki rasional adadin hasili yena rasionaldir (vurma amoli
tayin edilir: a,be Q lgin a-be Q); ’

2) Vurmada assosiativlik xassasi dogrudur, yani a,b,ce Q
iigiin (ab)e=a(bc);

3) Vae Q igiin a-1=1-a=a (vahid element var);

4) Hoar bir a# 0 elementi iigiin a-a"=a"-a=1 (yani tars ele-
ment var). o

ab = ba oldugundan bu qrup da kommutativdir.

n-tartibli matrislar ¢oxlugu, n-6lgilii vektorlar ¢oxluglan
da additiv qrup amola gatirirlar. o

n - tartibli qeyri-maxsusi matrislar goxlugu, habela, n- tartibli
avazlamoalar goxlugu multiplikativ grupa misal ola bilar.'

Qrupun elementlari sayim (basqa sézla «gﬁcﬁnﬁ»} isars etmak
ligiin Card G, |G|, (G :e) kimi simvollarin birindan istifads edilir.

Qruplar nazariyyasinin miithim bir qolunu mshz sonlu
qruplar nazariyyasi taskil edir.

Sonlu grupun elementlori sayina onun tortibi deyilir. )

Qruplar nazariyyasinin ¢ox vacib anlayislarindan biri altqrup
anlayisidir.

TORIF. G grupunun G’ altgoxlugu(G’ < G) 6z névbasinds G -ds
tovin edilon cobri amala (vurmaya) nazaran qrup amols gatirirsa (bag-
qa sizla, vurmada «qapaliig» sartini ddayirsa), onda G'-2 G -nin
altgrupu deyilir,

Bu tarifdan natics kimi alinan va G’-in G igiin altqrup ol-
masini tasdiq edan agagidaki alamati bilmak faydaldir.

TEOREM. <G,-> grupunun G’ alt¢oxlugunun altgrup olma-
St diciin:

1) a.be G’ iigiin abe G (gapalihg sorti);

2) ae G iigiina'e G
gartlarinin ddonmasi ham zaruri, ham da kafidir.

Qeyd. Bu teoremi <G, +> qrupu igiin séylasak, onda gostarilon
sortlar:

1) a,be G’ iigiin a+be G';

2) ue G lgin —ae G’
saklinda olar.
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Teoremi < G,-> qrupu iigiin isbat edok.

Sartin zaruriliyi. Tutaq ki, G’ alteoxlugu <G,-> grupunun
aligrupudur. Onda altqrupun yuxaridaki tarifine gora G goxlugu
qrupun tarifindaki biitin sortlari, o ciimladan da, a.be G’ iiglin
abe G’ va ae G’ fgiin aa'=g'a=¢ sortini 6dayan a™' tars
elementinin varligs (a™' € G') sortini da 6demalidir.

Sortin kafiliyi. a,be G’ ficiin abe G’ $ortinin 8danmoasi G’ alt-
¢oxlugunda vurma smolinin toyin oldugundan xabor verir. Onda
G’-in istonilan iig elementi iiglin assosiativlik aksiomunun Sdanacayi
aydindur; ¢iinki bu elementlar eyni zamanda verilan G qrupunun ele-
mentlaridir; G’-in istanilon elementinin tarsinin varh@ da bu sabab-
don askardir. Nohayat, G’- ds vurma smolinin tayin edilmasindan vo
ixtiyari a elementi Gigiin o™ -in varhgindan aa™ =€ G’ olmasi, ya-
ni vahid elementin méveudlupu aksiomu da &danir. Belalikls, G
¢oxlufunda G -da tayin edilon amals nazaran qrupun biitin aksiOm-
lan 6danir. Ona géra da G’ altgoxlugu G -nin altgrupu olur.

Teorem isbat olundu.

Altqrupun torifindoki G-nin G’ altgoxlugunun mohz G
qrupunda tayin edilan cabri smala nazaren qrup togkil etmasi sarti
mithiimdiir. Masalan, bilirik ki, misbat adadlar coxlugu haqigi
adadlarin alt¢oxlugudur, lakin buna baxmayaraq miisbat adadlarin
multiplikativ qrupu heg da biitiin haqiqi adadlarin amals gatirdiyi
additiv grupun altqrupu deyildir.

G’-in G igin altgrup olmasim riyazi adabiyyatda gox za-
man G'<G kimi isars edirlor, G # G’ halinda G’ maxsusi altqrup
adlandinibr va G’ <G kimi isara edilir.

Altgruplann agagidak: xassasinin dogrulugunu gostarak.

TEOREM. G grupunun G, vo G, altgruplarinin G, NG,
kasismasi G - nin altqrupudur.

ISBATL Dogrudan da G,AG, kesismosinin har hans: Xy
clementi (x,ye G,NG,) ham G,-2, ham da G,-ya daxildirlor
(% y€G, x,y€G,) va G, ils G, altgrup olduglan ((G, cG,
G, €G) xy€ G, xy€G,) iiglin habels x'€ G, x'€G,.

Zaruri va kafi sarts gére G, NG, kasismasi altqrup olur.

Teorem isbat olundu.
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indi isa altqrupa aid bir nega misala baxaq:

{. Har bir G multiplikativ qrupun 6zii vo onun vahid ele-
mentindan ibarat {e} coxlugu («vahid qrup») verilon grupun alt-
qruplandir.

G 6zii va {e} vahid qrupu G -nin geyri-moxsusi altqruplan,
G -don {e}- dan fargli altqruplar is> maxsusi altqrup adlamirlar.

2. Rasional adadlarin Q g¢oxlugu additiv qrup amale gatiran
R haqiqi adadlar goxlugunun els altgoxlugudur ki, Q-niin 6zl da
additiv qrup amala gatirir. Odur ki, <Q,+> qrupu <R,+> qru-
punun altgrupudur.

3. Miisbat adadlar ¢oxlugunun multiplikativ qrupu sifirdan
fargli kompleks adadlor ¢oxlugunun altqrupudur.

4, Tam adadlarin additiv qrupu biitin kompleks adadlarin
additiv qrupunun altqrupudur.

§ 5.4. Halga, halqamn ideah

Biz yuxarida yalniz bir binar cabri amalin tayin olundugu
cabri strukturalarin bir neg¢a névu ils tams olduq (qruppoid, ya-
nmqrup, monoid, grup). Lakin iki binar cabri amala malik olan
strukturalar da vardir. Indi tani§ olacagimiz halqa anlayiyi mohz
iki binar cabri amalin tayin olundugu cabri strukturadir.

K goxlugu (K #@) burada tayin edilan toplama va vurma
cabri amalina va bu amallarls slagadar olan miiayyan sartlari 6da-
yanda onu halqa adlandinirlar. Daha dogrusu, halgaya bels torif
verilir:

Bos olmayan K goxlugunda:

1. Toplama va vurma amallari tayin edilmigsa:

a.be K igin a+be K, a-be K;

2. Y(a,b)e K lgiin a+b=>b+a (toplamada kommutativlik);

3. V(a.b,c)e K ugiin (a+b)+c=a+(b+c¢) (toplamada as-
sosiativlik);

4. Vae K Ugiin 30e K a+0=a (sifir elementin varliff);

5. Va€ K igin 3a’, a+a’=a"+a=0, a’=-a (sks elemen-
tin varhig);
6. V(a,b,c)e K Ugiin (ab)c = a(bc) (vurmada assosiativlik);
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7. VY(a,b,c)e K fgin a(b+c)=ab+ac, (b+cla=ba+ca
(distributivlik) sartlori (aksiomlan) &danirss, onda K ¢oxluguna
halga deyirlar.

Bunlardan slava agsr ab=ba (vurmada kommutativlik xas-
sasi) ddanarsa, buna kommutativ halqa deyilir (aydindir ki, kom-
mutativ halgalarda 7-ci aksiomda (distributivlik xassasinds) iki
barabarlik yazmaga ehtiyac olmur).

Tarifdan gorinir ki, halqada sifir va aks elementlarin olmasi
macburi sart oldugu halda, vahid elementin olmas: xiisusi geyd
edilmir, yani halqada vahid element ola da bilar, olmaya da bilar;
agar burada vahid element varsa, yani Vae K, 3Jee K {igln
ae =ea=a sortini 6daysn e vahid elementi olarsa, onda buna va-
hidi olan halga deyirlar.

Asanhgla gdstarmak olar ki, halqanin sifir elementi va har
bir elementin aksi yeganadir.

Bunun kimi d2 agsr halqada vahid element varsa, o da ye-
ganadir.

Toplama va vurma amollarina nazaran halga amala gatiran
cabri strukturam < K, +,-> kimi igara edirlar.

< K,+,-> halqasimin tarifindoki aksiomatikaya diqqat yeti-
rib onu artiq tamg oldugumuz cabri strukturalann tariflari ila mil-
qayiss etsak bunlarda ortaq aksiomlann varhgim gérarik. Bu da
halqaya daha bir torif vermays imkan yaradir. Bels ki, halga iki
binar cobri amslin (toplama vs vurmamn) tayin edildiyi els K
¢oxluguna deyilir ki:

1) onun elementlari toplamaya nazaran Abel qrupu (bununla
Y(a,b)e K iigiin a+be K sorti, 2-ci, 3-ci, 4-cii, 5-ci aksiomlarin
ddandiyi qeyd edilmis olur);

2) vurmaya nazaran yanmgrup (burada iss ¥(a,b)€ K ligiin
abe K sarti va 6-c1 aksiomun 6danmasi geyd edilmis olur);

3) toplama va vurma amallari distributiviik ganunu ila alaqgali-
dir: a(b+c)=ab+ac va (b+c)a=ba+ca (bu iss 7-ci aksiomdur).

< K,+,-> halgasi iigiin < K, +> bu halganin additiv grupu.
< K,-> isa halgamin multiplikativ yarimqrupu adlanir.

Halqada istanilon a elementi figiin a’ =0 barabarliyi va ix-
tivari a,b.c elementlari figin Yakobi eyniliyi adlanan
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a(bc) + b(ca) +c(ab) =0
&danirsa, bela halgaya Li halqas: deyirlor.

Halqaya aid bir nega misal géstorak.

1. n-tartibli matrislor oxlugu burada tayin edilon toplama
va vurma amoallorina nazaran halga amala gatirir. Bu halqa vahidi
olan (burada vahid element vahid matrisdir) assosiativ halgadir.
Burada halganin biitiin sortlori 6donir. Xisusi halda bu halganin
sifir elementi sifir matris, har bir A matrisinin aksi iso — A matrisi-
dir: lakin bu kommutativ halga deyil, ¢iinki matrislorin vurulmA-
sinda kommutativlik ganunu dogiru deyil (AB # BA).

2. [a.b] pargasinda haqiqi dayisenli kasilmaz funksiyalarin F
¢oxlugu da burada tayin olunan toplama va vurma amallarina na-
zaron halqga taskil edir. Bela ki, bu funksiyalarin comi da, hasili da
tayin olunduglari (a.b)-da yena da haqigi dayiganli kasilmaz funk-
siyalardir. Bu goxlug halgaya aid olan biitiin aksiomlan 6dayir,
hala wistalik da vurmada kommutativlik ganunu da dogrudur, bu
kommutativ halqadir,

3. Ciit adadlar goxlugu da toplama vo vurmaya nazaren halga
taskil edir. Bu assosiativ, kommutativ halgadir. Bu halganin vahid
elementi yoxdur.

Dedik ki, halqanin mithiim bir gorti onun elementlarinin top-
lamaya nazaran Abel qrupu amala gatirmasidir. Halganin toplama
amolina nazaran kommutativ qrup amola gatiron elementlar
¢oxlugunu halqanin additiv (Abel) grupu adlandirirlar. Bu qrupun
sifir elementi do mohz halqanin sifir elementi olur. Halqanin
ixtivari @ elementinin sifir elementla hasili da sifir olur (a-0=0).
Lakin halgada sifirdan farqli elo a,b elementlari da ola bilar ki,
bunlar tigiin ab=0 olsun.

Halquda a#0, b#0 fliclin ab=0 olarsa, onda a va b ele-
mentlorind sifrin uygun olaraq sag va sol bélanlari deyirlar. As-
kardir ki, kommutativ halqalarda sol va sag bolan iist-iista diisiir.

) Sifrin bolanlari olmayan kommutativ halgaya tamliq oblasti
deyilir. Masalon, adi toplama va vurma smalina nazoran halga
amoala gatiran adadlar goxluglari tamliq oblastidur.

Tamhq oblasti olmayan halgalara aid misal iki tartibli
kvadrat matrislor halqasi olar. Bels ki, masalan, burada
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00
A=(‘; 2]=0,3=[‘: g)se oldugu halda AB:(O ]:e

olur (y2ni bu halgada sifrin bolanlari var). ‘

Halgada vahid element kimi tars elementin da varh@ vacib
sart deyil, onlar ola da bilar, olmaya da bilar. Vahidi olan ha!qamn
har bir elementinin tarsi da varsa, onda bu halqamn hasillori e-y2
borabar olan elementlorini vahidin bélonlari adlandinirlar. Masra-l
lon, n-tartibli geyri-maxsusi matrislor goxlugunun amala gatirdiyi
halga buna misal olar, ¢iinki qeyri-maxsusi (determinanti svlﬁrdan
farqli olan) matrislorin tarsi vardir. Burada ¢ vahid elementi

10...0
E=(01.-0
00w

vahid matris det A # 0 olan har bir A matrisi Ugiin ela A™ var kit
AA"' = A"A=E olar.

K halqasiin bog olmayan altgoxlugu K' (K'cK) oz
novbasinda K -da tayin edilan toplama va vurmaya nazaran halga
amala gatirirsa, onda K'-2 K -mmn althalgasi deyilir. Masalan, clit
sdadlar halqast tam adadlar halgasinin althalgasidur. x=a+sf'§_
soklinda olan adadlor coxlugunun amola gatirdiyi halqa haqigi

adadlar halqasinin althalgasidir va s. -
Har bir halgamn 6z va onun sifir elementi ozunun althal-

qasidir (bunlan trivial althalqalar adlandinrlar). ”

Bazi hallarda althalgamin gorhinda halqamin additiv altqrupu
anlayisindan istifads edirlor. Bagqa sézla K halqas:m_n‘ A ad_d_uw
altgrupunda bunun g, a, ixtiyari elementlorinin comi il hasili da
bu grupun elementi olursa (g, +a,€A V2 aa€ A), ond.a. bu
altgrup K -min althalqas: olur. Althalgani toyin etmak isind?
mithiim shomiyyat kesb edon asafidaki dcorem vardir (bunun
isbat1 gatin deyil): o

K - bés olmayan K' altgrupunun althalga olmast digiin

((a.b)e K')=>(a—be K', abe K’)
sarti ham zoruri, ham do kafidir. _ )

Halganin imumi nazariyyasinda onun ideali anlayigimn xu-

susi yeri vardir.
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K-nin K’ althalgas: 6ziiniin har bir a (a& K’) elementi ila
K halgasinin x clementinin (x€ K) ax hasilini (uygun olaraq xa
hasilini) &ziins daxil edorss (axe K’), onda K’-2 halganmn sol
(sag) ideah deyilir

K -nin eyni zamanda ham sol, ham ds sag ideal olan K’
altgoxluguna ikitorafli ideal va ya elaco da ideal deyirlar.

Althzlqanmn verilan halgamin &z additiv grupu ila slagadar
olan tarifini yada salsaq ideala belo torif vermask olar: X halgasi-
nin bos olmayan K’ aligoxlugu K -nin additiv qrupunun altqru-
pudursa va istenilon @, x (a€ K’ va x€K’) elementlori {igiin
e K’ (ace K') olduqda, onda K'-asol (sag) ideal deyilir,

Askardir ki, kommutativ halgalarda har bir sol ideal eyni
zamanda sag ideal olur.

Tarifdon bilavasita aydin olur ki, verilon K halgasimn har
bir sa@, sol ideals va demsli, iki tarafli ideal eyni zamanda K hal-
gasinin althalqalandir.

Buradan isa bels mihiim natica hasil olur ki, K-mn K’
althzlgasinin saf (sol) ideal olmasi Gigiin asagidak: iki gartin 6dan-
masi ham zaruri, ham do kafidir.

1) a,be K’ iigiin atbe K’}

2) xe K va ae K’ iigiin axe K’ (xac K').

Demoali, aydin olur ki, K-mn K’ sol idealinmn a.b,c.... ele-
mentlari va K-mn hor hanst bir x elementinden diizaldilan
ax. by, cx,... elementlori hdkman K’-in elementlori olmalidir.

Bir ne¢a misal géstarak.

1. Har bir halqa $zii-&ziiniin ikitarafli ideal olur (buna vahid
ideal deyilir). Bunun kimi da sific {8} althalga ikiterafli idealdir

(bunu da sifir ideal adlandinirlar).

2. Tam adadlar halgasinda geyd olunmug bir n adadinin mi-
sillari ¢oxlugu tam sdadlor halgas: Gigiin ikitarafli idealdur.

3. m-tartibli kvadrat matrislar halgasinda sonuncu siitunu
sifirlardan ibarat olan

4, 6;...a,,, 0
@y ay;...0y,, 0

R P R | 0
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matrislor goxlugu halganm sol ideali, sonuncu satri sifirlar olan,
yani

a4y Gy e Gy
a3 dn - Oy
1) Cat2 > Bretn
0 0 ..0

soklinda olan matrislor goxlugu sag ideal olur.

Vahid va sifir ideallardan bagqa digar ideah olmayan halqa-
lara sada halqalar deyilir. Masalen, n-tartibli kvadrat matrislor
goxlugu sads halqadar.

Halgada vacib anlayislardan biri da bag idealdir.

Hor hanst K halgasinin a ixtiyari elementi (a€ K) va har
hansi n natural adadinin komoayi ila dizaldilon va xa+na kimi
tayin edilan elementlar goxluBuna baxaqg. Aydindir ki, burada sada
mihakima aparmagla emin ola bilorik ki, {xa+na} goxlugu
verilmis K halgasmin ideahdir.

K halgas:, onun a elementi va n natural adadindan duzal-
dilon xa+na=(x+n)a elementlor ¢oxlugunun amalo gotirdiyi
{(x+ m)a} coxlugunun amale gatirdiyi ideala a elementinin dogur-
dupu ideal deyirlar va bunu adsten (a) kimi isars edirlar. Yalniz
bir elementin dogurdugu ideah bas ideal adlandinrlar. Basqa
sdzlo: K halgasiin K’ ideali har hansi bir a elementinin (¢€ K)
biitiin misillorindsn ibarat olarsa, ona bas ideal deyirlor va a
burada doguran adlamr.

Dogurani birdan gox sayda olan ideallar da vardir. Moasslan,

a,a,...,4, clementlorinin = dofurdugu  ideal elementlari

i Xy + ):__',n,a‘ kimi tayin edilon {z £+, n‘a,} goxlugunun
i=i =l =l

=l

amoalo gatirdiyi idealdir. Bels ideah adatan (@,,3y,-+-,a,) kimi isara
edirlor, buradak: (a,,d,.,...,a,) doguranianni bazen bu idealin ba-

zisi da adlandinirlar. o
a elementini ozline daxil eden idca'tllar igorisinds (a) bag

idealt an kigik ideal adlamr.
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Deyilanlardan askar olur ki, xfisusi halda, har hans: halqanin
sifir ideali (0) bas ideal, agar halqada e vahid elementi varsa,
onda (e) bas ideal olur.

Vahid elementi olan tamhq oblastinin hor bir ideal bas ideal
olarsa, buna bas ideallarin halgasi deyirlor. Masalon, tam adadlor
halgas: ixtiyari meydanda verilon birdayisonli goxhadlilor halqast
bas ideallar halgasina misal olar.

§ 5.5. Halqalarda morfizm, onlarin bazi xassalari

K va K’ halqalari arasinda garsihgh birgiymatli (biyektiv)
inikas varsa va bu inikas bu halqalarda tayin edilan toplama va
vurma amoallarini saxlayirsa, bu K v K’ halgalarinin izomorfizmi
adlamir. Yani, ¢: K — K’ biyektiv inikasinda K -min ixtiyari x va
y elementlori iigiin x+ y comi va xy hasilino K’-dan x va y-in
uygun X’ va y' obrazlanmin X"+ )" cami va x'y" hasili qarst qoyula
bilirsa,

K3x+ve—xX+ye K (yaxud (x+y)'=x"+y")

K3 xye——xye K’ (yaxud (xy)'=xY")
onda deyilir ki, K ila K’ izomorf halqalardir, yaxud K ila K’
halgalar izomorf uygunlugdadir.

I K va K’ halgalarimn izomorflugunu K = K* kimi isara edir-
ar.
Halgalarin izomorf{izminda bazi sads xassalari geyd edak.
. K =K' iiciin K-mn 0 sifir elementina K’-in 8" elementi,
K -nin (—x) elementina K'-in (-x) elementi uygundur.
Dogrudan da tutaq ki, K-min 6 sifir elementina K’-dan ¢’
clt.:mcnl! gargt durur. K -dan ixtiyari bir x elementi va bunun
K -d’;ki x' obrazina diqgat edak. Aydindir ki, K -da a+0 comi-
na K'-dan ¥+ ¢’ cami uygun olmalidir. Lakin K -da x+08=x ol-
ngunde K’-dan bu coms x’+¢” comi uygun olmahdir va buna
gorado x"+¢ = 1" olmaldir; buradan isa ¢’ =6" olmas: aydindir.
Bunun kimi da K -dan (-x)-2 K’-dan (-x') uygun galdiyini
g.iiswrmsk olar (burada (-x") elementi (-x)-in obrazidir). Tutaq
ki. K-dan (-x)-2 K’-dan d’ elementi qarsi goyulub. Malumdur
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ki, izomorfizmin terifina géra K -daki x+(-x)= 0 comina K'-dan
X' +d’ comi qarg! durur ki, buradan da X +d' =90, demali, d'=-x
alinir.

dgor K halgasinda vahid element varsa, onda analoji mii-
hakimo aparmaqla buna K’-dan vahid elementin uygun galdiyini
gostarmak olar. Bu sozlori K -nin hor hansi x elementinin tarsi
x" varsa, buna K’'-don (x)” elementinin olacagini sdylamak
olar.

Biitiin cobri strukturalarda oldugu kimi halgada da homo-
morfizm anlayisi xisusi shamiyyat kasb edir.

<K.+.-> va <K',+,-> halqalan arasinda f:K— K’ ini-
kasi méveuddursa va burada toyin edilan amallar saxlamilirsa, yani
abe K va aa).f(b)eK'  igin fla+b)= f(a)+ f(b).
f(ab)= f(a)f(b) olarsa, onda bela inikasa K va K’ halqalan
arasinda homomorfizm deyirlor; agar xiisusi halda f inikas: bi-
yektiv olarsa bu izomorfizm, inyektiv olarsa monomorfizm, stir-
yektiv olarsa epimorfizm adlanir. Xarakterik hal budur ki, halga-
lar arasindaki homomorfizmin Kerf ={ae K| f(a) =B} niivasi ho-
migo idealdir.

Halqalarda homomorfizma aid an tutarll misal xiisusi aha-
miyyatina gdra segilon misal

a b
Lb a}e M,(R)

kimi ikitartibli matrislar goxlufunun smala gatirdiyi M,(R) halga
ils a+bi kompleks adadlar goxlugunun C halqasi arasindaki mii-
nasibat olar.

Burada

¢-(a+bi)->(a b) cp:(c+di)-*[ ¢ d]

' -b a) s \-d ¢

kimi tayin edilon inikas homomorfizm sartlarini dayir. Bela ki:
1. d(a+bn+(e+d£)]=¢[(a+c)+(b+d}f]=

a+c b+d a b c d : .
= = =@la+bi)+@(c+di).
[—b—d a+c] [-—b a]+[—d_ c] PlatB e,

Yani burada
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dl(a +bi) + (c + di)] = pla+bi) + p(c + di).
2. gl(a+bi)-(c + di)] = pltac —bd) + (ad + be)i]=
ac—-bd ad+bc a b)Y ¢ d ; -
={~{ad +be) ac-—bd)=[—~b cJ(—d c]=ﬂa+bl)ﬂc+dl)'
Yoni ¢l(a+bi)-(c+di)]=@la+big(c+di).
Bunlar onu géstarir ki, M,(R) ila C halqalan arasinda ho-
momorfizm var. 9gar yaxindan diggat yetirsak,

b
qp:(aé-b:‘)—-e{ 2 J
-b a
inikasimn qarsihgh birgiymatli (biyektiv) olmasimi gérarik. Bunu
nazara alsaq dey» bilarik ki, M,(R) ila C halgalan izomorf halqa-

lardir. Kompleks adadlor sistemini quranda gox vaxt bu miina-
sibatdan istifada edirlar.

§ 5.6. Meydan va cisim. Meydanin xarakteristikasi anlayis1

Istor meydan, istarsa da cisim cabri strukturalarin mithiim
klassik novlari sayilir. Bunlara da bagqa cabri strukturalann k-
moyi ila va yaxud da basqa cabri strukturalan buraya qatmadan
miistoqil olaraq torif verirlar. Onca bunlann «miistaqib» tarifleri ila
tanis olag.

TORIF. He¢ olmasa bir elementi sifirdan forgli olan
P={x. v, z.u,v,w,...} ¢oxlugunda toplama va vurma amallari tayin
edilmigsa (yoni ¥(x,y)€ P iigiin x+ye P, xye P ) va bu amoallor
asagdak: sortlori (aksiomlar:) odayirsa: '

1. Toplamada:

1) x+ y=y+x (kommutativlik),

2) (x+y)+z=x+(y+2) (assosiativlik),

3) x+0=1x, 6€ P (sifir elementin varligt),

4) a+a' =0, a’=—ae P (ks elementin varligt);
2. Vurmada:

5) xyv=vx (kommutativlik ),
6) (xy)z=x(yz) (assosiativiik),
7) xe=x, e€ P (vahid elementin varligt),
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8) aa”=e, a",e€ P (a"=a' tars elementin varlig1);

3. Toplama va vurmada.

9) x(y+z)=xy+xz (distributivlik);
onda P -ya meydan deyilir.

Cisim adlanan cabri struktura meydandan yalmz onunla
farqlonir ki, onun tarifinda yalmz 5-ci (vurmada kommutativiik:
xy = yx) aksiomu yoxdur. Yani deys bilarik ki, cisim vurmada
kommutativlik xassasi olmayan meydandir, meydan isa vurmada
kommutativlik xassasina malik olan cisimdir.

Olbatta, meydamin bu tarifini bagqa cobri strukturalar ila
tutusdurub ona daha qisa tariflor vers bilarik.

Bels ki, P ¢oxlugu ham toplama, ham da vurma smollarina
nozsran Abel grupu amals gatirirsa va bu amollar distributivlik
(x(y+ z) = xy+ xz) xassosina malikdirss, onda P meydan adlamr.
Ogor verilan goxluq toplamaya nazaran kommutativ (Abel),
vurmaya nazaran iss qeyri-kommutativ qrup amala gatirirsa va bu
amallards distributivlik sarti da ddanarsa, bu goxluq cisim olar.

Meydamn ¢ox genis yayilmis torifi ona halqa vasitasila veri-
lan terifidir:

Meydan vahidi olan els kommutativ halqaya deyilir ki, onun
he¢ olmasa sifirdan forgli bir elementi olsun va sifirdan farqi
elementlarin hamisinin tarsi olsun.

Yaxud: kommutativ halgada a#8 iigin ax=>b tanliyinin
hamisa yegana halli varsa, bels halgaya meydan deyilir.

Bu tariflari miivafiq §okilds cisma do aid etmok olar (burada
tokco vurmada kommutativlik qanununun olmadifi nazara ahn-
malidir). Masalan deya bilarik ki, agor halgada sifirdan fargli heg
olmasa bir element varsa va orada

ax=b , ay=b
tanliklarinin har birinin halli varsa, bela halgaya cisim deyilir.

Askardir ki, bu gisa tariflordon meydanin (elaca da cismin)
biitiin aksiomlan alinir. Masalan, meydanda vahid va tars elemen-
tin varhigam onun halqa il slagadar tarifindon alaq.

Ogar burada a#8, ax=> tanliyinin hamisa halli varsa, de-
moali, a=b halinda da olmalidir: ax=a; buradanda x=¢ tanliyin
hallinin oldugu gériniir va bu da mohz vahid elementin varhgi
demakdir. Sonra a#0, ax=>b tonliyinin halli ax=e olanda da
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miimkiin oldugundan, buradan da x=a"' (tars elementin varhf)
alinir va s.

Vahid elementin yeganaliyi ax=»5 tanliyinin (a#9) yegana
halla malik olmasindan irali galir. Bunun kimi da @ elementinin
a”' torsinin yeganaliyi ax=e tonliyinin hallinin yeganaliyindan
aydindir (bu tanliklarin hallinin yegansliyinin sksini farzetma yolu
ilo isbat etmayi oxuculara hovalos edirik).

Demoali, meydanin tarifindan bilavasita bela bir natics alinir:

1. Har bir meydanda vahid element va har bir a elementinin
(a # 8 ) tarsi var va bunlar yeganadir,

Bu xassadan iso agagidakilar alimr:

(a"]-l =a, E =ha™.
a

5 b : b -
%= nisbatinin manasindan va —=ba™ yazhsindan alimir
a

o B =
ki, B simvolu tizarind> aparilan omallar kasrlor iizerinda aparilan

amallar kimidir; bels ki, a#0, ¢#0 oldugda b2 barabarliyi
2 a <

valmz va yalmiz ad = be oldugda &danilir.
byd_betad bd_bd bd
a c ac ac a a c
3. Meydanda (a")':(a")", a"-a"=a™", (a"r‘:a"' bara-
barliklari dogrudur. Xiisusi halda a° = e qabul edilir.
4. Meydanda sifrin bélanlari yoxdur,
Bunu isbat edak. Yani géstarak ki, P meydaninda onun iki

elementinin hasili sifra barabardirsa, onda a va b vuruglanindan
heg olmasa biri sifra barabar olmahdir.

Tutaq ki, ab=0 (ae P, be P, € P va a #0).

Bu“halda meydanda ax=5 tanliyinin hallinin yeganaliyina
osasan hékman b=0 olmalidir. Dogrudan da, ax=8 barabarliyi-
nin har tarafini %-ya vursaq, a'ax=a"'®, buradan eb=0 va
b=#0.

Bu xassadan bels bir natics alinir.
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ixtiyari meydanda har hans: beraborliyi sifirdan farqli ortaq
vuruga ixtisar etmak olar.

Dogrudan da, agar ac=bc barabarliyinda ¢#80 is3, onda
(a-b)c=0, buradan a-b=0,yaxud a=b.

Meydana aid misallar gatirak:

1) Rasional adadlar ¢oxlugu, haqiqi adadlor goxlugu, kom-
pleks adadlar goxlugu meydan amala gatirir (asanhqla terifin biitiin
talablarinin bu goxluglarda 6dandiyini yoxlaya bilarsiniz).

2) Rasional amsall ¢oxhadlilarin kokii olan kompleks adad-
lar do meydan amola gatirir (bu «cabri adadlar meydanw adlanir).

3) Tam adadlar goxlugu meydan amoala gatirmir (burada si-
firdan farqli har bir tam adadin tarsi tam adad deyil).

4) Kasr-rasional -‘;% (burada f(x) va g(x) haqiqi amsalh
goxhadlilar va g(x) # 0) funksiyalar goxlugu meydan amala gatirir.

5) Coxhadlilar halqasi meydan deyil (goxhadlinin tarsi, iki
goxhadlinin nisbati goxhadli olmaya da bilar).

Meydanin bazi xassalori onun xarakteristikas: ila slagadar-
dir.

Meydamn xarakteristikast. p adadi P meydamnin vahid e
elementi ilo pe =@ sartini dayan an kigik miisbot tam adad olarsa,
onda p-y> P meydammin xarakteristikasi, meydanin 6ziina isa
sonlu xarakteristikali meydan deyilir.

Sgor meydamn vahidinin tam misillori P-nin yalniz mixtalif
elementlori olarsa (yani m va k natural adadlori Qigiin m# k ol-
dugda me# ke olursa), onda deyirlor ki, P meydammn xarak-
teristikas: sifirdur.

Askardir ki, biitiin adadi meydanlar (elementlori ancaq 2dad-
lardan ibarat olan meydanlar) sifir xarakteristikal meydandir.
ciinki burada m=#=k oldugda m-1#k-1.. Lakin ixtiyari P
meydaninda m#k oldugda me=ke vo ya me—ke=86. yaxud
(m—-k)e=8 almmasi mimkiindir. Bagqa sozls, P meydaninda
ela bir m—k = p kimi miisbat tam 2dadi tapmagq olar ki, bu mey-
damin vahidinin hamin hamin misbat adadlar hasili (vahidin P
miisbat tam misli) meydamin sifir elementina barabar olsun (p
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xarakteristikali meydana p moduluna nazaran gixiglar sisteminin
amala gatirdiyi meydan misal olar).

indi meydanin bunun xarakteristikas: ilo slagadar olan daha
bir xassasi ila tanis olaq.

Qgar P meydamin xarakteristikas: p adadi isa, onda p adadi
sada adaddir.

ISBATI. Tutaq ki, p xarakteristikasi sada adad deyil, onda
p=st (s<p, 1<p),sorta gbra pe=8 va demoali, pe=(se)(re)=8
olmahdir. Bilirik ki, meydanda sifnin bélanlari yoxdur. Ona géra
(se)(re) =@ barabarliyindan ya se =@, yaxud te =8 olmahdir. De-
mali, P meydam ii¢iin p-dan kigik ela s, yaxud ¢ miisbat tam
adadlari var ki, P-nin vahid elementinin s msli va ya ¢ misli sifra
barabar olur. Bu isa p adadinin P meydam iigiin xarakteristika

olmas sartina ziddir.
Qeyd. Meydanmin xarakteristikasi anlayisina an yaxsi, orijinal mi-
sala qixiglar hagqinda séhbat gedan bolmada § 14.5-da rast galacaksiniz.

§ 5.7. Odadlar halgasi va adadlor meydam

Cabri amal anlayisindan, halqa va meydamin dmumi tarifin-
dan, hamginin gatirdiyimiz misallardan aydin olur ki, bu ¢oxluqla-
nin elementlori mixtalif tabiatli obyektlar ola bilar. Xiisusi halda,
halgamin va meydanin elementlori miixtalif adadlar sistemi ola bilar.

Elementlari mixtalif adadlar ¢oxlugundan ibarat olan halga
v;l meydan uyfun olarag adadlar halgasi va adadlor meydam
adlanir.

TORIF. H adadlor coxlugunda toplama, ¢rxma va vurma cabri
amallari tayin edilmigsa, onda bu oxluga adadlar halgas: deyilir.

o Demoli, agar H ¢oxlugu adadlar halqas: iss, onda onun
ixuyari a, b elementlori igiin atbe H, a-be H olur.

Goriindiiyin kimi, bu tarif halganin yuxandaki iimumi tari-
fina uygundur.

Biz artiq tam, haqiqi, rasional va kompleks adadlar goxlu-
gunun halga amalo gatirdiyini bilirik. Lakin bazi adadlar goxlugu
he¢ da hamiga halga amala gatirmir. Masslan, manfi adadlar sistemi
halga amala gotirmir, ¢iinki burada vurma cabri amali tayin
edilmamigdir (iki manfi adadin hasili bu ¢oxluga aid deyil, miisbat
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adadler goxluguna daxildir). Tak adadlor goxlugunu da adadlar
halgas: adlandirmaq olmaz va s.

Cixma cobri amalinin tayin edilmasi ila slagadar olaraq deya
bilarik ki, adadlar halqasinda hamisa sifir elementi (8 =0, yani adi
sifir adadi) hor bir a elementinin ksi, yeni —a vardur.

TORIF. He¢ olmasa bir elementi sifirdan fargli olan P adadlar
¢oxlugunda toplama, ¢ixma, vurma va bélon sifirdan Jfargli oldugda
isa bélma amallari tayin edilirsa, bu goxluga adadlar meydam: deyilir.

Bu tarif adadlar meydamnn fimumi tarifina tamamils uygundur.

Bilirik ki, rasional, haqgiqi va kompleks adadlar goxlugu mey-
dan taskil edir, ¢iinki bu adadlar goxlufunun har birind> toplama,
vurma, ¢ixma va bolma (bdlen sifirdan fargli oldugda) cabri
amallar tayin edilmisdir.

Lakin tam adadlor ¢oxlugu adadlar halqasi amals gatirdiyi
halda adadlar meydam smala gatirmir, giinki burada bdlma smali

toyin edilmomisdir. Bela ki, iki @ va b tam 2dadinin % nisbati
homiss tam adad olmaya da bilar. . _

Odadlar halqas1 va adadlor meydamina aid daha bir nega mi-
sal gostarak:

1) a+byJ2 soklinds olan adadlor goxluguna baxag. Avvales
tutaq ki, a vo b tam adadlardir.

Asanlhgqla gdstarmak olar ki, a va b istanilon tam adad olduq-
da a+by2 sklinds adadlor coxlugu halqa smals gatirir. Bela ki, bu
ciir adadlarin cami, fargi va hasili yena da hamin tipli adadlar verir:

(a,+b2) £ (a, +b,V2) = (@, xa,) + (b £, V2,
(@, + B2)ay +byN2) = (@@, + 2bby) + (@b, +ab W2

Alinan naticalards g, ta,, b tb,, aa,+2bb,, ab +ab yend
tam adadlardir. Ona gora da @ v b tam adad olduqda a+by2
tipli adadlar goxlugu adadlor halgas: amalo gatirir.

Lakin a va b tam adad olduqda a+ b2 soklinda adadlar ox-
lugu meydan amoalo gotirmir, ¢linki burada bdlms cabri amoli tayin
edilmir. Belo ki, a,,a, v by, b, tam 3dad va a; +b,y/2 # 0 adadi lgiin

+b,J§ =5az - %}E N a'?} _a&:
a+b 2 @-2 a2
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(surat va maxraci a, -—bzﬁ ifadasina vururug), alinan kasrlar tam
adadlar olmaya da bilar.

indi tutaq ki, a,+5,72 tipli adadlords @ va b tam deyil,
ixtiyari rasional adadlardir. Askardir ki, bu halda da yena bela
adadlar goxlugu halqa amals gotiracak.

Nohayat, adadlor meydg:ﬁ iigiin genislonmis meydan anlayisi
ila tanis olaq.

Toarifdan va gatirilon misallardan goriindiiyd kimi, meydan
amala gatiran miixtalif adadlar sistemi vardir. Masalan, ham rasio-
nal. ham haqiqi, ham da kompleks adadlor sistemi adadlor meyda-
mint amala gatirir, Digor tarofdan isa bilirik ki, rasional adadlor
coxlugu haqiqi adadlarin altgoxlugudur. Buna uygun olaraq, adad-
lar meydaminin da genislanmis meydan anlayis: verilir.

Ogor P, adadlor meydam P, adadlor meydanina daxildirss,
P c P, lakin P, # P, olarsa, onda deyirlor ki, P, meydam F-in
geniglonmasidir. B isa P, -nin altmeydamdir,

Ogor rasional, haqiqi, kompleks adadlar ¢oxluglarini uygun
olarag @, R vo C vauygun meydanlan F,, P, F. ilaisara etsak,
onda F, C P, C F., yani haqiqi adadlar meydam rasional adadlar
meydamnin, kompleks adadlar isa haqiqi adadlar meydanimin (ham
da rasional adadlar meydamnin) geniglanmasidir. Buradan bela bir
notica ahmir ki, hor bir P oadadlor meydam rasional oadadlar
meydaninin  geniglanmoasidir (bu rasional adadlor meydaninin
minimal xassasidir).

~ Bu taklifi isbat edok. Tutaq ki, P ixtiyari adadlor meydan,
a is3 bunun sifirdan forqli elementidir: a€ P, a+0. Meydann ta-

rilina gbra a—a =0, §=1 adadlari da bu meydanin elementlari ol-

mahdir. Vahidi 6zi il bir nega dafa toplamagla 1+1+...+1=n is-
L

tanilon tam adadi aliriq. Askardir ki, ne P olacaqdir. Meydanda

bolma amali tayin olundugundan istanilon tam m va Z e P adad-
n

lari tigiin olmahdir.
Demoli, ixtiyari P adadlor meydanina sifir, bitin tam va
kasr odadlari daxildir, yoni meydan amala gatiran rasional adadlar
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coxlugu ixtiyari adadlor meydanin altmeydanmidir. Ciinki bu tipli

adadlarin cami, farqi, hasili yena da bu tipli adad veracakdir.
Asanhgla gostarmoak olar ki, a va b ixtiyari rasional adadlar

oldugda, a +b42 tipli adadlor goxlugu, ham ds adadlor meydam

amsala gatirir. Bu goxlugda p=a +by2 va g=c+ d+2 adadlarinin

P Lisbatini hesablasaq, yuxaridaki hesablamadan aydin olur ki,
q

R W T =l
g

27 v f=
¢t -24° ! ct-2d°

rasional adadlordir. Demali, £ nisbati yens da a+bv2 tipli adad
q

adadlori

verir, yani burada vurma, ¢ixma va toplama amoallarindan basqa,
ham da balma amali tayin edilmisdir. Ona gorada a va b ixtiyari
rasilonal adadlar olduqda da a +b+/2 tipli adadlar goxlugu adadlar
meydam amala gatirir.

Bu yerda oxucuya 6z giiciinii sinayib a+bx, +ex; soklinda
olan adadlor coxlugunun a,b,c rasional adadlor, X, is3
f(x,) = x* =5 goxhadlisinin koklarindan biri (yani x, = 45 ) oldugu
halda adadlor meydani amals gatirdiyini géstarmayi tdvsiya edirik.

Nohayat, bir orijinal misal da sifir goxlug olar (elementlari an-
caq stfir olan goxlug); bels ki, sifir ¢oxlug adadlar halgas: amala gatir-

diyi halda meydan smala gatirmir (¢inki burada sifirdan fargli digar
bir element yoxdur va demali, bdlma smsalindan danismaq olmaz).

§ 5.8. Xatti faza anlayis. Tarifi, misallar, sada xassalari

Tutaq ki, V —ixtiyari tabistli elementlorin bos olmayan
(V #@) coxlugu, P isa adadlar meydamdir. V —nin elementlarini
x, ¥, 2,4, v V3 s., P adadlor meydanin elementlarini iso @, B, 7. 4
va s. ila isars etmayi sartlagak. Farz edok ki, V ¢oxlugunda topla-
ma va adada vurma amallori tayin edilmigdir, yani:
Vx, YyeV iigiin x+yeV va VxeV.Vae P Ugin axe V.
TORIF 1. Toplama va adada vurma amallarinin toyin olundugu
bos olmayan V ¢oxlugunda ¥x,Vy,Vz€V va Va, VBe P iigiin:
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1. x+y=y+x (toplamada kommutativlik xassasi),
2. (x+y)+2z=x+(y+2) (toplamada assosiativlik xassasi),
3 V —dsels bir @ elementi var ki, VxeV x+8=x (sifir ele-
mentin varlig xassasi),
4. YxeV iigiin V—daela X var ki, (X'=-x) x+x'=8 (aks
elementin varlig1 xassasi),
5. (aB)x=a(fx) (adads vurma amolinda assosiativlik xassasi),
6. (a+ f)x=ox+ frx (adadlarin cominin x elementina vurul-
masinda distributivlik xassasi),
7. alx+y)=ax+ay (adadin x va y elementlorinin camina
vurulmasinda distributivlik xassasi),
8 1-x=x (I adadi vurugunun xiisusi roluna aid xassa)
sartlari édanarsa, onda V c¢oxluguna P adadlor meydan: iizarinda
verilmis xatti faza deyilir.

V ¢oxlupunun elementlarini gox zaman onun vektorlan da
adlandinirlar.

Torifdaki 1-8 gartlarina xatti fazanin aksiomlan deyilir.

Ogar biz bu tarifi toplamaya nazaran Abel qrupunun tarifi il

mitqayisa etsak, onda V' xatti fazasina agagidak kimi torif vera bilarik.

TORIF 2. Toplama va adada vurma amallarinin tayin edildiyi
bog olmayan V ¢oxlugu asagidak: sartlori 6dayarsa, ona P meydant
lizarinda xatti faza deyilir: '

1. V ¢oxlugu toplamaya nazaran Abel grupudur;

2. Va,fe P va VxeV iigiin (af)x=a(fx),

3. Va.fe P va YxeV iigiin (a+ B)x=ox+ fx,

4. Vx,yeV va Vae P iigiin a(x+y)=ax+ay,

3. YxeV idgin l-x=x,.

Ogor P meydam haqiqi adadlar meydanidirsa, V' hagiqi xatti fa-
za, P kompleks adadlor meydani iss, V kompleks xatti faza adlanir,

Misallar: 1. Adi iig 6lgilii fozada analitik handasadan malum
olan vektorlar ¢oxlugu toplama va adada urma amoallarine nazaran
haqiqi [azadir. Bunu W, ila isars edak.

W, -iin vektorlan paraleloqgram qaydas: ila toplamr; vekto-
run haqiqi adoda vurulmasi isa bela tayin edilir: x vektorunun hs-
gigi @ adadino vurulmasi onun uzunlugunu |e@| dafs artinr,
a >0 olduqda istiqamat dayimir, & <0 oldugda isa istigamat ak-
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sina gevrilir. Demoli, topladiqda da, adads vurduqda da naticada
yena vektor alindifindan verilan W; goxlugunda har iki amal tayin
olunmugdur. Bu amallar xatti fozanmin tarifindaki 1-8 aksiomlarim
ddayir ki, bunu yoxlamagq gatin deyildir.

Diiz xatt va miistavi izarinds verilmis bir néqtadan gixan
vektorlar goxluglan da xatti foza taskil edirlar. Bu fazalan da uy-
gun olaraq W, va W, ilo isars edak.

2. n-dlgiili vektorlar goxlugu burada tayin olunan toplama
va adada vurma amoallarina nazaran xatti faza tagkil edir.

Bilirik ki, n - 6lghili vektor dedikda, n sayda nizamlanmis ixti-
yari haqgigi adadlor sistemi nazarda tutulur vo x=(,@;,....a,) $k-
linda isars edilir (burada @, @, ..., @, nizamlanms haqigi adadlari x
vektorunun koordinatlan adlanir). Malum oldufu kimi, bu vektorlar
¢oxlugunda da toplama vs adada vurma amallari tayin edilib, yani

= (0 Cgueens@,) ¥3 Y= (B By B)
vektorlan ligiin:
x+y=(a,+B.0+ b, + B), Ax=(Aa,Aa,,....Aq,) .

Burada A ixtiyari haqiqi adaddir. Bu goxlugda sifir element
8=(0,0,...,0) va x vektorunun aksi —x = (-@,~@;,....~@,) -dir.

1-8 aksiomlarinin dogrulugu da askar goriiniir (yoxlaymn!).

n-dlgilii vektorlarin fazas1 hagiqi xatti fozadir (xatrlayaq
ki, bu fazam gox zaman R, ils isars edib onu » - dlgiilii vektorlann
arifmetik fazas: adlandiririar).

3. C-kompleks adadlar meydani burada tayin edilan topla-
ma va vurma smallarine nazaran kompleks faza tagkil edir.

4. C-kompleks adadlor meydam kompleks adadlarin top-
lanmas: va kompleks adadlarin hagiqi adads vurulmas amoallarina
nazaran haqiqi xatti faza tagkil edir.

5. a<t<b parcasinda tayin edilon va kasilmaz haqiqi dayi-
sonli x= f(r) funksiyalannin C,,,, ¢oxlugu toplama vo adada vur-

ma amallarina nazarsn haqigi xatti foza toskil edir.

Bu ¢oxlugda funksiyalarin toplanmast va haqiqi adada vurul-
mas: amallari analizdan melum olan adi qayda iizra tayin edilir. 1-8
aksiomlarinin 6donmosi iss asanlqla yaxlanir.

6. Daracalori n-dan bdyiik olmayan_hagiqi smsalli birdayisanli
coxhadlilar goxlugu da burada tayin olunan toplama va adada vurma
amollarina nazaren haqiqi xatti foza tagkil edir.
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7. Elementlari P meydanindan olan n tartibli matrislar goxlugu
da burada tayin edilon toplama va adada vurma amallarina nazaren xatti
faza tagkil edir.

Qevd. Bunlan haqqinda kitabin miivafiq bélmalarinds irslida at-
rafli malumat verilacak.

Bundan sonraki sarhlords agar P meydam iizarinds xiisusi
mahdudiyyat qoyulmasa, bu o demokdir ki, o, hom haqiqi, ham da
kompleks hesab edils bilar.

P paeydaru iizarinda verilmis V xatti fozasinin asagidak: teo-
remlarla ifada edilan sads xassalari bilavasita onun tarifindan natica
kimi alinir.

TEOREM 1. Xotti fazanin:

1) @ sifir elementi vo

2) har bir x elementinin aksi —x yeganadir.

. ISBATI. 9ksini farz edak. Tutaq ki, V xstti fozasinda bir
deyil, 8, va 6, kimi iki sifir elementi va bunun kimi da V -da ixti-
yari x elementinin bir deyil, x, va x, kimi iki aksi var.

1. Aydindir ki, x+6,=x va x+6, = x olmahdir. Burada xii-
susi halda x=6, va x=6, gabul etmakls §+8=8 va §+6=8
alangq. 6, +6, =6, + 8 oldugundan g, =8, olur.

2. Oks forziyyamiza gora x+x, =6 va x+x, =6 olmaldir.
x, +x+x, comina baxaq. Assosiativlik xassasina asason burada
toplananlan iki clir qruplagdirmagla

N+x+x,=(x+x)+x,=0+x=x,,
N+x+xn=x+(xtx)=x+0=x
aliriq va naticada x, = x, olur.

TEOREM 2. /) 0-x=8,2) (-1):x=-x,3) a-0=8 va4)

ax =48 oldugda ya a =0, yaxud x=8 olmaldr.

ISBATI. 1) 0-x=0-x+8=0-x+(x+(=x)) = (0-x+X)+(-x) =

=0 x+1- )+ (=x) =0+ Dx+(—x)=1-x+(-x)=x+(-x)=6.

Demali, 0-x=8 olur.

2) (=1):x=~x boaraborliyinin isbatini oxucuya havals edirik
(burada (-1):x hasilinin x elementi iigiin aks element oldugunu
gostarmok lazimdir).

3) a-B=a(x+(=x))=a(x+(—1)x)=x+a((-1)x) =ax+(-)x=
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=(a¢-a)x=0-x=6, a-8=8.
4) ax=6 oldugda ya a=0, yaxud x= @ olmalidir. Sgar
a =0 olarsa, onda VxeV iglin 0-x=6 oldugu malumdur. Sgar
@ +0 olarsa, onda P meydamnda g var va verilmis ax =6 ba-
rabarliyindon x=(a"'@)x=a" (@) =a"'0=6.
TEOREM 3. Asagidak: barabarliklor dogrudur:
1) a(x-y)=ox—ay.
2) (@-Px=ox-fix.
{SBATI. 1. a(x-y)=a(x+(-y))=ox+al-y)=ax—0y.
2. (a—ﬁ)x=(a+(~ﬁ))x=m+(—ﬁ)x=ax—ﬁx !

§5.9. P meydam iizarinda cabr anlayisi, onun
miixtalif tariflari, misallar

Cox vacib cabri strukturalann biri da ela «cabr» elminin 6z
«adagidir» — cabrdir!.

P meydani iizorinds cobr adlanan strukturamn yaranmasi
xatti fazalarda yeni cabri amal daxil etmakls alaqadardir. Bela ki,
riyaziyyatin mixtalif sahalorinda eld xatti fozaya baxmagq talabati
qarsiya gixir ki, miayyan meydan @zarinda verilon xatti fazada
toplama va adada vurma smallarindan slava burada ham ds vurma
(yani xatti fozamin nizamlanmg bir ciit venktoruna bunlarmn hasili
adlanan Gigiincii bir vektorunu garsi goyan bir qayda basa dii-§i-
liir) amoli tayin edilmis olsun va bu hasili vuruglann biri qeyd edi-
landa o birina nozaran xattilik xassasina (bixattiliya) malik olsun,
yani

(6x +6,x,)y =Xy +65Y, x(€,y, + ;1) = X ¥, HXC Yy (*

Demali, P meydam iizarinda verilan cabr vurma amoalinin daxil
edildiyi el xatti fozadir ki, burada hasil bixattilik xassasina malik-
dir. .
Riyazi adabiyyatda «cabr» adlanan strukturun agagidak ki-
mi tarifina da tosadif edilir.

| Dolasighq yaranmamasi figiin — «cabr» elmi ila cabri strukturanin bir névii ki-
mi diigiiniilon «cabr» anlayigim farglandirmak figiin bunlardan biri iigiin «algeb-
ra» terminindan istifads etmak mogsadouygun oldrdi. Bu barada bizim «Maurif-
gilikn gazetinda (7 iyul 1998) «Elmi terminologiyamizin bazi masalolori» adh ma-
qalamizda atrafli bahs edilmisdir.
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TORIF. P meydan: iizarinda cabr ela coxluga deyilir ki, onun
elementlari P meydant iizarinda ham vektorlar fazasi, hom da halga
amala gatirsin vo burada

A(xy) = (A0)y = x(4y) (*+)
sarti gdansin’ (buradaki x, y elementlori foza va halqann ix-
tiyari elementlari va A€ P) burada vektorlar fazasinin va halqa-
mn additiv gruplarimin eyni olub st-ists diiymasi da nazords
tutulur.

Bu iki torifin ekvivalentliyi aydindur; bela ki, halqada va xatti
fazadaki toplama amollari fist-Gists digir, vurmadaka distributivlik
xassasi isa har bir vuru@a nazaran xatti olmasi isa daha «giiclanir»;
buna amin olmagq iigiin cabrin x, y elementlari va P-nin element-
lari tigin (**) barabarliyinin dogrulugunun gabul edilmasi kifayat-
dir.

P meydant iizarinda verilan A cabrinds adads vurma amalini
w, kimi isara edib bu cabri strukturu gox zaman

A=<V +<{w,|A€ P}, - >
soklinda yazirlar.

Buradaki V xatti (va ya vektorlar) fozasinin dlglisiine A cab-
rinin 6l¢iisi va yaxud ranqi deyirlar.

Buradaki <K ,+,-> halqasinin assosiativ, kommutativ (va
sksina) olmasindan asih olaraq cabrlori assosiativ (geyri-asso-
siativ), kommutativ (geyri-kommutativ) adlandirirlar.

Meydanin {izorinda verilon cabrlors aid bir ne¢a misal gosts-
rak.

l. R haqigi adadlar meydan: tizarinds verilan C kompleks
adadlor meydan iki él¢iilii cabrdir.

2. Elementlari P meydanindan olan n- tartibli matrislar hal-
qas) P iizarinda n” 6lgiilii cobrdir.

3. Qeyri-assosiativ cabrlar da vardir: bunun an sads niimuna-
si vektorial hasilin tayin edildiyi G¢ 6l¢hla Evklid fozasinin amala
gatirliyi cabrdir.

4. P meydaninda verilan f(r) coxhadlilor halqasi P meydani
uzarinda sonsuz 6l¢iilii cabrdir.

! «Cabr» adlanan strukturu bazan «xatti cabry da adlandinirlar.
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Gotirdiyimiz misallardaki cobrlor assosiativ  cobrlardir
(n-tartibli matrislar goxlugu is2 o biri iki misaldan farqli olarag
assosiativ olsa da geyri-kommutativdir). _

5. Qeyri-kommutativ, lakin assosiativ cabrlara daha bir yaxs
misal V xtti fazasinda tayin edilan xatti operatorlar goxlugudur.

Qeyd. Operatorlar, Coxhadlilar cabri va kvaternionlar cabri hag-
qinda agagada strafli malumat verilacok.
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