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Toqdim olunan dars vasaitinde ehtimal nazariyyasinin mithiim
anlayislari olan hadiss ve onun ehtimaly, sarti ehtimal, asili olmazlq, entropiya
va informasiya miqdar1 anlayislari, tasadiifi kamiyyatin paylanma qanunlari va
adadi xarakteristikalari, hamg¢inin doguran ve xarakteristik funksiyalar sarh
olunmusdur. Vasaitda ehtimal nazariyyasi li¢clin xarakterik olan miixtalif y1g1lma
novlari, boytlik adadlar qanunu ve markazi limit teoremlari do verilmisdir. Dars
vasaitinde ehtimal nazariyyesinin aktuar ve maliyya riyaziyyatinda bazi
totbiglari doa verilmisdir. Bundan basqa vesaitda riyazi statistikanin asas anlayis
va metodlar1 da 6z aksini tapmisdir. Dars vasaitindan ali maktablarin bakalavr
pillasinda tahsil alan talabalar, magistrantlar ve doktorantlar istifads eds bilar.
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Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

On soz

Ehtimal nezariyyesi ve riyazi statistika miasir
riyaziyyatin siirotls inkisaf edon bélmalarinden biridir. ilkin
masalalari miixtalif sans oyunlari il bagh olsa da, hazirda bu
elm sahasi riyaziyyatin riyazi analiz, funksional analiz, o
cimladan 06l¢li nazariyyasi, kombinatorika kimi bélmalari
ilo s1x bagl olub ciddi nazariyyaya ¢evrilmisdir.

Taqdim olunan dars vasaiti ali maktablarin bakalavr
pillosinda tadris olunan ehtimal nazariyyasi ve riyazi
statistika fanninin proqramina uygun yazilmisdir. Dars
vasaiti 8 fasildan ibaratdir. Vasaitda ehtimal nazariyyasinin
Kolmoqorov aksiomlar1  verilmis, soarti ehtimal, asili
olmayan sinaqlar ardicilhigl, tesadiifi kemiyyatin paylanma
ganunlar1 va adadi xarakteristikalari, hamc¢inin doguran va
xarakteristik funksiyalar serh olunmusdur. Vasaitda ehtimal
nazariyyasi Ugln xarakterik olan miuxtalif yigilma névlari,
boylik adadlar ganunu ve markazi limit teoremlori do
verilmisdir. Bundan basqa vasaitda riyazi statistikanin asas
anlayis vo metodlar1 da 6z aksini tapmisdir. Dars vasaiti
yuksak elmi-pedaqoji ustaliqla yazilmisdir. Baki Dovlat
Universitetinin “Omaliyyatlar tedqiqi ve ehtimal nazariy-
yasi” kafedrasinin miidiri, riyaziyyat elmlari doktoru
Rovsan Telman oglu 9liyev tarafinden yazilmis bu dars
vasaiti miusllifin 25 illik elmi-pedaqoji fealiyyati naticasinda
arsaya galmisdir.

Hesab ediroem Ki, dars vasaiti ali maktablarin talabs-
lari, magistrantlar va doktorantlar tigtin faydal olacaqdir.

Elmi redaktor



Rdvsan Oliyev

Giris

Riyaziyyatin yiiksak vazifasi bizi ahato
edon qarma-qarisiglar icarisinda gizlonan
nizami tapib tizo cixarmaqdir.

Norbert Viner

Ehtimal nozariyyasi bir elm kimi togokkiil tapmazdan
ovval elmin miixtalif saholorinds yalniz determinik qanunla
bas veron hadiso vo proseslor dyronilirdi. Lakin bizi ohato
edon alomdo he¢ do homiso biitiin hadiso vo proseslor
determinik ganunauygunluglara tabe olmurlar.

Ehtimal nozariyyasi bizi ohato edon alomdas bas veran
tosadiifi hadiso vo proseslori dyronir. Oslinds ilk baxisda ela
goriino bilor ki, tasadiifi sozii altinda bas veran hadisslor elmi
ganunauygunluglara tabe olmur. Lakin bu belo deyil.
Tosadiifi sozii altinda bas veran hadiss vo proseslor miiayyon
ciddi riyazi qanunauygunluqlara tabe olur. Ehtimal nozo-
riyyasi bu qanunauygunluglar: askara ¢ixarir, onlarin riyazi
modelini qurur vo todqiq edir. Ehtimal nozoriyyesi kiitlovi
sokildo bas veron tasadiifilik hallarindaki ganunauygun-
luglar1 6yronen riyazi elmdir.

Molumdur ki, ilk statistik molumatlar holo godim
Misirds, Yunanistanda vo Romada ohalinin sayi, mohsul-
darliqg, ticarat va s. ilo bagh olmusdur. Miixtalif sahslords, o
climlodon sigorta comiyyatlorinds toplanmis statistik molu-
matlarin tohlili, hamg¢inin azarth oyunlarla baglh mosalslor
ehtimal nozoriyyasinin yaranmasina tosir edon amillordir.

XIV osrdo ltaliya vo Hollandiyada ilk doniz si8orta co-
miyyatlori yaranirdi. Bu comiyyatlords boytik riskli dasima-
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ciligda boytk sigorta mablaglori alinirdi vo bu zaman miioy-
yon sanslarin hesablanmasi zorursti yaranirdi. Masoslon,
dasinan yiikiin doyerinin 15 faizi mobloginds sigorta haqqi
tutulurdu. Sonraki dovrlordas xastalonma hallari, 6liim hal-
lari, badboxt hadisaloar vo s. kimi kitlovi tasadiifilik hallarinin
ganunauygunluglarinin analizino osaslanan iimumi sigorta
nozoriyyesinin formalagmasina ilk cohdlor olurdu. Bunlar isa
miioyyon ehtimallarin hesablanmasi zorurati yaradirdi.

Ehtimal nozoriyyasinin yaranmasinda vs inkisafinda
azarth oyunlarla bagh olan masalslorin do rolu olmusdur.
XV-XVI osrlords yasamis italyan renesansi dévriiniin tanin-
mis alimlori Luka Pagioli (1445-1514), Nikkolo Tartalya
(1500-1557) vo Ceramolo Kardano (1501-1576) oyun zor-
lorinin atilmasi ilo bagli miioyyon masalslar hall etmislor. Pa-
cioli 1494-ct ildo ¢ap olunmus “Hesab, hondaso, miitonasib-
liklor” adli kitabinin “Qeyri-adi masalolor” bélmasinde morc
oyunu vaxtindan avval dayandirildig: halda qoyulmus mab-
login odalotli boliinmasi hagqinda masslonin halli ilo bagh
cohd etmisdir. Tartalya 1556-c1 ildo ¢ap olunmus “Odod vo
0l¢li hagqinda” kitabinin “Borqodan olan qardasim Lukanin
sohvi” b6lmasinds Pagiolinin hallini tonqid edorsk 6z hallini
vermisdir. Kardano o6limiindon sonra 1663-cti ildo cap
olunmus “Zar oyunu haqqinda” asorinds ehtimalin klassik
torifino yaxinlasmis vo demok olar ki, ehtimallarin toplan-
masl vo vurulmasi teoremindon istifados etmisdi.

italyan alimi, mohsur fizik Qalileo Qaliley (1564~
1642) bir ne¢o oyun zorinin atilmasi ils bagh masalslor qur-
mus vo onlarin tam hollini vermisdir. O, hamginin fiziki vo
astronomik 6l¢molorin noticalorinds olan tosadiifi xotalarin
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qac¢ilmaz oldugu fikrino golmis, onlarin ehtimallarini qiy-
motlondirmisdir.
XVII asrin ortalarinadsk ehtimal masaslslorinin imumi

holl tsullan yox idi. Bu dévrde Blez Paskal (1623-1662),
Pyer Ferma (1601-1665), Xristian Hiygens (1629-1695)
kimi boytik alimlor ehtimal nozariyyesinin ilk anlayislarinin
formalasmasinda rol oynamiglar. Bu dévrds azarth oyunlara
(bozon sans vo ya qumar oyunlari ifadslori do isladilir) boytik
maraq yaranmisdl. Belo oyunlara maraq gosteran vo bu
oyunlarda istirak edon soxslordon biri do sevalye de Mere
(1607-1648) olmusdur. Sevalye de Mere bu oyunlarda
miisyyan ganunauygunluglar askar etmayo ¢alismis vo bu
mogsadlo do mohsur fransiz fiziki Paskala moktub yazmisdir.
Bu moktublarda olan iki maraqli masals agsagidaki kimidir:
1. iki oyun zorini necs dofo atmaq lazimdir ki, hor iki zordo

6 rogominin diismasi say1 zarlorin atilmasi sayinin yari-

sindan ¢ox olsun;
2. oyungular oyunu vaxtindan ovval dayandirsalar, morc

edilon moblogi odalatli sokildo neco bolmok olar?

Paskal iso 1654-ci ilde bu masalolorlo bagli Fermaya
moktub yazir. Bu masalalorin halli ilo bagl yazismalarda on-
lar ehtimal nozariyyesinin bazi anlayislarini miisyyon edirlar.
Daha sonra holland alimi Hiiygens 1657-ci ildo ¢ap olunan
“Azarth oyunlarda hesablamalar haqqinda” kitabinda bu
yazismalarda olan masalalorle bagh 6z hall tisulunu vermis-
dir. Bu dovrde ehtimal nozoriyyosinin ilk teoremlori olan
ehtimallarin toplanmasi vo vurulmasi teoremlori meydana
cixmigdir.

Ehtimal nazariyyasinin riyazi bir elm kimi inkisafinda
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Isvec alimi, Bazel universitetinin professoru Yakob Bernul-
linin (1654-1705) “Farzetma moharati” (“Arts Confietandi”)
osari do miithiim rol oynamisdir. Bernullinin 6liimiindon 8 il
sonra 1713-cii ilds cap olunmus bu ssorde kombinatorikanin
bazi elementlorinin sorhi ilo yanasi, ehtimal nozoriyyosinin
ilk limit teoremi olan bdyiik adadlor qanununun isbati da
verilmisdir. Bu asorin ¢ap olunmasinda Bernullinin gardasi
oglu Nikolay Bernullinin rolu olmusdur.

XVIII asrds fransiz riyaziyyatgilar1 Abraham de Muav-
rin (1667-1754) vo Pyer de Monmor (1678-1719) da ehti-
mal noazariyyasi ilo bagh asorlor yazmiglar. Muavrin (1667-
1754) “Tosadiifilik doktrinas1“ (1718) vo “Analitik metodlar”
(1730) adh asarlari ehtimal nozariyyasinin doqiq riyazi elm
kimi formalasmasina boyiik tokan vermisdir. Bu oasords
ehtimal nozoriyyosinin ikinci limit teoremi olan morkozi li-
mit teoremi simmetrik Bernulli sxemi ti¢iin isbat edilmisdir.
Asili olmazhq vo sorti ehtimal, riyazi gozlomo kimi an-
layislarin muoellifi do Muavr hesab olunur.

Mohsur riyaziyyate¢i Leonard Eyler (1707-1783) dos eh-
timal nozoriyyesinin mosslolorine maraq gostermis vo “Ge-
nuya lotereyas1” ilo masalolorin hallins aid osor yazmisdir.

1812-ci ilde Pyer Simon Laplasin (1749-1827) “Ana-
litik ehtimal nozoriyyesi” adlanan boyiik osori ¢ap olun-
musdur. Bu asards Laplas 6ziiniin aldig1 neticalori vo ona
godor molum elmi naticolori sorh etmis, Muavrin simmetrik
hal ti¢iin isbat etdiyi teorem timumilosdirmisdir.

Ehtimal noazoriyyasinin limit teoremlori Deni Puasson
(1781-1840) vo Karl Fridrix Qaussun (1777-1855) asorlo-
rinds inkisaf etdirilmisdir. Qeyd edak ki, “boytik adadlar qa-
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nunu” termini Puasson tarafindon 1835-ci ilds verilmisdir.

Ehtimal nozeriyyesinin sonraki inkisaf maorholasi
P.L.Cebisevin (1821-1894), A.A.Markovun (1856-1922) va
A.M.Lyapunovun (1857-1918) adlarn ilo baghdir. Bu gor-
komli rus alimlori asili olmayan tesadiifi komiyystlor comi
l¢ln limit teoremlorinin effektli isbat metodlarini yarat-
mislar.

1895-ci ilda aktuarlarin birinci, 1900-ci ilda isa ikinci
beynolxalq konfransi kecirilmisdir. Bu konfranslarda si-
gorta sirkstlorinin faaliyyotindos ehtimal nazariyyosinin isti-
fadosi ilo baghh maraqli mosalolor miizakirs olunmusdur.
1903-cii ildo Isveg alimi Filip Lundberq (1876-1965) toro-
findon sigorta sirkotinin iflas ehtimali ii¢iin yuxaridan
giymatlondirms alinmisdir. Hazirda bu giymotlondims elmi
odobiyyatda Lundberq bearabarsizliyi adlanir.

Boyiik fransiz alimi Anri Puankare (1854-1912) eh-
timal nezoriyyesins kitab yazmisdir. 1900-ct ildo Puanka-
renin tolobosi olmus Luis Baselye (1870-1946) qiymotli
kagizlarin qiymaotlorinin doyismasinin ehtimal modelini qur-
mus vo sohmlorin qiymotlorini artimlari v/t olan tosadiifi
proseslo ifado etmisdir. Onun toklif etdiyi proses broun
horokati idi vo onun ciddi riyazi torifini 1923-cii ildo Norbert
Viner (1894-1964) vermisdir. Baselyenin aldigi “ +/t
effektini” 5 il sonra Albert Eynsteyn (1879-1955) fizikada
tosadufi tosirlora moruz qalan zarraciyin fozadaki horokati
Uclin almigdir. Qeyd edok ki, Baselye aldigi notico xeyli
miiddot unudulsa da, XX asrin ikinci yarisinda ehtimal no-
zoriyyasinin maliyys bazarinin analizo tetbiglori yenidon
visot almisdir. H.Makovits, D.Tobin, P.Samuelson vo bas-
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galar1 mohz ehtimal nozoriyyosi tsullarini totbiq etmoklo
aldiglar1 elmi noticalore goro mixtalif illords iqtisadiyyat
lizra Nobel miikafati almislar.

1900-cii ilds Parisds II Beynolxalq Riyaziyyatgilar
Kongresindo boylk alman riyaziyyatcis1 David Hilbert
(1862-1943) riyaziyyatgilar qarsisinda 23 problem qoy-
musdur. Bunlardan 6-c1 problem fizika masalolorinin riyazi
aksiomatikasinin verilmosi ilo bagli idi. Bu homcinin ehtimal
nozoriyyosinin aksiomatik qurulusu ils baghdir. Ehtimal
nozoriyyoasinin aksiomatikasinin qurulmasi istigamatindo
bir ne¢o cohdlor olmusdur. Bu istigamotds ilk addimlar
P.Mizes (1883-1953), C.H.Bernsteyn (1880-1968) va
E.Borelo (1871-1956) moxsusdur. Ehtimal nozoriyyssinin
miuasir aksiomatikas1 1933-cii ildo boyiik rus riyaziyyatgisi
A.H.Kolmoqorovun “Ehtimal nazariyyesinin osas anlayis-
lar1” kitabinda verilmisdir.

Bir elm sahosi olaraq riyazi statistikaya aid ilk ciddi
notico Qauss torofindon 1795-ci ildo verilmis an kicik kvad-
ratlar usulu ils baglayir. O, astronomik miisahidolor asasinda
kicik planet olan Serreranin orbitinin doqiqlosdirilmasi
zamanl meydana ¢ixan 0lgma xotalarini qiymstlondirerken
bu tisulu vermisdir.

XIX osrin sonunda vo XX asrin baslangicinda riyazi
statistikaya boyiik tohfs ingilis todqiqatgilari, xtisuson do
Karl Pirson (1857-1936) vo Ronald Fiser (1890-1962)
torofindon verilmisdir. Pirson statistik forziyyslorin yoxlanil-
masl Ug¢in “xi-kvadrat” tisulunu, Fiser iso maksimal dogruya
oxsarliq metodunu va dispersiya analizini vermisdir.

XX asrin 30-cu illorinde E.Neymann (1894-1977) va
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0zuno Studyent toxolliisii gotirmiis Vilyam Qosset (1876-
1937), ingilis alimi Eqon Sarp Pirson (1895-1980) statistik
forziyyolorin  yoxlanilmasinin iimumi nozariyyasinin,
ANN.Kolmoqorov va N.V.Smirnov (1900-1966) qeyri-
parametrik statistikanin, A.Vald (1902-1950) isa ardicil
statistik analiz nazoriyyssinin asasini qgoymuslar.

Dors vosaiti 8 fosildon ibaratdir. Vasaitinde ehtimal
nazariyyasinin miithiim anlayislar1 olan hadise va onun
ehtimali, sorti ehtimal, asili olmazlig, entropiya va
informasiya miqdar1 anlayislar;, tesadiifi kamiyyatin
paylanma ganunlar1 va adadi xarakteristikalari, hamginin
doguran ve xarakteristik funksiyalar sarh olunmusdur.
Vasaitda ehtimal nazariyyasi liciin xarakterik olan miixtalif
yigilma noévlari, boyiik adadlor ganunu ve marksazi limit
teoremlari do verilmisdir. Dars veasaitinde ehtimal
nazariyyoasinin aktuar ve maliyys riyaziyyatinda bazi
totbigleri da verilmisdir. Bundan basqa vasaitda riyazi
statistikanin asas anlayls ve metodlar1 da 0z aksini
tapmisdir. Vasaitda verilmis masalalar asasan [7] vo [18]
adabiyyatlarindan gotirilmisdir. Dars vasaitindan ali
moaktablarin bakalavr pillasinde tohsil alan talabalar,
magistrantlar va doktorantlar istifads eda bilar.

Dars vasaitinin elmi redaktoruna, raygilors, hamginin
r.e.d., prof. Tahir Xaniyevo, r.i.f.d,, dosent Hilalo Coforovaya,
r.i.f.d, b.m. Normino Abdullayevaya, Voli Bayramova vo
Afaq Abdullayevaya tosokkiirtimii bildirirom.
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I FOSIL
EHTIMAL ANLAYISI
VO EHTIMAL NOZORIiYYOSININ AKSiOMATIKASI

Na qador qoariba olsa da ilk masalalari
azartl oyunlarla bagh olan bu nazariyya galacakda
insanlq diistincasinin boytik bir hissasini ahata et-
mayi vad edir...

Laplas

“Analitik ehtimal nozariyyssi” kitabindan

§1.1. Ehtimal nozariyyassinin predmeti vo ilkin
anlayislar

Moalumdur ki, eksperimentlor (sinaqlar) iki sinfs ayri-
lir: determinik eksperimentlor vo stoxastik eksperimentlor.

Noticasini avvalcodon doqiq sdylomok miimkiin olan
eksperimento determinik eksperiment deyilir. Masolon,
normal atmosfer tozyiqinds suyun qaynadilmasi determinik
eksperimentdir, ¢linki 6ncodon doqiq molumdur ki, 100 do-
raco Selsi temperaturda su qaynayir.

Noticasi birqiymaotli olaraq toyin edilo bilmoyon eks-
perimentloro stoxastik eksperimentlar deyilir. Bozon sto-
xastik eksperiment ifadassi yerino sinaq soziini do istifado
edirlor.

Stoxastik eksperimentin biitiin miimkiin noticalori ¢cox-
luguna elementar hadisalor fozasi deyilir vo ¢ox zaman ()
ilo isaro olunur. Q coxlugunun hor bir elementi elementar
hadiso adlanir vo w ilo isaro olunur. Har bir elementar
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hadisa eksperimentin bir naticasini ifads edir.

Ehtimal nazoriyyssindo metal pulun atilmasi, oyun zo-
rinin atilmasi, qutudan tesadiifi qaydada kiiracik ¢cixarilmasi,
hodofo giillo atilmasi kimi eksperimentlordon c¢ox istifads
olunur. Bu eksperimentlor ehtimal nozoriyyasinin asaslarini
oyranmak ii¢iin vasite rolunu oynayir.

Misallara baxaq:

1. Diizglin (bircins materialdan hazirlanmis) metal
pulun bir dofo atilmasi eksperimentino baxaq. Bu misalda
stoxastik eksperiment metal pulun atilmasi, sortlor kom-
pleksi isa bir simmetrik metal pulun bir dofo atilmasindan
ibaratdir. Bu eksperiments uygun elementar hadisolor fozasi
Q = {G, R}, burada {G} pulun gerb iziiniin, {R} iso rogom
lizlinliin yuxart olmaqgla diismosini bildiron elementar
hadisoslordir.

2. Diizglin oyun zorinin bir dofs atilmasi eksperimen-
tino baxaq. Bu eksperiments uygun elementar hadisslor fo-
zas1 Q = {1,2,3,4,5,6} olar; burada, mosalon, 2 ilo zordo 2
rogominin diismasi elementar hadisasi gostorilmisdir.

3. Mioyyan cihazin fasilesiz islomo miiddotinin toyin
edilmosi stoxastik eksperiments misal ola bilor. Bu eksperi-
mentin naticasi [0, ) yarimintervalindan olan istonilon bir
odad ola bilor.

4. Bir doqigo orzindo miistovi tizorinds hissaciyin Broun
horokoti do stoxastik eksperimento aid misaldir. Bu
eksperiment naticosinds sonsuz sayda miimkiin trayektori-
yalardan biri ola biler.

Stoxastik eksperimentin naticolorinin sayindan asil
olaraq elementar hadisslor fozasi sonlu, hesabi vo kontinium
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giiclu coxluq ola bilar. Sonlu va ya hesabi elementar hadisslor
fozasina diskret elementar hadisalor fazasi deyilir. Bu
paraqrafda diskret elementar hadisalor fozasina baxilir.

Diskret elementar hadisalor fozasinin har bir alt cox-
lugu tasadiifi hadisa vo ya sadoco hadiss adlanir. Hadisslori
A, B, C vo s. kimi isaro edirlor.

Beloliklo, tosadiifi hadiss elo hadisoys deyirlor ki, sinaq
noticosindo o bas vera do bilor, bas vermoyo do bilor. Hor
hans1 A hadisosinin bas vermasi dedikds sinaq naticesinda
bu hadisoni toskil edon elementar hadisalordon hor hansi bi-
rinin bas vermasi basa dusiiliir. Ogor w € A olarsa, bu halda
deyirlor ki, A hadisosi bas vermisdir. Ogor w € A olarsa, bu
halda deyirlor ki, A hadisasi bas vermomisdir.

Verilmis eksperiment naticosinds hokmaon bas veracak
hadisoys yaqin hadiss, he¢ vaxt bas vermayon hadisays iso
geyri-miimkiin hadisa deyilir vo bu hadisslor uygun ola-
raq Qvea @ ilo isaro olunur. Masalon, bir oyun zari bir dofo
atildida “7-don kicik rogomin diismasi” hadisasi yoqin hadiss,
“7-don boyiik rogomin diismosi” hadisosi iso bu stoxastik
eksperiments nozoron geyri-miimkiin hadisadir.

Indi iso bazi stoxastik eskperimentlors uygun elemen-
tar hadisalor fozalarinin qurulmasi ile bagh misallar verak.

1.iki simmetrik metal pulun atilmas1 eksperimentino
uygun elementar hadisolor fozasi asagidaki kimi olacaq:

Q = {GG,GR,RG, RR}.

Gorindiyt kimi, elementar hadisolor fozasinin ele-
mentlorinin say1 4-diir:
Q] = 4 = 22.
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2. U¢ simmetrik metal pulun atilmasi eksperimentino
uygun elementar hadisolor fozasi
Q) ={GGG,GGR,GRG,RGG,RRR,RRG,RGR, GRR}.

Bu halda elementar hadisalarin say1 || = 8 = 23 olur.
A = {2 metal pulda gerb diismasi} =
= {GGR, GRG,RGG}
hadisasi bu sinaqda miisahids oluna bilon hadisadir.
3. n sayda simmetrik metal pulun atilmasi sinagina
uygun elementar hadisoslor fozasi
Q={w:w=(a,,a..,a,); a; =RvoyaG; i =1,n}

Bu halda |Q| = 2™
4. Bir dilizgiin oyun zorinin atilmasi sinagina uygun
elementar hadisoslor fozasi
Q={12...6}={i:i =16}
Bu halda |Q| = 6.
5. Iki diizgiin oyun zorinin atilmasi smagina uygun

elementar hadisalar fazasi
Q={1,1),..,(1,6),(2,1),..,(26),..,(61),..,(6,6)}

kimidir. Bu fozan1 asagidaki kimi do yazmaq olar:
Q={@j:ij=16}

Asanligla gormok miimkiindiir ki,

Q] = 36 = 62
Bu sinaqda miisahida oluna bilan bir hadiss quraq:
A = {diisen ragamlar hasilinin 3 olmasi} =
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={@@):i-j =3} ={(13), 3D}
6. Indi iso n sayda diizgiin oyun zorinin atilmasi eks-
perimentino uygun elementar hadisslor fozasini quraq:
Q={w:w="(a,ay..,a,),a;=1,..,6,i = 1,n}

Asanligla gormok miimkiindiir ki, bu fozani togkil edon
elementar hadisoalorin say1
Q] = 6™

§1.2. Hadisslor iizarinds amallar

ovvolki paraqrafda geyd olundugu kimi har bir hadi-
so bir coxlugdur. Demali, coxluglar iizerinds aparilan amaollor
hadisolor lizorinds do aparila bilar.

Forz edok ki, A vo B eyni eksperimentdo miisahido
oluna bilon hadisslordir.

A hadisasi bas verdikdo, B hadisasi miitlog bas ve-
rars9, basqa sozls, A-nin bas vermosindon B -nin bas vermasi
cixirsa, deyirlor ki, A hadisasi B hadisosini dogurur va bu
miinasibot A € B kimi isars olunur.

Masalon, bir oyun zorinin atilmasi eksperimentinda
A = {2 rogominin diismasi} vo B = {ciit adad diismasi }
hadisalorino baxaq. Aydindir ki, A hadisosi bas verdikdo
miitloq B hadisasi do bas verir.

Ogor A hadisasi B -ni vo B hadisasi do 4 -n1 dogurur-
sa, bu hadisslors ekvivalent hadisslar deyilir. Bu miinasibot
A = B kimi isara olunur. Masalon, bir oyun zori atildiqgda
A = {2-ya boliinan adad diismasi} vo B = {clt rogom diismoasi}
hadisolori ekvivalent hadisslordir. A vo B hadisolorinin yal-
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niz vo yalniz har ikisi bas verdikdo bas veron hadisoyo bu ha-
disalorin kasismasi (vo ya hasili) deyilir vo ANB (vo ya AB)
kimi isars olunur:

ANB={weQw€eA AN wEB}.

Masolon, bir oyun =zeori atildigda A ={2,4} vo
B = {clit adad diismasi} hadisslorino baxaq. Bu hadisalorin
kosismosi ANB = {2,4}.

Basqga bir misala baxagq. Iki atic1 hadaf eyni anda atos
acir. Asagidaki hadisalare baxaq:

A = {birinci aticinin hadafi vurmast},

B = {ikinci aticinin hadafi vurmasi}.
Bu hadisalorin kosismasi

A N B = {har iki aticinin hadafi vurmast}.

Hadisalorin kosismasi liglin asagidakilar dogrudur:
ANA=4; AnQ=A4, AnO=0;,0NnQ=0.

Qeyd edok ki, A vo B hadisolorinin kosismosi bu

hadisolorin har birini dogurur, yoni
ANBcA; ANnB CB.

Ogor A N B = @ olarsa, bu hadisalors birgs bas ver-
moyan vo ya uyusmayan hadisolor deyilir. Bir oyun zori
atildigda A = {tok odod diismosi} vo B = {ciit adod diismosi}
hadisalorine baxaq. Aydindir ki, bu hadisalorin hor ikisinos aid
olan elementar hadise yoxdur. Buna goro do hadisalorin
kasismasi geyri-miimkiin hadisadir, yoni AN B = Q.

A vo B hadisalorindon yalniz vs yalniz he¢ olmazsa
biri bas verdikdo bas veran hadisoys bu hadisolorin birlos-
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mosi deyilir vo A U B kimi isars olunur:
AUB={weQweAVwEB}

Maosalon, bir oyun zorinin bir dafe atilmasi sinaginda
A ={1,3} vo B = {ciit rogom diismosi} hadisslorine baxag.
Bu hadisalorin birlosmasi A U B = {1,2,3,4,6}.
Basqa bir misala baxagq. iki atic1 hadofo eyni anda atos
agir.
A = {birinci aticinin hadafi vurmasi},
B = {ikinci aticinin hadafi vurmast}.
Bu hadisalorin birlosmasi
A U B = {he¢ olmasa bir aticinin hadafi vurmasi}.
Hadisalorin birloasmasi li¢lin asagidakilar dogrudur:
AUA=4 AuQ=0,AVuQ=A.

A va B hadisolorinin hor biri onlarin birlosmosini
dogurur, yoni
A c AUB, B c AUB.

A va B hadisslorinin forqi, yalniz vs yalniz A bas verib
B bas vermadikdo bas veron hadisays deyilir vo A\B kimi
isars olunur:
A\B ={w€eQ:w€eEAANwEB}

Ogor A C B olarsa, bu halda A\B = @.

Ogor A N B = @ olarsa, bu halda A\B = A olar.

Mosalon, bir oyun zori atildigda A = {1,3,4,6} vo
B = {clit adad diismasi} hadisslorino baxaq. Bu hadisalorin
forqi A\B = {1,3} hadisasidir.

21



Rdvsan Oliyev

Eksperiment zamani yalniz vo yalniz A bas vermoadikdo
bas veron hadisoyo A hadisosinin aks hadisasi va ya inkari
deyilir vo A kimi isars olunur:

ANA=0voAUA=Q.
Buradan
A=Q\A.
A hadisasinin oks hadisasinin oks hadisasi onun 6ziino
borabordir:

A = A.

Ogor A C B olarsa, buhalda B c A miinasibati dogrudur.
Masalon, hadofa giillo atilmasi sinaginda
A = {hadofin vurulmasi} vo A = {hodafin vurulmamasi}
oks hadissloro misaldir.
iki hadisonin forgi kosismo vo oks hadiso vasitosilo
asagidaki kimi gostorils biler:
A\B = ANB.
iki hadisonin simmetrik forqi 4 vo B hadisolorindon yalniz
biri bas verdikds bas veran hadisoys deyilir:
AAB={weQ:(weANw&B)V(w&AN wE€B)}

Asanligla gormok miimkiindiir ki,
AAB=(AUB)\(ANB),

A va B hadisalorinin simmetrik forqini asagidaki kimi
do yazmaq mumkiindir:
A A B = (A\B) U (B\A).

Qeyd edok ki, hadisalor tliciin do De Morgan ganunlari
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dogrudur:
AUB=ANB,
ANB=AUB.
A=A oldugundan
AUB=ANB,
ANB=AUB.

indi iso hadisaler iizorindo amallore aid mosalo halli
nimunalori verak.

Misal 1. Bir diizglin oyun zari bir dofo atilir. Bu zaman
Q={1,..,6}

A ={1,3,5}, B = {2,3} olsun.

Asanligla gormok miimkiindiir ki, A A B = {1,2,5}.

Misal 2. Tosadiifi gaydada 2 ikiroqomli odod segilir.
Asagidaki hadisalor arasinda hansi miinasibatlor vardir?

A = {sec¢ilmis adadlarin 2-ys boliinmasi},

B ={secilmis adadlorin 3-o bolinmasi},

C = {secilmis odadlorin 6-ya bolinmasi}.

Aydindir ki, € hadisasi yalniz vo yalniz 4 va B hadise-
lorinin hor ikisi eyni zamanda bas verdikdo bas verir. A vo B
hadisalorindon hor hansi biri bas vermodikds C hadisasi do
bas vers bilmoz. Demalj,

C=ANB.
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Masalalar.
1. Ava AU B hadisslorinin uyusan olub olmadigini toyin edin.

2. Isbat edin ki, AN B = A minasibati yalmiz vo yalniz A ¢ B
olduqda dogrudur.
3. Sochmdarin 4 nov sashmi vardir. 4; ilo i -ci schmin giymotdan

diismosi ehtimalini isaro edok. Asagidaki hadisslori ifads edin:
a) heg bir schmin qiymotdon diismomasi;
b) he¢ olmasa bir sohmin giymotden diismasi;
c) yalniz bir sohmin qiymoatden diismasi;
d) giymotdon diismiis sohmlarinin sayinin ikidon ¢ox olmamast;
e) az1 iki sohmin golirli olmas;
f) yalniz iki sohmin qiymstdon diismasi.

§1.3. Nisbi tezliklorin dayaniqhigi xassasi

Biz qeyd etdik ki, ehtimal nozariyyosinds elo sinaqlara
baxilir ki, hoamin sinaqlarin aparilmasini tomin edon miisy-
yon sortlor kompleksi 6donildikde sinaqlar1 geyri-mohdud
sayda aparmaq miimkiin olsun.

Miisahidolor gostorir ki, sinaglar geyri-mohdud sayda
aparildigda hadisenin nisbi tezliyi mioyyon bir adod otra-
finda toplasir. Buna nisbi tezliklorin dayamiqlig1 xassasi
deyilir. Bu xassoni bir godor otrafli sorh edok:

Qeyd etdiyimiz kimi, ehtimal nezoriyyasinds qeyri-
mohdud sayda tokrarlana bilon sinaglar tadqiq olunur. On-
larin hor dofs reallasmasi ticiin miioyyon kompleks sortlor
Odonilmalidir.

Torif 1. Forz edok ki, G sinag1 n dofo aparilir vo bu
zaman A hadisoasi u,, (A) dofs bas verir. u,(A) komiyyatino A
hadisasinin tezliyi deyilir.
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Torif 2. 2% nishotino iso A hadisosinin nisbi tezliyi
deyilir.

Praktiki miisahidoslor osasinda nisbi tezliklor ti¢lin asa-
gidaki sokilds ifade olunan dayaniqliliq xassasi askar edil-
misdir.

Forz edok ki, G sinagi n; dofo aparildiqda, A hadisasi
U, (A) dofs, sinaq n, dofs aparildiqda, hadisasi u, (A) dofa vo
s. sinaq ny dofo aparildiqda, A hadisasi uy (A) dofs bas verir.

Qeyd edok ki, nisbi tezliklor seriyadan seriyaya tosadiifi

olaraq doyiso bilor. Lakin seriyalardaki sinaqlarin say1 kafi

ur(A)
n

godor artdiqca nisbi tezliklori bir-birindon az

forglonarak miisyyon sabit P(A) adadi strafinda “qruplasir”.
Tobii olarag bu P(A) adoadini A hadisosinin bas vermo
ehtimali adlandirmagq olar:

m@ w4

-

n, n; L%

~ P(A). (1)

(1) miinasibaeti nisbi tezliklarin dayaniqhigi xassasi
adlanir. P(A4) adadino iso A hadisasinin statistik ehtimali
deyilir. Nisbi tezliklorin dayanigligl xassasi real alomdo bas
veran kiitlovi tosadiifi hadisslorin obyektiv xassosidir.

(1) ile ifads olunan dayaniqliq xassasi XVII asrin orta-
larinda agkar edilmisdir. Bunun ti¢iin miixtslif sinaqlar apa-
rilmisdir.

Ilk baxisda metal pulun atilmasi eksperimentindon
hansisa elmi natico ¢ixarmagin miimkiin olmadigi goriiniir.
Dogrudan da, metal pulun bir dofo atilmasi cox da maraq
kasb etmoya bilor. Lakin metal pulun atilmasi eksperimentini
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n sayda tokrar edib, gerb lizliniin diismasi sayimi u,(G) ilo

. . . G) . L1
isaro etsok, bu halda n-nin artmasi ilo “”T() nisbatinin 570

yaxinlasmasini miisahide etmok mimkiindiir. Bu fakt uzun
miiddat oavval miisahide olunmus vo bir ¢ox todqiqatgilar
bunun dogrulugunu tacriibi olaraq yoxlamislar. Masaslan,
fransiz tadqiqatgis1 Corc Byuffon (1707—1788) metal pulun

atilmasi eksperimentini 4040 dofo aparmis vo 2048 dofs
Fn(G)
n
tiki Karl Pirson (1857—1936) metal pulun atilmasi ekspe-
rimentini 24000 dofs aparmis, bu zaman gerb tzi 12012

gerb iizli dismiisdiir. Bu halda = 0,507. Ingilis statis-

dofo diismiisdiir, buna goéro do @ = 0,5005 olmusdur. Bu

naticalor asagidaki codvalds verilmisdir:

Eksperimenti Eksperimentin Gerb lizliniin Nisbi
aparan sayl diismaesi say1 tezlik
Byuffon 4040 2048 0,5080
Pirson 12000 6019 0,5016
Pirson 24000 12012 0,5005

Gortinduiyu kimi, “G” tiziiniin diismasinin nisbi tezliyi
1

togriban % olur. Belsliklo, bu hadisonin ehtimal P(G) = 5

olur.

Qeyd edok ki, nisbi tezliklorin dayaniqliq xassosina
novbati movzularda ciddi riyazi mona veracoyik.

Nisbi tezliklorin statistik dayaniqliq xassasindon ¢ixir
ki, hadisonin ehtimali monfi olmamalidir, yoni P(4) = 0 vo
yaqgin hadisonin ehtimali P(Q2) = 1 olmalidur.
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§1.4. Diskret elementar hadisslor fozasinda ehti-
malin tayini. Ehtimalin klassik tarifi
Forz edok ki, Q sonlu vo ya hesabi elementar hadisslor
fozasidir, yoni diskret elementar hadisolor fozasidir:
Q= {wy, Wy, =+, Wy, ).

Q ¢oxlugunun hor bir w, elementar hadisesine qarsi
bir p, adadi qoyaq, bels ki,
1.p,20k=12,..,

[ee]
k=1

miinasibotlori 6donilir.

Bu halda deyirlor ki, 1 diskret elementar hadisalor
fozasinda ehtimal toyin olunmusdur.

Py 9dadi w; elementar hadisosinin ehtimali adlanir.

Torif 1. Forz edok ki, Q diskret elementar hadisalor
fozasidir. ixtiyari A € £ hadisasinin ehtimal agagidaki kimi
toyin olunur:

P(A) = Z Dr- (1)

k:wreA

Bu torifdon istifado etmokls, ehtimalin asagidaki xasso-
lorinin dogrulugunu géstormok miimkiindiir:

1. P(A) =0,

2. PAUB)=P(A)+P(B), AnNB =0,
3 P(Q) =1,

4. P(9) =0,

5 P(A) = 1- P(4).
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Mosals 1. Q elementar hadisolor fozasi asagidaki kimi
olsun:
.Q. = {(,()1, 0)2‘0)3, 0)4}.

Elementar hadisslorin ehtimallarin1 asagidaki kimi
toyin edok:
P11 = 0,4 y P2 = 0,3 y Pz = 0,2 ; DPa = 0,1

(1) diisturuna osason A = {w4, w3} hadisasinin ehtimali
P(A) = p1 + p3 = 04 + 02 = 06.

Moasalo 2. Q = {w;, w, w3} olsun. Asagidaki hadisalori
daxil edok:

A ={wy, wz} vo B = {w,, ws}.

Molumdur ki, P(4) = 0,8 vo P(B) = 0,7. Elementar
hadisalorin p;, p, vo psehtimallarini tapin.
Holli. (1) diisturuna asason
P(4) = p1 + p, =08
V4]
P(B) = p, + p; =0,7.

Digor torafdon normalliq sortine asason
prt P2t p3=1

Belaliklo,
pl = 0I3I pz = 0,5 Vo p3 = 0,2.

indi iss hesabi sayda miimkiin noticosi olan stoxastik
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eksperimento baxaq.

Moasalo 3. Simmetrik metal pul ilk dofo gerb iizi
diisonadok atilir. Asagidaki hadisslorin ehtimalini tapin:

A ={snagin tak sayda addimda dayandirilmasi},

B ={sinagin ciit sayda addimda dayandirilmasi},

C ={aparilan smagqlarin sayinin 5-don ¢ox olmamasi}.
Holli. Bu halda elementar hadisslor fozasi hesabi coxluq
olacaqdir:

0= {G; RG; RRG;...; RR ...RG;RR } = {wq, Wy, .., W}

n-—1

Elementar hadisslorin ehtimallar asagidaki kimidir:

1 1
p1 = P(wy) = rpz—P(wz)—_ .5 Do = P(we) = 0.

Asanligla gormok mimkiindir ki, p, = 0,k = 1,2, ... vo
o0 o0 1
2.P= ) 50"
k=1 k=1

Qeyd edak ki, w,, elementar hadisasi miimkiin hadiso-
dir, lakin ehtimali sifirdir (yoni, w,, praktik cohotdon miim-
kiin olmayan elementar hadisadir).

Diskret fozada ehtimalm torifino asason

P(4) = Z pk—ZPZk 1=

k:wyieA

29



Rdvsan Oliyev

0 0
1 1 2
:;WZZZE:@

k=1
Eyni gayda ilo
o0 o0
1 1
P(B) = Z P =szzc =Zﬁ=§-
k:wreB k=1 k=1

Indiisa € hadisssinin ehtimalini tapaq. C hadisasini belo yaz-
maq olar:
C = {G; RG; RRG; RRRG; RRRRG}.

Diskret fozada ehtimalin torifino asason
111 1 1 15
P(C) _E+Z+§+E+§_E.
indi iso (1) diisturunun miihiim bir xiisusi halina baxaq.
Torif 2. Forz edak ki, Q = {w,, w,, ..., w,} sonlu ele-
mentar hadisolor fozasidir, yoni [2] = n < c0 vo elementar

hadisalor eyni ehtimallidir: p; = p, = --- = p,. Bu halda ix-
tiyari A € 2 hadisasinin ehtimali tigiin
P(A) = el (2)
12|

diisturu dogrudur, burada|A| ilo A hadisasina daxil olan ele-
mentar hadisslorin say1 isars olunmusdur.

(2)-yo ehtimalin Klassik torifi deyilir.

Qeyd edak ki, (2) dusturu (1)-don alinir.

Dogrudan da, () fozasi sonludursa vo hor bir elementar
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hadisonin ehtimali eynidirso, yoni p; =p, = - = p, =p,
bu halda
n n
Z Pr = Z p=np=1
k=1 k=1

Buradan aliriq ki,

Bunu nozors alaraq (1) diisturundan (2) alds edilir.
Ehtimal nozoriyyosinds islodilon “simmetrik metal
pul”, “dluizgiin oyun zori“, “tesadiifi gaydada se¢gmo” ifadslori
elementar hadisslorin ehtimallarinin eyni oldugunu gostarir.
Mosoals 4. iki simmetrik metal pulun atilmasi eksperi-
mentindo asagidaki hadisslorin ehtimallarini tapin:
A = {eyni uizlorin diismoasi},
B = {mixtolif tizlorin diismasi}.
Holli. Onco bu eksperiments uygun olan elementar ha-
disalor fozasini quraq:

Q={w:w=1(ay,a,),a;, =GvayaR;i=12}=
= {GG,GR, RG, RR}.

Gorinduyt kimi, eksperimentin miimkiin naticalori
coxlugunun elementlori say1 4-diir: |Q| = 4.
Indi iso A hadisasini quraq:
A ={eyni tzlorin diismosi}= {GG, RR}.
Gortnduyi kimi, A hadisasi -nin altgoxlugudur.
Masalonin sortina gors vo elementar hadisslor fozasi
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sonlu ve elementar hadisalor eyni ehtimallidir, ¢iinki metal
pul simmetrikdir. Buna gore do ehtimalin klassik terifindon
istifado edo bilorik:

|A]

PA) = 21
|l 4 2

Indi iso B hadisasinin ehtimalini tapagq.
Asanligla gormok miimkundiir ki,
B ={miuxtolif tizlorin diismasi} = {GR, RG}.
Belaliklo,
Bl 2 1
P(B) = ﬁ = Z = E
Mosoalo 5. iki diizgiin oyun zari atilir. Diison roqomlorin
cominin 4-don kigik olmasi hadisasinin ehtimalini tapin.
Holli. Iki zorin eyni zamanda bir dofo atilmasi eksperi-
mentins uygun elementar hadisolor fozasi

Q={ww=(j):i=16j =16}

olar, burada (i,j) — birinci zords i, ikinci zords ise j roge-
minin diismasi elementar hadisasidir.

Gorlindiyt kimi, iki oyun zori atildigda elementar ha-
disolorin say1 36-ya borabordir, yoni [Q| = 36.

Diison rogomlorin comin 4-don kigik olmasi hadisasini A
ilo isars edok. Aydindir ki,

A={@:i+) <4} ={(11);(12); (2D}

Gorindiyi kimi, |A] = 3.
Ehtimalin klassik torifino gora

Al 3 1
P(A) = —=—=—.
(4) o] 36 12
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Mosala 6. 1ki oyun zorinin atilmasi eksperimentino
baxaq. A ={diisan ragomlor hasilinin 20-dan ki¢ik olmamasi}
vo B = {diison rogamlar hasilinin cit odod olmasi} hadisalo-
rinin ehtimalini tapin.

Holli. Aydindir ki, bu halda elementar hadisalor fazasi

Q={0,)):i,j =1,6} vo |Q| = 62 = 36.

Asanligla gérmak olar ki,
A={({,j)eQ: i-j=20}=

= {(4,5),(5:4), (4,6), (64), (5,5), (5,6), (6,5), (6,6)}.

Gortunduyi kimi, |A| = 8.
Ehtimalin klassik torifino osason
Al 8 2
PA) =—=—=-.
(4) Q] 36 9
Indi iso B hadisasinin ehtimalin1 hesablayaq. Bu moag-
sadlo B hadisasinin oks hadisasini daxil edok:

B = {diison rogomlorin hasilinin tok odod olmasi} =

={(1,1),(1,3),(3,1),(3,3),(1,5),(5,1), (3,5), (53), (55)}.

Belaliklo, |B| = 9.
Demoali,
|B| 9 1
19l 36 4
Oks hadisonin ehtimali diisturundan istifads edorak

P(B) =
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P(B)=1-P(B)=1-— %

AN

oldugunu oldos edorik.

Mosals 7. {1, 2, ..., N} coxlugundan tosadiifon gotiiriil-
miis bir natural adodin geyd olunmus k natural adadine bo-
llinmosi (4) ehtimalini, yoni py-i tapin. 151_1)130 Py =7

Holli. Aydindir ki, |Q] = Nva |A| = [%]

Beloslikla, ehtimalin klassik torifino asason

— P(A) =~ [N]
PN = e
olar. Indi iso I\IIim py limitini hesablayaq.
—00
i _ 1 1[N i 1 /N (N
N PV T TN [E] T NS N (E B {ED'

N).. N e
burada {;} ilo Z-hin kasr hissasi isara olunmusdur.

Sonuncu miinasibatde 0 < {%} <1l wvo I}Iim z. {E} =0

—00 k
oldugu nozors alsaq

li —1
NI_I}gOPN —E

olar.

§1.5. Kombinatorikanin elementlari

Ehtimal nozoriyyesino aid maosalalorin holli zamani
kombinatorikanin elementlorindan istifads olunur. Kombi-
natorika terminini riyaziyyata alman alimi Qolfrid Vilhelm
Leybnis 1666-ci ilde yazdig1 “Kombinator sanati hagqinda”
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osorindo daxil etmisdir. Kombinatorika sézii latin dilindon
olan “combina” soéziindon goétirilmisdir ve dilimizds
“birlosdirmok” monasini verir. Kombinatorikanin ehtimal
nozoriyyesinda istifade olunan bazi prinsipleri ve elementlori
ilo tanis olag.

Toplama prinsipi. Forz edok ki, 2 amoliyyat aparmagq
lazimdir. ©gor birinci amaliyyat n sayda, ikinci amaliyyat isa
k sayda mixtalif Gisulla aparila bilorss, onda bu amaliyyat-
lardan hor hansi birini n + k sayda miixtalif tisulla aparmaq
olar.

Bu prinsipi asagidaki kimi do ifado edirlar:

Ogor A obyektini n tsulla, B obyektini iso k tsulla
secmoak olarsa, onda A vo ya B obyektini n + k sayda miix-
tolif tisulla segmoak olar.

Misal 1. Ticarot morkezinde 10 ndév koynok vo 7 nov
qalstuk satilir. 1 kéynok vo ya 1 qalstuk almaq ti¢iin nec¢o
miuixtolif se¢cim imkani vardir?

Bu misalda n = 10,k = 7 -dir. Yalniz bir kdynok vo
yaxud bir qalstuk alinacagina goro, toplama prinsipine goéra
miimkin se¢im say1 10 + 7 = 17 olar.

Vurma prinsipi. Forz edok ki, ardicil olaraq 2 omo-
liyyat aparmaq lazimdir. ©gor birinci omaliyyat n tisulla vo
birinci amoliyyat bu tsullardan biri se¢ildikdon sonra ikinci
omoliyyat iso k miixtalif tisulla aparila bilirss, onda bu 2
omoliyyati n - k sayda miixtalif tisulla aparmaq olar.

Bu prinsipi asagidaki kimi do ifados edirlar:

Forz edok ki, A = {ay, ..., a,} ¢oxlugu n sayda element-
don, B = {by, ..., b} coxlugu iso k sayda elementdon ibarot-
dir. Bu halda birinci elementi A-dan, ikinci elementi iso B-
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don olmagqla n - k sayda (a;, b;) ciitii diizeltmok mimkinddir.

Misal 2. Ticarat morkeszinds 10 név kdynak vo 7 nov
galstuk satilir. 1 galstuk vo 1 koéynok almaq li¢iin necgo
miixtolif se¢cim imkani vardir?

1 kdynok vo 1 galstuk alinacagina gors, vurma prinsi-
pina gore miimkiin se¢im say1 10 - 7 = 70 olar.

Forz edok ki, n sayda elementdon ibarst olan
{aq, ..., an} coxlugu verilmisdir. Bu ¢oxlugdan k sayda ele-
ment segmok talob olunur. Aydindir ki, hor bir bels se¢cimin
noticosi k elementli bir coxluq olacaqdir. Magsadimiz bels k
elementli ¢oxluglarin sayin1 tapmaqdan ibarstdir.

Umumi halda 2 miixtolif secim sxemi vardir: qaytar-
mamagq sorti ils vo qaytarmagq sorti ils.

Qaytarmamagq sorti ilo secimds forz olunur ki, k sayda
element ya eyni anda secilir, ya da qaytarmamaq sorti ilo
ardicil olaraq segilir. Belo se¢cim qaydasi tokrarsiz sxem
adlanir. Qaytarmagq sorti ilo secimdo isa forz olunur ki, hor bir
element secilir vo geyd olunur, sonra homin element ¢oxluga
qaytarilir vo névbati bir element segilir. Bels secim qaydasi
iso tokrarli sxem adlanir.

Bu sxemlordon hor hansi biri secim edildikdon sonra
alinan k elementli ¢coxluga k-secim do deyirlor. k-segimlor
do nizamsiz vo nizamh olmaqla 2 sinfs ayrilirlar. Adston
nizamlh k -se¢imlori (ay, ..., a;), nizamsiz k -segimlori iso
[a4,...,a; ] kimi isaro edirlor. Mossalon, nizamsiz secimlar
liclin a,a, va a,a, eyni, nizamh sec¢imlar iiciin isa a;a, vo
a,a, secimlari forqli hesab olunurlar.
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I. Qaytarmamagq sorti ilo (takrarsiz) se¢cim.

Forz edok ki, ¢ixarilan elementlor geri gqaytarilmir vo
novbati element goturilur. Aydindir ki, bu zaman biitiin se-
cimlor tokrarsiz olacaqdir.

1. Birlasmaloar. n elementli coxlugdan gotiiriilon tokrarsiz
vo nizamsiz k -secimlarinin say1

X n!
Cn = k! (n —k)!
disturu ilo hesablanir, buradan! =1-2-3-...-n; 0! = 1.

Ck odadlorine binomial emsallar deyilir. Binomial om-
sallarin asagidaki xassolori vardir:
1.ck = ck_, + ¢k},
2.Ck=crk c0 =l =1;
3.CO+ C} + -+ CI* = 2™,

Misal 3. {a;,a,, a3} coxlugundan gotiirilon biitiin 2
elementli secimlar agagidakilardir:
a,a,; a,as; a,as.

Dogrudan da, bu halda CZ = 3.
2. Yerlogsmolor. n elementli ¢oxlugdan goétiiriilan
biitiin k -elementli nizamh secimlarin say1
Ak =kl-Ck=n-n-1)-..-(n—-k+1)

diisturu ilo hesablanir.
n elementli coxlugun k elementli nizamlanmis alt ¢ox-
luglarina n elementdon k elementli yerlasmoloar deyilir.
Misal 4. {a,,a,, a3} ¢oxlugunun 2 elementli nizaml
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secimlar asagidakilardir:
aia,;,a.as3;0a,0a3;0a,041; A304; A305.

Dogrudan da, A3 = 2! C2 = 6.
3. Yerdoyismolor. n elementli ¢oxlugun elementlari-
nin biitlin miimkiin miixtalif yerdoyismalorinin say1
P,=1-2-3-..-n=nl!

disturu ilo hesablanir.
Misal 5. {a,, a,, a3} ¢oxlugundaki biitiin yerdoyismo-
lorin say1
P;=1-2-3=3!=6.

Basqa sozlo, (1 ¢oxlugunun elementlorinin yerdoyis-
mosi ilo diizolon biitiin alt ¢oxluglarinin say1 6 -dir. Bunu
oyani olaraq da gors bilorik:

a,a0a3; a10a30z; Ax0103;
a,a30a4; 3010y, 03 Ay04.

Misal 6. “Ehtimal” s6ziinilin harflorinin biitiin miimkiin
yerdayismalarinin sayini tapin.
Holli. Asanligla gormok miimkiindiir ki,
P, = 7! = 5040.

II. Qaytarmagq sorti ils (tokrarh) secim.
1.Tokrarhh birlosmolar. n elementdon k elementli
tokrarli birlesmolor elo ¢oxlugdur ki, onun torkibine hor bir
element 1-don k- ya godaer istonilon sayda element daxil ola
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bilar, vo ya heg daxil olmaya bilor. n elementdon k elementli
tokrarli birlosmolorin say1 C¥, ,_,-o borabordir.
Misal 7. U¢ elementli {a,, a,, a3} coxlugunun iki ele-
mentli tokrarl birlosmalori asagdakilardir:
a10;; A103; A,03; A104; AxA5; A3A3.

Goriindiyt kimi, 6 bels alt coxluq vardir. Bunu tokrarh
birlosmalorin say1 disturu ilo do tapa bilorik. Bu mosalodo
n=3 vo k=2 oldugundan

C32+2—1 =C; = 6.

Misal 8. Iki elementli {a;,a,} ¢oxlugunun
elementlorinden diizelon 1i¢ elementli biitiin tokrarh
birlosmolor agsagidakilardir:

a,a104; A,0,0,; A101A5; A1050;.

Gorindiyu kimi, 4 belo takrarli birloagsma vardir.
Bunu tokrarl birlosmolorin say1 disturu ilo do tapa
bilorik. Bu mosaloda n=2 vo k=3 oldugundan
C§+2_1 =C; =4

2.Takrarh yerlagsmolor. n elementdon k elementli tok-
rarli yerlosmolorin say1
n-n-...n=nk
k

Misal 9. U¢ elementli {a,, a,, as} coxlugunun iki ele-
mentli tokrarl yerlosmolori agagdakilardir:
a1dz; aA,103; Az03;
A2A4;a3A1; A30A7;
a,04; Aya5; Az30s3.
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3.Tokrarhh yerdayismolor. n sayda elementdon n,
saydasi birinci tip, n, saydasi ikinci tip, ..., nj, saydasi iso k-c1
tip elementlordir, belo ki, n; + n, + --- + n;, = n. Bu halda bu

coxlugdaki biitiin yerdoyismalorin say1

n!

Cn(n1’n2’ ---)nk) - n1! lel le'

Xiisusi halda ¢oxluq yalmz iki tip elementdon toskil
olunmusdursa, yani birinci tip elementdon k sayda, ikinci tip
elementdon iso (n — k) saydadirsa, bu halda bu ¢oxlugdaki
biitiin yerdoyismolorin say1

n! ok
kl(n—k)! Cn

olar.

Misal 10. “Riyaziyyat” so6ziinliin horflorinin biitiin
yerdayismalarinin sayini tapin.

Holli. Goriindiyi kimi, “Riyaziyyat” soziinds “r”, “z” vo
“t” horflori bir dofo, “i” ve “a” horflari iki dofo, “y” horfi iso 3
dofo tokrar olunur. Tokrarli yerdoyismolorin say1 diisturuna
osasan

10!

11-21-31-21-11-1! = 151200.

Indi iso fizikada miihiim rol oynayan statistikalarla
tanis olaq. Forz edok ki, k sayda zarracik n sayda oyuga (qu-
tuya) yerlosdirilmalidir. Asagidaki 3 miixtolif statistika var-
dir:

1. Maksvel-Boltsman statistikasi. Biitiin zorraciklor
mixtolifdir vo he¢ bir gadagan yoxdur. Bu halda biittin vaziy-
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. . . : : . 1
yatlorin say1 n¥, hor bir voziyyatin ehtimali iso p = = olur.

2. Boze-Eynsteyn statistikasi. Zorrociklor eynidir
(forglendirilmir) vo har bir oyuqda istonilon sayda zorracik
ola bilor. Bu halda biitiin veziyyotlorin say1 C¥,,_, -dir.

Belalikls, hor bir vaoziyyatin ehtimal p = k; olur.
n+k-1

3. Fermi-Dirak statistikasi. Zorrociklor eynidir, lakin
hor oyuqda yalniz bir zarracik ola bilar, yoni qadagan vardir.
Bu halda veziyyatlorin say1 C/ olar. Hor bir bels voziyyatin

. : 1
ehtimaliisop = o

n

Indi iso kombinatorikaya aid mosalo halli niimunalerine
baxaq.

Masala 1. Futbol iizro Azorbaycan ¢empionatinda 16
komanda istirak edir. Hor bir komanda qalan diger koman-
dalarin hor biri ilo bir oyunu 6z meydaninda digorini iso
rogib meydaninda oynayir. Biittin miimkiin oyunlarin sayini
tapin.

Holli. Aydindir ki, hor bir ev sahibi komandani 16
tisulla, qonaq komandani iso 15 tisulla segmok miimkiindir.
Buna goro do vurma prinsipina gors biitiin oyunlarin sayi
16 - 15 = 240 olar.

Mbosals 2. Sahmat turnirinds 7 nofar yarigir. Har bir sah-
matc1 har bir roqibi ilo yalmz bir oyun kecirir, yarisda comi
nego partiya oynanmalidir?

Hoalli. Aydindir ki, birinci istirak¢inin hor birini 7
tsulla, ikinci istirake¢ini iso 6 lisulla segmok miimkiindiir.
Vurma prinsipino goro 7 - 6 = 42 ciit olacaqdir ki, burada
hor istiraker iki dofo nozors alinmisdir. Digor torofdon, sorto
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goro, hor bir clt 6z arasinda yalniz bir partiya oynamalidir.
Buna gora do biitiin miimkiin partiyalarin say1 21 olar.

Masals 3. A sohorindon B sohorine 4 yol, B sohorindon C
soharina iso 2 yol vardir. A soharindon C sohorins nego tisulla
getmok mumkindir?

Holli. A sohorinden B soherine gedilmasine birinci
omoliyyat kimi, B sohorindon C soharins gedilmasina iss ikinci
omoliyyat kimi baxaq. Bu halda A-dan B-yo 4 yoldan birini
secdikdon sonra, B -don C-yo miimkiin 2 yoldan biri ilo
getmok olar. Beloliklo, birinci amoliyyati yerins yetirmok
liclin 4 tUsul vardir va bu tsullarin har birine ikinci amaliy-
yatin 2 tisulu uygun gals bilor. Buna gors do vurma prinsipine
goro A sohorindon C sohorino 4-2 =8 isulla getmok
mimkiindiir.

Masala 4. 3 vo 4 rogomlorinin komayi ilo nega ikirogomli
odad diizoltmok miimkiindtir?

Holli. Aydindir ki, ikirogomli ododin birinci roqgomini 2
tisulla (yoni, ya 3 rogomini, ya da 4 raqomini) se¢cmok mim-
kiindiir, bundan sonra ikinci rogomini do 2 miixtalif tisulla
secmok miimkiindir. Belslikls, vurma prinsipine goro bels
ikirogomli adadlorin say1 2 - 2 = 4 olar.

Masala 5. 0 vo 5 rogomlorinin kémoyi ilo nego dord-
rogomli adoad diizoltmok mimkiindiir?

Hoalli. Aydindir ki, dérdrogomli odadin ilk roqomini
yalniz 1 tsulla (¢iinki 0 ilk rogom ola bilmaz) segmok mim-
kiindiir, bundan sonra ikinci, ti¢iincii vo dordiincii roqomi-
ninin hor birini iso 2 miixtalif tisulla segmok miimkiindiir.
Beloliklo, vurma prinsipino gora biitiin belo dérdrogomli
ododlorinsay11-2-2-2 = 8 olar.

42



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

Masala 6. 1, 3, 4, 6 rogomlorinin kémoyi ilo nego
dordragamli adad diizoltmoak olar?

Holli. Aydindir ki, dérdrogomli adodin hor bir rogomini
4 mixtolif iisulla se¢gmok miimkiindiir. Buna gors do vurma
prinsipino goros 4-4-4-4 =256 belo dordrogomli odad
vardir.

Masald 7. 1, 3, 4, 6 rogomlorinin har birindon yalniz bir
dofo istifado etmoklo neg¢o dordrogomli odod diizoltmok
mimkiindiir?

Holli. Aydindir ki, dérdrogomli adadin ilk roqomini 4
miixtolif tisulla se¢gmok miimkiindiir. Bundan sonra ikinci
rogomini 3 tisulla, liglincii roqgomini 2, dérdiincii rogomini iso
yalniz 1 tusulla segmok miimkiindiir. Buna gére do vurma
prinsipine gors 4-3-2 -1 = 24 belo dérdroqomli adad du-
zoltmok miimkiindiir.

Mosals 8. Biitiin tigrogomli adadlorin sayini tapin.

Holli. Aydindir ki, ticrogomli adadin ilk roqomi 1,2,...,9
rogomlorindan har hansi biri ola bilsr, yoni 9 miixtalif tisulla
secilo bilor. Bundan sonra ikinci rogom 0,1,2,...,9
rogomlorindan biri ola bilor, yoni 10 muxtalif tsulla secilo
bilor. Nohayat, sonuncu rogom do 10 tisulla secilo bilor. Buna
goro vurma prinsipins asason biitiin tigcrogomli adadlorin say1
9-10-10 =900 olar.

Mbosalo 9. Rogomlori miixtolif olan biitiin tigrogomli
odadlerin sayini tapin.

Holli. Vurma prinsipino géro 9 - 9 - 8 = 648.

Mosalo 10. Ucrogomli ciit adodlorin sayini tapin.

Holli. Vurma prinsipins gors 9 - 10 - 5 = 450.

Masals 11. 28 domino dasini 4 oyuncu arasinda neg¢o

43



Rdvsan Oliyev

tisulla paylamaq mimkiindiir?

Halli. Aydindir ki, birinci oyungu ti¢iin 7 das 28 dasin
arasindan secilmolidir. Buna gors ds birinci oyuncu tg¢iin
miimkiin iisullarin say1 CJg, ikinci oyungu ti¢iin 4 das yerds
galan 21 dasin igorisindon secilmoalidir vo s. Vurma prinsi-
pino gora

28! 211 14! 28!
71211 71140 7070 7707170

C278'C271'C174'C77 =

§1.6. Kombinatorikanin tatbiqi ils ehtimalin
Kklassik tarifina aid masals halli niimunsalari

Masolo 1. 10 simmetrik metal pul atilir. Pullarin
yarisinda gerb iizliniin diismasi hadisasinin ehtimalini tapin.
Holli. Ovvalco elementar hadisslor fozasini quragq:

Q={w:w=_(ay,..,a),a =RvayaG,i =110}

Kombinatorikanin vurma prinsipine asason
Q] = 219 = 1024.

A = {5 metal pulda gerb iiziiniin diismosi}  hadisasi
liclin olverisli hallarin sayini tapaq. Tokrarl yerdoyismolorin
sayina gora

1

_ 100
Al = o = 252

Ehtimalin klassik tarifino asason
p(a) = |A| B 252 B 63
Q] 1024 256
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Masols 2. n sayda simmetrik metal pul atilir.
A ={birinci va sonuncu metal pulda rogoem iiziiniin diismasi}
hadisosinin ehtimalini tapin.

Holli. ©vvalco elementar hadisslor fozasini quragq:

Q={w:w=(ay,..,a,),a; =Rvayag,i =1,_n}.

Kombinatorikanin vurma prinsipins asason
Q] =2-2-...-2=2"
| ——
n
A hadisasini quragq:

A={w:w=(R,ay,..,a,_1,R),a; =RvoyaG,i=2,n—1}.

indi iso A hadisasi ticiin slverisli hallarin sayini tapagq.
Aydindir ki, birinci vo sonuncu pullarda miitlog rogom tuzi
diisdiiyli Giglin hor biri tliglin yalniz 1 variant, digor pullar
lclin iso 2 variant vardir. Buna goro do vurma prinsipina
osason

Al=1-2-2-..-2-1=2""2,
n-2
Ehtimalin klassik torifino osason

n-2

P(A)_z 1
Com g

Masals 3. n sayda diizgiin oyun zari atilir. Yalmz birinci
zords 1 rogominin diismasi hadisasinin ehtimalini tapin.
Holli. Ovvalco elementar hadisslor fozasini quragq:
Q={w:w=(ay,..,a,),a;, =1,6,i=1,n}

Kombinatorikanin vurma prinsipine asason
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Q] =6-6-..-6 =6
n

indi iso ehtimali axtarilan hadisoni quraq:
A={w:w=_>1,ay..,a,),a; =2,6,i =2,n}

Aydindir ki, 1 rogomi yalniz birinci oyun zorindo dis-
molidir, galan zorlords iss 2,3,...,6 rogomlori diiso bilor. Buna
gora do vurma prinsiping osason

|A|]=1-5:5-..-5=5"1

n-1

Ehtimalin klassik tarifino asasan

|A| gn-1
P(A) :ﬁ: 6" .

Mbasals 4. Qutuda 4 ag, 5 qara rongli kiiracik vardir.
Qutudan tosadiifi qaydada 3 kiiracik ¢ixarilir.
A ={cixarilan kuraciklorin hamisinin ag rongli olmasi};
B ={¢ixarilan kiiraciklorden ikisinin ag, birinin qara rongli
olmasi} hadisslorinin ehtimallarini tapin.

Holli. Aydindir ki, |Q| = C3 vo |A| = C3.

Ehtimalin klassik torifino osason

Al ¢ 1
P(A) = ﬁ = C_g’ = ﬁ
Vurma prinsipins asason
Bl = CZCs.

Ehtimalin klassik torifina asason

|B| C2C: 5

P(B) = — = = —
(B) Q] C93 14
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Masalo 5. Tolobs 60 imtahan sualindan 25-nin cavabini
bilir. Iimtahandan kegmok tigiin 3 sualdan an az1 2-ns cavab
vermok lazim oldugunu bilorak, tolobonin imtahandan
ke¢masi hadisasinin ehtimalini tapin.

Holli. Blitiin miimkiin hallarin say1

60! 58-59:60

3 _ —
C6°_3!-57!_ 6

= 34220.

Imtahandan ke¢cmok ti¢iin 2 vo ya 3 suala cavab vermak
lazimdir. Tolobonin 6yrondiyi suallarin say1 25, 6yronmadiyi
suallarin say1 ise 35 oldugundan

A = {tolobonin on az1 2 suala cavab vermasi}
hadisasi liciin alverisli hallarin say1 kombinatorikanin vurma
vo toplama prinsiplorins gors

|A| = C% - Cis + C35 = 10500 + 2300 = 12800.

Ehtimalin klassik torifine osason
Cs - Cis + C3s 12800 640

c3, T 34220 1711

Mbosalo 6. 100 lotereya biletindon 2-si udusludur.
Alinmis 3 biletin hamisinin udussuz olmasi hadisasinin (A)
ehtimalini tapin.

P(4) =

Holli. Bvvalco biitiin miimkiin hallarin sayin tapagq. Ug
bilet alindig1 lgliin bu say 100 elementdon tokrarsiz vo
nizamsiz birlosmolorin sayina borabor olacaq: |Q| = C3y,.

Indi iso A={alinan 3 biletin udussuz olmasi} hadisosi
liclin alverisli hallarin sayini tapaq. Bunun {i¢lin hor 3 biletin
udussuz olmasi lazimdir. Udussuz lotereya biletlorinin say1
98 oldugu ticiin |A| = C3; olar. Beloliklo, axtarilan ehtimal
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PA) = C3s 152096 0041
T ¢3, 161700

Beloliklo, har 3 biletin udussuz olmasi ehtimali kifayst
godor yiiksokdir.

Masola 7. Lotereyada 100 bilet istirak edir, onlardan
25-i udusludur. Alinmis 3 biletin hamisinin udussuz olmasi
hadisesinin ehtimalini tapin.

Halli.100 biletdon 3-ii alindigr iiciin Q] = C3), .

Ehtimali axtarilan A hadisosi liclin olverisli hallarin
say1 |A| = C3s.
Ehtimalin klassik torifine osason
C3s _ 67525
C3,, 161700

P(4) = ~ 0,418.

Mbasals 8. 24 lotereya biletindon 10-u udusludur. Se-
cilmis 3 biletdon he¢ olmazsa, birinin uduslu olmasi hadise-
sinin ehtimalini tapin.

Holli. A = {secilmis 3 biletdon he¢ olmazsa, birinin
uduslu olmasi} vo A hadisasinin oks hadisasini A daxil edok:

A = {secilmis 3 biletdon hec biri uduslu deyil}.

A hadisasinin ehtimalini tapaq:
. CchCc o 91
P(4) = = :
@ c3, 506

Beloliklo, heg¢ olmazsa, bir biletin uduslu olmasi ehtimal
91 415

P(A)=1—P(A)=1—%=%z0,82.
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Mosalo 9. 52 kartdan 5-i tosadiifi olaraq segilir. Secilmis
kartlardan 2-sinin tuz olmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

Holli. Aydindir ki, |Q| = €3,

Ehtimali axtarilan hadiseni 4 ils isars edok:

A = {secilmis kartlardan ikisinin tuz olmasi}.
52 kart igorisindo 4 tuz oldugu liciin kombinatorikanin vur-
ma prinsipins asasan
Al = €3+ Cs.

Ehtimalin klassik tarifino asasan

pay =L 0037
o 27 T

Mosale 10. (Bric masalasi). 52 kart qarisdirilir vo 4
barabar hissoys boliintir. Hor bir oyunguya 1 tuz diismasi
hadisasinin ehtimalini tapin.

Holli. 52 kartin 4 barabor hissoys béltinmasi tisullari-
nin say1 52 elementin tokrarl yerdoyismolorinin sayina bora-
bordir:

52!

Q| = 13,13,13,13) = ' :
9] = C5,(13,13,13,13) 13!13!13!13!

Indi iso A hadisosi li¢iin olverisli hallar sayim ta-
paq. Molumdur ki, 52 kartdan 4-i tuzdur. Yerds galan 48

kart1 4 oyuncu arasinda bolsok hor birindo 12 kart olmaqgla

48 sayda tisulla b6lmok olar. Yerds qalan 4 tuzu da 4

(121)*
oyuncu arasinda 4! iisulla paylamagq olar. Beloliklo,
Al = 41 48!
© 120120121127
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Ehtimalin klassik torifino asason
|A] _ 448! 13!13!113!13! 2197

P(A) = — = : =
D =101~ Zrizizz 52! 20825

~ 0,1055.

Mosolo 11. Yeddi oturacagi olan skamyaya 7 nofor
tosadiifi gaydada oturur. Onlarin arasinda iki dost vardir.
Onlarin yanasi oturmasi hadisasinin (4) ehtimalini tapin.

Holli. Biitiin miimkiin hallarin say1 |Q| = 7! = 5040.

Indi iso A hadisesi ii¢iin alverisli hallarin sayini tapagq.
Forz edok ki, dostlar ol-alo tutmuslar vo onlara bir nafor kimi
baxsaq, onda biitiin yerdoyismolorin say1 6! olar. Dostlarin
0z aralarindaki yerdoyismosini do nozors alsaq, olverisli
hallarin say1 2 - 6! olar.

Ehtimalin klassik torifine osason

|A|_2'6!_2
Q] _T_7~0'2857'

Moasals 12. 6 diizgiin oyun zari atilir. Zorlorde muxtalif
rogomlorin diismosi hadisasinin ehtimalini tapin.
Holli. Ovvalco elementar hadisslor fozasini quragq:
Q={w:w=(aj,ay,..,a¢);a; = 1,6;i = 1,6}.

Hor bir zorde 6 miimkiin rogomdon biri diiso bilor.
Vurma prinsipins asason
Q=6:6-6-6-6-6=6°.

Ehtimal1 axtarilan hadiseni asagidaki kimi yaza bilorik:
A ={zorlords miixtalif roqomlorin diismasi}=

=Hw:w = (ay,..,a¢); a; # - # ag; a; = 1,6; i = 1,6}.
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Asanligla gormok miimkundiir ki,
|Al]=6-5-4-3-2-1=6!

Belolikls, ehtimalin klassik torifino asason
|A] 6!
P(A) = o] =

Moasale 13. 1,2, ...,n ododleri tosadiifi qaydada qaris-
diritlir vo yenidon diziiliir. Birinci adadin yerindo galmasi
hadisesinin ehtimalini tapin.

Holli. ©vvalco biitiin miimkiin hallarin sayini tapagq.
Basga sozls, biitiin miimkiin elementar hadisolorin sayini
miioyyon edok. n elementli ¢oxlugdaki biitliin miimkiin
yerdayismolorinin say1 n! oldugundan |Q| = n! olur.

Ehtimali axtarilan hadisoni 4 ils isars edok: A ={birinci
adadin yerindo galmasi}.

Asanligla gdrmok miimkiindiir ki, |4A| = (n — 1)!.
Belaliklo, ehtimalin klassik tarifino asason
Al (n—-1D! 1

- T n

P(4) =

Moasals 14 (Ad giinlori masalasi). Qrupun siyahisinda
12 tolobo vardir. Onlarin ad giinlorinin miixtalif aylara diis-
mosi hadisosinin ehtimalini tapin.

Holli. Ovvalco biitlin miimkiin hallarin sayin1 miisyyon
edok.

12 tolobanin hor biri 12 aydan ixtiyari birinde anadan
ola bilar. Buna gors ds biitiin miimkiin hallarin say1 tokrarh
yerlasmolorin sayina borabardir:

Q] = 1212,
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Indi iso A ={ad giinlerinin miixtalif aylara diismosi}
hadisesi U¢iin olverigli hallarin sayini miisyysn edok. Ay-
dindir ki, siyahidaki 1 nomrali tolobo 12 aydan hor hansi
birinde anadan ola bilsr. Buna gors onun ad giint tigiin 12
miixtalif tisul vardir. Bundan sonra siyahida 2-ci olan talabo
l¢lin 11 mimkiin tsul galir vo s. Demali, axtarilan say
tokrarsiz yerdoyismolorin sayina borabordir, yoni

|Al =12-11-10-...-1 = 12!.

Belaliklo, ehtimalin klassik tarifina asasan

|A] 12!

P(A) = @ = 1212 .

Uygun hesablamalardan sonra axtarilan ehtimalin ¢ox
kicik oldugunu gormok miimkiindiir:

P(A) ~ 0,00005372.

Masals 15 (Ad giinlari masalasi). Qrupda n sayda tolo-
ba vardir. Heg olmasa iki talobonin eyni giinds anadan olmasi
hadisosinin ehtimalini tapin.

Holli. ©vvolco biitliin - miimkiin hallarin sayini tapagq.
Bir ildaki glinlorin sayini 365 giin gobul etsok, vurma prin-
sipino osason || = 365™.

A ilo he¢ olmasa iki tolobanin eyni giindo anadan olmasi
hadisasini isara edok. Bu hadisonin oks hadisoesini 4 ils isara
edok, yoni

A = {biitiin tolobalorin forgli giinlorde anadan olmasi}.

Talobolorin heg birinin eyni glinde anadan olmamasi
liclin birinci toloba 365 giindon har hansi birinds anadan ola
bilar, bundan sonra ikinci talabs galan 364 giindon har hansi
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birinds anadan ola bilsr va s. Buna gore ds vurma prinsipine
osasan
|A| = 365364+ (365 —n+1) = A%..

Ehtimalin klassik torifino asason

_ 4] 365
P(A) =—= :
(4) |Q] 365"
Belaliklo,
n
1 _ (A — 1 _ 365
P(A)=1-PA) =1 3657

olar.
Bu ehtimali asagidaki kimi do yazmagq olar:

0 =1-(1-) 1= 20 (1-352)

Bu ehtimalin qiymotinin n-don asililigin1 ifado edon
asagidaki codvali quraq:
n 4 16 22 23 40 64
P(A4) 0,16 0,284 0,476 0,507 0,891 | 0,997

Codvaldon gorindiyt kimi, qrupdaki talobolorin say1
artdigca A hadisasinin ethimal artir. Bels ki, talobalorin say1
23-don boylik oldugda bu ehtimal 0,5-don boyiik olur, to-
lobolorin say1 64 olduqda iso A hadisasi praktik olaraq yoqin
hadiss olur.

Moasals 16. Kitab rofinde 10 kitab tosadiifi qaydada
diiziilmisdiir. Onlarin arasinda némrolonmis 3 kitab vardir.
Bu 3 kitabin yan-yana olmasi ehtimalini tapin.

Holli. Kitablarin biitiin mimkiin duzuluslerinin say:
10! oldugundan [Q| = 10! olur.
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Kitablar tesadiifi diiziildiiyli liclin bu duziiliislerin hor
biri eyni ehtimallidir. Ehtimali axtarilan hadisoni 4 ile isars
edok vo bu hadiso liglin olverisli hallarin sayini tapaq. 3
kitabin yan-yana olmasi liglin biitiin tisullarin say1 3!-dir. Bu
diiziiliislorin hor birini yerlosdirmak tliciin 8 yer vardir. Bu ii¢
kitabin bir-birine baglandigini forz edok. Bu halda biz bu 3
kitaba 1 kitab kimi baxsaq, comi 8 kitab olar vo bu 8 kitabin
biitin miimkiin dizilisloerinin say1 8! -dir. Hor bir bels
diiziiliis liglin 3 kitabin yan-yana olmaqla 6z aralarinda
biitlin yerdoyismolorini do nozors alsaq, olverisli hallarin
say1 |A| = 3!- 8! olar.

Belolikls, ehtimalin klassik torifins gors

P(A)_IAI_B!-S!_ 1
Q] 100 15

Mosala 17. Kitab rofindo 10 kitab tosadiifi gaydada
dizulmusdir. Onlarin 5-i riyaziyyata, 3-u fizikaya vo 2-si
kimyaya aiddir. Hor bir elm sahasins aid olan kitablarin yan-
yana olmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

Holli. Kitablarin buitiin mimkiin duzuluslerinin say:
10! olar. Buna gora do

|| = 10!

Kitablar tesadiifi diiziildiiyti tiglin bu duziilislorin hor
biri eyni ehtimallidir. Ehtimali axtarilan hadisoni A ilo isars
edok vo bu hadisas ticiin slverisli hallarin sayini tapaq. Hor bir
elm sahasing aid olan kitablarin ayrica bir qutuda oldugunu
forz edok. Aydindir ki, kitablarin homin qutular daxilindo
biitin miimkiin yerdoyismolori A hadisosi lg¢lin olverisli
olacaqdir. Digor torofdon bu qutularin 6z aralarindaki
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yerdoyismolori sayini da olavo etsok vo vurma prinsipini
totbiq etsok A hadisasi li¢lin olverisli hallarin saymin |A| =
5!-3!- 2!+ 3! oldugunu sldo edorik.
Beloliklo, ehtimalin klassik tarifina gora
|A| _ 5!-31-2!-3l 1

P(A) == = .
A) Ql 10! 420

Mbasals 18. 20 mortobali binanin birinci martabesinds
lifto 3 nofor mindi. Sornisinlorin liftdon enmasinin biitiin
miumkiin kombinasiyalarinin eyni ehtimalli oldugunu gsbul
edorok asagidaki hadisoalorin ehtimallarini tapin:

a) sornisinlorin hor tigliniin forqli martobslords enmaosi;
b) sornisinlorin har ligliniin eyni mortobads enmasi;
c) sornisinlorin ikisinin eyni mortobads enmasi.

Holli. Sornisinlor 1-ci mortsbads lifts mindiklori ligiin
hor biri li¢iin ena bilocaklori martabalorin say1 19-dur. Buna
gora do bu li¢ sornisinin hor birinin enmasi tigtin 19 miimkiin
variant vardi. Buna gérs do vurma prinsipins asason:

Q] = 193,

a) A ={sornisinlarin har tigiinlin forqli martabalards enmasi}
hadisasi liglin miimkiin hallarin sayini tapagq. Birinci sarnisin
tciin 19, ikinci sornisin liglin 18 va liclincil sornisin ti¢ctin 17
variant miimkiindiir. Buna gors do vurma prinsipins asasan:

|Al = 43, =19-18-17.
Ehtimalin klassik tarifino asasan
|A| 19-18-17 B 306

P(A = .
(A4) = |Q| 19-19-19 361

b) B = {sornisinlorin hor ti¢iiniin eyni moartobads enmasi}
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hadisosi liglin miimkiin hallarin sayini tapaq. Aydindir ki, bu
halda |B| = 19.
Ehtimalin klassik torifino osason
|[B] 19 1
P(B) = m = E = m
c) Aydindir ki, 4, B va C hadisslori ti¢iin
P(A)+P(B)+P(C)=1

sorti 6donilir. Buradan

P(C)=1-P(A)—-P(B)=1 3061 _ 54
B N 361 361 361

Mbosale 19. Sornisinlorin say1 k olan lift n mortobado
dayanir. Forz edok ki, sornisinlorin liftdon enmasinin biitiin
miimkiin kombinasiyalar1 eyni ehtimallidir. Ixtiyari iki sorni-
sinin eyni mortobods diismomaosi ehtimalini tapin.

Holli. Elementar hadisalor fozasi

Q={ww=(aay...,a1),a,=Ln; i =1k}

Tokrarl yerlosma sxemins uygun olaragq:
|Q| = nk.

Mosalonin sortino goro p(w) =n—1k -lar Q fazasinda
ehtimallarin miintozom paylanmasini toskil edir. Ehtimali
axtarilan A = {iki sornisinin eyni mortobado enmomasi}
hadisesi asagidaki kimi yazila bilor:

A={w € Q:w = (ay,ay, .., a;),a, * a, k # 1}
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Belaliklo,
Al =n(n—1)(n—2)..(n—k + 1) = AL,

Ehtimalin klassik torifino asason

k
1Al _ An

P(A) = Q)= ke
Moasalo 20. “Statistika” soziiniin horflorini tosadufi

olaraq se¢moklo “taksi” s6ziliniin yazilmasi ehtimalini tapin.
Holli. Tokrarl yerdoyismaelorin say1 diisturuna asasen
10!

[-31-20-21-10

Ql =
01 =3

olar. “Taksi” soziliniin diizoldilmosi hadisosini A ilo isare
edok. Kombinatorikanin vurma prinsipine asason bu hadiso
Uctin olverisli hallarin say1

|Al=3-2-1-2-2.

Ehtimalin klassik tarifino asasan
|Al

— =-——=0,000317.
Q] 3150

P(4) =

Masalo 21. “Riyaziyyat” soziinlin horflorini tosadiifi
olaraq se¢gmokls “Ziya” s6ziliniin yazilmasi ehtimalini tapin.

Holli. Tokrarl yerdoyismolorin say1 diisturuna asason

B 10! B
0l = 10-21-31-20- 1111 151200.

“Ziya” soziiniin diizaldilmasi hadisasini 4 ilo isars edak.
Kombinatorikanin vurma prinsipine asasan bu hadiss tli¢iin
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olverisli hallarin say1 |[A| =1-2-3- 2.
Ehtimalin klassik torifine asason

A 12

1Q] ~ 151200 ~ 12600

P(A) = ~ 0,000079.

Moasale 22. 36 adaddan 5-ni dogru ardicilligla tapan
soxs lotereyada osas udusu —“cekpot”u gazanir. Bu hadise-
nin ehtimalini tapin.

Holli. Ovvalco biitlin miimkiin hallarin sayin1 miisyyon
edok. Vurma prinsipine asason

|Q] =36-35-34-33-32 =45239040.

A hadisassi yalniz vo yalniz 5 adad dogru ardicilligla ta-
pildigda bas verdiyi iiciin |A] = 1.

Ehtimalin klassik torifino goro
|A]

PA) === ——
A) || 45239040

~ (0,00000002.

Gortnduyu kimi, bu ehtimal yiiz milyonda ikiys bora-
bardir, yoni ¢ox kicik adaddir.

Ogor bu mosolonin sartinds 5 adadin ardicilligl nozors
alinmazsa, yoni B = {36 adaddon 5-nin dogru tapilmasi}
hadisasinin ehtimalinin tapilmasi telob olunarsa, bu halda
|B| = 5! olar va belaliklo, axtarilan ehtimal
|B| 120

PB)=1m=———
B) =10l = 25239040

~ 0,000002.

Gorundiyu kimi, 5 ragomin ardicilligl nezere alinma-
digda “cekpot”un ehtimali 120 dofs artaraq, milyonda ikiyo
barabar olur, yoni yena da kifayst qadoar kigik adoddir.

58



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

Masola 23. 100 lotereya biletindon 10 -u udusludur.
Neco bilet almaq lazimdir ki, he¢ olmazsa bir biletin uduslu
olmasi ehtimal1 0,5-don boyiik olsun.

Holli. Alinan biletlorin sayin n ils isare edok. Bu bi-
letlordon he¢ olmasa birinin uduslu olmasi ehtimalini p,, ilo
isaro edok. Aydindir ki, n artdiqca p,, ehtimali da artar.
Mogsadimiz elo on kicik n ododi tapmaqdir ki, p,, > 0,5 ol-
sun. 9ks hadisanin ehtimali diisturuna gora

CH ) 90-89-88- (90— (n—1))
Clo 100-99-98 (100 — (n — 1))

1 (1) (-0 (1 )

> 1 (1 10)(1 10) (1 10)
100 100 100 /°

>1 (1 10 )n
Pn 100

pp=1-—

Belaliklo,

oldugunu alds edirik.
Yoxlamagla gormok miimkiindiir ki,
ps = 0,34, ps = 0,43, ps = 0,56.

Demoli, masalonin sortini 6doyon n =6-dir.

Mosoalalor.
1. Qutuda 4 ag, 5 qara ve 2 qirmizi rongli kiiracik vardir. Tesadiifi
olaragq secilon 4 kiiracikden ikisinin ag, diger ikisinin ise qara vo
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qirmuzi rongli olmasi hadisosinin ehtimalini tapin.

Cavab: %
2. n sayda simmetrik metal pul atilir.
A ={biitiin metal pullarda raqom tziiniin diismosi};
B ={birinci metal pulda rogom iiziinlin diismasi};
C ={yalmiz birinci metal pulda rogom iziinlin diismosi}
hadisolorinin ehtimallarini tapin.
1

1 1
Cavab: P(A) = Z_n; P(B) = E; P(C) = Z_n
3. n sayda diizgiin oyun zori atilir. Asagidaki hadisolorin eh-
timallarini tapin.
A ={birinci zords “6” liziiniin diismasi};
B = {birinci va sonuncu zards “6” liziiniin diismasi};
C = {yalniz ii¢ciincii zords “6” lizlinlin dliismasi}.
Cavab: P(A) = 2; P(B) = =; P(C) = =- (E)n.
6 36 5 \6

4.{1, 2,...,100} coxlugundan tasadiifi olaraq bir adod segilir. Bu
adadin 3-2 qaligsiz boliinmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

5. 9 sornisin 3 vaqona tosadiifi qaydada minir. Asagidaki
hadisolorin ehtimalini tapin:
A ={har vaqona 3 sornisinin minmasi};
B ={ bir vaqona 4, digorina 3 vo lciinciiys 2 sornisinin
minmosi}.
9! 9!
(33397 41312139°

Cavab:

6. Yeddi mortobasli binanin ilk moartebosinds 3 sornisin lifto mindi.
Ikinci mortobodon baslayaraq hor bir sornisin istonilon
mortobads lifti eyni ehtimalla tork eds bilor. Asagidaki
hadisslorin ehtimalini tapin:

A ={biitiin sarnisinlorin lifti 4-cii moartobads tork etmasi};
B = {butiin sornisinlorin lifti eyni anda (hor hansi marte-
bolordan birinds) tork etmasi};
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C = {biitiin sornisinlorin lifti miixtolif mortobalordo tork
etmosi}.
Cavab: 1/216, 1/36, 5/9.
7.n + m lotereya biletindon n saydasi udusludur. Eyni zamanda
ixtiyari k sayda lotereya bileti sldo olunur. Onlardan s
saydasinin uduslu olmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

8. m sayda uduslu bilet olan lotereyada n sayda bilet vardir. k
sayda bileti olanin qalib golms ehtimalini tapin.
k
Cavab: 1 — C"'km.
Cn

9. Qutuda 1,2,...,n rogomlori ilo ndmralonmis kiirociklor var.
Qutudan gaytarmagq sorti ilo k (k < n) sayda kiiracik ¢ixarilir.
Cixarilan kiiraciklorin nomrslorinin artan ardicilliq omols
gotirmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

ck
Cavab: n—’,lc
10. Qutuda 1,2, ...,n rogomlori ilo ndmrolonmis kiiraciklor var.
Tosadiifi qaydada k sayda kiiracik ¢ixarilir va cixarilan
kiiraciklorin némrasi sira ile yazilir. Cixarilma a) gaytarmaq
sorti ilo; b) gaytarmamagq sorti ilo aparilarsa, m-ci kiiraciyin
geyd olunmus m-ci yerds (m < k) olmasi hadisasinin ehti-
malini tapin.
Cavab:a) 1/n(1 — 1/n)*"1;b) 1/n.
11. 36 rogomdon 5-ni dogru ardicilligla tapan soxs lotereyada asas
udusu - “cekpot”u qazanir.
a) 4 rogomin tapilmasi; b) yalniz 3 ragomin tapilmasi hadisalarin
ehtimallarini tapin.
Cavab: a) 0,00000053; b) 0,00000013.
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Tasadiifi kagsflori yalniz hazirlanmig
agillar eda bilar.
Blez Paskal

§1.7. Ehtimal nazoriyyasinin bazi tarixi masalalori

Bu paraqrafda biz ehtimal nozoriyyssinin yaranma-
sinda miithiim rol oynamis bozi tarixi masalalorls tanis ola-
caglq. Orta asrlords zor atilmasi ilo bagh olan azarth oyunlar
cox genis yayllmisdi. Azartli oyunlara maraq gostoronlordon
biri do XIV Liidovikin sarayinda miihiim rol oynamis sevalye
adlandirilan filosof, adobiyyatc1 de Mere olmusdur. Sevalye
de Mere hom do bu oyunlarda miisyysn qanunauygunluqglar
askar etmoyo calismis vo bu moqgsadlo o ddvriin bir ¢ox
moshur alimlorine miixtolif moktublar yazmisdir. Belo mok-
tublardan bir necasi do Blez Paskala yazilmigdir. XVII osrin
boytik alimlori Tartaliya, Blez Paskal vo Pyer Ferma arasinda
olmus mohsur moktublarda mohz ehtimal nazariyyosins aid
mosalalorin halli 6z oksini tapmisdir. Bu moktublarda olan
mosalolordan biri asagdaki kimidir:

Mosalo 1 (Tartaliya mosalosi). Iki diizgiin oyun zori
atilir. Diison rogomlorin cominin ne¢o olmasindan moarc
golmok daha sorfalidir?

Holli. iki diizgiin oyun zori atildiqgda elementar hadi-
salor fozasi agsagidaki kimidir:

Q={w:w=(ay,a,),a;, =16,i =1,2}.
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Asagidaki codvali quraq:

Ragamlarin Uygun naticaler Usullarin say1
comi
2 (1,1) 1
3 (1,2); (2,1) 2
4 (1,3); (2,2); (3.1) 3
5 (1,4); (2.3); (3.2); (4.1) 4
6 (15); (24); (33); (4.2); (5.1) 5
7 [ 25 (34 (43): (5.2 (61) 6
8 (2,6); (35); (44); (5,3); (6,2) 5
9 (3.6); (45); (54); (63) +
10 (4,6); (5,5); (6,4) 3
11 (5,6); (6,5) 2
12 (6;6) 1

Codvalden do goriindiiyt kimi, diison roqamlarin comi-
nin 7 olmasindan morc golmok daha sorfalidir. Ciinki bu
halda miimkiin tisullarin say1 daha ¢oxdur, yani 6-dir. Ehti-
malin klassik torifino goro diison rogomlorin cominin 7 ol-
masi (A) ehtimali iso

|A| 6 1

P(A)=W =£ =g.

Moasals 2 (Sevalye de Mere masalasi). 3 diizgilin oyun
zori atilir. Diison rogomlor cominin 11 olmasi, yoxsa 12
olmasi ehtimali daha boytikdiir?

Qeyd edok ki, de Mere bu mosoloni dogru holl edo
bilmomisdir. O bels diistinmiisdiir:

11 adadini 6 muxtalif yolla olde etmok miimkiindiir:

(6,4,1); (6,3,2); (551); (54,2); (5,3,3); (44,3).

12 adadini do 6 miixtalif yolla aldo etmok miimkiindiir:
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(6,5,1); (6,4,2); (6,3,3); (5,5,2); (54,3); (44.4).

Buna goro do de Mere hesab edirdi ki, comin 11 vo 12
olmas1 ehtimal1 bir-birine borabordir. Lakin Paskala moktu-
bunda de Mere hom do yazird: ki, zor atilmasi oyunlarini
uzun miuddat miisahide edarak bels bir naticoys golmisdir ki,
comin 11 olmasindan morc golonlor daha ¢ox golobs qa-
zanirlar, noinki 12 olmasindan morc galonlor. Cavab moktu-
bunda vo hom do Fermaya yazdig1 moktubda Paskal, de
Merenin diisiincolorindoki sohvi gdstormisdir. Belo ki, de
Merenin baxdig1 hallar eyni imkanl hallar deyildir. Basqa
sOzlo, bu halda klassik torifdoki miihiim sort 6donmir. Mo-
solon, Merenin dediyi kimi comin 11 olmasini tomin edon
(6,4,1) noticosi 6 miixtalif variantdan yalniz biridir. Halbuki,
bu zaman 6 miixtalif variant vardir:

(6,4,1); (6,1,4); (1,6,4); (4,1,6); (4,6,1); (1,4,6).

De Mere iso bu 6 variantdan yalniz birini gotirmusdiir.
Asanligla gormok miimkiindiir ki, comin 12 olmasini
tomin edon (4,4,4) naticasi yalniz 1 halda, yani har bir zorde
4 rogomi diisdiikdo bas vera bilor.
Goriindiyi kimi, de Mere elementar hadisolor fozasini
dogru qura bilmomisdir.
Bu masalonin dogru halli asagidaki kimidir:
3 oyun zori atildiqda elementar hadisoslor fozasi asa-
gidaki kimidir:
Q={w:w = (a,,aya3),a; =1,6;i =1,2,3}.

64



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

Vurma prinsipino géro biitiin miimkiin hallarin say1
|Q =6-6-6 =216o0lar.

A ilo diison rogomlorin cominin 11, B ilo iso 12 olmasi
hadisolorini isars edak.

Asanligla gormok miimkiindiir ki, |A| = 27.

Dogrudan da, mosalon, 1,4 vo 6 kimi miixtalif roqom-
lordon istifads olunmagqla comin 11-o borabor olmasini tomin
edon 3! = 6 sayda miixtolif variant vardir:

(1,4,6); (1,6,4); (4,1,6); (4,6,1); (6,4,1); (6,1,4).

Tokrar olunan ragomlorlo diizelon miixtolif variantlarin
sayl isej—; = 3 olar. Masalon, (1,5,5); (5,1,5); (5,5,1).

Eyni qaydada asanligla |B| = 25 oldugunu alds edarik.
Ehtimalin klassik torifino goro

PA) = Al 27
1ol 216
A\~
|B] 25
P(B)=— =—
(B) Q] 216

Belaliklo, P(A) > P(B).

Mosals 3 (Sevalye de Mere masalasi). 3 diizgiin oyun
zori atilir. 6 tiziinlin he¢ olmasa bir dofs diismosindon morc
golmok sorfalidirmi?

Hoalli. Aydindir ki, 3 diizgiin oyun zori atildiqda ele-
mentar hadisolorin say1 |Q| = 63 olar.

Indi iso A hadisasini quraq:

A = {6 tiziiniin he¢ olmasa bir dofo diismasi}.
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Aydindir ki, A hadisesinin ehtimalini tapmaq TUgiin
ovvalco onun oks hadisasi olan
A ={6 liziiniin diismomosi}

hadisesinin ehtimalini tapagq:

_ 5% 125
PO =& =216
Beloaliklo,
_ 125 91
PA)=1-PA) = 1-—— =2~ 044

Goriindiiyi kimi, bu hadisonin ehtimal % -don kigik-

dir. Buradan aydin olur ki, mahz buna gors do de Mere morc
zamanli tez-tez maglub olurmus. Buna gors ds o, riyaziyyat-
cillara miraciot etmisdir. Riyaziyyatcilar masoaloni holl etdik-
don sonra ona bundan sonra 4 oyun zari atildigda eyni hadi-
sonin bas vermosindon morc golmayi maslohot gormiisler.
Dogrudan da, 4 oyun zari atildigda bu hadisonin ehtimali

_ 54 625 671
P(A=1-PA)=1-==1

6t = 1~ 1296 ~ 1206 = O°T

Mosals 4 (Qaliley masalasi). 3 duzgiin oyun zeri
atilir. Comin 9, yoxsa 10 olmasi ehtimali daha boyiikdiir? (Bu
mosalonin halli oxucuya havals olunur).

Moasals 5 (Dalamber sahvi). Metal pul 2 dofo atilir.
He¢ olmasa 1 dofo gerb Uziinliin diismasi hadisasinin (A4)
ehtimalini tapmagq tolob olunur.

De Merenin yol verdiyi sohvi ¢ox sonralar moashur
fransiz riyaziyyatcisi va filosofu Jan Leron Dalamber do
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tokrarlamisdir. Belo ki, o da elementar hadisalor fozasini
qurarken elementar hadisslorin eyni ehtimalli olmasi sor-
tinin pozuldugunu gézdon qagirmisdir.

Dalamber bels distinmiisdiir:

“gerb lizli ya birinci dofy, ya ikinci dofs diisocokdir, ya
he¢ diismayacakdir. Biitiin hallarin say1 3, slverigli hallarin
sayl iso 2-dir. Buna goro do axtarilan ehtimal 2/3 -ya bo-
rabordir”.

Halbuki, elementar hadisslorin say1 Dalamberin dediyi
kimi 3 yox, 4-diir:

Q = {GG,GR,RG, RR}.

Ehtimali axtarilan A hadisasi iss asagidaki kimidir:
A ={GG,GR,RG}.

Ehtimalin klassik torifino goro

Al 3
P(A) = W = Z

Rulet oyunu. Rulet fransizca "ki¢ik tokar" demakdir ve
bir kazino oyununun adidir. Bu takar 37 sektora boliinmiis-
diir ve 0-da 36-ya qadar nomralanmisdir (00 slave edildiyi
liclin Amerika ruletinda 38 sektor vardir). Sifirinci sektor
“zero” adlanir ve yasil rangda olur. 1 nomrali sektor qirmizi
olmagla qalan sektorlar névba ila qirmizi va qara rangli olur.
Tokar lizerinds ndomralar ardicil diiziilmamisdir. Bu oyunu
oynayan oyuncular marclarini qirmiz1 va ya qara ranglars,
tok vo ya ciit adadlera va ya konkret adada yerlasdira
bilorlor. Qazanan némreni ve rangi miiayyanlasdirmak
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liciin, ruleti miiayyan bir istigamats ¢evirdikdan sonra kigik
top, tekarin ¢argivasinin dairavi yolunu taskil edan diger
istigamotds dairavi yola atilir. i1k rulet néviiniin 17-ci asrde
Blez Paskal tarafindan hazirlandig diistiniiliir.

Masala 6. 18 qirmizi, 18 qara va bir “sifir” yazilmis 37
xanadan ibarat rulet oyununda 10 manat qoyulur vo agor top
qirmizi xanaya disars9, 10 manat qazaniriq, oks halda iss 10
manat itiririk.

Bu oyunda qazancin orta miqdarini tapag.

Holli. Aydindir ki, hor dofs qazanmaq ehtimali

18
P = 3—7 = 0,486,
itirmoak ehtimali isa
19
q= ﬁ = 0,514

Beloliklo, orta qazancin miqdari
10p + (—10)q = 10- 0,486 — 10- 0,514 = —0,27 manat.

Beloliklo, rulet oyununda 10 manat qoyan oyuncu orta
hesabla 27 qopik zorards olur.

Udusun odalastli boliinmasi haqqinda moasals. Eh-
timal nozoriyyasinin digor maraql tarixi masalolorindon biri
udusun adalotli béltinmasi hagqinda massladir. Bu masslonin
cox maraqli tarix¢esi vardir. 1494-ci ildo italyan riya-
ziyyatcisi Luka Paciolli 6ziliniin riyaziyyata aid ensiklopedik
osarlor kiilliisiinli ¢ap etdirmisdir vo burada asagidaki mo-
salonin hollins cohd etmisdir:

Mbasals 7. Oyun zari ilo oynayan iki oyuncu razilasirlar
ki, ogor onlardan biri oyunun k partiyasini udarsa, o, qalib
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hesab olunur vo qoyulmus mablagi goturir. Hor iki oyuncu
liglin partiyanin uduslu olmasi eyni imkanlhdir. Lakin birinci
oyuncu a sayda partiyani (a < k), ikinci oyuncuisa b sayda
partiyani (b < k) uddugdan sonra oyun dayandirilir. Onda
oyuna qoyulmus mablagi adalotli olaraq neco bolusdirmak
lazimdir?

L.Paciolli bu masalonin diizgiin hallini tapa bilmomis-
dir. O, toklif etmisdir ki, mablog oyuncgular arasinda miioyysn

nisbotdo boliinmalidir. Bels ki, birinci oyunguya %b, ikinci
oyuncuya abTb moblogi verilmalidir.

1550-ci ildon sonra diger italyan riyaziyyatgisi
Ceramolo Kardano Pagiollinin hallini haqgli olaraq tonqid etss
do 06z do masaloni yalnis hall etmisdir. Bu masals diizgiin
hollini toxminan 100 il sonra 1654-cii ilds moshur fransiz ri-
yaziyyatcilar1 B.Paskal vo P.Ferma arasinda olan moktub-
lasma zamani tapmisdir. B.Paskal bu masoloni k = 3,a =
2,b = 1 olduqda asagidaki kimi hall etmisdir:

Forz edok ki, I oyungu a = 2 oyun partiyasin1 vo II
oyuncu ise b = 1 oyun partiyasini udduqda oyun dayandiril-
misdir.

Mablogin neco bélusdiiriilmoesi halolik aydin deyil.
Lakin ogor oyuncular bir partiya da oynasalar, moblogin
boliisdiiriilmasi aydinlasar.

Belo ki, aslinds, bu partiyani birinci oyuncu gazansa,
onda qalib olar vo biitiin mablagi birinci oyungu goétiirar.
Ogor bu partiyani ikinci oyunc¢u udsa, onda odalatli olar ki,
biitiin moblag yariya béliinstn, ¢iinki hor iki oyunc¢uda iki
udus olur.

Belaliklo, birinci oyungu biitiin moblagi vo ya mablo-
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gin yarisini qazana bilar, yani birinci oyuncu tli¢iin ortalama
moblog
1
1+ Z_ 3

2

olur. Ikinci oyuncu ti¢iin iso ortalama moblog
0+ % 1

2 4

olur, ¢linki ikinci oyuncu ya he¢ no qazanmir, ya da moablagin
yarisinl qazanir.
Demali, moblog oyuncular arasinda Paciollinin toklif
etdiyi kimi 2:1 nisbatindo deyil, 3:1 nisbatinds béliinmalidir.
Mbasals 8. (Cebisev masalasi). 6 diizgiin oyun zori ati-
lir. Oyungu 10 manat pul vahidi qoyur. Ogar diison ragomlo-
rin comi 6 vo ya 36 olarsa, bu halda oyung¢u 78 manat, diison
ragam comi 7 va ya 35 olarsa, 24 manat qazanir. 9gor comi 8
vo ya 34 olarsa 4 manat qazanir. Digor hallarda iss he¢ na
gazanmir. Bu oyun oyuncu tg¢tn sorfolidirmi?
Holli. Oyun zorlorini némroloyok:
Q={w:w=1(ay..,as); a;, =16 i =1,6}.
Aydindir ki, n = |Q| = 6° = 46656.
Zordo diison rogomlorin comini S il isars edok:
S=a;+ -+ a

Aydindir ki,
1
P(S=6) =P(S=36) =
Clinki hor iki halda yalniz bir slverisli hal vardir:

(1,1,1,1,1,1) v» (6,6,6,6,6,6).
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Belolikls, oyuncunun 78 manat qazanmasi ehtimali

2
P1= = = 0,000042866941
olar.
Eyni qayda ilo

P{S = 7} = P{S = 35} =§.

Belslikls, oyuncunun 24 manat qazanmasi ehtimali
26 2-6
P2 =7 T 46656

~ 0,000257202646.

Nohayst, oyuncunun 4 manat qazanmasi ehtimal

2-21
Pz = Y 0,00090206761.

Belaliklo, oyun¢unun oyunda he¢ olmasa bir dofs
qazanc alds etmosi ehtimali
p1+p2 +p3 =0,001200274.

indi isa oyunc¢unun orta qazancini tapagq:
(78 p; +24-p, +4-p3) - 100 = 1,311 manat.

Belaliklo, oyung¢unun orta qazancinin qoyulan mablog-

don toxminan 10 dafs kigik oldugunu goriiriik. Demsli, oyun
sorfoli deyil.
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Hor bir verilmis anda "trivial" vo “miimkiin
olmayan” arasinda nazik bir tobago vardir. Riyazi
kasflor mohz bu teboagods edilir. Sifaris edilmis
totbigi masals oksar hallarda ya trivial hall olunur,
ya da imumiyyatls hall olunmur ...

A.N.Kolmoqorov

§1.8. Ehtimal nazoriyyssinin aksiomatik qurulusu.
Kolmoqorov aksiomlari
Elementar hadisalor fozasi sonlu vo ya hesabi ¢oxluq
oldugda onun ixtiyari alt coxlugu tesadiifi hadisadir. Bu fakti
elementar hadisslor fozasi kontinyum giicli olan ¢oxluglar
oldugda demok olmaz. Bels ki, 2 elementar hadisolor fozasi
kontinyum gliclii oldugda (moesslon, Q = [a,b] ) onun
istonilon alt ¢oxlugunun ehtimal 6l¢iistinii birqiymatli toyin
etmok miimkiin olmur. Naticalor ¢oxlugu kontinyum ¢oxluq
oldugda sinagin riyazi modelini qurmaq bu sinaqla bagh
hadisalor kiilliislinii toyin etmok lazim golir. Bu mogsadlo
asagidak torifi verak:
Torif 1. A ilo Q-nin muioayyan alt ¢oxluglar sinfini isars
edok. Ogor
1) ixtiyari A € A liciin A € A,
2) ixtiyari Ay, ..., A, € A lgin Uj-; 4; € A
sortlori 6donilorss, bu halda A sinfino hadisalar cabri vo ya
sadoca cabr deyilir.
Cobrin torifindon ¢ixir ki, Q € Avo @ € A .
De Morqgan ganunlarina gora hom do Nj~; 4; € A.
Beloliklo, hadisalor cobri tamamlanma vo sonlu sayda
birlosma vo kasisma amallorine gors qapali sinifdir.
indi iso o-cobr anlayisini verak.
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Torif 2. Q-nin miiayyon bos olmayan alt ¢oxluglari ¢cox-
lugunu F ils isare edok. F sinfi ligiin

1) ixtiyari A € F liciin 4 € F,

2) hesabi sayda A4, A,, ..., € Flgin U2, A; €F
sortlori 6donilorse, bu halda F sinfins hadisalor o-cabri vo
ya sadaco - cabr deyilir.

Bu torifdon goriintirki, Q € Fvo® € Fvo N2, 4; € F.

Hadisalor o-cobri tamamlanma, hesabi sayda birlosma
va kasismo omollorins gors qapali sinifdir. Toriflordon gortin-
diiyli kimi, hor bir o-cobr hom do cobrdir, lakin torsi dogru
deyil.

Qeyd edok ki, Q sonlu oldugda cobr vo o -cobr an-
layislar tist-listo dustr.

Cobr vo o-cabro aid asagidaki misallar1 gostorak:

1. F, = {0, Q} coxluglar ¢oxlugu minimal o-cabrdir.

2.F* = {Q — nin bitiin alt coxluglari} sinfi maksimal mini-
mal o-cabrdir.

3. F, ={0,A,A,Q} sinfi iso A hadisasinin dogurdugu o -
cobrdir.
Qeyd edak ki, bu ¢oxluglar sistemi boélgiilerin dogurdugu
sistemin xtisusi hahdir. © = {D,;,D,, ...} ilo Q -nin bos
olmayan c¢oxluglara miisyyan hesabi bolgiisiini isara
edak:

Q=D UD,U.;D;ND; =0,i+j.

Onda bu boélgiiniin elementlarinin(@ da daxil olmagqla)
sonlu vo ya hesabi sayda birlagsmalarindan ibarat olan
coxluglarin a(®) sistemi o-cobrdir.

4. Q) sonlu elementar hadisalor fazasi olsun.

Q = {wq, Wy, W3, W4}
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Bu ¢oxlugun alt ¢oxluqlarindan ibarst olan asagidaki
coxluglar ¢coxluguna (sistemins) baxaq:
Fy = {{wy, 0}, {w3, 0,3, 0,0}

sistemi o-cabrdir.

TZ = {{0)1}, {0)2}, ®' Q}

coxluglar sistemi isa cobr deyil. Ciinki

W = {w,, w3, Wy} & Fs.

Basqa sozlo, {w} elementinin tamamlanmasi1 F, sistemino
daxil deyil.
Qeyd edok ki, g -cabrlorin kasismasi o- cobrdir.
Asagidaki misal gostorir ki, o -cobrlorin birlosmasi o-
cabr olmaya da biler.
Misal. Q sonlu elementar hadisslor fazasi olsun.
Q = {wy, w,, w3}

Bu coxlugun alt ¢oxluqlarindan ibarat olan asagidaki
coxluglar ¢oxluguna (sisteminos) baxaq:

Fi = {{w1}, {0z, w3}, 0,0} vo
Fy = {0z} {wy, w3}, 0,0}

sistemlori o - cobrdir. Lakin
FiUF, = {{w1}, {w2} {wy, w3}, {wy, w3}, 0, Q}

coxluglar ¢oxlugu iss ¢ - cobr deyil. Clinki
{wi} U{w,} ={w,, w,} € Fy UF,.
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Stoxastik eksperimentin riyazi modelini qurmagq ti¢iin
iki obyekts () elementar hadisslor fozasi vo VA € F hadise-
sinin ehtimalinin verilmaosi ilo tanis olaq:

(Q, F) olgiilon fozasinda toyin olunmus asagidaki ak-
siomlar1 6doyon hoqiqi qiymotli P(A4) funksiyas1 ehtimal
adlanir:

Pi)P(A)=0; VAe F,
P) AieF;i=12,..; AiN4A; = @, i # jlgiin

p (CJ Ai) = i P(Ap),
1 i=1

i=
P)P(2) =1.
P; , P, , P; aksiomlar1 Kolmoqorov aksiomlar:1 adlanir.
(Q,F, P) ugliyins ehtimal fazasi1 deyilir. Ehtimal fozasi
aparilan stoxastik eksperimentin riyazi modelini ifado edir.
Kolmoqorov aksiomlarini 6doyan ehtimal fozalarini qurmagq
olar (mosalon, diskret ehtimal fozasi, hondasi ehtimal fazasi).
Bu o demokdir ki, Kolmoqorov aksiomlar ziddiyyotsizdir.
Bu aksiomlar sistemi tam deyildir. Bu o demokdir ki, bu
aksiomlar sistemindo ehtimal 6l¢lstinii miixtslif tisullarla
vermoak olar. Ancaq talob olunur ki, normalliq sorti 6dansin.
Masalon, diizgiin zorin bir dofa atilmasi eksperimentindo

P(w1) = P(w;) =...= P(wg) ==. (1)

Basqa bir halda zorin bir dofo atilmasi eksperimentindo
P(w) = = 2)
gotiro bilorik. Burada w; elementar hadisasi zords i tiziiniin

yuxarl diismosi hadisasidir. (1) vo (2) boraberliklori ilo
verilmis ehtimallar Kolmoqorov aksiomlarini 6dayir.
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Ehtimal nozoriyyossinin Kolmoqorov aksiomlar siste-
minin tam olmamasi mohz miixtalif masololords rast golinon
tobii hallarin naticasindadir. Dogrudan da, agor zor diizglin-
diirss, ehtimali (1) ils, diizglin deyilso (onun kiitlosi elo
paylanmisdirsa ki, hor bir iiziin diismo ehtimali o iz Uzo-
rindoki ragem ilo miitonasibdir), onda ehtimali (2) ilo
vermok miinasibdir.

Indi is2 adod oxunda Borel ¢oxlugu anlayisini verak.

Odad oxunun (a, b),a,b € R kimi araliglarinin sonlu
vo ya hesabi sayda birlosmosi vo tamamlanmasi ilo alinan
coxluqglara odod oxunda Borel ¢oxluqlari deyilir.

Borel ¢oxluqlarn sinfi kifayot qodor genisdir. Gostorok
ki, biitiin bir noqtali ¢oxluglar, biitiin sonlu vo sonsuz in-
tervallar Borel ¢oxluqglaridir. ©9dod oxunun Borel ¢oxluglari
sinfini S (R) ilo isaro edak.

Gostorak ki, {a} € B(R).

Dogrudan da, torifa gora

Gostorak ki, [a, b] € B(R).
Asanligla gormok miimkundiir ki,

[a,b] = {a} U (a,b) U {b} € B(R).
Eyni gayda ilo gormok olar ki, (a, b] € B(R) va[a, b) € B(R).
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Sonsuz araliglarin da S(R) Borel sigma cabrins daxil
oldugunu asanliqla gérmok mimkindiir. Masalan, (a, ) €
B(R), ¢lunki (a,0) = Uy-;(a,n) € S(R). Bundan basqa,
[a,0) = {a} U (a,0) gostorildiyindon vo sagdaki ¢oxlug-
larin hor biri Borel ¢oxlugu oldugundan onlarin birlosmasi do
Borel ¢oxlugu olur va demali, [a, ) € B(R).

Asanligla gostormok miimkiindiir ki,

(a, OO) = (—OO, a] € ﬁ(R)’
(—OO, a) = (—OO, a] \{a} € ﬁ(R)

Asagidaki teoremdo verilon ehtimal 6dlciisiiniin kasil-
mozlik xassosi sonlu additiv ehtimal 6l¢iisiiniin hesabi ad-
ditiv olmasini tomin edir.

Teorem. Forz edok ki, A coabrinds sonlu additiv P =
P(A) ¢oxluq funksiyasi verilmisdir, belo ki, P(2) = 1. Onda
asagidaki dord sort bir-birinos ekvivalentdir:

1) P-hesabi-additivdir (P-ehtimaldir),
2) P yuxaridan kasilmozdir, yoni istonilon 4, € A, n > 1,
A, € Api1, A=Up-; A, € A lglin

7111_)1’{)10 P(A,) = P(A).

3) P asagidan kosilmozdir, yoni ixtiyari A, € A, n =1,
A 2 A541, A=N7-1 4, € Algin
lim P(4,) = P(A).
n—-oo
4) P “sifirda” kosilmozdir, yoni istonilon A4, € A, n > 1,
Any1 € Ay, n1010=1An = @ lglin
lim P(A,) = 0.
n—-oo

Bu teoremin isbati [28]-da verilmisdir.
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Riyaziyyat — farqli seylori
eyni adla adlandirmaq incasanatidir.
Anri Puankare

§1.9. Ehtimalin xassalori
Kolmogqorov aksiomlarindan istifado etmoaklo ehtima-
lin bazi xassalorini verak. (2, F, P) ehtimal fazasi olsun.

1. Qeyri mimkiin hadisonin ehtimal.

P(®) = 0.

isbati. U Q = Q oldugu li¢iin
P(@UQ) = P(Q).

Digor torofdon @ N Q = @ oldugundan additivlik aksio-
muna asasan
P(@) + P(Q) = P(Q).

Beloaliklo,
P(®) = 0.

2. 9Kks hadisonin ehtimali.
P(A) =1—P(A).
Isbati. 4 U 4 = Q oldugundan
P(AUA) = P(Q).

AN A = @ oldugundan additivlik aksiomuna asason
P(A) + P(A) = P(Q).
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Nohayat, P; aksiomuna gora P(2) = 1 oldugu ii¢iin
P(A) = 1—-P(4)
oldugunu oldos edirik.

3. Monotonluq xassasi. Ogor A € B olarsa, onda
P(A) < P(B).

Isbati. B = A U C oldugu li¢iin
P(B) = P(AUC).

Digor torofdon AN C = @ oldugundan additivlik ak-
siomuna asasan
P(B) = P(4A) + P(0).

P; aksiomuna gora P(C) = 0 oldugundan sonuncu
miuinasibatds P(C)-ni atsagq,
P(B) = P(4)

oldugunu alds edorik.
Natica. Ixtiyari A hadisasinin ehtimali 0 < P(4) < 1.
4. Forqin ehtimali. A vo B ixtiyari hadisslordirss,
P(B\ A) = P(B)-P(ANnB).
isbatri. C;, =ANBvoC, =B\ A, B = C, UC,isaro
edok.
P(B) = P(C, U ().

C; N C,=0 oldugu l¢lin additivlik aksiomuna asason

P(B) = P(Cy) + P(Cy).
Buradan
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P(C;) = P(B)-P(Cy).
C; = ANBvaC, =B\ Aoldugundan
P(B\ A) = P(B)-P(ANB).

Natica. Ogor A € B olarsa, bu halda
P(B\ A) = P(B) —P(4).

5. iki hadisanin birlosmosinin ehtimali. 4 vo B ix-
tiyari hadisslordirss, bu halda
P(AUB) = P(A)+ P(B)-P(ANB).

Isbati. AU B=C,; U C, U C; isaro edak, belo ki,
C,=A\B, C,= ANB, C3=B\ A.

Asanligla gormok miimkundiir ki,

Additivlik aksiomuna gora
P(AUB)=(C,UC,UC(C3)=P(Cy) + P(C,) +P(C3).
buradaC; = A\ B, C;= ANnB, (3= B\A.
Belaliklo,
P(AUB) = P(A\B)+ P(AnB)+ P(B\A) =
=P(A)-P(AnB)+ P(AnB)+ P(B)-P(ANB) =

= P(A) + P(B)-P(A N B).
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Natica. ixtiyari A vo B hadisasi ii¢iin
P(AUB) < P(A) + P(B).

Bu xasso ehtimalin yarimadditivlik xassasi adlanir.
6. Simmetrik forqin ehtimali. Ixtiyari A vo B ha-
disalori liglin

P(AAB) = P(A) + P(B)- 2P(ANB).

isbati. AAB

(AUuB) \ (AnB)oldugu iciin
P(AAB) = P((AUB) \ (ANnB)).
AUB v ANB uyusmayan hadisalor oldugundan
P(AAB) = P(AUB)-P(ANB)=
= P(A)+P(B)-P(ANB)-P(ANB) =

= P(A) + P(B)- 2P(ANB).
Beloliklo,
P(AAB) = P(A) + P(B)- 2P(ANB).

Indi iso elmi adobiyyatda Puankare diisturlar1 adlanan
(bax, [29],s.11) asagidaki diisturlari verak:

Teorem (Puankare). n sayda A4;,4,,..,4,, n=>1
hadisolori verilmisdir.

1) A4, A,, ..., A, hadisalorinin birlosmosinin ehtimal

n n
P<U AL>ZZP(AL)_ Z P(AilﬂAi2)+---+
i=1 i=1 1<iy<izsn
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4ot (1)K z P(A;,Nn..NAy)+ -

1<i,<-<ipsn
et (FDIP(A; Nn...NA,).

2) A4, A,, ..., A, hadisalorinin kosismosinin ehtimali

P(ﬁAi) ZZn:P(Ai)— Z P(Ai1UAi2)+---+
1 i=1

i= 1Si1<i25n

+oet (—1)KH Z P(A,U..U4y) + -

1<iy<-<igsn
ot (—1D)™1P(A4; U ... UA,).

Indi iso mévzuya aid mosalolor verak.

Moasalo 1. Lotereya oyununda satisa 1000 bilet ¢i-
xarilmisdir. Molumdur ki, 1 bileto 100 manat, 10 bileto 20
manat, 20 bileto 2 manat, 50 bilets iso 1 manat udus qoyul-
musdur. Bir nofor 1 bilet alir. Homin biletin az1 2 manat
udmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

Holli. Ehtimali axtarilan hadisoni A ilo isaros edok. Asa-
gidaki hadisolori do daxil edak:

A, ={alinmis biletin 2 manat udmasi},

A, ={alinmis biletin 20 manat udmast},

Az ={alinmis biletin 100 manat udmasi}.

Aydindir ki,
A=A, UA,UA;.
A; hadisalori uyusmayan hadisalor oldugu tliglin
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P(A) = P(A)) + P(Ay) + P(43) =

_ 20 N 10 N 1 31
~ 1000 1000 1000 1000

= 0,031.

Masalas 2. A vo B uyusmayan hadisslordir. P(4) = 0,3
vo P(B) = 0,4 olarsa, P(A N B) ehtimalini tapn.
Halli. A vo B uyusmayan hadisalor olduguna gora
P(AUB) = P(A) + P(B).

Digor torafdon De-Morgan ganununa 9sason
P(ANnB)=P(AUB)=1-P(AUB) =

=1-P(A)—P(B)=1-03-0,4=0,3.

Bozon ehtimalin additivlik xassasindon dogru istifade
etmodikds monasiz naticalor alinir. Bununla bagh asagidaki
misala baxagq.

Masala 3. Miioyyon sirkeotin daxil olan sifarislori vax-
tinda yerino yetirmosi ehtimalinin 0,8 olmasi molumdur.
Daxil olmus 3 sifarisdon hec¢ olmasa birinin vaxtinda yerino
yetirilmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

Halli. 4; ils i-ci sifarisin yerina yetirilmosi hadisosini
isaro edok. Bu halda ehtimalin additivlik xassasini tatbiq
etsok yalnis natica oldo edoarik:

P(A; UA, UA3) = P(A;) + P(Ay) + P(43) =

=08+08+08=24.
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Goriindiiyt kimi, ehtimal 1-don bdytik alindi. Bu iso
ola bilmoz. Bu onunla baghdir ki, mosolodoki A; hadisalori
uyusan hadisalordir. Dogrudan da, masalon, birinci sifarisin
vaxtinda yerina yetirilmosi diger iki sifarisin do vaxtinda
yerino yetirildiyini istisna etmir.

§1.10. Hondasi ehtimal

Ehtimal nozoriyyesinds elo sinaglara rast golinir Ki,
onlarin riyazi modelini diskret ehtimal fozasinin komoyilo
qurmagq olmur.

Masalon, R radiuslu hadafin vurulmasi stoxastik
eksperimentina uygun elementar hadisslor fozasi

Q={(xy): x*>+y?<R?
kimidir.

Belo sinaqlarin riyazi modelini qurmagq t¢ilin diskret
ehtimal disturundan istifado etmok miimkiin olmur. Bu
halda yeni anlayis olan hondosi ehtimal anlayisindan daxil
edilir.

[0,1) yarimintervalina tosadifi gaydada noqte
secilmasi eksperimentino baxaq. Bu eksperiments uygun
elementar hadisolor fozasi Q = [0,1) olar. Bu stoxastik
eksperimentin geyri-hesabi sayda naticosi oldugundan hor
bir w tiglin P(w) = 0 oldugu aydindir. Belslikls,

P(w)=0
we€e[0,1)

oldugunu alariqg. Lakin difar terafdan
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1=P) =P([0,1))
olmalidir. Gortindiiyi kimi, bu halda Q elementar hadisalor
fozasindan, yoni [0,1) -don olan intervallarin hor birins
miioyyon qayda ilo uygun ehtimallar gotiirmok lazimdir.
Masalon, intuitiv olaraq aydindir ki, [0, 1)-2 ixtiyari gaydada

atilmis noqtonin [0, %) ) E, 1) intervallarina diisma ehti-
mallar1 barabor olmalidir (aydindir ki, bu ehtimallarin hor

birinin %-9 barabar olmasi daha dogru olardi); n6qtonin [O, %)
pargasina diisms ehtimali onun [0, %) pargasina diismas ehti-

malindan boyiik olmalidir; ogor néqtonin [0, %)' E,g) , E, 1)

pargalarina diismo ehtimallar %-9 borabor gotiirtlarss,

noqtonin [Og) parcasina diismo ehtimali %+§=§ -yo

barabar olmalidir vo s.

Yuxaridaki diisiincalari nazara alaraq hondosi ehtimal
anlayis verilir.

Forz edok ki, R™,n > 1 Evklid fazasinda sonlu Lebeq
olglisiine (n -6l¢iili hocmo) malik olan Q = {w} oblasti
verilmisdir.

Qeyd edok ki, Lebeq 6l¢iisii hoqiqi oxda uzunluq, miis-
tovido sahy, fozada ise hocm anlayisinin imumilogmasidir.

Q -nin biitln alt Borel ¢oxluglarim g(Q) il isars edak.
Ixtiyari A € f(Q) hadisosinin bas verms ehtimalin1 bela
toyin edok:

(1
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burada mes (4) ilo A ¢oxlugunun Lebeq olglsi isars
olunmusdur (measure- 6lgii).

(1) diisturu hondosi ehtimal diisturu adlanir. (1) diis-
turunun komayilo bir ¢ox sahslorde meydana ¢ixan eks-
perimentin riyazi modelini qurmaq olur. Hondosi ehtimalin
totbigino aid asagidaki mosalslors baxaq:

Masala 1. Tosadiifi A noqtesi [0, 1] parcasinda miinte-
zom paylanmisdir vo onu iki hissayo boéliir. Parcanin kigik
hissosinin uzunlugunu n ilo isaro edok. Ixtiyari x liciin
P{n < x} ehtimalini tapin.

Hoalli. Aydindir ki, bu stoxastik eksperimenta uygyn
elementar hadisalar fazasi 0 = [0, 1] olar. Buna gora do

mes(Q) = 1.

Indi iso ehtimali axtarilan A hadisesi li¢iin alverisli
coxlugu quraq. Sorto goro tosadifi A ndqtosi parcanin
istonilon yerindo ola bilor. Bu néqtonin absisini ¢ ilo isars
etsok, parcanin bir hissosinin uzunlugu ¢, yerdo qalan

hissosinin uzunlugu 1-—¢ olar. Asanligla g6rmak
mumkiindir ki, par¢anin kicik hissosinin uzunlugu
n=min(,1- ¢)

olar. Beloalikls,
P(n<x)=Pmin(§,1-¢§) <x) =

=1—-P(min(¢,1-¢&)=>x) =
=1-PE>x1-¢>x) =

=1-P(x<&<1-x).
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A noqtesinin miintozom paylandigini nozors alsaq ehti-
malin hondasi torifine goro

0, x <0,

1

P(n < x) =12x, OSxSE,
1, x> 1.

Moasala 2. Torofi 1 olan kvadratin daxilindon tesadiifi
olaraq bir noqts secilir. Homin néqtodon kvadratin a)geyd
olunmus torofing, b) kvadratin on yaxin torofino qodor
mosafonin x-i asmamasi ehtimalini tapin.

Holli. a) Aydindir ki, mes (Q) = 12 = 1.

Sokilds strixlonmis saho ehtimali axtarilan hadiso ti¢lin
olverisli hallar ifads edir.

Asanligla gormak olar ki,
mes (A) =x-1=x.

Hondosi ehtimal diisturuna gors ixtiyari x € (0,1) tiglin
mes (A) x

P(A) =——mM = — =
(4) mes () 1
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b) Asanliqla gormok miimkiindir ki,
mes (B) =1— (1 —2x)%

ST AT TR TR ks 8
N \-\ e \\ k\\n\\,:‘\\ .\\ \ R R
oy ] <
~ N "\ \
e N
Sa S
o SN
[N SR
\'\‘ N
e e L T T e
X 1-2x X

Hondosi ehtimal diisturuna gors ixtiyari x € (0,1) tiglin
mes (B)

PO = e @

=1-(1-2x)%=4x(1—x).

Mosals 3. x2 + bx + ¢ = 0 kvadrat tonliyinin b vo ¢
omsallarinin har biri [0,2] par¢asindan tosadiifi olaraq se-
cilir. Kvadrat tonliyin haqiqi kokiiniin olmasi hadisasinin eh-
timalini tapin.

Holli. Ovvalco bu stoxastik eksperiments uygun ele-
mentar hadisslor fozasini quraq. b vo ¢ amsallarinin hor biri
[0,2] parcasindan tosadiifi olaraq secildiyi tigtin

Q={(bc)0<b<20<c<2}

olar. Beloliklo, biitiin miimkiin (b, ¢) ciitlori koordinat siste-
mindos sahosi 4 olan kvadrat omala gotirir vo buna goére do
mes(Q) = 4.

Ehtimali axtarilan hadisoni 4 ilo isaro edok. Kvadrat
tonliyin hogiqi kékiiniin olmasi ticiin D = b? — 4c¢ > 0 sorti
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odonilmalidir. Buna gors do A hadisasini asagidaki kimi yaza
bilarik:

b2
A= {(b,c) eEQ: ¢ Sz}
Demoli, kvadrat tonliyin kokiinlin haqiqi olmasini te-
min edan (b, ¢) cltlori asagidaki sokildoki ronglonmis fiquru

omolo gotirir.

4
i

0 2 »

\

Bu fiqurun sahasi
2

b? 1 b3 2
mes(4) = fzdb :Z? =§
o 0
olur.
Belaliklo, ehtimalin hondasi torifine asasan
_mes(4) 1
P(A) = mes(Q) 6

Mosolo 4 (goriis haqqinda masala). iki dost saat
12:00 ilo 13: 00 arasinda goriismayi vo bir-birini 5 doqigo
gozlomayi sortlosirlor. Gortisiin bas tutmasi ehtimalini tapin.

Holli. ©vvalco elementar hadisslor fazasini quragq:

Q={(x,y):0<x<60, 0<y<60}
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Aydindir ki,
mes(4) = 60 - 60 = 3600.

Gorisin bas tutmasi hadisasini A4 ilo isaro edok. Ay-
dindir ki, goriisiin bas tutmasi liciin asagidaki boraborsiz-
liklor 6donilmalidir:

y—x <5, y > X,

x—y <5, x > y.
Asanligla gormok miimkiidiir ki,

mes(4) = 60-60—50-50 = 3600 — 2500 = 1100.

A B
60
5
c
05 60
Belaliklo,
P(4) = mes(4A) 11 0.305
" mes(Q) 36 7
Masalalar.

1. Radiusu 8 olan dairanin daxilindon tasadiifi olaraq bir néqte
secilir. Homin néqtenin bu dairs i¢ins ¢akilmis vo radiusu 5 olan
dairs ilo amolo golon zolaga diismasi hadisasinin ehtimalini
tapin.

Cavab: P(A) = 2

2. Absis oxunun L -uzunluglu OA pargasinda tssadiifi qaydada
B(x) noqtesi geyd olunmusdur. OB vo BA parcalarindan
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L o 1 . o
kiciyinin uzunlugunun 3 -don boyiik olmasit hadisasinin

ehtimalini tapin. Forz olunur ki, ndqtonin parg¢a tizerine diisma
ehtimali par¢anin uzunluguna miitonasibdir vo onun odod
oxunda yerlosmosindan asili deyildir.

Cavab: 1
3

3.Tosadiifi qaydada hor biri ikini asmayan 2 misbat x vo

vy odadlori gotlriilmiisdiir. xy hasilinin vahidden bdytlk ol-

mamasl vo y/x nisbatinin ikidon bdyiik olmamasi hadisasinin
ehtimalini tapin.

Cavab: koordinatlarin miimkiin qiymatlori:

0<x<20<y<2;

koordinatlarin slverisli qiymatlori:

0<x<v2/2,0<y<+2vo

V2/2 <x <2, 1/2 <y <2

P =(1+3In2)/8 = 0,38.

4. [—1, 2] parcasindan tosadiifi qaydada iki adod gotiiriilmiisdiir.
Onlarin cominin birden boytik, hasilinin birden kigik olmasi
hadisasinin ehtimalini tapin.

Cavab: 2In2 + ~ ~ 0,237.
9 12

5. Kvadrat daxilina taesadiifi A ve B noqtalari atilir. Diametri AB

parcasina barabar olan dairanin tamamila verilmis kvadratin

daxilinda olmasi ehtimalini tapin.

6. Byuffon mosalasi. Miistoviys bir-birinden 2a masafads yerloson
paralel diiz xotlor ¢okilmisdir. Mistaviys ixtiyari qaydada
2l uzunluglu (I < a) bir iyns atilir. lynonin bu diiz xotlorden
har hansi birini kesmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

7. Bertran paradoksu. Dairs i¢orisinds ixtiyari bir vator segilir.
Bu vatorin uzunlugunun dairs igarisine ¢okilmis barabortorofli
ticbucagin torafindon bdyiik olmasi ehtimalini tapin.
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§1.11. Sorti ehtimal

Ehtimal nazariyyasinin miiayyan masalslarinin halli za-
mani bir A hadisasinin noaticesinin diger B hadisasing tosi-
rini arasdirmaq zarurati yaranir. Hadisalor arasinda slaqani
xarakterizo etmok lciin sorti ehtimal anlayis1 daxil edilir.
Sorti ehtimalin torifini vermozdon 6nce asagidaki misala
baxaq.

Misal. Qutuda 3 ag vo 4 qara rongli kiirocik vardir. Qu-
tudan tesadiifi olaraq qaytarmamagq sorti ilo ardicil olaraq 2
kiiracik ¢ixarilir:

A = {birinci ¢ixarilan kiiraciyin ag rongli olmasi},

B ={ikinci ¢ixarilan kiiraciyin ag rongli olmasi}.
Asanligla gormok olar ki, B hadisosinin ehtimali A hadise-
sinin bas verib vermomasindon asili olaraq miixtalif olur.
Ogor A hadisasi bas verirss, bu halda

P(B)_2_1
6 3

Ogor A hadisasi bas vermirso, bu halda
3 1
P(B) = g = E

Belalikls, A hadisasinin naticasi B hadisasinin ehtima-

lina tosir edir. Belo hadisalors asili hadisalor deyilir. Belo

hadisalori 6yronmok ticiin sorti ehtimal anlayis1 daxil edilir.
Torif. Forz edok ki, A, B € F.Ogor P(A) > 0 olarsa,
P(AB)

PBIA) = 5

€y

ifadosino B hadisasinin A hadisasine nozoron sarti ehtimal
deyilir.
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GOstormok olar ki, P(A) > 0 oldugda sorti ehtimal
Kolmoqorov aksiomlarini 6dayir:
1.P(B|A) = 0, ixtiyari A, B € F lcln,

i=1 i=1

3.P(Ql4) = 1.

Dogrudan da,
P
(AnB) -
p(A)
oldugu ti¢iin 1-ci xasss aydindir.
2.B; N B;j = @, i # j oldugundan sorti ehtimalin torifino

P(B|A) =

gora
) _PWZ,BinA)  PUZ(BiNA)) _
P(Ufi'A)‘ P - P
PB4
—Z 0 ZP(BIA)

=1

3. Sorti ehtimalin tarifine gors
P(ANA) P(A)

PN =@ ~p@)

Sorti ehtimalin asagidaki xassalorini geyd edok.
1) P(B|B)=1, P(9|4) =0,

2) P(B|A) =1 - P(B|A),
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3) B; € B, olduqda
P(B1|4) < P(B,|A),

4) B; N B, = @ olduqda
P(B1UB, |4) = P(B1|A) + P(B;|A).

Qeyd edok ki, P(B) > 0 oldugda A hadisasinin B
hadisasinoe nozoron sorti ehtimal da toyin olunur:
P(ANB)
(1) vo (2)-yo osason
P(AnB) =P(A)P(B|A),P(A) > 0,

P(AnB) = P(B)P(A|B),P(B) > 0.

Bu disturlara ehtimallarin vurulmasi diisturu deyilir.
Ehtimallarin vurulmasi diisturu imumi sokildo asagidaki
teoremdo verilmisdir:

Teorem. Forz edok ki, A;, A5, ..., A, i = 1,n, hadisalari
verilmisdir vo P(4; N A, N ..NA,_;) > 0. Bu halda

P (ﬂ Ai> = P(A1) " P(4|A1)  P(A3|A1 1 Ag) = P(An| IS 4;)

i=1

diisturu dogrudur.
Bu teorem riyazi induksiya tisulu ils isbat edils bilar.
Qeyd. Sorti ehtimal yeni ehtimal fazasi dogurur. Bels ki,
sinaq noticosindo A hadisasi bas vermisdirsa P(A) > 0. Bu
halda biz Q) elementar hadisalor fozasini Q4 = A kimi da-
ralda bilorik. B hadisasi avozino iso By = A N B hadisasina
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baxa bilorik. Belaliklo biz (Q,J,P) ehtimal fozas1 avozino
(Q4,3 4, Py) ehtimal fozasina kego bilorik, burada
Q=0nAva 3, ={ANB;B € J}.

P(B) ehtimali avozine iso
_ P(AN B)
P,(B)=P(B|A) = TP
ehtimal gotiirtils bilor.

Indi iso mévzu ilo bagh mosalalors baxagq.

Masoals 1. Bir oyun zori bir dofo atilir. Diison rogomin
clit olmasi sorti daxilinde “4” iiziiniin dismasi hadisasinin
ehtimalini tapin.

Holli. Aydindir ki, Q = {1, ...,6} vo |Q| = 6.

Indi iso hadisaleri daxil edok.

A = {diison ragamin ciit olmasi} = {2,4,6} vo
B = {4 rageminin diismasi} = {4}.

Asanligla gormak olar ki,
ANB = {4}.
Goriunduyi kimi,
|A| =3valANBl=1.

Sorti ehtimalin torifino osason
IANnBl 1

P(BIA) = —— ==

Mosals 2. {1, 2,...,100} ¢coxlugundan bir adad tosadiifi
secilir. Bu adadin ikirogomli oldugu moslumdursa, onun 5-9
galigsi1z boliinmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

Holli. Sortdon gortniir ki, elementar hadisslor fozasi
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Q={1,2,..,100} ¢oxlugudur ve || = 100.
A hadisasini daxil edok:
A = {secilon adadin ikirogomli olmasi} = {10, 11, ..., 99}.
Asanligla miioyyon etmok olar ki, |A| = 90.
indi iso B hadisssini daxil edok:
B = {segilon adadin 5-o boliinmasi} = {5, 10, 15, ...,100}.

A va B hadisalorinin kesismosi A N B = {10, 15, ...,95} hadisosi
olarvo |AN B| = 18.
Bunlari sorti ehtimalin tarifinds nozors alsagq,

P(ANB) IAnBl 18 _
P4 1Al 90

1
P(B|A) = T
Masola 3. Qutuda 00,01, ...,99 kimi némralonmis 100
kiiracik var. Tesadiifi olaraq bir kiiracik ¢ixarilir. Cixarilan
kurocik tizerindoki rogomlerin hasilinin sifir oldugunu bile-
rok, onlarin cominin 4-don kigik olmamasi hadisasinin eh-
timalini tapin.
Holli. Bu halda elementar hadisolor fozasi Q=
{00, 01, ...,99} olar. Aydindir ki, |Q| = 100.
A hadisasini daxil edak:
A={(,j)):i-j=0}= {00,01,...,09,610,20,...,90}.

Beloliklo, |A| = 19.
indi iso B hadisssini daxil edok:
B={(,)):i+j=4}=

= {04, 05, ...,09,13,14,...,19, 22,23, ..., 29,31, 32, ..., 39, 40, ...,99}.
A va B hadisoalorinin kosismosi
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AN B = {04,05,06, ...,09,40, ... ,90}.

Asanligla gormok miimkiindiir ki, |A N B| = 12.
Bunlari sorti ehtimalin torifinds nozars alsaq,

P(ANB) |ANB| 12

PO =T T T T

Mosals 4. Forz edok ki, A vo B hadisalori verilmisdir
P(A) > 0 vo P(B) > 0. Gostorin ki, ogor P(A|B) = P(B|A)
olarsa, bu halda P(A) = P(B) boraborliyi dogrudur.

Holli. Sorto goro P(A|B) = P(B|A). Sorti ehtimalin to-
rifindan istifads etsak,

P(AnB) P(BNA)
P(4A) ~ P(B)

Digor torafdon P(B N A) = P(A N B) oldugunu nozars
alsaq

1 1
P(4) ~ P(B)
Belaliklo,
P(A) = P(B).

Masala 5. Qutuda 7 ag vo 5 gara rongli kiiracik vardir.
Qara kiiraciklor 1-don 5-5 godor, ag kiraciklor iso 6-dan 12-
dok nomralonmisdir. Qutudan tasadiifi olaraq bir kiiracik
goturulir. Bu kuraciyin cit nomrali oldugu mslumdursa,
onun gara rongli olmasi ehtimalini tapin.
Holli. Asagidak: hadisslori daxil edok:
A ={cixarilmis kiiraciyin ciit némrali olmasi};
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B ={cixarilmis kiiraciyin qara rongli olmast}.

Mogsodimiz P(B|A) sorti ehtimalini tapmaqdir. Asanligla
gormoak olar Ki,

6 1
Digor torofdon,

2 1
P(AnB)=ﬁ=g

Sorti ehtimalin torifine asason

P(AnB) 1

Masalas 6. Qutuda 7 ag vo 3 gara kiiracik vardir. Qaytar-
mamaq sorti ilo qutudan 3 kiiracik ¢ixarilir. Cixarilmis
kiiraciklor igarisindon bir gara kiiraciyin oldugu molumdur-
sa, digor iki kuiraciyin ag rongli olmasi ehtimalini tapin.

Holli. Asagidaki hadisslori daxil edok:

B ={¢ixarilmis kiiraciklorin ikisinin ag, birinin isa

qara rangli olmast},

A ={cixarilmis kiiraciklordon heg olmasa birinin

qara rongli olmast},
A ={cixarilmis kiiraciklorin arasinda
qara kiiracik olmamasi}.

Mogsadimiz P(B|A) sorti ehtimalinin tapilmasidir.
B c A oldugunu nozars alaraq sorti ehtimalin torifine
osason
P(ANB) _P(B)
P(A)  P(A)

P(B|A) =
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Indiiso A vo B hadisalorinin ehtimalin1 hesablayagq.

Asanligla gérmok olar ki,

35 17

120 24

) c3
P(A)=1-P(4) = 1——=
Cto
B hadisasinin ehtimali isa
cz. C31 21
P(B) =——=—
B)==c~ =10
Beloalikl,
P(B|A) = P(B) B 63
~ P(A) 85

Masola 7. Qutuda némroalonmis 5 kiiracik vardir. Kiire-
ciklor tosadiifi olaraq qaytarmamaq sorti ilo bir-birinin
ardinca qutudan cixarilir. Kiraciklorin némrolorinin artma

sirasl ilo ¢ixarilmasi hadisasinin ehtimalini tapin.
Holli. Asagidaki hadisslari daxil edak. i = 1,5 ii¢iin
A; = {i nomrali kiiraciyin i — ci addimda ¢ixarilmasi}
Axtarilan ehtimal asagidaki kimi olar:

P(AiNA,Nn..NAg) =

= P(A)P(Az|A))P(A3]A; N Ay) = P(As|A; N .NAy) =
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§1.12. Hadisslarin asil1 olmazhig:

Asili olmazliq anlayis1 ehtimal nozeriyyosinin on mii-
hiim vo 6zlinomoxsus anlayislarindan biridir. Bir hadisonin
noticasi digor hadisonin ehtimalina tosir etmirso, bels
hadisalors asili olmayan vo ya sobobo goro asili olmayan
hadiselor deyilir.

Torif 1. Forz edok ki, A,B € F.9gor P(A4) > 0 t¢iin

P(B|A) = P(B)

olarsa, yoni B hadisasinin sorti ehtimali sortsiz ehtimalina
borabor olarsa, bu halda deyirlor ki, B hadisasi A hadiso-
sindan asili deyil.

Qeyd edok ki, asili olmazliq anlayisi simmetrik anla-
yisdir.

Yoni B hadisasi A hadisasindon asili deyilss, onda A
hadisesi do B hadisesindon asili deyildir. Dogrudan da,
P(A) >0 vo hom do P(B) > 0 olarsa, bu halda sorti eh-
timalin torifindon istifads etsok
P(AnB) P(A)P(B|A) P(A)P(B)

P(B) ~ P(B) P(B)

P(A|B) = = P(A).
Belolikls, A hadisasi do B hadisasindon asili deyildir.
Qeyd edok ki, torif 1-do P(A) > 0 sorti qoyulur. Lakin
asili olmazhigin elos torifini do vermok miimkiindiir ki, P(4) =
0 halin1 da shato etsin.
Torif 2. Ogor
P(AnB) = P(A)P(B)

olarsa, onda A vo B hadisalori asili olmayan hadisalor adla-
nir. Oks halda, yoni boraborlik 6donilmozss, A vo B ha-
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disoalori asili hadisalor adlanir.
Torif 2-nin P(A) = 0 olduqda da 6donildiyini gostor-
mok miimkiindiir.

Dogrudan da, P(A) = 0 olsun. Bu halda sag torof sifir
olacaq. GOstorak Ki, sol toraf da sifra barabordir. Aydindir ki,
ANBCA.

Buna gors do ehtimalin monotonluq xassasine asasen
P(ANnB) <P(A) =0.

Ehtimal monfi qiymetlor ala bilmodiyi {iglin sonuncu
miinasibatden P(A N B) = 0 oldugunu slds edorik. Bu iso o
demokdir ki, P(A) = 0 oldugda da P(AnB) = P(A)P(B)
miinasibati 6danilir.

Asili olmayan hadisalorlo bagh asagidaki teoremlor
dogrudur:

Teorem 1. A vo B asili olmayan hadisalor olsun. Onda
1) Ava B, 2) Ava B, 3) A vs B ciitlori do asili olmayan hadi-
solordir.

Isbati. 1) Sorto gora

P(AnB) = P(A)P(B).

Gostorok ki, A vo B asili olmayan hadisslordir, yoni
P(ANnB)= P(A)P(B).

Hadisolor tizorinds omollors goro
ANB = A\B.
Demoali,
P(ANB)=P(A\B) =P(A) —P(ANB) =
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= P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B).

Beloaliklg, 4 vo B hadisalori asili olmayan hadisalordir.
2)-nin dogrulugu eyni qaydada isbat olunur.
3) Gostorak ki, P(A N B)= P(A)P(B).
Dogrudan da, De Morgan ganununa 9sason
ANB=A4AUB=0\(AUB).
Buradan
P(ANnB)=P(Q)—P(AUB)=
=1—-(PA)+PB)—P(ANB)) =
=1—-(P(A)+P(B)—-PAP(B) =
=1-P(A)-PB)A-PA) =

=P(A)-P(B)P(A) = P(A)P(B).
Beloalikla, teorem isbat olundu.

Teorem 2. Asagidaki hokmlar bir-birins ekvivalentdir:

P(ANB) = P(A)P(B), (1)
P(4|B) = P(A), P(B) > 0, (2)
P(A|B) = P(A|B), 0<P(B) < 1. (3)

Isbati. (1) vo (2)-nin ekvivalent oldugu aydindir. (1)-
don (3)-iin alindigini gostorak. Bu mogsadls (1)-in har iki te-
rofindon P(B)P(A N B)-ni ¢ixaq:

P(ANB) — P(ANn B)P(B) = P(A)P(B) — P(A N B)P(B).
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Buradan
P(AnB)(1—-P(B)) =P(B) (P(A) —P(ANB)).

Ehtimalin moalum xassalarindan istifada etsok
P(AnB)P(B) = P(B) P(ANB).

0 < P(B) < 1 sortini nazors alaraq

P(ANB) P(ANB)
P(B) ~ P@B)

Buradan
P(AIB) = P(A|B).

Belaliklo, (1)-don (3) alinir. (3)-don (1)-in alinmasinin
gostorilmasi oxucuya hovalo olunur.

Teorem 2 isbat olundu.

Teorem 3. Ogor P(A) = 0 vo ya P(A) = 1 olarsa vo
B ixtiyari hadisadirss, onda A va B asili olmayan hadisalor-
dir.

Isbati. Forz edok ki, P(4) = 0. Bu halda ehtimalin
monotonluq xassasine asason

P(ANB)<PA)=0
olur. Demali,
P(AnB)=0.

Beloaliklo, bu halda
P(AnB) = P(A)P(B)
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minasibati 6danilir va demali, 4 vo B hadisalari asili olma-
yan hadisoslordir.
Indi iso forz edok ki, P(4) = 1. Bu halda P(A) = 0 olur.

Bu iso 0 demokdir ki, A vo B asili olmayan hadisolordir. Buna
goro do Teorem 1-09sason A vo B hadisalori do asili olmayan
hadisolor olacaqdir.

Beloliklo, Teorem 3 isbat olundu.

Natica. Ixtiyari B hadisssi iiciin B vo @, homginin B vo
Q hadisalori do asili olmayan hadisslordir.

Qeyd. Bozon uyusmayan hadisolor anlayisi ilo hadi-
solorin asili olmazligr anlayisim1 qarisdirirlar. Halbuki, bu
anlayislar tamamilo forqli anlayislardir. Aydindir ki, uyusma-
yan hadisolor iiciin P(A N B) = 0, yani bu hadisalor eyni
zamanda bas vero bilmozlor. Buna goro do uyusmayan
hadisalor tigiin P(A) > 0 vo P(B) > 0 olduqda

P(A|B) = P(B|A) = 0. (4)

Asili olmayan hadisalor ticiin iss bir-biri ilo “slagosi”
yoxdur deys bilmorik. Bels ki, asili olmayan hadisslor eyni
eksperimentdo bas vers do bilarlor, clinki

P(A|B) # 0vo P(B|A) # 0.

Baxmayaragq ki, asili olmayan hadisalordon birinin bas
vermosi digorinin bas vermasine tosir etmir:
P(A|B) = P(B) voa P(B|A) = P(B). (5)

(4) vo (5) ifadslori bu anlayislar arasindaki forqi aydin

gostorir (bax, [25], s.241).
Teorem 4. A vo B asili olmayan hadisalor olsun. ©gor
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bu hadisolor hom do uyusmayan hadisslordirss, onda bu
hadisalordon on azi birinin ehtimali sifra borabordir.
Isbati. Sorto géro A vo B uyusmayan hadisalordir, yoni
A N B = @.Buna gorado
P(A nB)=P(®) =0.

Digor torofdon sorto goro A vo B asili olmayan hadise-
lordir, yoni
P(A)P(B) =P(ANnB) =0.

Belolikls, P(A) vo P(B) ehtimallarinin ya hor hansi
biri, ya da hor ikisi sifirdir.

Belalikls, Teorem 4 isbat olundu.

Teorem 5. Forz edok ki, P(4) > 0,P(B) > 0.9gor A vo
B hadisolori uyusmayan hadisolordirss, onda bu hadisolor
bir-birinden asilidir.

isbati. Dogrudan da, A vo B uyusmayan hadisolordirsa,
yoni A N B = @ olarsa, bu halda P(A N B) = 0 olur. Diger
torafdon sorto gora P(A) > 0, P(B) > 0. Buna gors do

P(ANnB) #+ P(A)P(B),

yani A vo B asili hadisalordir.
Belalikls, teorem isbat olundu.
Hadisolorin sayi li¢ vo daha artiq olanda ciit-ctit asili ol-
mazliq vo kiilliyyatca asili olmazliq anlayislari ortaya ¢ixir.
Toarif 3.0gor 4, B, C € F ligiin
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P(ANB) = P(A)P(B)
P(ANC)=P(AP(C) (*)
P(B N C) = P(B)P(C)

miunasibatlori 6donilorss, A,B va C hadisalarina ciit-ciit
asil1 olmayan hadisalar deyilir.
Torif 4. Ogor A, B, C hadisalori ciit-ciit asili olmayan
hadisolordirsa vo slava olaraq
P(AnBNC)=PAP(B)P(C) (*%)

Odonilorss, bu hadisslors kiilliyyatca asii olmayan
hadisalor deyilir.

Torifdon gortntr ki, kiilliyyatca asili olmayan hadisslor
clit-ctit asili olmayan hadisolordir. Lakin bu faktin torsi dogru
deyildir, yoni ogor hadisslor ciit-ciit asili deyilss, onlar
killiyyatca asili da ola bilarler. Bununla bagh asagidaki mi-
sal1 verak.

Misal 1. Q={w,, w,, w3, w,} olsun va p; = i, i =14

Asagidaki hadisoslori daxil edak:
A ={wq, w,}, B ={wq, w3} vo C = {wq, wy}.

Asanligla gérmok olar ki,

P =2, PB) =z, PC)=3

_ 2 2’ 2

Indi iso bu hadisalorin kosismasini tapaq:
ANB=ANC=BNC=ANBnNC ={w;}

Buradan

P(AnB)=P(AnC)=P(BnC)=P(AanC)=%.
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Asanligla yoxlamagq olar ki, torif 3-doki hor ii¢ bora-

barlik 6danilir, lakin
P(ANnBNC) #+ P(A)P(B)P(C).

Demoli, 4, B vo C hadisolori ciit-ciit asili olmayan
hadisolordir, lakin kiilliyyatca asilidirlar.

Qeyd edak ki, (**) miinasibatinin 6danilmasindan
hadisalarin ciit-cit asili olmasi ¢ixmir. Bununla bagh
asagidaki misali verak.

Misal 2. iki diizgiin oyun zori atilir.

A={w:w=C(,)):i=123;j =16}

B ={w:w=(i,j):i=16;j = 3,45},

C={ww=_(~j):i+j=9}
hadisalari tlciin (**) miinasibatlori 06danilir, lakin bu
hadisalar clit-ciit asihidirlar.

Indi iso hadisoalorin asili olmazliginin terifini n sayda
hadisos li¢lin asagidaki kimi verak.

Torif 5. Ogor istonilon 1 < i; <i, <...<i, <n, 2<k<n
indekslori ticiin

P(4;,NA;,N..NA;) = P(A;,) - P(Ay,) " .- P(4;)
boraborliyi 6donorss, bu halda A4, A4,, ..., A, hadisalorino
kiilliyyatca asili olmayan hadisalor vo ya sadoco asili
olmayan hadissloar deyilir.

Bu torifdon goriniir ki, 4, ..., 4, hadisslorindon go-
tiirtilmiis istonilon A, Ap hadisalori do asili olmayan ha-
disalordir. r = 2 olduqda kiilliyyatca asili olmazligdan ctit-
ciit asili olmazhq alinir.

Torif 6. A4, A, , ..., A, hadisalorinin ixtiyari cutii asili
olmayan hadisalordirss, bu halda A4, A4,, ..., A, hadisalori
ciit-ciit asili olmayan hadisalor adlanir.
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Ay, A, , ..., Ay hadisolorinin clit-ciit asili olmazhg ixti-
yari i # j; i,j = 1,n lgiin
P(A; n4;) = P(4)P(4))

barabarliklori 6donilmalidir.
Indi iso movzu ilo bagh masals halli niimunalori ils tanis
olaq.
Mosala 1. U¢ simmetrik metal pul atilir.
A ={li¢iincii pulda rogom tziiniin diismosi},
B ={birinci pulda gerb iiziinlin diismasi}
hadisalorinin asili olmadigini géstorin.
Holli. Bu halda elementar hadisslor fozasi
Q ={RRR,RRG,RGR,RGG,GGG,GGR, GRG, GRR}.

Aydindir ki,
A ={RRR,GGR,RGR, GRR},
B = {GGG,GGR, GRG, GRR}.
Digor torofdon
AN B = {GGR, GRR}.

Ehtimalin klassik tarifina asasan

P(A) = P(B) = P(A nB) ===
2' 2’ 8 4
Buradan

Beloliklo, bu hadisalor asili olmayan hadisslordir.
Mosalo 2. U¢ simmetrik metal pul atilir.

A ={az1 iki pulda gerb diismosi},

B ={birinci pulda gerb diismosi}
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hadisalarinin asili olub olmadigini mioyyon edin.
Holli. Bu halda elementar hadisalor fozasi
Q) ={GGG,GGR,GRG,RGG,RRR,RRG,RGR, GRR}.
Aydindir ki,
A ={GGG,GGR, GRG,RGG}
Vo
B = {GGG,GGR, GRG, GRR}.

Bu hadisalorin kosismasi
ANB ={GGG,GGR,GRG}.
Asanligla gormok mimkiindiir ki,
1 1 3
P(A)= =; P(B)==; P(ANB)=-.
()= 3 PBY= 55 PANB) =3
Belaliklo,

N =
N =

§= P(AnB) # P(A)-P(B) =

Demoali, A vo B hadisoalori asili hadisalordir.
Mosalo 3. Iki diizgiin oyun zori atilr. Asagidaki ha-
disalorin asili olub olmadigini arasdirin:
A ={birinci zordos tok odod diismasi},
B ={ikinci zords tok adod diismosi},
C ={dilison ragomlor cominin tok adod olmasi}.
Holli. Asanligla gérmok olar ki,

P(4) ==; P(B) = =; P(C) = =
= =2 =>
Digor torafdon
9
P(AnB)=P(AnC)=p(BnC)=%=

N
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Beloliklo, 4, B vo C hadisalori clit-ciit asili olmayan
hadisoalordir. Lakin A N B N C = @ oldugundan

0=P(ANBNC) # P(A)P(B)P(C) = %

Demali, bu hadisalor kiilliyatca asili hadisslordir.

Mbasals 4. Birinci qutuda 2 ag vo 6 qara rongli, ikinci
qutuda iso 3 ag vo 5 qara rongli kiiracik vardir. Hor qutudan
tosadiifi olaraq bir kiirocik c¢ixarilir. Bu kiraciklorin hor
ikisinin ag rongli olmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

Holli. Asagidaki hadisslori daxil edok:

A ={birinci qutudan ¢ixarilan kiiraciyin ag rangli olmasi},
B ={ikinci qutudan ¢ixarilan kiraciyin ag rongli olmasi}.

Aydindir ki, ehtimali axtarilan hadiso A vo B hadisale-

rinin kosismosi olacaqdir:
A N B ={har iki kiiraciyin ag rongli olmasi}.
A va B hadisalori asili olmayan hadiseler oldugundan
23 3
P(ANnB) =P(A) -P(B) =838-32°

Masala 5. Bir aticl hodofs atos agir. Onun hor 5 ate-

sinden ligliniin hadafs doydiyi molumdur (yani hadofi vurma

ehtimali % -dir). Aticinin hodofi ilk dofe 3-cii ates zamani

vurmasi ehtimalini tapin.

Holli. A ilo hodofin 3-cli atosds vurulmasi hadisosini
isaro edok. B; ilo hodofin i-ci atosdo vurulmasi hadisasini
isaro edok. B, oks hadisalor olsun. Sortdon aydindir ki,
P(B) = %Vg P(B)=1- % = §

Aydindir ki, A = B; N B, N B; Digor torofdon B; -lor
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asili olmayan hadisslor oldugu tiglin

— — 223 12

Masald 6. 6 diizglin oyun zori atilir. Zorlordo miixtalif
rogomlorin diismasi hadisesinin ehtimalini tapin.

Holli. Asagidaki hadisslori daxil edak:
A, ={birinci zerds 6 miixtalif roqamdon har hansi birinin diismasi},
A, ={ikinci zards birinci zardokindon forgli roqemin diismasi},
A5 ={iiciincii zordos birinci zordokindan forqli rogomin diismosi}

Va S.
Aydindir ki,
5
P(A1) =1 P(A2|A1) = g;
4 1

Beloliklo, axtarilan ehtimal

6 54321 6!
P(AlﬂAzﬂﬂA6)= ___________

Mbasals 7. Nego diizgiin oyun zori atmaq lazimdir Ki,
zarlarden hec¢ birinde 6 iiziiniin dismamasi hadisasinin
ehtimal1 0,3-don Kigik olsun?

Holli. Asagidaki hadisalori daxil edok:

A ={zorlorden heg birinds 6 lizlinlin diismomasi},

A; ={i- ci zords 6 diismomasi}.
Asanligla gormok miimkiindiir ki,

5
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Aydindir ki, A; hadisslorinin kosismosi zarlardan hecg
birinds 6 diismomasini ifads edir:
A1 N A, N ...N A, ={zarlordon heg birinds 6 diismomasi}.
A; hadisalori asili olmayan hadisalor oldugundan

5 n
P(A; N AN ..0A) = P(A)-P(Ay) ..  P(A,) = (g) .

Sorto gora
n

() <03
6 )

olmalidir. Bu barabarsizliyin hor iki torafini Z osasdan loqa-

rifmloyorok n > 6,6 oldugunu oldo edorik. Beloalikls, maso-
lonin sortini 6doyan zarlorin say1 n = 7 olmalidir.

Moasala 8. 1,2,...,n adodlori tosadiifi qaydada qaris-
dirilir vo yenidon diiziiliir. Ay, ilo k-c1 ododin 6z yerinds qal-
mas! hadisaesini isaro edok. Gostorin ki, A; vo A, hadisalori
bir-birindon asili hadisolordir.

Holli. Ovvalco biitlin miimkiin hallarin sayini, basqa
sozls, butiin miimkiin elementar hadisslorin sayini muiisyyan
edok. n elementli coxlugda biitiin miimkiin tokrarsiz yerdo-
yismolorin say1 n! oldugu ticiin |Q| = n! olar.

Asanligla gormok miimkundiir ki,

|Ag] = (n—1)!.

Aydindir ki, 1 vo 2 adadlorinin 6z yerlorindo qalmasi
A; N A, olacaqdir va |A; N A,| = (n — 2)!.

Beloalikls, ehtimalin klassik torifina asasan

n—1)! 1
(n|)=E, k=1,7’l.

P(Ak)z

112



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

Lakin
(n—2)! 1
nl  nn-1)°

P(Al nAz) =

Beloliklo, P(A; N A,) = P(A4;)P(A,) miunasibati 6do-
nilmir. Demali, A;va A, hadisalori asili hadisolordir.

Masald 9. 6 qiz vo 3 oglandan ibarat qrup li¢ miixtoalif
masada oturmalidir. Hor bir masada 2 qiz vo 1 oglan otur-
masi hadisassinin (4) ehtimalini tapin.

Holli. Asagidaki hadisslori daxil edok. 4; ils i-ci masada 2
qiz va 1 oglan oturmasi hadisasini isars edok. Aydindir ki,

A=A1NA,NA;.
Digor torofdon A; hadisslori asili hadisolor oldugu ti¢iin
P(A) =P(A1NA,NA3) =

= P(A1) - P(A2141) - P(43]141 N A7)
disturundan istifads etmoaliyik. Asanligla gormok miimkiin-
dur ki,
c¢-c3 15-3 15

P(4,) = = ==
(A1) c3 84 ~ 28

A, hadisasinin bas verdiyini qobul edarok P(A4, |A;)
ehtimalini tapa bilarik:
Cy-C? 2-6

3
P(A; |4,) = =——=-
(4 14) = =5t = S =

Nohayat, A; vo A, hadisoslorinin bas verdiyini gobul edoarak
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ct-c?
C3

=1

P(A; A1 NAy) =

oldugunu slds edoarik. Beloalikly,
15 3
= P(A)P(A; |A))P(A;5 |41 N Ay) = %g = o
Mosoalos 10. Metal pul gerb tizii diisons qodor atilir. Ilk
li¢ sinagda gerb liziiniin diismasi ehtimalini tapin.
Holli. A; ={i-ci sinaqda gerb tiziinliin diismasi} olsun.

Bu hadisalar bir-birindan asili hadisslor oldugu tigiin
P(Ay N A; NAz) = P(A1) P(Az |A) P(A5 141N Ay) =

1
= P(A1) P(Az) P(A3) =5'5'5 =9

Moasalo 11. Hodofi vurma ehtimallar1 uygun olaraq
0,2 vo 0,3 olan iki atic1 hadofs névba ilo atos agir. Hodofi ilk
vuran atic galib hesab olunur. Ikinci aticinin galib golmasi
ehtimalini tapin.

Holli. Asagidak: hadissleri daxil edak:

A ={ikinci aticinin qalib galmosi},
B ={hodofi birinci aticinin vurmasi},
C ={hadofi ikinci aticinin vurmast}.

B va C ilo uygun olaraq B vo C hadisalorinin oks
hadisalorini isaro edok. Ehtimali axtarilan A hadisosini
asagidaki kimi yazmagq olar:

A=(BnC)UBNCNBNCOUBNCNBNCNBNC)U..
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Aydindir ki, B vo C hadisalori asili olmayan hadise-
lordir va demali, B vo C, homg¢inin B vo C hadisalori do asili
olmayan hadisslordir. Bundan slave métarizs i¢erisinds olan
hadisslor uyusmayan hadisslor oldugu ti¢iin

P(A)=P(BNC)+P(BNCNBNC)+

+P(BNCNBNCNBNC)+ - =
= P(B)P(C) + P(B)P(C)P(B)P(C) +

+P(B)P(C)P(B)P(C)P(B)P(C) + - =
= P(B)P(C) (1 +P(BIP(C) + (PBIP(C))" + ).

oldugunu alds edorik.
Sarto gors,

3
. P(C) = —

2
P(B) = =

10’

Aydindir ki, oks hadisolorin ehtimali

P(§)=1—P(B)=%;P(C_') =1—P(C)=1—70.

Bu ehtimallar1 nozors alsaq A hadisasinin ehtimalini
tapa bilorik:

pay= 2.3 (1483 (8 3>2+ _
~ 10 10 10 10 T \10 10 B

24 1+56+(56>2+ 24 1 6
100 100 ~ \100 100 1 _ 356 11

100
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Masalo 12. Forz edoak ki, hadafin vurulmasi hadisasinin
ehtimali p-dir. 4 atosdon 2-sinin hodofs doymasi hadisasinin
ehtimali olan P, (2)-ni tapmagq talob olunur.

Holli. Hor bir atos zamani hodafin vurulmasi hadisasini
A ilo, onun oks hadisasini isa 4 ilo isars edok. Hodofin iki dofo
vurulmasi hadisasini asagidaki uyusmayan hadisslorin comi
soklindo gostors bilarik:

ANANANA ANANANA ANANANA;
ANANANA ANANANA; ANANANA.

Bu hadisalorin say1 C2 = 6-dir. Digor torofdon uyusmayan
bu hadisalorin hor birinin ehtimali p?(1 — p)?-dir. Belaliklo,

Py(2) = Cip*(1 —p)*.

Mbasals 13. A vo B oyuncgular1 ovvalco oyun zarini,
sonra iso 2 dofo metal pul atirlar. Oyun zaorindo 1 vo ya 2
rogomi diisorss, A oyuncusu qalib golir, metal pulun atil-
masinda he¢ olmazsa, bir dofs gerb {izli dlisorss, B oyuncgusu
qalib golir. Oyun odalotlidirmi?

Halli. Oyun zorinin atilmasi zamani 1 va ya 2 rogominin
diismosi ehtimali

2 1
P1 = g = §
Gerb Uiziiniin diismomoasi hadisasinin ehtimali:
11 1
273377
Hec¢ olmazsa, bir dofo gerb tliziiniin diismosi ehtimali:
1 3
P3 - 1 - Z - Z
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Oyun zorinin atilmasi zamani 2-don boyuk rogomin
diismosi hadisasinin ehtimali:

Iki dofa gerb diismaosi ehtimal:
o 111
T2 274

A oyuncgusunun qalib golmasi ehtimali:
13 21 5

P(4) =

31731712

B oyuncusunun qalib golmasi ehtimali:

5 7
PB)=1-155=15

Oyun odalstli deyil, belo ki, B oyung¢usunun qalib
golmoasi ehtimali daha ¢oxdur.

§1.7-da ehtimal nazariyyasinin bazi tarixi masalalari
ilo tanis olduqg. Bela masalalorden biri de asili olmayan
hadisalarle baglidir. Dogrudur, o zaman bu anlayis hala
verilmamisdi, lakin intiutiv saviyyada istifads olunurdu.

Masalo 14 (Sevalye de Mere paradoksu). De Mere
bels bir oyun toklif etmisdir:

Mon 2 oyun zorini 24 dofs atiram, ogor he¢ olmasa, 1
dofo hor iki zordo eyni zamanda 6 Uzl disss, qalib hesab
olunuram. Raqibim iss eyni zamanda 4 oyun zorini 1 dofo
atir, agor hec¢ olmasa, 1 dofo 6 iizii diiss9, qalib hesab olunur.
Ik baxisda ona elo galmisdir ki, 6zii li¢iin daha sansh varianti
secmisdir. Lakin bu halda udmaq ovozino daha tez-tez
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uduzdugunu gorarak, B.Paskala miiracist edir. Paskalin de
Mereys cavabi ilo tanis olaq:

A ilo 2 oyun zori 24 dofs atildigda, he¢ olmasa 1 dofa
hor iki zords eyni zamanda 6 Uziliniin diismasi hadisasini,
yoni de Merenin qalib galmosi hadisasini, A4 ilo iso A-nin oks
hadisosini isaro edok. 4; ilo zorlori i-ci dofs atdigda hor iki
zords eyni zamanda 6 Uliziinliin diismomasi hadisasini isare

edok. Aydindir Ki,
24
A:ﬂ&.
i=1

A;-lorin kiilliyyatca asili olmayan hadisalar oldugunu

vo P(4;) = %,i = 1, 24 oldugunu noazors alsagq,

24

P(A) = P (ﬂ &) - ﬁp(@ = (P(A))?** = (3—2)
i=1 i=1
Beloaliklo,
PA)=1-PA)=1- (%)24 ~ 0,49.

Indi iso rogibin golobasi hadisasinin (B) ehtimalini
hesablayagq.

B ilo iso B-nin oks hadisasini, B; ilo iso zari i-ci zordos 6
izl diismomosi hadisasi olsun. Aydindir ki,

4
E:ﬂa.

i=1
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Digor torofdon, B; hadisalori kiilliyyatca asili olmayan
hadisslordir vo

__ 5
P(BY)=%, i=14&

Demalij,
5 4‘
P(B)=1- (5) ~ 0,51.
Gorundiyu kimi,
P(A) < P(B).

Demoli, Sevalye de Merenin tez-tez moglub olmasi
tosadiifi deyilmis.

Yuxaridaki massloys adobiyyatda bazon Hiiygens mo-
salasi do deyirlor. Buna banzayon basqa bir masalo mogshur
italyan alimi Qalileyin ad1 ilo baghdir (bax, §1.7).

Mbasoalalar.

1. Iki diizgiin oyun zori atilir. A = {eyni izlorin diismosi} va
B ={ikinci zards 3 diismasi} hadisslarinin asili olub olmadigin
miioyyan edin.

2. iki diizgiin oyun zori atilir. A ={diison rogomlor cominin tok
odod olmasi} veo B = {ikinci zorde 5 vo ya 6 diismosi}
hadisalorinin asili olub olmadigini miiayyen edin.

3. iki diizgiin oyun zori atilir. A = {hor iki zordo 1 diismesi} vo B =
{hor iki zords 2 diismoasi} hadisslorinin asili olub olmadigin
miioyyan edin.

4. Bernsteyn misali Bir iizii qirmizi, bir iizii yasil, bir {izii mavi,
sonuncu Uzii isa hor ili¢ rongin qarisigindan olan ronglorls
boyanmis tetraedr miistavi lizarins tosadiifi olaraq atilir.

A ={lizerinds qirmizi rong olan lizlin diismasi},
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B ={lizoerindo mavi rang olan iiziin diismasi},

C ={lizerindo yasil rong olan liziin diismosi}
hadisolorinin ciit-ciit asili olmadigini, lakin kiilliyatca asili
oldugunu gostorin.

§1.13. He¢ olmasa bir hadisanin bas vermasi ehtimali

Forz edok ki, sinaq noaticosindo kiilliyatca asili olmayan
n tosadiifi hadiss vo ya onlardan bir negasi bas vers bilar
(xtisusi halda biri bas vera bilor vo ya heg biri bas vermoz).
Bu hadisslorin hor birinin bas vermasi ehtimali verilmisdir:
Pk = P(A), k=T1n.

Kiilliyyatca asili olmayan A4, A, ..., A, hadisolorindon
he¢ olmasa birinin bas vermosi hadisasini A ilo isaro edok.
Gostarmok olar ki, bu hadisonin ehtimali

P(A) =1-q192 - qn, (1D

burada q, = P(4,),k = 1,n.
Dogrudan da, Avo A4, A,, ..., A, oks hadisaler oldugu
lclin onlarin ehtimallari comi vahidos borabordir:

P(A)+P(A;NnA4A,Nn..NnA4,)=1.

Digar torofdon A4, A,, ..., A,, hadisalori kiilliyatca asih
olmadiqlari tigiin
P(A)=1-P(A;NA,Nn..NnA) =

=1- P(/Tl)P(/Tz) ---P(/Tn)
voya
P(A) =1-q1qz ... qn
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oldugunu slds edorik.

Xisusi halda, agor ktilliyatca asili olmayan A4, 4,, ..., 4,
hadisolorinin ehtimallari eynidirss, yoni P(4;) = p, k = 1,1,
olarsa, onda bu hadisslordon he¢ olmasa birinin bas vermasi
ehtimal

_ P(A)=1-q", q=1-p. (2)
Indi iso mévzuya aid maosalo halli nlimunolori verak.

Mbosalo 1. Bir-birindon asili olmayaraq islayon tig
sirkotin miioyyon tapsirigl vaxtinda yerino yetirmasi
ehtimali uygun olaraq 0,7; 0,4 vo 0,8 -dir. Bu tapsirigin heg
olmasa bir sirkot torofindon vaxtinda yerino yetirilmasi
hadisasinin (A) ehtimalini tapin.

Holli. Sorto géro p; = 0,7; p, = 0,4 vo p; = 0,8. Bura-
dan q; = 0,3; g, = 0,6 vo g3 = 0,2 olar. Belaliklo, (1) diis-
turuna asason

P(A)=1-q19293=1-0,3-0,6-0,2 = 0,964.

Mbasale 2. Diismon toyyaresi 2 muxtelif hava hiicu-
mundan miidafis qurgusu ilo ateso tutulur. Bu qurgularin
hodofi vurma ehtimallarinin uygun olaraq 0,84 vo 0,9 oldugu
molumdur. He¢ olmasa bir qurgunun toyyarsni vurmasi
ehtimalini tapin.

Holli. Sorto goro p; = 0,84 vo p, = 0,9. Buradan q; =
0,16 vo g, = 0,1 olar. Belaliklo, (1) diisturuna asason

P(A)=1-q;9, =1-0,16-0,1 = 0,984.

Gortindiyu kimi, hodofin he¢ olmasa bir qurgu tors-

findon vurulmasi ehtimali 0,984 kifayot qodor boytk ehti-
maldir. Bu iso o demokdir ki, liglincli qurgudan istifado
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etmoyo ehtiyac yoxdur vo belslikls, bu ehtimali bilmok imkan
verir ki, silaha vo sursata gqonast olunsun.

Masals 3. Aticinin hadafi vurma ehtimal 0,4-diir. O, az1
nec¢o atos agmalidir ki, 0,9-dan az olmayan ehtimalla hodofi
vursun?

Holli. Sorto gore p = 0,4. Buradan g = 0,6. Belalikly,
(2) diisturuna ssason

1-q" =09

olmaldir. Belaliklo, n = 5. Demali, hadsfin 0,9 dan kigik ol-
mayan ehtimalla vurulmasi {iglin atict hodofs az1 5 atos
acmalidir.

§1.14.Tam ehtimal vo Bayes diisturlari

Praktiki mosalolorin hollinds genis istifade olunan iki
mithiim dusturla tanis olaq. ©Ovvealcs tam ehtimal diisturunu
verak. Tam ehtimal diisturu bas vermasi muisyyan sortlorden
(hipotezlordon) asili olan hadisenin ehtimalini tapmaga
imkan verir.

Torif. ©Ogor Hy, H,, ..., H,, hadisalori
1. HHFNH; =0, i+,
2.UL H = Q
sortlorini 6doyorss, bu halda deyirlor ki, onlar hadisslorin
tam qrupunu amoald gotirir. H;-loro hipotezlar vo ya for-
ziyyalar do deyirlor.

Forz edok ki, Hq,H,,...,H, tam qrup omoslo gotiron

hadisolordir vo P(H;) > 0,i=1,n. Onda H;-lordon har hansi
ilo birgs bas vera bilon ixtiyari A € F hadisasinin ehtimalh
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P(A) = ) P(H)P(AIH) )
i=1

diisturu ilo tapila bilor. (1) tam ehtimal diisturu adlanir.

(1) diisturunun dogrulugunu goésterak. Dogrudan da,
n

n

i=1 i=1

Ehtimal 6l¢iisiiniin additivlik xassasindon vo ehtimallarin
vurulmasi diisturundan istifada edarak

P(A) = P (U(A n Hl-)) = D> PANH) = ) P(H)P(AIH)
i=1 i=1 i=1

oldugunu oldo edarik. Belalikls, (1) diisturunun dogrulugunu
gostardik.

indi iso tam ehtimal diisturunun totbigins aid asagi-
daki masalalors baxagq.

Mbasals 1. Birinci qutuda 1 ag, 9 qara; ikincids iso 1
qara va 5 ag kuiracik var. Har bir qutudan qaytarmamagq sorti
ilo bir kuiracik gotiirulur. Qalan kuracikler iss 3-cti bos qutuya
goyulur.3-cii bos qutudan ¢ixarilan kiraciyin ag rongdo
olmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

Holli. Ovvolco A hadisasini daxil edok:

A ={3-cii qutudan ¢ixarilan kiiraciyin ag rongli olmasi}.

Indi is2 hipotezlori quraq:

H; ={1-ci va 2-ci qutudan ag rongli kiiraciyin ¢ixarilmasi},
H, ={1-ci vo 2-ci qutudan qara rangli kiiraciyin ¢ixarilmasi},
H; ={1-ci qutudan ag, 2-ci qutudan qara rongli kiirociyin
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cixarilmasi},

H, ={1-ci qutudan qara, 2-ci qutudan ag rongli kiirociyin
cixarilmasi}.

Asanligla gormok mimkiindiir ki,

P(H,) = 1 P(H,) ° .1
Y710 6’ 22710 6’
PHL) 1 1 PHL) 9 5
3710 6’ 710 6°
Indi iso P(AIH;) ehtimallarini tapagq:
4 6
P(AlH,) = 1z P(AlH,) = v
P(AH,) = > P(AIH,) = >
397 14’ T g
Belolikls, tam ehtimal diisturuna asasan
4
P(A) = ) P(HY) - PAIH) =
i=1
1 4+3 6+1 5+3 5 38
12 14 20 14 60 14 4 14 105

Mosalo 2. Statistik olaraq malumdur ki, miioyyan boytik
bankdan goétiiriilon kreditin 10%-ni dévlst orqanlari, 30%-ni
digor kicik banklar, 60%-ni iso fiziki soxslor gotirir vo
kreditin gaytarilmamasi ehtimali 0,01; 0,05 vo 0,2-dir.
Kreditin vaxtinda qaytarilmamasi ehtimalini (kredit riskini)
tapin.

Holli. ©vvalco A hadisasini daxil edok:

A ={kreditin vaxtinda qaytarilmamasi}.
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Indi iso hipotezlori quraq:
H; ={kreditin dévlot orqanlar1 torsfindon gotiiriilmosi},
H, ={kreditin kicik banklar torafindon gotiirtilmasi},
H; ={kreditin fiziki soxslor torsfindon gotirilmasi}.
Asanligla gormok miimkundiir ki,
P(H,) =01, P(H;) =03, P(H3)=0,6.

Indi iso P(AIH;) ehtimallarini tapagq:
P(AIH,) = 0,01, P(AIH,) =005  P(AlH;) = 0,2.

Belaliklo, tam ehtimal diisturuna asason

3
P(A) = Z P(H,)P(AIH;) = 0,136.
i=1

Mosoals 3. Ug eyni qutu vardir. Birinci qutuda 3 ag, 4
qara, ikinci qutuda 2 ag, 3 qara, li¢clincii qutuda iso 6 qara
kiiracik vardir. Tosadiifi olaraq bir qutu segilir vo oradan bir
kurocik ¢ixarilir. Bu kuraciyin ag rongli olmasi ehtimalini
tapin.

Holli. Ovvalco ehtimal axtarilan hadisoni daxil edok:

A ={tosadiifi se¢ilmis qutudan ¢ixarilan kiirociyin ag olmasi}
Indi isa hipotezlori daxil edok:

H; ={i-ci qutunun secilmosi},i = 1, 2, 3.
Aydindir ki, P(H;) = %

Asanligla gérmok olar ki,

3 2
P(AlH,) = 7 P(AlH,) = T P(AlH;) = 0.
Belaliklo, tam ehtimal diisturuna asason
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2 ) 29
105

3
P(A) = Z P(H)P(AIH;) = % : (; +5+0
=1

Masola 4. Qutuda 5 mavi, 3 qirmizi, 2 yasil kiiracik var-
dir. Kiiraciklor gaytarmamagq sortilo bir-bir ¢ixarilir. Ikinci
¢ixarilan kiiraciyin mavi rongli olmasi hadisasinin ehtimalini
tapin.

Holli. ©vvalco ehtimal axtarilan hadisoni daxil edak:

A ={ikinci ¢ixarilan kiiraciyin mavi rangli olmast}.

Indi iso hipotezlori daxil edok:
H; ={birinci ¢ixarilan kiiraciyin mavi rongli olmasi},

H, ={birinci ¢ixarilan kiiraciyin qirmizi rangli olmast},

H; ={birinci ¢ixarilan kiiraciyin yasil rongli olmasi}.
Aydindir ki,

5 3 2
P(H) =15, PU) =25  PH) =75

Asanligla gormok olar ki,

4 5 5
P(AH) =5, P(AH) =5,  P(AHy) =3

Beloliklo, tam ehtimal diisturuna asasan
P(A) = 5 4+ 3 5+ 2 5 45 1
10 9 10 9 10 9 90 2
Qeyd edak ki, birinci ¢ixarilan kiiraciyin rongi mslum
olarsa, bu ehtimal artar. Masalan, ilk ¢ixarilan kiiraciyin mavi

olmadig1 molum olarsa, bu halda A hadisasinin ehtimali g -3
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barabor olar.

Moasals 5. Qrupda 5 slagy, 10 yaxsi oxuyan vo 15 zoaif
oxuyan tolobo var. imtahan zamani olagilar homiso ola
qiymat, yaxsi oxuyanlar eyni ehtimalla sla va yaxs1 qiymatloer,
zoif oxuyan tolobalor iso eyni ehimalla kafi vo geyri-kafi
qiymatlor alir. Asagidaki hadiselorin ehtimalini tapin:

A ={tosadiifi secilmis tolobonin sla gqiymot almasi},

B ={tosadiifi se¢ilmis tolobonin yaxs1 giymot almasi},

C ={tosadiifi secilmis tolobonin kafi giymaot almasi},

D ={tosadiifi sec¢ilmis tolobanin geyri-kafi giymot almasi}.

Holli. Asagidaki hipotezlori daxil edok:
H; ={secilmis tolobonin sla¢1 olmasi},
H, ={secilmis tolobanin yaxs1 oxuyan tolobs olmasi},
H; ={secilmis tolobanin zsif oxuyan tolobs olmasi}.
Masalonin sortindon aydindir ki,

15
P(H3) = =

10
0’ 30

5
P(H1) = %: P(Hz) = 3_

Indi iss asagidaki sorti ehtimallar1 hesablayaq:
1
P(AIH) =1, P(AIH,) = P(BIH;) =,

P(B|H3) = P(C|H3) = P(D|H3) =1
Tam ehtimal disturuna asasan
1 11

3
1
P(A) = ZP(Hi)P(A|Hi) =1lz4534+0=3
=

Eyni qayda ile hesablamaq olar ki,

127



Rdvsan Oliyev

P(B) = O1 11+1 1 1
76 23 23 3

PC) = 1 ()_1 1 1
% 32 6

Mbasals 6 (Oyuncunun miiflis olmasi1 haqqinda).
Metal pulun atilmasi ils bagh asagidaki oyuna baxagq, bels ki,
bu oyunda oyungu gerb vo ya roqgom iiziinli se¢dikdon sonra
metal pul atilir. ©gor oyungunun 6ncodon dediyi iz diisorss,
onda o, 1 manat gazanir, oks halda, 1 manat uduzur. Forz
edok ki, oyungunun ilkin kapitali x manatdir, oyungunun
mogsodi a moablogini gazanmaqdir. Oyun a mablogini
gazanana goador vo ya movcud kapitali uduzana qodor davam
edir. Arzuolunan a moablogini qazanmadan oyung¢unun
uduzmasi hadisssinin ehtimalini tapmaq tslob olunur.

Holli. Aydindir ki, bu ehtimal x ilkin kapitalindan vo
yekun a moblogindon asilidir. x kapitali olan oyun¢unun
miiflis olma ehtimalini p(x) ilo isars edok. Onda daxil olunan
isaralomolors asasan, ilkin addimda qazanmagq sorti ilo miiflis
olma hadisssinin ehtimali p(x + 1) olacaq, belo ki,
qazandigdan sonra oyuncunun kapitali x + 1 mablogino
borabor olacaqg. Analoji olaraq, ilkin addimda uduzmagq sorti
ilo miiflis olma hadisasinin ehtimali p(x — 1) olacagq, bels ki,
uduzduqdan sonra oyunc¢unun kapitali x — 1 mablagins bo-
rabor olacag. Oyungunun birinci addimda gazanma hadi-
sosini H; ilo, uduzma hadisasini iso H, ils isars edok. Oyun-
cunun miiflis olma hadisasi A olsun. Bu halda miiflis olmanin
sorti ehtimallar1 asagidaki diisturlarla ifads olunur:

P(A|H) =p(x + 1), P(A|Hy) =p(x—1).
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H, vo H, tam qrup hadisslori amals gatirir, belo Ki,
oyuncu ilk addimda ya gazanir, ya uduzur, aydindir ki,

1
P(H,) = P(Hy) = P

Tam ehtimal diisturuna asason p(x) ehtimal li¢iin
asagidaki tonlik alinir:

p(x) =%(p(x+1)+p(x—1)) , 1<x<a-1,
belo ki, p(0) = 1,p(a) = 0.

Bu tonliyin holli p(x) = C; + C,x xotti funksiyasidir,
burada amsallar asagidaki sorhad sortlorinden toyin olun-
malidir:

p(0) =C; =1.

Eyni qayda ils,
p(a) =C, + C,a=0.

Beloliklo, x ilkin kapitalina malik oyunc¢unun axtarilan
p(x) miiflis olma ehtimali liglin yekun ifadoni aliriq:

X
p(x)=1—E,OSxSa.

Indi iso Bayes diisturlan ilo tanis olag. Tam ehtimal
diisturunda qoyulmus mosalonin tors mosslasinin halli ticiin
Bayes diisturlarindan istifads olunur.

H{,H,,...,H, tam qrup omolo gotiron hadisolor va
P(H;) > 0,i=1,n ehtimallar1 malum olsun. Forz edok Ki,
P(A) > 0 vo smnaq noticosinds A hadisasi bas vermisdir.
Onda
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P(H;)P(A|H;)

PUHIA) = S5 tiyPCalHy

i=1n (2

(2)-yo Bayes diisturlari deyilir.
(2) diisturlarinin dogrulugunu gostorok. Sorti ehtima-
lin torifine asason
P(ANHy) = P(H)P(AlH)), P(H;) >0,
Vo
P(ANH;) = P(A)P(H;|A), P(A)>0.

Sol toraflorin boraberliyinden sag toroflorin do bora-
barliyi alinir:
P(A)P(H;|A) = P(H;)P(A|H)).

Digor torofdon sorto goro P(A) > 0 oldugu ti¢iin sonun-
cu boraborlikdon
P(H)P(A|H;)
P(H;|A) = @)
oldugunu aldos edorik.

Nohayot, moxracds P(A) avozinos tam ehtimal diisturu-
nu yazaraq Bayes diisturlarini aldo edorik.

Qeyd edok ki, P(H;) ehtimallar1 aprior ehtimallar
(eksperimentdon ovvalki), P(H;|A) sorti ehtimallar1 iso
aposterior (eksperimentdon sonraki) ehtimallar adlanir.
Bayes diisturlar1 aposterior ehtimallarin komayi ilo aprior
ehtimallar1 giymoatlondirmoys imkan verir. Basqa sozlo,
Bayes diisturlar1 A hadisasinin bas vermoasini qobul edorak,
sinaqdan ovval irali siirtlon forziyyslorin ehtimallarini de-
qiglesdirmoys imkan verir. Bayes diisturlari riyazi statis-
tikada, iqtisadiyyatda, tibbi diagnostikada s. istifade olunur.
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Indi iso Bayes diisturlarina aid masalo halli niimunolori
verak.

Masala 7. Birinci qutuda 2 ag, 3 qara, ikinci qutuda 5 ag
va 2 qara rangli kiiracik vardir.Tesadtifi olaraq bu qutulardan
biri segilir vo oradan bir kiiracik ¢ixarilir. Cixarilan kiiraciyin
ag rongli oldugu moalumdur. Birinci qutunun se¢ilmis olmasi
ehtimalini tapin.

Holli. H; = {birinci qutunun secilmosi},

H, = {ikinci qutunun secilmosi}.

Aydindir ki,

1 1
P(Hy) = E: P(H,) ZE-

indi iso sorti ehtimallari tapagq:

2 5
P(AIH,) = =,P(AIH,) = =.
(AlH) = 5, P(AIH,) = 2
Bayes diisturuna asasan

12
P(Hy) - P(A|Hy) __2's =£
71 P(H)) - P(A[H)) %%—i—%g 39

P(H,A) =

Qeyd edok ki, bu halda ikinci qutunun segilmasi ehtimall

25
P(HA) =35

daha boyiikdiir. Bu onunla baghdir ki, ikinci qutuda ag
kuirociklorin say1 daha ¢oxdur.

Mosalo 8. Statistik olaraq molumdur ki, miioyyan boytik
bankdan gotiirtilon kreditin 10%-ni dovlst orqanlari, 30%-ni
digor kicik banklar, 60%-ni iso fiziki soxslor gotiiriir vo
kreditin gaytarilmamasi ehtimali 0,01; 0,05 vo 0,2-dir.
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Kredit s6bosins kreditin qaytarilmamasi hagqinda moalumat
daxil oldu. Kreditin hor hansi kicik bank torofindon qay-
tarilmamasi ehtimalini tapin.
Holli. Ovvolco A hadisosini daxil edok:
A ={kreditin vaxtinda qaytarilmamasi}.
Indi iso hipotezlori quraq:
H; ={kreditin dovlot organlari torofindon gotiiriilmasi},
H, ={kreditin ki¢ik banklar torsfindon gotirilmaesi},
H; ={kreditin fiziki soxslor torsfindon gotiriilmasi}.
Asanligla gormok miimkundiir ki,
P(H,) =01, P(H,) =03, P(H3)=0,6.
Indi iso sorti ehtimallar tapagq:
P(AlH,) = 0,01, P(AlH,) = 0,05, P(AlH3) = 0,2.

Bu ehtimallar1 Bayes diisturunda nazars alsaq
0,3-0,05

P(H,1A) = ~ 0,11.
(Ha14) 0,1-0,01+0,3-005+0,6-0,2

Beloalikla, H, hipotezinin aprior ehtimali P(H,) = 0,3
daqiqilasdirilmis oldu.

Mosoals 9. Igtisadgi-analitik miioyyon élkodoki igtisadi
voziyyoti sorti olaraq “yaxs1”, “orta” vo “pis” olmaqla qiy-
motlondirs bilor vo onlarin miisyyon bir zaman {giin ehti-
mallarin1 uygun olaraq 0,15; 0,70 vo 0,15 olaraq giymot-
londirir. Molumdur Ki, iqtisadi voziyystin gostaricisi olan bazi
indekslor voziyyst “yaxs1” olduqda 0,6 ehtimali, voziyyat
“orta” olduqda 0,3, voziyyat “pis” olduqda iso 0,1 ehtimali ilo
artir. Iqgtisadi voziyyot indeksinin artimi miisahido
olunmusdursa, 06lke iqtisadiyyatinin vaziyyotinin “yaxs1”
olmasi ehtimali no qodordir?

132



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

Holli. Ovvalco A hadisoesini daxil edok: A = {iqtisadi
voziyyot indeksinin artmasi}.
indi iso hipotezlori quragq:
H, ={iqtisadi voziyyatin “yaxs1” olmasi},
H, ={iqtisadi vaziyyatin “orta” olmasi},
H; ={iqtisadi vaziyyetin “pis” olmasi}.
Masoalonin sortindon aydindir ki,
P(H,) = 0,15, P(H,) = 0,70, P(H3) = 0,15.

olacaqdir. P(AlH;) sorti ehtimallari isa
P(AIH,) =0,6, P(AIH,) =03, P(AlHs)=0,1.

Bayes diisturuna asason
P(H,1A) = 0,285.

§1.15. Entropiya vos informasiya miqdar1 anlayislari

Entropiya termini tobiot elmlorindo genis istifads olu-
nur. Entropiya s6zii qodim yunan so6zi olub €v “icinds” +
Tpotm iso “gevrilmo” monasimi verir. Bu soz ilk dofs ter-
modinamik sistemin voziyyetinin funksiyasi kimi termodi-
namika ¢arc¢ivasindas totbiq edilmisdir, enerjinin geri donmoz
yayllmasinin 6l¢lisiinii ifado edir. Fizikanin bu bélmasinda
entropiya anlayisi ticiin termodinamik entropiya adi istifado
olunur; termodinamik entropiya adoton tarazliq (déneon)
proseslori tosvir etmok tglin istifado olunur. Statistik
fizikada entropiya makroskopik vaziyyotin bas vermo
ehtimalin1 xarakterizo edir vo Boltzmann-Gibbs entropiyasi
kimi do taninir. Entropiya anlayisi riyaziyyatda genis istifads
olunur: informasiya noazariyyesi va ehtimal nozoriyyasinda.
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Bu saholordo entropiya statistik yolla miioyyon edilir vo
statistik vo ya informasiya entropiyasi adlanir. Entropiyanin
bu torifi Sennon entropiyasi adlanir. Qeyd edok ki,
termodinamik ve informasiya entropiyalar1 anlayislar1 miix-
tolif anlayislar kimi goriinse do, onlarin timumi fiziki monasi
vardir: hor ikisi sistemin mikro hallarinin saymnin loqarif-
midir. Bu anlayislar arasindaki olageni ilk dofs Liidviq
Boltsman qurmusdur. Tarazligda olmayan (geri dénmoz)
proseslords entropiya hom das sistemin voziyyatinin tarazliga
yaxinliginin 6lciisii kimi xidmot edir: entropiya no godor
boytlikdiirss, sistem tarazlifa bir o qodor yaxindir. Basqa
sOzlo, termodinamik tarazliq voziyystindo sistemin
entropiyasi maksimumdur. Beloalikls, entropiya bir sistemin
miirakkabliyinin, xaotikliyinin vo ya geyri-miioyyanliyinin
Olclisiidur. Sistemin elementlori hor hansi bir nizama no
godor az tabe olsa, bu sistemin entropiyasi da bir o qador
yuksokdir. Sennon entropiyas! anlayisini vermoazdon avval
Xartli informasiya miqdar1 anlayisini daxil edak.

Torif 1. Molumatda olan informasiya miqdarini tayin
edon molumatin loqarifmik ol¢iisiino Xartli informasiya
miqdari deyilir:

I = klog,n, (D

burada I molumatdak: informasiyanin bitlorlo miqdari, n
istifads olunan olifbadaki simvollarin say1 (alifbanin giicii), k
otiirilon melumatdaki simvollarin sayidir.
(1) diisturu 1928-ci ilds Ralf Xartli torofindon verilmisdir.
Olifbada bir simvolundaki informasiya miqdar1 olan
i-nin taplmasi ticiin asagidaki diistur dogrudur:
i =log,n.
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Buradan alfavitin giiclinii tapmaq miimkiindiir:
n = 2.,

Forz edok ki, A olifbasinin n sayda horfindon istifads
olunmaqla melumat yaradilir:
|A| = n.

Miixtoalif molumatlar ti¢lin miimkiin variantlarin sayu:
M =n*
burada M miixtalif molumatlarin miimkiin sayi, n olifbadaki
horflorin sayi, k iso molumatdaki horflorin sayidir.
Misal 1. Forz edak ki, alifba 16 simvoldan ibaratdir:
"1, 2", "3, "4, "5, e, 7", 8", "9", 0",

n mn n |'*|' n n "A" n n
+F-F p/r r#

Mslumatin uzunlugu 10 simvoldan ibarstdir (mosalon,
"E123F1*3NM#M).

Bu misalda olifbanin giicii n = 16, malumatin uzun-
lugu iso k = 10-dur. Se¢diyimiz olifba vo molumatin uzun-
lugundan istifado etmoklo M = n* = 16'° sayda molumat
tortib edilo bilor. Xartli diisturuna asason miioyyon etmok
olar ki, bu malumatlardan birinin har simvolunda olan infor-
masiyanin migdari

i =log,n =log, 16 = 4 bit
olar.

(1) diisturuna asason biitiin mslumatdaki informasiya
miqdart iso
I = klog,n =10log, 16 = 40 bit.

Informasiya nozoriyyosi informasiyanin oldo edilmosi,
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oturilmasi, emal edilmasi vo saxlanilmasi il bagh komiyyot
ganunauygunluglarini éyronan elm sahosidir. Informasiya-
nin 6tiirtilmasi proseslorine xas olan tasadiifilik slamatlori bu
proseslorin todqiqi zamani ehtimal nozoriyyasinin metodl-
arindan istifadoni zoruri edir. Malumdur ki, ixtiyari infor-
masiya otlirtilmosi tliglin avvalca xilisusi simvollar vasitasilo
kodlasdirilmalidir.

Aydindir ki, miiayyan fiziki sistemin voziyyoti tosadiifi
olaraq doyisirso bu zaman miioyyon geyri-mioyyonlik ya-
ranir. Tobii olaraq belo sual meydana ¢ixir ki bu geyri-
miuoyyonliyi neco 6l¢gmok olar? Belo geyri-misyyanliklors
malik olan iki sistemi miiqayiso edok:

1. Bir simmetrik metal pul atilir. Aydindir ki, bu zaman
iki miimkiin natico vardir. Gerb vo yaraqgom diismasi.

2. Ikinci stoxastik eksperiment olaraq bir oyun zarinin
eksperimentino baxaq. Aydindir ki, bu zaman alti miimkiin
notico vardir: 1,2,...,6 . Goriindiyu kimi ikinci stoxastik
eksperimentin geyri-miioyyonliyi daha ¢oxdur. Ilk baxisda
elo goriino bilor ki, geyri-miioyyonlik doracasi sistemin mim-
kiin vaziyystlorinin say1 ilo miioyyan edilir, lakin imumi
halda bu belo deyildir. Masolon, saz vo nasaz vaziyyatdo ola
bilon bir qurguya baxsaq ve avvalcodon moalum olsa ki, onun
saz vaziyyotdo olmasi ehtimali 0,99, nasaz vaziyyatds olmasi
ehtimali iso 0,01 -dirso aydindir ki belo sistemin geyri-
miuoyyanliyi ¢ox azdir. Clinki biz ominliklo bu sistemin saz
vaziyyatda isloyacayini s0yloya bilorik. Oyun zarinin atilmasi
eksperimentindo iki notico vardir, lakin bu eksperimentin
geyri-miayyanliyi ¢oxdur. Belaliklo, goriiriik ki hor hansi
fiziki sistemin geyri-miioyyonliyi tokco onun ola bilacoyi
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voziyyoatlorin sayindan asili olmayib hom do bu voziyystlords
olma ehtimallarindan asilidir.

indi iso stoxastik eksperimentin entropiyasi anla-
yisinl verak.

Hor hansi bir stoxastik eksperimentin geyri-miioy-
yanlik daracasini toyin etmok ligiin do entropiya anlayisini
daxil edirlor. Forz edok ki, hor hansi G sinag1 aparilir vo bu
sinaga uygun elementar hadisslor fozasi sonlu elementar
hadisolor fozasidir, yoni diskret elementar hadisalor foza-
sidir:

Q= {(1)1: Wy, ", (‘)n};

bels ki, har bir elementar hadisslorin ehtimallari verilmisdir vo
1L.p;=20i=1m2Y"p =1
Torif 2.

n
H=H(G) = —Zmloyzpi

i=1
ododine G smagiin entropiyasi deyilir. H -a boazon
P1,P2, ---» Pn pPaylanmasinin entropiyasi da deyilir.

Bu torifo entropiyanin Sennon torifi dos deyilir.

Misal 2. Simmetrik metal pulun atilmasi eksperimenti-
nin geyri-muayyanlik daracasinin hesablayin.

Holli. Aydindir ki, Q = {G,R}. Elementar hadisalorin

ehtimal p; = P(G) = % vo p, = P(R) = % Bunlar1 entro-
piyanin torifinds nozors alsaq,
H = —(p;log, p1 + p2log,p2) =
= —(llogzl+llog21) = 1.
2 2 2 2
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Entropiyanin bels toyin olunmus vahidi “ikilik vahid”
adlanir va ¢ox zaman bit (ingilisco, “binary digit” ) kimi isars
olunur. Belsliklo, stoxastik eksperimentin geyri- miioyyonlik
Olciisii olaraq iki eyni ehtimalli naticosi olan eksperimentin
geyri-musyyanliyi goturulir.

Misal 3. Gerb tiziiniin diismasi ehtimali 31 olan simmet-

rik olmayan metal pulun atilmasi eksperimentinin qeyri-
miioyyonlik doracasinin (entropiyasini) hesablayin.
Holli. Aydindir ki, Q = {G,R}, belo ki, sorto goro

1 2
P1:P(G):3—V9P2:P(R):g-

Bunlari1 entropiyanin torifinds nozors alsaq,
H = —(p1log, p: + pzlog,p;) =

1 1 2 2
= — (§ l()gz§ + §log2 §) = —(—0,52 — 0,38) =0,9.

Misal 4. 0, 1,.., 9 rogomlorindon sado adadin se¢ilmosi
sinaginin geyri-miiayyonlik doracasini tapin.

Hoalli. 10 rogomdon 4 - sadadir: 2, 3, 5, 7. Buna gore
do sado adadin gotiiriilmasinin p; ehtimali 0,4-5 borabordir.
Oks hadisonin ehtimali iso p,=1- 0,4 = 0,6 -dur.

Entropiyanin torifino goro

4 10 6 10
H = Elogz T + Ewgz? = 109,10 — log,4 — log,6 =

= log,5 —log,3 —2 = 2,5—-1,6 = 0,9 bit.

Praktikada c¢ox zaman iki vo daha ¢ox sistemin birlos-
mosindon ibarst olan miirokkob sistemin entropiyasini tap-
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magq tolob olunur.

Miirokkob sistem dedikds elo (X, Y) sistemi basa diistiliir
ki, onun vaziyyatlori X vo Y sistemlorinin voziyyatlorinin biitiin
mimkiin kombinasiyalarindan ibarstdir. Yoni ogor X sis-
teminin voziyyatlari x4, ..., X, vo Y sisteminin voziyyotlari iso
Y1, ¥n -dirss, (X,Y) sisteminin voziyyatlori (x;,y;),i =
1,n, j=1,molar

Bu sistemin miimkiin vaziyyatlorinin say1 n - m olar. Yo-
ni X sisteminin x;, Y sisteminin iso y; voziyystinds olma eh-
timalini isars edok.

n m
HX,Y) = - z Z pijlog:pi;
i=1j=1

J

odadins (X, Y) miirakkab sistemin entropiyasi deyilir.

Forz edok ki, X vo Y sistemlori asili deyillor. Yoni sis-
temlor 6z vaziyyatlorinds bir-birindon asili olmayaraq olur-
lar. Bu halda p;; = p; - p; oldugu tgin H(X,Y) = H(X) +
H(Y) yoni asili olmayan sistemlorin birlosmasi zamani on-
larin entropiyalar1 comlanir.

Forz edok Ki, iki X vo Y sistemi var vo iimumi halda
asithidirlar. Forz edok ki, X sistemi x; voziyyotindodir.
P(yj|xi) ilo X sisteminin x; voziyystindo olmasi sortinds Y
sisteminin y; voziyyatinds olmasi ehtimalini isars edak:

P(yjlx:) = P{Y~y;[X~x;}
Y sisteminin sorti entropiyasi

m
H(Y|x;) = —z P(yilx;) - log P (y;|x;)
=1
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kimi toyin olunur. Sorti entropiya X sisteminin x; voziyye-
tindon asilidir. Bazi voziyyatlar tli¢tin o, boytik, bazileri tigiin
iso kicik olacaq. Y sisteminin tam vo ya orta entropiyasini
toyin edok. Hesab edak ki, sistem miixtalif voziyystlords ola
bilor. Bunun Ugln sorti entropiyani uygun voziyystin p;
ehtimalina vurub hasillari toplamagq lazimdir:

HOYX) = ) piH (V).
j=1

H(Y|X) entropiyasi X sisteminin geyri-miioyyanliyi gotiriil-
diikdon sonra Y sisteminin geyri-miioyyonliyini ifado edir.
Ogor X va Y iki asili sistemdirss, onlarin birlosmosinin
entropiyast:
H(X,Y) = H(X) + H(Y|X).
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II FOSIL
ASILI OLMAYAN SINAQLAR ARDICILLIGI

O sey ki, bizlara lap asikardir,
Orda da gizli bir xazina vardir.
Nizami Gancavi

Praktikada bir ¢ox maosalalorin holli zamani asili olma-
yan sinaqlar ardicilliginin éyronilmasi zorurati yaranir.
Forz edok ki, n sayda
Gy, Gy, ..., Gy (%)

noticosindon sobobo goro asili deyilss, onda (*) ardicilligl
sobabo goro asili olmayan sinaqlar ardicilligi adlanir.

Sinaqglarin asili olmazhiginin riyazi teorifini verak. Sa-
dolik iiciin n = 2 olsun. Forz edok ki, G; vo G, iki muxtalif
sinaq, (Q;,F;, P;) vo (Q,,F,, P,) iso bu sinaglara uygun
ehtimal fozalaridir. Homginin G; vo G, sinaqlarinin birlikds
aparilmasindan ibarat olan “miirokkeb” G = G; X G, sina-
gina baxaq, bu smaga uygun ehtimal fozasimi (Q,F, P) ilo
isaro edok. G smmagina uygun elementar hadisolor fozasi
Q; va Q,-nin diiz hasili kimi olar:

Q=0 %XQ, ={w=(w,w,):w; € Qy,w, € Q,}.
F sigma cobri iso asagidaki kimi toyin olunur:

F =F, xF,=0{A; XA,: A, € F1, A, € F,}.

Basqa sozlo, F sigma cobri Q-nin A = A; X A, sokilli
altgoxluglarinin dogurdugu o -cabrdir.
F sigma cobrinds P ehtimal 6l¢listi asagidak uzlasma
sortlorini ddayir:
P(A; X Qy) = P1(Ay) vo P,(4;) = P(Qy X A3)
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Torif 1. Ogor ixtiyari A € F li¢lin
P(A) = P1(A))Py(Az) =
= P(A; X Q) - P(y X 43)

olarsa, bu halda G; vs G, sinaglarina asili olmayan sinaq-
lar deyilir.

Qeyd edoak ki, xiisusi halda (*) sinaqglar ardicillig1 eyni
bir sinagin tokrarlanmasindan da ibarat ola bilar.

Misal 1. Bir simmetrik metal pul vo bir diizglin oyun
zori eyni zamanda atilir. Metal pulda gerb iiziiniin, oyun
zorindo iso 2 rogominin diismosi hadisonin ehtimalini tapin.

Holli. Bu eksperiments uygun elementar hadisslor fo-
zasinl quragq:

Q =0, xQ; ={(G,1);(G,2); ...;(G,6); (R, 1); (R, 2); ...; (R, 6)},
burada
Q, ={G,R}; Q, =11, ...,6}.

Asagidaki hadisalori daxil edok:
Al = {G} C Ql' A2 = {2} C QZ ']

Asanligla gormok miimkundiir ki,

P(A)_I l_1 P )_|A2|_1_P(A)_ﬂ_i
YT, 2 2700, 6’ Q] 12
Beloaliklo,
11 1
P(A) = P;(4,)-P,(4,) = AT
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§2.1. Bernulli sxemi
Forz edok ki, Gy, G5, ..., G, smaglar ardicilliginda hor
sinaq iki naticoys malikdir: A vo A. Bu naticolori sorti olaraq

“+” (misbat) vo “—” (moanfi) natico adlandiragq.
Ogor i-ci sinaqda “+” notico bas verirso, a; = 1, oks
halda, yoni “—" notico bas verirso, a; = 0 gobul edok va

onlarin ehtimalin1 asagidaki kimi isars edok:
P(a; =1)=p va P(a; =0) =g,

beloki, p+q = 1.

Belolikls, Gy, G, ..., G, sinaglar ardicilliginda hor bir
sinagin iki noaticasi (“+” vo “—") var vo bu naticolorin bas
vermd ehtimallart uygun olaraq p vo g olub sinagin
nomrasindon asili deyil. Belo n sayda sinaqglar ardicilligina
Bernulli sxemi deyilir vo hor bir sinaq Bernulli sinagi
adlanir.

Mosoalon, bir metal pulun atilmasi, har hansi fabrikin
istehsal etdiyi mohsulun yararhiliginin yoxlanilmasi vo s.
Bernulli sinagina misaldir.

Bernulli sxemins uygun elementar hadisalor fozasi
asagidaki kimi olar:

Q={w: w=1(ay,ay..,a,); a;,=0voyal, i =1,n}.

Belalikls, ixtiyari w € () elementar hadisasinin ehtimali
p(w) = p2?=1 aj . qn—2?=1 a (1)
olar.
Bernulli sxeminds n sayda sinaqda “+"” naticonin k
dofo bas vermosi hadisosinin ehtimalinin tapilmasi1 mithiim
ohomiyyoato malikdir. Bu hadisoni A4,, (k) ilo, onun ehtimalini
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iso B, (k) iloisars edok. Qeyd edok ki, bu zaman “+” naticonin
hansi ardicilligla bas vermasinin shomiyyasti yoxdur. A,,(k)
hadisasini asagidaki kimi yazmagq olar:

Ap(k) ={w: w=(ay,..,ay), a;+...+a, =k, a; =0voyal}.

Indi isa A,, (k) hadisasinin ehtimalin1 tapaq.

Aydindir ki, n sayda Bernulli sinaginda “+” natico k
dofs bag verarss, bu halda )1 ; a; = k olacaqdir vo bunu (1)-
do nozoro almagla diskret ehtimal fozasinda ehtimalin
torifindon istifado etsok A, (k) hadisssinin ehtimali {igiin
asagidaki miinasibati oldo edorik:

PO = P(4,(0) = ) ple) =

wWEAy (k)

=pk-q" " 14, (k)|, k=0,n, (2)

burada |4,,(k)| ilo A, (k) hadisasino daxil olan elementar
hadisoalorin say1 isars olunmusdur.

Asanligla gérmok mumkiindir ki, |4, (k)| simvolu 0
vo 1-lordoan toskil olunmus, n hacmli w = (a4, ay, ..., a,) se-
¢imindo k sayda vahidlorin yerlosmo sayini1 gostorir. Kom-
binatorikadan molumdur ki, ¢oxluq yalniz iki tip element-
don togkil olunubsa, yoni birinci tip elementdon k sayda,
ikinci tip elementdon iso (n — k) saydadirsa, bu halda bu

n!
kl(n—k)!
sozls, axtarilan say tokrarl yerdoyismolorin sayina bera-

bordir, yoni |A, (k)| = Ck.

coxlugdaki biitlin yerdayismolorin say1 olar. Basqa
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" n

Belolikls, Bernulli sxemindo n sayda sinaqda “+
noticonin k dofo bas vermosi hadisasinin ehtimali asagidaki
kimidir:

P, (k) = Cy-p*-q™ %, k=0,n. (3)

(3) diisturu binomial paylanma diisturu adlanir. Bu

distura adabiyyatda bozon Bernulli diisturu da deyilir.
Asanligla gormok mimkiindir ki, Y.3_, B, (k) = 1.
Dogrudan da,

n n
an(k) =ZCr’f-p"-q”"‘ =(p+q"=1
k=0 k=0

oldugunu aldos edorik.
(3) diisturundan istifads etmokls asagidaki ehtimallar:
da tapmagq olar:
“miisbat” noticonin
1) k -dan az sayda bas vermosi ehtimali:
P, (0) + P,(1) + -+ + By(k — 1);

2) k -dan ¢ox sayda bas vermosi ehtimali:
B (k+1)+B,(k+2)+ -+ B,(n);

3) onazi k sayda bas vermasi ehtimali:
P, (k) + B, (k+ 1)+ -+ B,(n);

4) on ¢oxu k sayda bas vermoasi ehtimali:
Pn(O) + Pn(]-) + o+ Pn(k);

5) on az1 k, on ¢oxu k, sayda bas vermosi ehtimali:
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Py (ky,ky) = Py(ky) + - + Py (ky);

6) miisbot naticonin n sayda bas vermosi ehtimali:
P,(n) = p";

7) miisbat naticonin bas vermomasi ehtimali:
P,(0) = q™

Bernulli sxemindo miisbat noticonin a-dan kicik olma-
yan ehtimalla he¢ olmasa bir dofo bas vermaosi tliciin aparil-
mali olan sinaglarin say1

0 In(1— a)
~ In(1-p)
barabarsizliyini 6dayir.

Qeyd. Bernulli sxeminds “+4” naticonin bas verms sa-
yini i = W, ilo isars edok. Onda (3)-u asagidaki sokilds yaza
bilorik:

P(u=k)=Cck-pk-q~ % k=0,n. (4)

Indi iso Bernulli sxemino aid mosals hollina baxaq.

Mbosalo 1. Simmetrik metal pul 10 dofo atilir. Gerb
Uziiniin 4 dofo diismosi ehtimalini tapin.

Hoalli. Sorto goro sinaglarin say1 n = 10. Metal pul

simmetrik oldugu li¢iin p = q = % Bunlar1 nozors alaraq

axtarilan ehtimali Bernulli diisturuna asason tapa bilorik:
4 6

100 /M\* /1
=C* .pt.gb=—.(=)| (=] =
Pro(4) = Cio "+ 4" = -, (2) (2> B
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_7:8:9-10 (1\*° 105
T 1-2-3-4 (E) T 512

Masals 2. Simmetrik metal pul 5 dofo atilir. Gerb tiziinlin
diismosini “miisbat” notico gobul edorok  P:(0), ..., Ps(5)
ehtimallarini hesablayin. Uygun paylanma cedvelini vo
Ps(k),k =0,5 ehtimallarinin k -dan asilihq grafikini
qurun.

Holli. Sorto gorosinaqlarinsayin =5 vo p =q = % ol-

dugunu nozors alaraq axtarilan ehtimallar1 Bernulli dis-
turuna osason tapa bilerik. Beloliklo, Ps(k),k = 0,5 eh-
timallarinin k-dan asililiq codvali asagidaki kimidir:

k 0 1 2 3 4 5
PG| L[ 5 | 0105 [T
32 32 32 32 32 32

Indi ise Ps(k),k = 0,5 ehtimallarinin k-dan asililiq
grafikini quragq:
B, (k)

10
32
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Masalo 3. Simmetrik metal pul 5 dofo atilir. Gerb
lizlinlin an az1 1 dofo diismasi ehtimalini tapin.
Holli. Sorto gors asili olmayan sinaqlarin say1 n = 10

1
vop=q=7.
Mogsadimiz
Ps(1) + -+ Ps(5)

ehtimali tapmaqdir.
Aydindir ki,

5
Z P(k) =1
k=0

Buna gors do axtarilan ehtimal asagidaki kimidir:

olmalidir.

1 31
P5(1) +"’+P5(5)—1—P5(0)—1—3_2—3_2

Mbosals 4. Simmetrik olmayan metal pul 5 dofa atilir,
bels ki, “miisbat” notico olan gerb iiziinlin diismasi ehtimal

i-dir. P(0), ..., Ps(5) ehtimallarini hesablayaraq paylanma

codvolini vo Ps(k),k = 0,5 ehtimallarinin k -dan asililiq
grafikini qurun.
Holli. Sorto gors sinaqlarin say1n = 5. Digor torafdon

p= i vog=1—-p= % oldugunu nozors alaraq axtarilan

ehtimallar1 Bernulli diisturuna asason tapa bilorik:
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k 0 1 2 3 4 5

Pi(k) | 243 | 405 | 270 | 90 | 15 | 1
1024 | 1024 | 1024 | 1024 | 1024 | 1024

indi iso Ps(k),k = 0,5 ehtimallarinin k -dan asililiq
grafikini quraq:

Py (R

Moasalo 5. Simmetrik metal pul 2n dofo atilir. Gerb
lizlinliin diismosi sayinin rogom {iziiniin diismasi sayina
barabar olmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

Holli. Metal pul simmetrik oldugu liciin p =q = %
Simmetrik metal pul 2n dafs atildig1 liglin hoam gerb tziinitn,
hom do rogom iiziiniin n dofo diismasi ehtimalin1 tapmaliyiq.
Bunlar1 nozors alaraq axtarilan ehtimali Bernulli diisturuna
osason tapa bilorik:

1
Pon(m) = Cy - p" - 7" = 3 (5)

2n
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Xisusi halda, masalon, 2n = 10 olduqgda
< M\ 100 Y
Po®) =Ch(3) =grm(y) =02
oldugunu oldos edorik.
Ogor 2n = 100 olarsa,

1,100 100! /1,100
P100(50) = Cioo (E) ~ 501 50! (E)

n-nin boyiik qiymatlarinda faktoriallar1 hesablamaq

liclin n! ~v2nrn n"e™ Stirling diisturundan istifads etsak,
P00 (50) ~ 0,0798

oldugunu slds edorik.

Qeyd. Masalo 5-do simmetrik metal pul atildig: t¢iin
oslindo gozlomok olardi ki, gerb tziiniin diismosi sayinin
rogom uziinin diismasi saymna boraber olmasi hadisesinin
ehtimali 0,5-5 yaxin olmalidir. Lakin goriindiiyt kimi, bu heg
do bels deyildir, hotta isbat olunur ki, sinaqlarin say1 artsa da
bu ehtimal bir az da Kkigilir. Bu fakt 6z izahini arksinus
ganununda tapir (bax, §3.3).

Mbasals 6. Bir lotereya biletinin uduslu olmasi ehtimal
0,01-dir. Asagidaki hadisslordon hansinin ehtimali daha bo-
yukdiir: 4 biletdon 2-nin, yoxsa 5 biletdon 3-niin uduslu ol-
masi?

Holli. Sorto goro hor bir sinagda miisbat noaticonin eh-
timali p = 0,01-dir vo g = 0,99. Bernulli diisturuna asason

P,(2) = CZ-(0,01)?-(0,99)% = 6-(0,01)2 - (0,99)2.

Eyni gayda ilo
Ps(3) = C3-(0,01)%-(0,99)2 = 0,1-(0,01)2-(0,99)2.
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Beloliklo, P,(2) > Ps(3).

Masala 7. Bir bileto diison udus ehtimali 0,2-ys bora-
bordir. Alinmis 5 biletdon ikisinin uduslu olmasi hadisasinin
ehtimalini tapin.

Holli. Mosalo tokrarlanan asili olmayan sinaqlara aid-
dir, n = 5 bilet alinib, har bir biletin udus ehtimal p = 0,2-
dir, udussuz olmasi ehtimaliisocqg=1-p=1-0,2=0,8.
Bunlan (3) diisturunda nozoars alsaq

P(2)=C?-0,22-0,82=10-0,22-0,8% = 0,205.

Masala 8. Bir biletin udus ehtimali 0,3-0 borabordir. 8
bilet alinmisdir. Asagidaki hadisslorin ehtimallarini tapin:
a) hec¢ olmasa, bir biletin uduslu olmasi; b) licdon az
sayda biletin uduslu olmas:.
Holli. a) Bu halda n = 8, p = 0,3 oldugu li¢iin axtari-
lan ehtimal
Pg(1) + Pg(2) + -+ P3(8) =1—Pg(0) =

=1-CJ-0,3°-0,72=1-10,7% = 0,942.

Alinmis 8 biletdon he¢ olmazsa birinin uduslu olmasi
ehtimal1 0,942 vo ya 94,2%-o borabordir.
b)Buhalda n=8, p=0,3vo
Pg(0) + Pg(1) + Pg(2) =

=0,78+CL-0,31-0,77 + +C2-0,3%2-0,7° = 0,55.

Moasala 9. Lotereya biletinin udus ehtimali 0,15 -dir. Dord

biletdon he¢ olmazsa, birinin uduslu olmasi1 hadisasinin
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ehtimalini tapin.

Holli. A={4 biletdon he¢ olmasa, birinin uduslu olmasi}
vo A hadisasinin oksi olan A hadisasini daxil edok:
A ={4 biletdon heg biri uduslu deyil}.
A hadisasinin ehtimalini tapaqn=4; p =0,15k=0
oldugunu (3) diisturunda nazors alsaq:
P(A) =P, (0)=C?-0,15°-0,85* = 0,85* = 0,522.

Belaliklo,
P(A)=1-P(A)=1-0,522 =0,478.

Masolo 10. Simmetrik metal pulu ne¢o dofo atmaq
lazimdir ki, gerb tiziiniin he¢ olmasa bir dofo diismasi ha-
disasi 0,9 -dan kicik olmayan ehtimalla bas versin?

Holli. Metal pul simmetrik oldugu li¢ciin gerb iiziiniin
diismosi ehtimal 0,5-dir. Onda gerb tiziiniin he¢ olmasa bir
dofo diismasi ehtimali

1— (0,5)"
olar. Masolonin sortino goro
1- (0,5)">=0,0.
Buradan
n =log, 10 = 4.

Beloliklo, metal pulu az1 4 dofo atmaq lazimdir ki, gerb
liziiniin he¢ olmasa bir dofs diismosi hadisssi 0,9 -dan kigik
olmayan ehtimalla bas versin.

Moasals 11. Sirketi yoxlayan auditin maliyys pozuntusu
tapmasi ehtimali1 0,9-dur. Yoxlama aparilmis 4 sirkotdon azi
2-sinds maliyys pozuntusu askar edilmasi ehtimalini tapin.
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Holli. Sorto asasonn = 4 vop = 0,9 oldugu tglin
P,(3) + P, (4) =C3-(0,9)3-0,1+Cf-(0,9)* =0,9477.

Mosoals 12 (Banax masalossi). Iki kibrit qutusunun hor
birindo n sayda kibrit ¢opii vardir. Simmetrik metal pul atilir
va gerb 1zl diisdiikds birinci qutudan, rogom izl diisdiikde
ikinci qutudan bir Kkibrit ¢opl ¢ixarilib konara qoyulur.
Birinci kibrit qutusu tam bosaldigdan sonra ikinci qutuda
k sayda kibrit ¢opili galmasi (A) hadisesinin ehtimalini tapin.

Holli. Asagidaki hadisslori daxil edok:

H, ={birinci qutudan kibrit ¢opili ¢1xmasi},
H, ={ikinci qutudan kibrit ¢6p1li ¢ixmasi}.

Aydindir ki, atilan metal pul simmetrik oldugu ti¢iin

P(H) =p=5voP(H) =q=5.

Digor torofdon, birinci kibrit qutusu tam bosaldiqdan

sonra ikinci qutuda k sayda kibrit ¢opii qalmasi o demokdir
ki, metal pulu 2n — k dofs atdiqgdan sonra n dofs gerb iz,
n — k dofo iso rogom {izli diismolidir. Bu iso o demokdir ki,
2n — k Bernulli sinaqglarinda H; hadisassi n dofo bas ver-

molidir. Belaliklo,
1 n 1 n—k 1 2n—k

Pk = (5) +(5) =G (3)

Xiisusi halda, n =40 vo k = 20 gotiirsok, axtarilan
ehtimal
Pgo(40) = 0,01
olar.
Mosals 13. Asili olmayan sinaglar A hadisasi k dofs bas
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veranadok aparilir, bels ki, P(4) = p.Sinaglarin n-ci addim-
da bitacayi ehtimalini tapin.

Holli. A hadisonin k dofs bas vermsosi liciin n sayda
sinaq aparimasi hadisasini B ilo isaro edok. Bu hadisa
asagidaki hadisalorin kesismasi kimi gostorilo bilor:

D ={n-ci sinaqda A hadisasinin bas vermasi},
C = {ilk (n — 1) sinaqda A hadisasinin (k — 1) dofo
bas vermasi}.
Asanligla géormok olar ki, P(D) = p. Bernulli diistu-
runa asason
P(C) = Py_y(k—1) = Cy={ - p*t - g7k,

Digor torofdon aydindir ki, D va C asili olmayan
hadisolordir.
Beloliklo,
P(B) = P(DC) = P(D)P(C)= Ci={ - p* - q" "

Masalalar.

1. Gerb liziliniin diismasi ehtimali 1/3 va raqam {iziiniin diismasi
ehtimali 2/3 olan simmetrik olmayan metal pul 5 dofo atilir.
Ps(0), P5(1), ..., P5(5) ehtimallarini hesablayin )
P, (k)ehtimallarinin k-dan asilihg1 qrafikini qurun.

2. 10 lotereya biletindon 2 -si udusludur. Tesadiifi olaraq
gotiriilon 5 lotereya biletindon a) birinin, b) hamisinin, c) heg
olmasa birinin uduslu olmasi ehtimalini tapin.

Cavab: a)g b)% C)g
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§2.2. Bernulli sxeminda “miisbat” noticonin bas
vermasinin an boyiik ehtimalli say1 vo maksimal ehtimal

Bernulli sxeminds sgor n qeyd olunmusdursa, bu halda
P,(k) ehtimallar1 k arqumentindon asili bir funksiyaya
cevrilir. Belo bir sual qoyaq: Arqumentin hansi giymetindo
bu funksiya 6ziinlin on boytik qiymotini alir, daha sado desak,
P,(0),B,(1), ..., B,(n) oadodlorindon on boyliyi hansidir?
Beloliklo, biz verilmis n sayda sinagda miisbat noticonin
hansi saymin daha bdytik ehtimalli oldugunu toyin etmok
istayirik.

Sinaglarin say1 n -i qeyd etdikdo P,(k) ehtimallari
“miisbat” noticonin bas verma say1 olan k-dan asili olur.
Bu zaman tobii olaraq bels sual meydana ¢ixir: k-nin hansi
qiymatindo P, (k) on boylik qiymotini alir. Basqa sozlo,
P,(0),B,(1), ..., B,(n) ehtimallarindan hansi an boytkdiir.

Torif. P,(k) ehtimali an boyiik qiymatini hor hansi k,
noqtosindo alirsa, homin k,-a “miisbot” noticonin bas ver-
mosinin an boyiik ehtimalli sayi, P, (ky)-a iso maksimal
ehtimal deyilir.

Asagidaki teorem dogrudur:

Teorem. Farz edak ki, Bernilli xseminda sinaqlarin
sayl n geyd edilmisdir. 1) Ogor ky = (n + 1)p ododi kosr
odadlordirss, onda B, (k) ehtimallari monoton artaraq [k, ]
noqtosindo maksimum qiymeotini alir vo sonra monoton
azalir.

2) Ogor ky = (n+ 1)p tam ododdirss, B, (k) ehtimal-
lar1 maksimum qiymotini k, — 1 vo k, noqtolorinds alir.

Isbat1. Bu mogsadlo iki ardicil P,(k — 1) va P, (k) ehti-
mallarini nazordon kegirak.
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Bu miinasibot asagidaki munasibatlo ekvivalentdir:

P, (k n—k+1 n+1p—k
W) p_,, (ntlp

Pk—-1)  k gq kq =
(1)-don gorinir ki, k < (n+ 1)p olduqda PPFka)D

nisbati 1-don boyiik, oks halda iss 1-don kigik olur. Bu iss o
demokdir ki, B, (k) ehtimali [0, (n + 1)p) yarimintervalinda
artan, [(n + 1)p, 0) yarimintervalinda iso azalandir. Bu iso
1) hokmiiniin dogrulugunu gostorir. 2) hokmiintin dogru ol-
dugunu gostormok iiclin k = (n + 1)p gotiirmak kifayatdir.

Belaliklo, teorem isbat olundu.

Qeyd. ©On boylk ehtimall k, say1 asagidaki barabor-
sizliyi 6dayir:

np—q<ky<np+p.

Asanligla gormok olar ki, bu ehtimallarin maksimu-
mu np-ys yaxin qiymatinde alir. Dogrudan da, miisbat nati-
conin ehtimali va ya bir sinaqda A hadisasinin ehtimal p-yo
barabar oldugundan, sinagin n defs tokrar kecirildiyi zaman
gozlonilir ki, A hadisasinin bas vermo ehtimali p-yo yaxindir,
belaliklo, A hadisasinin bas verms say1 np -yo yaxin olar.
Asagidaki teorem bu dusiincalorin dogrulugunu gostorir.

Indi iso mévzuya aid masalo halli niimunalori verak.

Misal 1. Simmetrik metal pul 5 dofs atilir. Gerb iizliniin
diismosini “miisbat” notico gobul edarok bu noticonin bas
vermasinin an boyiik ehtimalli sayin1 vo maksimal ehtimali
tapin.
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Holli. Sorto goron =5, p = % —dir. kg =+ 1p =
6" % = 3 tam ododdir. Buna gors do Ps(k) ehtimallar1 mak-
simum qiymetini ky =3 vo ky — 1 = 2 noqtolorindos alir.
Uygun maksimal ehtimallar isa

10
Ps(2) = Ps(3) = 3

Misal 2. Simmetrik olmayan metal pul 5 dofo atilir,
bels ki, miisbat natico olan gerb tiziiniin diismasi ehtimal

i — dir. Bu sinaglarda “miisboat” naticonin bas vermasinin on
boytlik ehtimalli sayin1 vo maksimal ehtimali tapin.

Holli. Sorto goron=5,p = i —dir. kg =(n+ Dp =
6" i = ; = 1,5 kosr ododdir. [ky,] = 1 oldugu tliglin miisbat

noticonin on boytik ehtimalli say1 1-o borabardir. Maksimal

ehtimal isa

405
Ps() = 1572

olar.

Misal 3. Siorta agentinin miistori ilo goriis noticosindo
miiqavilo baglama ehtimali 0,1 -dir. 25 goriisdon sonra
baglanmis miiqavilslorin on boytik ehtimalli sayini tapin.

Holli. Sorto goron = 25; p=20,1; q =0,9.

On boyiik ehtimalli ododi tapmagq ticiin asagidaki ikiqat
borabarsizlikdon istifade edacayik:

np—q<k<np+p.

Ikigat borabarsizliys asason
25-0,1-09<k<25-01+0,1.
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Buradan
1,6 <k <2,6.

Bu barabarsizliyin yalniz bir tam holli var: k = 2.

§2.3. Bernulli sxemi ii¢iin limit teoremlori
Forz edok ki, n sayda Bernulli sinaglarinda miisbat
naticonin say1 y,, - dir. §2.1-dan bildiyimiz kimi,

P.(k) = P(u, =k) =Cip*q™*, k=0,n, p+q=1.

Praktiki masalalori holl edarken, ogor n vo k kifayst qo-
dor boytik giymatlor alarsa, onda (1) diisturunu totbiq etmok
olverisli deyil. Ciinki baxilan halda P(u, =k) vo
P(ky < u, < k,) ehtimallarin1 hesablamaq {i¢iin ¢oxlu he-
sablama tolob olunur. Belo hallarda asimptotik (toqribi)
disturlardan istifado etmok olverisli olur. Asimptotik diis-
turlar adlanan bu diisturlar Muavr-Laplasin lokal vs inteqral
teoremlori, Puasson teoremi ils toyin olunur. Ovvalco Muavr-
Laplasin lokal vo inteqral teoremlorini isbatsiz olaraq verak:

Muavr-Laplasin lokal limit teoremi. Forz edok ki, n
sayda Bernulli sinag1r aparilir vo “miisbot” naticonin bas
verms ehtimali olan p iss 0 vo 1-don farglidir (0 <p < 1).
Onda n-in boyiik giymatlorinde miisbat naticonin k dofo bas
vermasi ehtimali liglin toqribi barabarlik dogrudur:

@(x)

v 1Pq

Pn(k)"’

(1)
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asimptotik disturu |k —np| = 0(/npq) sortini 6doyan k-
k—np
Vnpq
¢@(x) Qauss funksiyasi adlanir:
1

p(x) = Nor S
(1)-ni totbiq edoarken ¢(x)-in giymatlor codvolindon
istifado olunur. Bu codvaldon istifado edorkon ¢(x) -in
asagidaki xassolorini bilmok lazimdir:
1) o(—x) = p(x)
2) x — oo olduqda ¢(x) — 0.
Praktikada ¢ox vaxt x > 4 olduqda ¢ (x) = 0 gotiirilir.
Muavr-Laplasin inteqral limit teoremi. Forz edok ki,
n sayda Bernulli sinag1 aparilir vo “miisbot” noticonin bas
vermo sayl U, — dir. Hor bir sinaqda miisbat noticonin bas
vermo ehtimali iso p-dir. Onda n — oo olduqda

lar ti¢lin dogrudur, burada x =

x2
2

P{a <HEn TP b}— (®(b) — D(@) >0 (2)

v pq

miinasibati —0 < a < b < 400 {iglin miintozom 6donilir,
1 X _XE
burada ®(x) = \/T_nf_ooe 2 dy.
®(x) funksiyasinin asagidaki xassalorini geyd edok:
1) o(—x) = —P(x),
2) x » o oldugda ®(x) - 1.

3) Gostormok olar Ki,
d(x) =1—D(—x).
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2

Dogrudan da, ¢(x) = \/%6_7 funksiyasi ciit funksiya

oldugu ti¢iin

X oo

f(p(t)dt= f(p(t)dt.
Buna goro do - -
®(x) + O(—x) = f<p(t)dt+ fxgo(t)dtz
= jgo(t)dt+ f p(t)dt = f(p(x)dx= 1.
4) x> olduqda_x - -
1— c1>(x)~@.

Dogrudan da, ®'(x) = ¢(x), ¢'(x) = —x¢@(x) oldugu
tcln

g POO/x xR e() A xTe()
xo0 1l —P(x)  xow —p(x)
1
= lim (—2+1) =1
xX—00 \X

Muavr-Laplasin inteqral limit teoremindon asagidaki
noticalor alinir.

Natico 1. Bernulli sxemindo n — oo olduqda Vx € R
ucun
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P {u < x} - d(x).

Vpq

Natica 2. Bernulli sxemindo istonilon 0 < k; < k, < o0
liclin n — oo olduqda
Plly < ptn < k) = (@03) — @(x1)) = 0,

ki—n .
burada x; = \;fo’ i=1,2.

Qeyd. Mosalo halli zamani ®(x) funksiyasinin qiy-
motlorini cadvalindan istifade olunur. ©sasan cadvallorda

elmi odobiyyatda Laplas funksiyasi adlanan
X

y2
Do(x) =—==] e zdy

funksiyasinin qiymatlori verilir (bax, cadval 2).
Asanligla gormok mimkiindiir ki,

1
d(x) = > + &4 (x).

Qeyd edok ki, yuxarida verdiyimiz Muavr-Laplasin
lokal vo inteqral teoremlorinip = q = % oldugda 1756-c1ilda
Muavr, ixtiyari p vo q hali liglin ise 1812-ci ilda Laplas isbat
etmisdir.

Muavr-Laplas toqribi diisturlart np(1 —p) > 10 ol-
duqda daha yaxsi natico verir. Masolon, p = 0,1 vo yaxud
p = 0,9 olduqgda xotanin kicik olmasi ti¢iin sinaglarin sayi
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n > 100 olmaldir. p = 0,01 vo yaxud p = 0,99 oldugda xo-
tanin ki¢ik olmasi liglin sinaglarin say1n > 1000 olmalidir.

Indi iso mosalo halli niimunalerins baxaq.

Masals 1. Miioyyan gasabanin hor 100 manzilindan 80-
nin sigorta olundugu miisyyon edilmisdir. 400 monzildon
300-niin s1igortaya malik olmasi ehtimalini tapin.

Holli. Sorto goron = 400, k =300, p =0,8, g =0,2.
Bunlari nozors alsaq
k—np 300-320 -20

- Jpg  Ved 8

X =—-2,5.

Qauss funksiyasinin qgiymeotlor coadvoline osason
¢(—2,5) = 0,0175. Bunu nozors alaraq Muavr-Laplasin lo-
kal teoremins osason axtarilan ehtimal asagidaki sokilds
olacaqdir.

P(u, = k) ~ "’(\/‘%5) ~ 0,0219.

Moasals 2. Sigorta sirkati 40000 miiqavilo imzalamigdir.
Bu miiqavilslorin hor biri tizro sigorta halinin bas vermasi
ehtimal1 0,02-dir. Sigorta hallarinin 870-don ¢ox olmamasi
hadisosinin ehtimalini tapin.

Holli. Aydindir ki, n = 40000 vop =0,02voqg=1—
p = 0,98. Miiqavilalorin say1 n boyik odod oldugu tigiin
Muavr -Laplasin inteqral teoreminin noticosindon istifads
edocayik:

Py(kys kp) = @(x3) — @(xq),

ki—n .
burada x; = JW;' i=1,2.
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. .. ki—np
Masal t | =2 _— =-2857
asalonin sartini nozora alsaq x; = —— 8,57 vo
—ke-mp _ < :
X, = N 2,5 oldugunu alds edorik.

Laplas funksiyasinin tok funksiya olmasindan va qiy-
motlor codvalindon istifado edorok axtarilan ehtimali tapa
bilorik:

P10000(0; 870) = ®(2,5) — ®(—28,57) =

= ®(2,5) + ¢(28,57) = 0,4938 + 0,5 = 0,9938.

Masoals 3. Sonaye mohsullar boytik partiyalarla isteh-
sal olunur. Har bir partiyadan tesadiifi gqaydada 20 mohsul
vahidi gotiirilir va yoxlanilir. Partiya o zaman qgobul edilir
ki, yararsizlarin say1 3-don c¢ox olmasin. istehsal olunan
biitiin mohsulun 10 %-i yararsiz olarsa, partiyanin gobul
olunmasi ehtimalini tapin.

Holli. Bu mosaloni bels do ifado etmak olar: 20 Bernulli
sinagi aparilir vo har bir sinaqgda miisbot noticonin ehtimali
0,1-dir. Miisbat naticonin 3-don ¢ox olmamasi ehtimalini

P50(0) + Ppo(1) + P2o(2) + P20(3) = 0,867.

Mosalo 4. Simmetrik metal pulun atilmasi eksperi-
menti 100 dofs aparilir. Gerb uiziiniin a) 50 dofs; b) 50 do-
fodon ¢ox, 60 dofodon az diismoasi ehtimalini tapin.

Holli. a) Sinaglarin say1 n = 100 kafi gador boytik ol-
dugu lgciin vo npg = 100 %% = 25> 10 6dondiyi Ugilin
Muavr-Laplasin lokal teoremindan istifads edo bilarik. Digor
k—np
Vnpq
lgln giymsatlor codvali verilmisdir. ¢ (x) funksiyasinin qiy-

torofdon, x = = 0. @(x) funksiyasinin miisbot x -lor
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motlori cadvealindon istifads etsak, ¢(0) = 0,397 ... oldugunu
gorarik. Bunlar1 nazars alsaq,

1
P100(50) = §<P(0) ~ 0,08

oldugunu alariq. Alinan natico onu gostorir ki, simmetrik
metal pulun 100 dafs atilmasi eksperimentini ¢ox dofs tokrar
etsak, orta hesabla 8% halda gerb tizii 50 dofs diisacak.

b) Bu halda Muavr-Laplasin inteqral teoremindon is-

tifado etmoliyik. Bu halda x; = 50;50 =0,x, = 60;50 =2Vvd

@, (x) funksiyasinin giymotlor cadvalina gors ®(2) = 0,477

vo ®(0) = 0 oldugunu nozars alsaq
60

z Pioo(k) = ®(2) — ®(0) = 0,477.
k=50

Indi iso Muavr-Laplasin inteqral teoremindon ¢ixan
naticalori verok.

Natica 1. Asili olmayan sinaglarin say1 n-in kafi qador
boyilik qiymotlorinds “miisbot” noticonin bas vermasi sayi
olan k-nin np hasilindon miitlogq qiymstco an ¢coxu Ve > 0
godoar forglonmasi ehtimali

k
P{|-- 01| <002} ~ 2cp<

i)

Natica 2. Asili olmayan sinaglarin say1 n-in kafi qador
boylik giymotlorinds “miisbot” noticonin bas vermasi sayi
olan k-nin np hasilindon miitlog qiymostco an coxu Ve > 0
godoar forglonmasi ehtimali
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p{\__pyq}dq)(ji_;)

Cox zaman oks mosalo qoyulur. No godor sinaq
aparmaq lazimdir ki, ovvalcodon verilmis 1 — 2a ehtimali ilo

%tezliyi p ehtimalindan an ¢oxu § godor forglonsin?

Bu sorti 6doyon on kicik n adadini tapmaq tgiin
\/_
Vpq
halli namolum p parametrindon asili olacag. Bu asililigdan

qurtarmagq uguin

20 ( ) = 1 — 2a tonliyini hall etmok lazimdir. Bu tonliyin

k
P{|E—p| 36}2 1-2a
boraborsizliyini holl etmok lazimdir.

pq < ive @ (x) monoton artan funksiya oldugundan

P{|§—p| < 6} ~ 20 <j%> > 29(26Vn) =1 - 2a

voya ®(u,) = —, burada u, = 26vVnvon > 52

Qeyd edok kl, cox zaman 2a = 0,005 gotiirilir. Bu
halda u, = 26v/n = 1,96 olur.

Mosoalo 5. Fabrikin istehsal etdiyi mohsulun 15% -i
ikinci novdiir. Magaza 1000 mohsul vahidi aldi. Alinmis moh-
sul partiyasinin igorisinde 15% % 2%-nin ikinci név olmasi
ehtimalini tapin.

Holli. Sorto gorop = 0,15,8 = 0,02 von = 1000. k ilo
ikinci n6v mohsulun sayini isars edok. ®,(x) funksiyasinin
giymatlor cadvalinden istifads edorsk axtarilan ehtimalin

165



Rdvsan Oliyev

asagidaki kimi oldugunu slds edorik:

k
P{|r_1 _ 0,15| < 0,02} ~ 20(1,77) = 2- 0,46 = 0,92

Alinmis natico gostorir ki, 92% zomanotls ikinci nov
mohsul alinmis mohsul partiyasinin 15% + 2%-ni toskil edo-
cok.

Mbasala 6. Miioyyon fabrikin istehsal etdiyi mohsulun
4%-i yararsiz olur. No godor mohsul vahidi gotiiriib yox-
lamagq lazimdir ki, gotiiriilmiis partiyada yararsizlarin payi
4%-don forqi miitloq qiymotco 1%-i asmasin.

Holli. Sorto goro p = 0,05,8 = 0,01, n iso namoalumdur.
k ilo gotiiriilmiis partiyada olan yararsizlarin sayini isaro
edok. Bu halda

=09

P{|k 004|<001} 20 001yn
no T \0,04-0,96

olmalidir. Buradan
0,01vn
@ _001vn — 0,45,
+v/0,04 0,96
Codvalo gora
0,01vn

—— = 1,65.
v0,04 - 0,96

Buradan n = 1045. Demali, 1045 adad mohsul vahidini
yoxlamagq lazimdir.

Qeyd edok ki, bu tip masalalor statistik nozarat nozoriy-
yasindo meydana ¢ixir. Muavr-Laplas teoremi ¢oxlu zaman
vo maliyyo vosaitino qonast etmoyo imkan verir. Ciinki
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istehsal olunmus mohsulun hamisin1 yoxlamadan verilmis
partiyadaki yararsiz mohsullarin migdart ilo baghi miihakimao
yuritmok olur.

Masala 7. Sigorta sirkotinin 10 min naofor miistorisi var.
Hor miugqavilonin dayari 500 manatdir. Sigorta halinin bas
verma ehtimali p = 0,005 -dir. Sigorta hali bas verdikds
sirkot miistoriys 50 min manat 6domolidir. Sirkat 0,95 ehti-
mali ilo no gadoar golirs timid eds bilor?

Holli. Aydindir ki, sirkstin timumi goliri daxil olan
sigorta haqlar ils sigorta 6donilmosinin forqine barabardir:

G =500-10-50-ny = 50(100 — ny) min manat.

ny -1 tapmaq Uclin Muavr-Laplasin inteqral teore-
mindon istifads edos bilorik. Ciinki
npq = 10000 - 0,005- 0,95 = 49,75 > 20.

Sigorta 6domoalorinin verilocayi mustorilorin sayini k
ilo isars edok.

No

Z Pioooo(k) = ®(xz) — P(x;) = 0,95.
k=0

Sorto goro
0—n Nng—n
X, = P =-7,09; x, = 0 p-
\ Pq A/ Pq
Buradan

Ng = 50 + Xo4/ 4‘9,75

Bunlar1 nozoro alsagq, ®(x,) =0,9. Codvalo gors
x, = 1,645 vodemoali, ny = 50 + x,4/49,75 = 61,6.
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Beloliklo, G = 1920000. Demoli, mosslonin sortlori
daxilinds s1gorta sirksti 0,95 ehtimali ilo 192 milyon manat
goliro iimid edo bilar.

Indi iso Bernulli sxemi ii¢iin Puasson teoremini verak.

Forz edok ki, Bernulli sxemindo sinaglarin say1 n boytuk
qiymatlor alir, lakin har sinaqda miisbat noaticonin ehtimali
olan p iso kicik qiymetlor alir vo p ehtimali n -nin
funksiyasidir, yoni p = p(n). Bu halda Muavr-Laplas teo-
remlori yaxs1 notico vermir vo yaxinlasmalarin xotasi boytik
olur. Buna goro Puasson asagidaki teoremi isbat etmisdir:

Teorem (Puasson, 1837). Forz edok ki, Bernulli
sxemindo n — oo vo p = 0, belo ki, np = 4 > 0 olur. Onda

istonilon geyd olunmus k = 0,1,2, ..., liciin
/1k
P, (k) —» Fe—ﬂ. (3)

isbati. Bernulli diisturuna ssasan yaza bilorik:

— rk, k n-k _ k(1 — -k —
P.(k) = Cyp“q Hn—Ttn? (1-p)

n! (np)*

=k!(n—k)!nk(1_p)n_k=

_ p)n(n—-1-..-(n—k+1)

o o (1-p~F=

=22 ((1-2)- . (1-E))a-m*a-pn @

k! n n
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Sonuncu miunasibstds teoremin sortino goro n — o

oldugda p =%+ 0(%) vo np — A . Bunlar nozors alaraq

asanligla gormok miimkiundiir ki,

1 k—1
i (1- 1) (1522 oy
n—-oo n n
-k
_ ( 2 (zj)
lim|{1——4+0| — =1,
n—oo n n
n
A A
lim{1——+0| — =e 4
n—oo n n

Bu miinasibatlori nozors alaraq (4)-do limito kegsok,

(3)-u alarg.
Bununla da Puasson teoremi isbat olundu.

k
Qeyd edok ki, burada m, = A—e"l, k=0,1,2,..., Puas-

k!
son paylanmasi taskil edirlor, ¢linki m, > 0vo ) ;o = 1.
Natica. n-nin kafi qodor boyiik p -nin iso kicik qiy-

motlorindoe asagidaki toqribi borabaerliklori dogrudur:
K

Pn(k) = Fe‘)‘

k1 k1 k
Z B, (k) = Z Fe‘l
k=k1 k=k1

k
Qeyd edok ki, praktiki mosalolords B, (k) = %e"l tog-
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ribi borabarliyindon istifade olunur va buraxilan xatanin

qiymatlondirilmasinde
k

/1 2
Pn(k) - Fe_l

L (5)
n

baraborsizliyindon istifads olunur.

Mbasals 8. Asili olmayan 150 sinagin her birinds 4 ha-
disosinin bas vermoa ehtimali1 0,02 -dir. Bu hadisonin 5 dofo
bas vermaosi ehtimalini tapin.

Holli. Aydindir ki, sinaglarin say1 n = 150 boytk, p =
0,02 iso kicik ododdir. A =np =3 . Beloaliklo, Puasson
teoremina asason

5
Pis5o(5) ~ =73 ~ 0,1008.

Mbosals 9. Forz edok ki, meyva istehlaki ilo maggul olan
sirkot 6z mohsulunu hor birinde 100 adad olmaqla qutularda
satir. Miloyyon olunmusdur ki, hor 1000 mohsuldan 15 -i
keyfiyyotsizdir. Alicilarin rogbatini qazanmagq ti¢iin sirkot 6z
faaliyystindo miioyyon dayisiklik etmok istoyir. Hor qutuya
no godar mohsul qoymaq lazimdir ki, 0,8-dan kicik olmayan
ehtimalla har qutuda 100-don az olmayan sayda keyfiyyatli
mohsul olsun.

Halli. Masalonin sartine uygun olaraq forz edak ki, hor
qutuya olave olaraq x sayda mohsul qoymaq lazimdir. Asa-
gidaki hadisolori daxil edok:

A ={100 + x sayda mohsulun on az1 100-1 keyfiyyatlidir},

A, ={100 + k sayda mohsulun hamisi keyfiyyotlidir}.
Aydindir ki,
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X
A= UAk
k=0
Digor torafdon Nj-y Ax = @ oldugu ligiin

P(4) = P(Ol‘hc) = iP(Ak)
k=0 k=0

oldugunu yaza bilsrik.
Qeyd edok ki, hor bir mohsul vahidinin keyfiyyastli
olub-olmamasinin yoxlanilmasina iki naticali sinaq kimi bax-
magq olar. Sorts gors tosadiifi qaydada gotiiriilmiis har hansi
mohsul vahidinin keyfiyyotsiz olmasi ehtimali 0,015 -dir,
yoni Kicik adoddir. Demaoli, bu halda Puasson yaxinlasma-
sindan istifado edo bilorik: A =np =100-0,015 = 1,5.

Beloliklo,
Ak _ (1,5)k

P(A,) = k—e"1

-15 1, _
! ~ e 2, k=01,..,x.

Bunu noazors alsagq,
X
(1,5)*

k!
k=0

P(A) ~ e 15

Sorta gora P(A) = 0,8 olmaldir.
Demoli, x dayisoni

(L5)*
15 ’
ol =08

k=0
barabarsizliyini 6demalidir.
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x-in konkret giymotlorinoe baxagq:
Mosalon, x = 1 oldugda P(4) = 0,56,
x = 2 oldugda isa P(A4) = 0,809 olur.

Gorindiyt kimi, x = 2 olduqda iso P(A) = 0,8 sorti
O0donir. Yoni mosolonin sortlori daxilinde hor qutuya 102
mohsul vahidi qoyulsa, 0,8-don kicik olmayan ehtimalla hor
qutuda 100-don az olmayan sayda keyfiyyoatli moahsul ol-
masini tomin etmok miimkiindiir.

Masald 10. Miioyyan sohords olan 1000 ev yangindan
sigortalanmigdir. Bels ki, hor bir ev ticiin illik 200 manat
sigorta haqqr muoyyon olunmusdur. Yangin hadisaesi bas
verdikdo, yoni sigorta hali yarandiqda sirkst miistoriyo
100000 manat 6deonilmslidir. Bu sohor ii¢lin yangin bas
vermosi ehtimali 0,003-diir. Sirkotin il orzindo zorors
ugramasi hadisasinin (4) ehtimalini tapin.

Holli. Sorto gora sirkstil arzinds 200000 manat sigorta
haqq toplayir. Buna gora do agor il orzinds az1 3 evdo yangin
bas verarsy, sirkot zorors ugrayir. Clinki bu halda miistorilora
300000 manat, yoni sirkstin topladig1 sigorta haqglarindan
cox 6doms etmolidir.

Aydindir ki, axtarilan ehtimali tapmagq {i¢lin Puasson
teoremindon istifads etmak lazimdir. Ciinki n = 1000 boytik
ododdir, p = 0,003 kicik adoddir vo 4 = np = 3 < 10.

A ilo A-nin oks hadisasini isars edok:

A = {3-dan az sayda evds yangin olmasi}.

Asanligla gormok miimkiindiir ki,

P(A) = P1900(0) + P1goo(1) + Pigo(2) =
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30 31 32
_°2 3,2 3,2 _3_
=0 T tpe oo

= 0,0498 + 0,1494 + 0,2241 = 0,4233.
Buradan
P(A) =1-P(A) =0,5767.

Belaliklo, sirkstin il orzinde zerors ugramasi ehtimali
0,5-don boyiikdiir. Bu iso o demokdir ki, sirkot 6z foaliyyo-
tindoa doyisiklik etmolidir, oks halda onun iflas1 qagilmazdir.

§2.4. Bernulli sxemin iiciin boyiik adodlor ganunu

Boyiik ododlor ganunu haqqinda ilk teorem “Ars
conjectandi” (“Forziyyolor sonsti”) kitabinda Yakob Bernulli
(1654-1705) toraofindon isbat edilmisdir. Bu kitab miisllifin
olimiindon 8 il sonra 1713-ci ildo ¢ap olunmusdur. Boyiik
ododlor qanunu ifadesini 1837-ci ildo Puasson toklif etmisdir.

Bernulli teoremi (1713). Forz edok ki, w, Bernulli
sxemindo miisbat naticonin bas vermaosi say;, 0< p < 1isa
hor bir sinaqda miisbat naticonin ehtimalidir. Onda ixtiyari
€ >0 odadi ti¢iin n = oo olduqda

P{%—p|>€}—>0. (D
Isbati. Bilirik ki, n-in bdyiikk giymotlorinde A hadi-

sosinin an boyiik ehtimalli say1 olan ky ododi np komiyye-
tindon demak olar ki, forqlonmir. Buna gors do gostormaliyik
ki, sinaqlarin say1 ¢ox boyiik oldugda A hadisasinin bas
verma sayl olan k, adadi ¢ox boyiik ehtimalla np komiyyo-
tindon ¢ox az forglonacokdir, yoni on ¢coxu en qadar forglono-
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cokdir, burada ¢ kifayot qodar kicik adoddir.
Basqa s6zlo, gostormoliyik ki, n-in kafi qodor bdoyiik
giymatlorindo

P{Iﬂn - Tlpl > ETl}

ehtimali ¢ox kicik olacaqdir.
Belaliklo,
Pllin —mpl > eny = Y By(l). @)

|k—np|>en

Yazilmis comin hor bir haddindo

k—n
o)
en
olduguna goro
k — np\*
(=2F) >1
en

olar.
Ogor bu comin har bir B, (k) hoddini

(k ;nnp>2 Fa (k)

ifadosi ilo avozlosok, onda bu comi artira bilorik. Buna gors do

k — np>2 P () =

P{lun —np| > en} <

|k—nplzen

1
N (RO PA()
|k—nplzen
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Buradan
1

£2n?

Pllitn —np| > e} < 3 > (k= mp)?R(). (3)
k=0

(3) ifadesindoki comi asagidaki kimi yaza bilorik:

PRGEOFAGE
k=0

n n
- z k2P, (k) — 2np z kP, (k) +
k=0 k=0
n

+ n?p? Z P,(k) =1, — 2npl;, + n?p?, (4)
k=0

burada
n n
I, = Z kP, (k) vo I, = Z k2P, (k).
k=0 k=0
Asanligla gormok mimkiindiir ki,
I—Zn:kp(k)—zn: k(1 — pynk =
k=1 k=1

_ N (n—1)! oy ek
_np;(k—l)![(n—1)—<k—1>]!pk (A =py =

n-1 (n _ 1)! L n—1
= np;mplu —pyit = np; Paca (D).
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Sonuncu Y1 P,_; (1) comi vahido borabordir.
Belaliklos,

I, = Z kP, (k) = np. (5)
k=0

Indi iso (4) -doki I, comini hesablayaq. Bu mogsadlo
ovvalco Y¢-; k(k — 1)B,(k) comini hesablayaq:

Z k(k — 1) B,(k) =
k=1

n-—2
- 2)!
= n(n—1p* 2 m! (fln— 2 zm)! AP =
m=0

n—-2
= n(n = 1p? Y Py y(m) = n(n - Dy
m=0

Bunlari nozaro alsagq,

I, = kZl k2P, (k) = ;k(k — )Pk + ;kpn(k) _

=n(n—1)p? +np = n’p* + np(1 —p). (6)

Beloliklo, I; vo I, aldigimiz ifadslori (4) miinasibatindo
nozors alsaq,

D Gk =np)?Pu() =mp(1 = p) ™
k=0

oldugunu alds edorik.
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Belaliklos,

np(1-p) p(1-p)
0 < P{Ju, —np| > en} < 27— a2, (8)

Ehtimal manfi olmayan giymatlar aldig iiciin (8)-dan
(1) minasibatinin dogrulugu slds edilir. Bununla da Bernulli
teoremi isbat olundu.

Qeyd 1. Qeyd edok ki, Bernulli teoreminin hokmiini
Muavr-Laplasin lokal teoremindan do oldo etmak olar. Dog-
rudan da, ixtiyari € >0 odadi liglin

e 2dx-1

|

Qeyd 2. Bazan Bernulli teoremindan dogru olmayan
naticalar c¢ixarirlar ki, sinaqlar say1 n-nin artmasi ila nisbi
tezliklar ardicilligit monoton olaraq ehtimala yigilir, yani
lim £2 = p. Lakin bu bels deyildir. Bu teoremds hokm

n—-oo

olunur ki, n-nin kafi gadar boyiik qiymatlarinda nisbi tez-
liyin ehtimaldan ¢ox farqlanmasi hadisasinin ehtimali sifra
yaxinlasir. Basqa s0zla, hatta sinaqlar seriyasinin kafi qadar
boytlik olmasi halinda da

|

n

komiyyatinin ixtiyari e-dan kigik olmasini tomin etmoys im-
kan vermir. Basqa s0zlo, € adodini segmoklo bels biz hokm
edo bilmaorik ki, sinaqglar say1 n kafi qodar boyiik olan ixtiyari
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seriya ui¢liin

borabarsizliyi 6donilocokdir. Hor zaman els sinaqlar seriyasi
tapilacaqdir ki, |’;—" — p| < ¢ berabarsizliyi pozulacaq. Lakin

sinaqlar say1 n artdigca bels sinaqlar seriyasinin miisahida

olunmasi ehtimali sifra yaxinlasir. Basqa sozls, n artdigca
En _
n

prinsipco miimkiin olsa da n artdiqca onun ehtimal azalir.

Bernulli teoremi nisbi tezliklorin dayanighgi xassosini
ifado edir. Tacriibadon molumdur ki, masslon, diizgiin oyun
zorinin atilmasini1 goxsayli tokrar etsok ciit rogom diismasi

p| > ¢ hadisesinin bas verdiyi sinaqlar seriyasi

hadisesinin ‘;—n nisbi tezliyi bir sinaqdak: ehtimali olan %-9

yaxin olur.

Bernulli teoremins osason ixtiyar1 € > 0 vo 1-9 ¢ox
yaxin f adadi li¢lin elo n(g, B) adoadi tapmaq olar ki, ixtiyari
n = n(g, f) ugin

miinasibati 6donilir. Basqa so6zlo, f -dan kicik olmayan
ehtimalla

Hn
—e<—"<p+e
p-es—<p+te

Ogor f ehtimali 1-5 ¢ox yaxindirsa n = n(e, ) uciin
p—¢e< ’;—" < p + ¢ hadisasi praktik olaraq yeaqin hadiso

olacagq.
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Indi iso béyiik adadler ganunu il bagh mohsur para-
doksu verak (bax, [23]).

a) Paradoksun tarixi. Riyaziyyatda az qanun tapilar
ki, boyiik adodlor ganunu kimi yalnis basa diistilsiin. Bernulli
teoremino osasan, agor diizgiin metal pulu n dofs atirlarsa va
bu zaman gerb izl yu,, sayda diisorss, onda n artiqca u,/n
nisboti (gerb Uzlinlin diismosinin nisbi tezliyi) % -9
yaxinlasir. Daha doqiq desok, ixtiyari miusbot € vo § adodlori

vo kifayot godor boyiik n ododi (& vo § adadlorindon asili)
HUn

liclin 7—%| komiyyatinin € -dan kicik olmasi ehtimal
(1 —6)-m asir:
1
S O
n 2

b) Paradoks. Oyuncular ¢ox vaxt omindilar ki, diizgiin
metal pulu atdiqda gerb iizii ¢ox sayda diisorss, onda boytik
ododlor ganununa osason, rogom Uziiniin diismasi zarursti
artir. (Oks halda, kifayot godor ¢ox sayda metal pulun
atilmasi zamani gerb vo rogom lzlorinin toxmini barabor
sayda diismasi hadisesi pozulardi). Diger terofdon, aydindir
ki, metal pulun “yaddas1” yoxdur, buna gérs do metal pul
gerb vo ya rogom Uzilino ne¢d dofo diismasini “bilmir”. Bu
sobabdon metal pulun artig 1000 dofs ardicil gerb izii di-
suiibsa do, gerb tliziiniin diismo sansi hor dofo %2-0 borabordir.
Bu Bernulli teoremins zidd deyilmi?

c) Paradoksun izahi. Bernulli teoremino géro metal
pul kifayst godor ¢cox sayda atildiqda gerb vo roqom tizlori
toxmini eyni sayda diisiir, amma asas masalo burasindadir ki,
burada “toxmini” no demokdir? Gerb va roqom fzlorinin
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diismosi saylar1 arasindaki forgin ¢ox kicik olmasini zonn
edon oyuncu yanilir, belo ki, Bernulli teoremino goérs gerb
lziinlin dismasinin metal pulun atilmasi sayina nisbati
togribi ¥2-dir (1-o yaxin ehtimalla) vo ya gerb tiziiniin diismo
saymnin ragom lzliniin diismo sayina nisboti toqribi 1 -o
borabordir. Basqa sozls, metal pulun atilmasi say1 artdiqca
bu ododlorin logarifmlerinin forqi 0 -a yaxinlasir. ©gor
odadlorin forqi kigik olsaydi, bu, metal pulun “yaddas”inin
olmamasina zidd olard.

Misal. Diizgiin oyun zori 300 dofo atilir. “5” iizliniin
diismosi hadisosini A4 ilo, bu hadisonin bas vermo sayini iso

Un(4) iloisars edok. Zor dl'izgijn oldugu ticiin intuitiv olaraq

#300( )

aydindir ki, nisbi tezliyi —-9 yaxin olacaqdir, amma na

doracada yaxm oldugunu soylamgk mumkiin deyil. Bu
mogsadlo

Uzoo(A) 1
——=]<0,01
300 6l —

hadisosinin ehtimalini qiymotlondirak.
Natico 2-ya asason
A
p { H300( )

300 6
Qeyd edok ki, misalda sinaqglarin saymni artirsag,
moasalon, n = 600 gotilirsok, bu halda axtarilan ehtimal

Heoo(4) 1 }
P ——<0,01; = 28(0,61) = 0,46.
{ 600 6l — ( )

<0 01} ~ 2d(0,46) ~ 0,35.

olar.
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Ogor sinaqlarin sayini bir qadsr ds artirsaq, masslon,
n =900

Al

n = 1200 olduqda
p{ Paz00(4) 1

1200 6
Goriindiyt kimi, n artdiqca nisbi tezliklorin %-9 yaxin

Hooo(A) 1 }
- < ~ ~ .
900 gl = 0,01t = 29(0,75) = 0,55

| < 0,01} ~ 29(0,86) = 0,61.

olmasi ehtimali artir.

Qeyd edak ki, Bernulli teoreminin glclondirilmis
formas1 1909-cu ilde Borel torafindan isbat olunmusdur
(bax, §7.3).

§2.5. Miixtalif ehtimalll iki naticali asili olmayan
smagqlar

Bernulli sxemindos har bir sinaqda hadisonin bas vermos
ehtimali eyni oldugu forz olunur. Lakin bozi praktik
mosalolords bu ehtimallar miixtslif do ola bilor.

Forz edok ki, asili olmayan n sayda sinaq aparilir, bels
ki, birinci sinaqda A hadisasinin bas vermo ehtimali p,,
ikinci sinaqda p, va s. n-ci sinaqda iso p,,-dir. A hadisosinin
bas vermomasi ehtimallar1 uygun olaraq gy, ..., g, olsun. n
sinaqda A hadisasinin k dofo bas vermosi ehtimalim B, (k)
ilo isaro edok.

Torif. ¢, (z) = [1i=1(piz+ q;) funksiyasina P, (k)
ehtimallarinin doguran funksiyasi deyilir.

Bu halda A hadisosinin k dofo bas vermoasi ehtimali
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olan PB,(k) doguran funksiyasinin z-in qiivvatlorino goro
ayrilisinda z*-nin emsalina borabordir.
Maosolon, n = 2 olduqda

Y2(2) = (P12 + q) (P22 + q2) =

=p1922° + (192 + ¢102)Z + 9192

Buradan A hadisasinin 2 dofo bas vermosi ehtimalini
z2-nin omsalina, yoni P,(2) = p;p,-y9, 1 dofa bas vermo eh-
timal P,(1) = p1q, + g1, -yo vo bas vermomosi ehtimali
P,(0) = q,q,-ya borabardir.

Mosoals 1. Ug atic1 hodafo giillo atir. Hor bir atia {i¢iin
hodofin vurulmasi ehtimali uygun olaraq 0,9; 0,8 vo 0,7-dir.

A ={hadofs iki gillo doymaosi} vo B ={hodofs on az1 iki
giillo doymaosi} hadisalorinin ehtimallarini tapin.

Holli. Masoloni hall etmak tigiin

U@ = | |@ez+ a0
k=1

miinasibatindon istifado edacoayik. Masolonin gortini nozors
alsaq,
Y3 (2)=(09z+0,1)-(0,8z+0,2) - (0,72 + 0,3) =

= 0,504z3 + 0,398z2% + 0,092z + 0,006
oldugunu alds edorik.
Buradan z?-1n amsali 4 hadisasinin ehtimalini veracok,

yani P(A) = 0,398.
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B hadisasi yalniz o zaman bas verir ki, hadofo ya 2 ya da
3 giillo doymis olsun, buna géro do z3 vo z%-nin omsalin
toplamagq lazimdir:
P(B) = 0,504 + 0,398 = 0,902.

§2.6. Polinomial sxem

Bernulli sxemi yalnmiz iki noticali sinaglar1 6yronmoyo
imkan verir. Lakin elo mosalslor var ki, sinagin ikidon ¢ox
sayda noticasi ola bilar.

Forz edok ki, k sayda Ay, ..., Ay noticasi olan G siagi
aparilir, belo ki, 4; NA4; = Q,i+j vo U’leAi =. Bu
noticolorin ehtimallarini uygun olaraq py, ..., px ilo isare
edok: P(4;) = p;, i = 1k, beloki,p; = 0vs Y5 p; = 1.

Forz edok ki, G sinag1n dofs tokrar olunur. Onda asil
olmayan n sinaqda A; naticasinin m; dofy, ... A, noticosinin
m,, dofa bas vermoasi ehtimali bels tapila bilor:

n! my m
Palims, i) = S e ()

burada ¥¥_, m; = n.

Qeyd edok ki, k = 2 oldugda polinomial sxemdon
Bernulli sxemi alinir.

Moasals 1. Miiayyen fabrikin istehsal etdiyi mohsulun
80%-i birinci ndv, 15% - ikinci név, 5% iss liglincii nov olur.
Tosadiifi gaydada gotiriilmiis 6 mohsul vahidinin 4-niin bi-
rinci nov, 1-nin ikinci név, 1-nin iss tliglincii név olmasi eh-
timalin1 tapin.
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Holli. A4; ilo se¢ilmis mohsulun i-ci név olmasi hadi-
sosini isars edok. Sorta gora
P(A,) =p, = 0,8; P(4;) = p; = 0,15; P(43) = ps = 0,05.

Bunlar1 nozors alsagq,

6!
Po(4,1,1) = 7 (0.8)* - 0,15 - 0,05 = 0,092.

Moasals 2. A, B va C sirketlorinin miioyyon sifarisi al-
masli ehtimallar1 uygun olaragq, 0,4; 0,4 vo 0,2-dir. Sifaris bir-
birinden asili olmayaraq verilir. Sifarislorin 4-niin do eyni
sirkots verilmosi ehtimalini tapin.

Holli. (1) diisturuna asason

P,(4,0,0) + P,(0,4,0) + P,(0,0,4) =
41

= oo 0" (04)° - (02)° +

4! . ) 0
+orar o1 O (0" (0,2)° +

4! . i )
+oror (O (04 - (02)" =

= 0,0256 + 0,0256 + 0,0016 = 0,0528.

Mosoals 3. Oyun zori bes dofs atilir. Ug dofo ciit rogom,
bir dofo 1 diismoasi vo bir dofs do ya 3 ya da 5 rogominin
diismosi hadisasinin ehtimalini tapin.

Holli. Asagidaki hadisalori daxil edok:

A = {ciit roqom diismasi},
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A, = {bir dofs 1 rogominin diismasi},
Az = {ya 3, yada5 diismosi}.

Aydindir ki,

1 1 1
P1=P(A1)=§» P2=P(A2)=g; P3=P(A3)=§-

Belolikls, polinomial sxemo gors
5! (1)3 11 5

3111 \2) 6 3 36

P;(3,1,1) = >

Mbasals 4. Maliyys bazarinda hor hansi sohmin qiymati
gin orzinds 0,5 ehtimal ilo 1 pul vahidi galxa bilar, 0,3 eh-
timal ilo 1 pul vahidi diige biler vo 0,2 ehtimal ilo doyismoz. 5
ticarot giinl orzinde sohmin qiymotinin 2 vahid qalxmasi
hadisasinin ehtimalini tapin.
Holli. Aydindir ki, ehtimali axtarilan A hadisonin bas
vermosi uiciin asagidaki iki miixtolif hadiss ola bilor:
Sohmin qgiymati 2 giin arzinds qalxir vo 3 giin doyismir,
Sohmin qiymeti 3 giin artir, 1 gin azalir vo 1 giin
doyismoz qalir.

Belaliklo, polinomial sxema asason

P(A) = P5(2;0,3) + P5(3;1,1) = 0,17.
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111 FOSIL
TOSADUFI KOMIiYYOT
VO ONUN EHTIMAL PAYLANMASI

§3.1. Tasadiifi kamiyyat anlayis1 vo onun paylanma
funksiyasi

Tosadiifi kemiyyst anlayisi ehtimal nazariyyasinin on
miihiim anlayislarindan biridir.
Torif 1. (Q,F, P) ehtimal fozasinda toyin olunmus, haqiqi
giymotli F- olciilon & = &(w) adadi funksiyasina tasadiifi
komiyyoat deyilir: &: Q - R.

F- olgtilonlik o demokdir ki, ixtiyari x € R {li¢lin

{w:é(w)< x}eF (1)

sortinin 6donilmosi basa dusiilir.

Torifdon gortniir ki, tesadiifi kemiyystin arqumenti
elementar hadisolordir. Basga so6zls tosadiifi komiyyst sina-
gin noticalorinin funksiyasidir. Bu o demokdir ki, tesadiifi
komiyystin aldig1 konkret giymotlori gabaqcadan sdylomak
olmaz. Amma tosadiifi komiyyatin ala bilocoyi giymaotlor
coxlugunu avvolcodon vermak olar.

Misal 1. Bir metal pulun bir dofs atilmasi eksperimen-
tindo gerb Uzilinlin diismesi sayini ¢ ilo isars edak. Aydindir
ki, £ -nin iki miimkiin qiymati olacaqdir 0 vo 1. Lakin bu qiy-
motlordon hansini alacagini daqiq séylomok miimkin deyil.
Basqa so6zl9, € sinagin noticosindon asili olaraq qiymeot alan
funksiyadir, yoni tosadiifi komiyyatdir.

Misal 2. Metal pul 3 dofs atilir. Gerb tUziiniin diismasi
sayin1 ifado edon ¢ komiyyotinin miimkiin qiymstlori
0,1,2,3olar.
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Misal 3. Hodofin ilk dofs vurulmasina godor agilan
atoslorin sayi tosadiifi komiyyotdir.

Misal 4. Hodofin morkazindon vurulma noqtasine qo-
dor olan mosafs tosadiifi komiyyatdir.

Misal 5. Mioyyon bir canlinin yasama miiddati,
miioyyon bir cihazin fasilosiz islomo miiddoti do tosadiifi
komiyyoto misal ola bilor.

Asagidaki misal tesadifi komiyystin torifindoki F- 6l-
clilonlik sortinin mithiim oldugunu gostarir.

Misal 6. Q = {w,, w,, w3, w,} olsun. F ilo Q-nin biitlin
miimkiin alt ¢oxluglarinin dogurdugu c-cobri isaro edok. ixti-

yari A € F hadisasinin ehtimalini agagidaki kimi toyin edok:

4]
P(A4) =7~

Q -da ¢ funksiyasi toyin edok: ¢ (wy) =k, k = 1,4.

¢ funksiyasi () -da tosadiifi komiyyotdirmi?

Bu suala cavab vermok ticiin ¢ funksiyasinin F-
oOlciilon oldugunu gostormok lazimdir.

1.x <1oldugda{w: ¢ (w) <x} =0 € F.

2.1< x < 2o0lduqda {w:¢ (w) <x}={w,} €F.

3.2< x < 3 olduqda {w: ¢ (w) < x} = {w,, w,} € F.

4.3< x < 4oldugda{w: ¢ () < x} = {w,, Wy, w3} € F.

5.x=> 4 olduqda {w: é(w) < x} =Q € F.

Demali, toyin olunmus ¢ funksiyasi F- 6l¢iilondir vo
belaliklo, tosadiifi komiyyatdir.

Indi iso 6lgiilonlik sortinin pozulmasina aid misal qurag.

Misal 7. Misal 6-nin sortlori daxilinds F olaraq asagi-
daki o-cabri gotiirak:

Fr ={0,{wy, w,}, {ws, ws}, Q}.
Aydindir ki,
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1.x <1lolduqda{w:¢ (w) <x}=0 € F".

2.1< x < 2olduqda {w:¢ (w) < x}={w } & F"

Gorindiyi kimi, £ funksiyas1 F* a-cobrina nazaran 6l-
cllon deyil. Basqga sozls, bu halda & funksiyas1 ) elementar
hadisalor fozasinda toyin olunsa da, tesadiifi kamiyyoat de-
yildir.

Indi iso tosadiifi komiyyatin paylanma funksiyasi an-
layisini verak.

Qeyd edok ki, tosadiifi komiyyatin torifindoki
F-o6lgtlonlik sorti imkan verir ki, ixtiyari x € R li¢iin

§ sx}={w:§(w) <x}

hadiso olsun vo onun ehtimali tayin edils bilsin. Aydindir ki,
bu ehtimal x-dan asili bir funksiya olur.

Torif 2. F; (x) = P{w:§ (w) < x}, x € R funksiyasina ¢
tosadiifi komiyyotinin paylanma funksiyasi deyilir.

Bu funksiyanin toyin oblasti hoqiqi odedlor ¢oxlugu
R = (—00, +00), giymotlor ¢oxlugu iss [0,1] pargasidir, yoni
0<F:(x) <1

Paylanma funksiyasinin asagidaki miihiim xassalori vardir.

Xasss 1. Paylanma funksiyasi azalmayan funksiyadir,
yoni ixtiyari x; < x, Ugln

F(x1) < F(xy).

isbati. x; < x, gotiirok. Onda asanligla gormok miim-
kindir ki,

E<x}={=x}uiy <i<x}

Bu ifadonin hor iki terofindon ehtimal alaraq va eh-
timalin additivlik xassosini totbiq edorok
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P{§ < x} = P{& < x1} + P{x; <& < x5}

oldugunu slds edoarik. Buradan
P{x; <§sxp} =P{{ <xp} —P{§<xi} =

= F(xz) = F(x1). (2)

P{x; < ¢ < x,} = 0 oldugu l¢iin
F(x,) < F(xy).

Xass? 2. Paylanma funksiyasi sagdan koasilmozdir:
F(xo +0) = F(xo),

burada F (x, + 0) ilo F (x) funksiyasinin x, noqtosindoki sag
limiti isars olunmusdur:
F(xo+0) = lim F(x).
x—x9+0

Isbat1. Asagidaki hadisalor ardicilligini daxil edok:
1
Bn: {X<ESX+H}.

Asanligla gormok miimkiindiir ki, B,,; € B,,n =
1,2,... von - o olduqda B, | @.
Buna géron — oo olduqda

P(Bn)=P{ESx+%}—P{ESx}=F(x+%>—F(x)—>0.

Bu iso o demoakdir ki,
F(xo + 0) - F(xo).

Xassa 3. lim F(x) = F(—o) =0vo
X——00
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lim F(x) = F(+) = 1.
X—00

Isbati. Bu xassonin isbati ehtimal dlciisiiniin additivlik
xassosindon alinir. Asagidaki hadisslori daxil edok:
A, = {n—-1<é&<n}

Aydindir ki,
Q=Upe—wdy Vo Np=—wd, = 0.

Bunlar1 nozare alsagq,

1=P(Q)=P(CJ An>=13§go i P(Ay) =

n=—oo n=-N+1

N
= lim z Pin—-1<é<n}=

N—-oo
n=-N+1

N
— lim Z (F(n) — F(n— 1)) =

N—oo
n=-—N+1

= Allilrgo(F(N) — F(—=N)) = F(+0) — F(—o0).

Belalikls,
F(+00) —F(-) =1

oldugunu alds edirik. Digor torafdon
0<F(x)<1

oldugu ticiin F(—) = 0 vo F(+) = 1.
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Belalikla, xassa 3 isbat olundu.
Asagidaki teoremi isbatsiz olaraq verak:
Teorem 1. Forz edok Ki, F(x) funksiyasi asagidaki
sortlori 6dayir:
1) azalmayan funksiyadir;
2) sagdan kosilmozdir;
3) xl_i)mooF(x) =F(—00) =0 vaii_r)glo F(x) = F(4+o)=1.
Onda (Q,F, P) ehtimal fozasinda toyin olunmus elo
¢ = &(w) tosadiifi kamiyyati var Ki, F (x) funksiyasi hamin tosadiifi
komiyyatin paylanma funksiyasidir: F(x) = F¢ (x) = P{§ < x}.
Paylanma funksiyas1 mslum olduqda tosadiifi komiy-
yatin (x4, x,] intervalindan qiymot almasi ehtimal
P{x; <& < xp} = F(xp) — F(xy1)

kimi tapilir. Bu muinasibat (2)-don alinir.

Paylanma funksiyasi molum olduqda ¢ tosadiifi ko-
miyyotinin miioyyon x qiymatini almasi ehtimalim1 tapmaq
mimkiindr:

P{¢( =x}=F(x)—F(x—0).

Dogrudan da,

{x}=ﬁ{x—%<f§x}

n=1

oldugu tgiin, ehtimal oOlglsiiniin kesilmoazliyi aksiomuna
osason

PlE=x}=lmPlx—2<f<x|=
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= lim (F(x)—F(x—l>> =F(x)—F(x—-0).
n-oo n

Torif 3. £: 2 — R inikasi zamani {(w) € B € R sortini
odayan biitiin w elementar hadisslor ¢coxluguna B adadi ¢ox-
lugunun proobrazi deyilir vo £~1(B) kimi isars edilir:

§71(B) = {w:¢(w) € B}.

&71(B), B € B(R) proobrazlar Kkiilliisii ¢ -cobr amalo
gotirir (gostorin). Bu o-cobri F; ilo isars edok. F¢ -0 ¢ tosa-
difi komiyystinin dogurdugu o -cobr deyacoyik. Aydindir ki,
Sg c 3.

Gostormok olar ki, F; o-cobri {w:& < x}, x € R ¢ox-
luglarini 6ziinds saxlayan on kicik o-cabrdir.

Proobraz anlayisinin kémoyi ilo tesadiifi kemiyyatin
torifini bels do vermok olar.

Torif 4. Ixtiyari B € $(R) ¢oxlugunun proobrazi

§'(B) ={w:é(w)EB}YEF

olarsa, bu halda ¢ = {(w) adadi funksiyasina tosadiifi ke-
miyyot deyilir.
Torif 5.
P¢(B) = P{£™}(B)} = P{¢ € B) 3)

borabarliyi ilo toyin olunan P;(B), B € f(R) ehtimal él¢lisii

¢ tosadiifi komiyyotinin (R, S(R)) -do ehtimal paylanmasi
adlanir.
Belaliklo, hor bir § = {(w) tesadiifi kemiyyati haqiqi

192



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

oxda (R, B(R), Pg(-)) ehtimal fozasi yaradir. Burada P () eh-
timal 6l¢iisti (3) diisturu ils tayin olunur.
Misal. (R,B(R),P¢(*)) ehtimal fozasinda ¢ = ¢(w)

tosadiifi komiyyotini asagidaki kimi toyin edak:
l,w=0

f:f(“’):{o,w<0

Bu tesadiifi kamiyyatin dogurdugu o -cobr asagidaki
kimi olar:

Fe={R,0,{w = 0}, {w < 0}}.

Teorem 2. F(x) paylanma funksiyasinin kosilmozlik
noqtalori coxlugu on ¢oxu hesabidir.

Isbat. P{¢ = x} = F(x) — F(x — 0) boraborliyinden
cixir ki, ogor x noqtoesi kosilmo noqtesidirse, bu halda
P{¢ = x} > 0 olar. Ixtiyari n > 1 ii¢iin P{¢ = x} > % sortini
odayon x kosilmo ndéqtalerinin say1 n -don ¢ox ola bilmoz,
¢iinki oks halda Pz(R) = P{¢"*(R)} = P{§ € Q} =1 sorti
pozulardi. P{¢ = x} 2% sortini 6doyan x ndqtolori coxlu-
gunu B, ilo isaro etsok, F(x) funksiyasinin biitiin kosilmo
noqtalori ¢oxlugu B = U, B,, olar. Bu ¢oxluq iso an ¢oxu
hesabi ¢coxluqdur.

Masalalor.
1. (2, F, P) ehtimal fozasinda ¢ = ¢(w) tesadiifi komiyyati
verilmisdir. Gostorin ki,
{w:é=>x} {w:é<x} {w:é&>x) {w:&=x};
{w:a<é<b}; {w:a<é&<b}

coxluqlarinin har biri tosadufi hadisadir, yoni F o-cobrina
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daxildir.
2. (2,F,P) ehtimal fazasinda ¢ = é(w) vo n = n(w) tosa-
diifi komiyyatlori verilmisdir. Gostorin ki,
{w:§ <n} {w:§ <n} {w:&>n} {w:§=n}

coxluglarinin har biri tosadiifi hadisadir, yoni F o-cobrino

daxildir.

3. Forz edok Ki, ehtimal fazasinda ¢ = é(w) von = n(w) tosadiifi
komiyyatlori verilmisdir. Gostorinki,c - &; &€ +¢; |&]; € £ n;

&-n voP{w:n #0} = 1olduqda,§ tosadiifi kamiyyatlordir.

4. Gostorin ki, paylanma funksiyasi molum olduqda ¢ tosa-
difi komiyyostlo bagh miixtolif ehtimallar1 tapmaq miim-
kiindiir:

P{x; <& <x3} = F(xp) — F(x; — 0),
P{x; <& <xp} =F(x; —0) — F(x; — 0),
P{x; <& <x} = F(x; — 0) — F(xy),
P{§ <x}=F(x—-0),
burada F(x — 0) = limO F(x).
X—>X—

§3.2. Diskret paylanmalar

() elementar hadisslor ¢oxlugu sonlu vo ya hesabi
coxluqg oldugu tglin ¢ tosadiifi komiyyatinin giymotlor ¢ox-
lugu da sonlu vo ya hesabi olacaqdir. Ogoar ¢ tosadiifi komiy-
yaotinin aldig1 giymatlor ¢oxlugu sonlu olarsa, belo tasadiifi
komiyyotlor sads tasadiifi komiyystlor adlanir. Hesabi
sayda giymotlor ¢oxluguna malik olan tosadufi kemiyyastlor
diskret tosadiifi komiyyotlor adlanir. Aydindir ki, sads
tosadiifi komiyyot do diskret tosadiifi kamiyyatdir.
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Forz edok ki, ¢ tosadiifi komiyyati sonlu sayda
X1, Xg, ..., X qiymatlori alir vo
A, = {w: &(w) = x;} olsun. Aydindir Ki,

n
U Ak = .Q
k=1

Sado tosadiifi komiyyotloro aid olan hadisonin indi-
katoru anlayisi ilo tanis olag.
Hor hansi B hadisosinin indikatoru asagidaki kimi te-

yin olunur:
=@ ={; og
Indikatorun asagidaki xassolori vardir:
1) In=1, Iz =0.
2) ASB=1,<I.
3) AnB =0olduqdaly,g =1, + I
4) Ixtiyari A vo B hadisolori tigiin I, 5 = I4 + Iz — I4np.
5) IﬂiAi =11 IAi-

Indikator anlayis1 ehtimal nozoriyyesindo hesablama
islorini sadolosdirir vo riyazi ifadonin kompakt yazilisini
tomin edir.

Indikator anlayisindan istifads edorok ¢ diskret komiy-
yatini belo yazmagq olar:

fzzxk'IAk» A ={w: §(w) =x}
k=1

Torif 1. Forz edok ki, ¢ tosadiifi komiyyaeti

195



Rdvsan Oliyev

X1, X2, ey X, - qiymotlorini

p=Pl{=x} k=1
ehtimallar ils alir:
1.p,=0 vo
2. Yp=1 Pk = 1.
(%, p) » k=1 ciitlor ¢oxluguna ¢ tosadiifi komiyyatinin
paylanma qanunu deyilir. {p;}, k = 1 ehtimallar ailesina
diskret paylanma deyilir. Diskret paylanma bozon codval
soklindo verilir:

Xk X1 X2
Pk D1 D2

Diskret tosadiifi komiyyatlorin aldig1 qiymatlorin miisy-
yon bir ¢oxluga daxil olma hadisasinin ehtimalin1 tapmagq
liclin, paylanma funksiyas1 anlayisindan istifado olunur.
Diskret tosadufi komiyyetlor liclin paylanma funksiyasinin

ifadasi beladir:
B0 = ) pe

k:xp=<x
Diskret paylanmanin paylanma funksiyasinin qrafiki
asagidaki kimidir:

F(x)

1 4

P1+ P2+ Pz

p1 Pz | —
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Goriindiyi kimi, diskret tosadiifi kamiyyatin paylanma
funksiyasi hissa-hisso sabit funksiya olub ixtiyari i tigiin
biitiin x # x; noqtalorinds kosilmozdir veo ixtiyari i tg¢in
x = x; noqtelorinds birinci név kasilonliye malikdir.

Misal 1. Forz edok ki, ¢ diskret tosadiifi komiyyatinin
paylanma ganunu asagidaki cadval soklinds verilmisdir:

xx | -1 ] O 2 | 4
pe | 03] 01| 0 06

Paylanma funksiyasini tapin vo grafikini qurun.

Holli. Codvaldon gorinir ki, ¢ diskret tosadifi komiy-
yatinin qiymotlori adad oxunu 5 kasismayaon araliga boliir. Bu
araliglarin hor birindo paylanma funksiyasinin qiymstini
miioyyon edak.

1) x < —1 olduqda
F(x) = P{¢ < x} = P{@} = 0.
2) —1 < x < 0olduqda

F(x) =p, =0,3.
3) 0 < x < 2olduqda

F(X)Z Z Pk=p1+p2=0,3+0,1=0,4.

k:xp<x

4) 2 < x < 4 olduqda
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F(x) = Z Pk =P1+p,+p3=03+01+0=0,4.

k:xpsx

5) x = 4 olduqda

F(x) = Z Pk =pP1+pP2t+ps+ps=1
k:xp<x
Belaliklo,
(0; x < -1
03 —-1<x<0
F(x)=<04; 0<x<2
10,4; 2<x<4
k 1; x =>4

Bu funksiyanin qrafiki asagidaki kimidir:
F(x)

14+

0,4

—10.3

Misal 2. Forz edok ki, metal pul 1 dofs atilir. Bu halda
N ={w;,w,}; w; = G; vo w, = R.Bu eksperiments uygun o-
cabr olaraq 2-nin biitiin alt ¢oxluglari ¢oxlugunu gotiirak;

F = {ﬂ, {(1)1}; {(1)2},.()}
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Bu F o-cobrinds P ehtimal 6l¢iinti toyin edok:

P(®) =0; P({w ) =55 PUw) =5 PO =1.

Asanligqla gérmok olar ki, belo toyin olunmus P(A)
funksiyasi Kolmoqorov aksiomlarini 6dayir vo demoli, A € F
hadisasinin bas verma ehtimahdir.

Misal 3. 1000 lotereya bileti vardir: 5 bileto 500
manat, 10 bileto 100 manat, 20 bileto 50 manat va 50 bileta
10 manat udus nozordo tutulmusdur. Bir bileto diison udu-
sun miqdarini ifado edon ¢ tosadiifi komiyyotinin paylanma
ganununu tapin.

Holli. Sorto gora ¢ tosadiifi komiyystinin miimkiin qiy-
motlori 0,10, 50,100 vo 500 olacaqdir. Udusa diismayan bi-
letlorin say1 1000 - (5 + 10 + 20 + 50) = 915 olar. Buna
gora do

915
P{{T = 0} = M = 0,915.

Eyni qayda ilo

50
P{E = 10} = m = 0,05,

20
P{E = 50} = m = 0,02,

10
P{E = 100} = M = 0,01,

5
P{f = 500} = m = 0,005.

Beloliklo, ¢ tosadiifi kamiyyatinin paylanma qanununu
asagidaki codval soklindo vermok miimkiindiir:
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Xy 0 10 50 | 100 | 500

pr | 0915 | 0,05 | 0,02 | 0,01 | 0,005

Misal 4. iki diizgiin oyun zori atilir.

a) dison rogomlorin maksimumunu ifado edon ¢
tosadiifi komiyyatinin, b) diisan raqeamlor comini ifads edon
tosadifi komiyystinin b) diison rogomlorin minimumunu
ifado edon 7 tosadiifi komiyyatinin c¢) diison roqomlor comini
ifado edon @ tosadiifi komiyyotinin paylanma ganununu
tapin.

Holli. a) Aydindir ki, bu & = max{i,j} tesadiifi ko-
miyystin miimkiin qiymotlori {1,2,3,4,5,6}-d1r.

Bu giymotlorin ehtimalini tapag.

—_ J— _1. —_— —_ _3.
P1—P{f—1}—£, PZ—P{S{—Z}—%,
5 7
ps=P{E=3} =25 pa=PE =4 =5

=P{{=5}= i =P{{=6}= =
Tapilmis ehtimallar1 nozoro alaraq ¢ tosadiifi komiy-

yatinin paylanma ganununu asagidaki cadval soklinds vera
bilorik:

1[2]3]4]s
| 1357911
36 | 36 |36 | 36|36 | 36

b) Aydindir ki, bu n = min{i, j} tosadiifi komiyyotin
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mimkiin qiymotlori {1,2,3,4,5,6}-dir.
Bu qgiymatlorin ehtimalini tapaqg.

=P =1 =53 p =PI =2) =55
pp=rm= ~ 36’ P2 =P = =36’

7 5
=7 Pa=Pln=4}=;

p3:P{7723}:36 36
=PI =5} =g pe=Pl1=6)=3
ps =P = ~ 36’ Pe = P = = 36

Tapilmis ehtimallar1 nazors alaraq 7 tesadiifi komiyyo-
tinin paylanma ganununu asagidaki codval soklindo vers
bilorik:

k]1]2]3]4]5]6
|19 [ 7531
36 |36 |36|3636]36

c) Diison rogomlor comini ifade edon 8 = i + j tosadiifi
komiyyotinin mimkiin qiymotlori {2,3,4,...,12} -dir. Bu
qiymatlorin ehtimalini tapagq.

Asanligla gormok mumkiindiir ki, 8 tosadtifi komiyyati-
nin paylanma qanunu asagidaki kimidir:

Mosolon, comin 6 -a borabar olmasi li¢iin 5 variant
vardir: (1,5),(2,4), (3,3), (4,2), (5,1).

Buna gora do,

p6=P{9=6}=%.

Beloliklo, 7 tasadiifi komiyyatinin paylanma qanununu
asagidaki codval soklindo vers bilorik:
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k|[2[3]4a]s5]6]7]8]9]10]11]12
el 1] 2|3 |4[5]6|5]|4[3|2]1
36 |36|36|36|36|36|36]|36|36]|36]36

Indi iso bozi diskret paylanmalari verok:
1.Cirlasmis paylanma.
P{é =c}=1, c = const.

2.Bernulli paylanmasi.
Pié=k}=p*q* %, k=01, p+qg=1.
Burdan
P{§=0}=qvo P{§ =1} =p.

Qeyd edak ki, Bernulli paylanmasi bozon asagidaki kimi
do verilir:

Pi¢=-1}=qvo P{=1}=p,p+qg=1

3.Binomial paylanma.
P =k}=Cip*q"™™ k=0mn p+q=1

Aydindir ki, Y-, P{¢ = k} = 1.
Dogrudan da,

n n
2 P{ =k} = Z Crpq" *=(@+g" =1
k=0 k=0

Qeyd edok ki, binomial qanun ilo paylanmis tosadiifi

komiyyot Bernulli sxeminds miisbat naticonin bas vermasi
sayin1 ifads edir.

Misal 5. Qutuda 15 qara va 5 ag rongli kiiracik vardir.
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Qaytarmagq sorti ilo tosadiifi qaydada 3 kiiracik gotiiriliir. &
ilo g1xarilan qara rangli kiiraciklorin sayini, 7 ils isa ¢ixarilmis
kiiraciklorin icorisindos olan ag rongli kiiraciklorin sayini isars
edok.

a) 1 qara ve 2 ag kiiracik gotiriilmasi ehtimalini tapin,

b) on az1 bir qara kiiraciyin gotiirtilmasi ehtimalini tapin,

c) P(J¢€] < 1| ¢ < 3) ehtimalini hesablayin.

Holli. a) Aydindir ki, ¢ tosadiifi komiyyati parametrlori
n=3 vo p=3/4 olan binomial paylanmaya malikdir.
Asanligla gormok miimkiindir ki, n tosadiifi komiyyoti do
parametrlori n = 3 vo p = 1/4 olan binomial paylanmaya

malikdir.
1 2

re=n=ct (- -4

Aydindir ki,
P{n =2} =P{{ =1}
b) Asanligla gérmok olar ki,
Pé>1}=1-P{¢l<1}=1-P{¢=0}=

- (3) () =
- 3 4 4) 64

c¢) Sorti ehtimaldan istifado etsok
P{(-1<&<DNE<3)

PUEI < 10§ <3} = o3

_P{0<E<1} P{E=0}+P{E=1}
T 1-PE=3) a3 ) -

4 4
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1 9

oa T e _ 10

1-% 37
64

4. Puasson paylanmasi.
k
PE=kl="e?, 1>0,k=012,...

A > 0 ododi paylanmanin parametri adlanir.

Gostorak ki,
z PE=k}=1
k=0
Dogrudan da,
ARy R | L A
k!e =e Zk!—e et =1.
k=0 k=0

Puasson paylanmasi bazon nadir hadisslor ganunu da
adlanir.

Qeyd edok ki, Puasson paylanmasi bir ¢ox totbigi mo-
salalords, o ciimlodan fizikada radioktiv parcalanma maso-
lolorinds totbiq olunur. Malumdur ki, hor bir Ra radiy atomu
radioaktiv pargalanma zaman « -zorraciklor stalanir. Forz
edok ki, miiayyon T zaman intervalinda moévcud olan n say-
da radiy atomu digor atomlardan asili olmayaraq p ehtimali
ilo parcalanir. Bu proseso biz Bernulli sinaglart kimi baxa
bilorik, belo ki, miisbat noticonin bas vermasi say1 olan ¢
tosadufi komiyyoti T zamani orzinds yaranan a-zarraciklorin
sayini ifads edir. Radioaktiv pargalanma prosesi ¢ox yavas
getdiyi Uciin p ehtimali ¢ox Kkicik olur. Bununla yanasi
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atomlarin say1 n kifayot godor ¢ox oldugu lgiin ¢ tosadiifi
komiyyoti Puasson paylanmasina malik olur.

Umumiyyatlo, Puasson paylanmasi eyni zaman (vo ya
mokan) aralifinda bir-birindon asili olmayaraq bas veron
eyni orta intensivlikli hadisalorin sayini ifads edir.

5. Handasi paylanma.
P =k} =pq"“ " k=12,.,

beloki, 0<p<1,0<qg<lvop+qg=1

Gostorok ki, Y-, P{¢ = k} = 1.

Dogrudan da, 0 < g < 1 oldugu lc¢iin sonsuz azalan
hondosi silsilonin comi diisturundan istifade edorok

[0/0) [o.0] [o/e) 1
ZP{€=k}=ZPq"‘1=qu"‘1=p—1_ =1
k=1 k=1 k=1 1

oldugunu alds edorik.

Qeyd edok ki, hondssi ganunla paylanmis tosadiifi
komiyyot Bernulli sxemindo miisbot noticonin ilk dofo bas
vermasina qador aparilan sinaqlarin sayini ifads edir.

Indi iso hondosi paylanmanin miihiim xassosini verak.

Forz edok ki, ¢ tosadiifi komiyyoti hondasi paylanma
qanunu ilo paylanmigdir. Bu halda asagidaki miinasibat
dogrudur:

P{& =n+k|&E =n}=P{¢ =k} k=1,2,...

Bu xassoyo kecmisin unudulmasi xassasi deyilir.
Elmi odobiyyatda bu xassoyo Markov xassosi do deyilir.
Dogrudan da,
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E=n+idc=n

oldugundan,
{E=n+kin{E=n}={&=n+k}

Sorti ehtimal diisturuna asasen
P{§=n+k}n{&=n})
P{§ = n} B

P{é =n+k|¢=n}=

_PE=n+k} q"Fp
O PE=n} XXM

=p-q*=P{{=k}.

Bu xassoni belo ifado etmok olar: n-ci addima qgodor
miisbat natica bas vermoyibss, onun (n + k)-c1 addimda bas
vermasi ehtimali yalniz k-dan asilidir.

Diskret paylanmalardan yalniz handssi paylanma ganu-
nu l¢lin kegmisin unudulmasi xassasi 6danilir.

6. Monfi binomial paylanma. Ogor k =r,r + 1, ...;
p+q =1 ugin

P =k} =Ci-p -q*

olarsa, bu halda deyirlor ki, ¢ tosadiifi komiyyoti monfi
binomial paylanmaya malikdir. Bu paylanma bazon Paskal
paylanmasi da adlanir. Xisusi halda r = 1 olduqgda monfi
binomial paylanmadan hondassi paylanma alinir.

Asanligla gostormak olar ki, Y.;°-. P{§ = k} = 1.

Qeyd edok ki, monfi binomial ganun ilo paylanmis &
tosadufi kamiyyati Bernulli sxeminda r sayda “miisbat” nati-

206



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

conin bas vermasina gador aparilan sinaqglarin sayini ifads
edir. Aydindir ki, bu halda “monfi” naticalorin sayini ifads
edonn = & — r tosadiifi komiyyotin paylanmasini asagidaki
kimi yazmaq mimkiindiir:

Pin=m}=Cpyra-p"-q™ m=01,..

7. Hiperhondasi paylanma.
k rr—k

CrCl”
P{¢ =k} = %, k=0,1,..,min{r,m}.
n

Bu paylanma ganunu iqtisadi nozarst nozoriyyesindo
miihiim rol oynayir. Forz edok ki, n sayda mohsul vahidindon
m saydas1 yararsizdir. Tosadiifi qaydada secilmis r sayda
mohsulun i¢corisinds yararsizlarin sayini ifade edon tosadiifi
komiyyat hiperhandasi ganunla paylanir.

Misal 6. 25 elektrik lampasindan ibarot partiyadan
tosadiifi qaydada 5 lampa gotiiriilir vo sinaqdan cixarilir.
Ogor sinaq prosesi naticosindo 5 lampanin heg biri siradan
cixmirsa vo ya yalmz biri siradan ¢ixarsa, partiya qoabul
olunur. ©gor 25 lampanin 4-i yararsizdirsa, partiyanin qo-
bul olunmasi ehtimalini tapin.

Holli. Aydindir ki, se¢ilmis 5 lampanin i¢orisinds nego-
sinin yararsiz oldugu namolumdur, yoni tesadiifi komiyyot-
dir. Homin sayi € ilo isars edok. Masoslonin sortindon aydindir
ki, ¢ tosadiifi komiyysti hiperhondssi paylanmaya malik
olacaq vo

0.r5 1, ,5-1
P{§ = 0} + P{§ =1} = Cy Cis—y | CyChsy

5 5
C25 CZS

= 0,834.
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Demali, partiyanin gobul olunmasi ehtimal 0,834 -o
barabordir.

Qeyd edok ki,% nisboti azaldigda hiperhondosi pay-

lanmar vop = % parametrli binomial paylanmaya yaxin-

lagar. ©gor bu misalda p = % = % = 0,16 parametrli bino-

mial paylanma gotiirsoydik, partiyanin gqobul olunmasi eh-
timal1 0,817 olardi, yoni azalardi. Ciinki bu misalda se¢im
Umumi sayin 20% -ni togkil edir. Buna goro do binomial
paylanmanin yaxsi1 yaxinlagsma veracayini gézlomok olmaz.

§3.3. Miitlaq kasilmaz paylanmalar

Ogor ¢ = {(w) tosadiifi kamiyyatinin paylanma funk-
siyasi hor bir x € (—o0, +00) noqtosindo kasilmoz funksiya
olarsa, bu halda tesadifi kemiyyatin ixtiyari qiymatini almasi
ehtimali sifira borabor olur. ©gor x, noqtesi F(x) funk-
siyasinin kosilmozlik noqtosidirss, bu halda {w:& = x, }
tosadiifi hadisasi miimkiin hadiso olsa da, onun ehtimali
sifira barabordir:

P{w:¢& = x4} = 0.

Dogrudan da, istonilon € > 0 odadi ii¢iin
Plw:xg—e <&<xq}=F(xg)—F(xg—¢€)
miinasibati dogrudur. Buradan iss
P{w:§ = xo} = }gi_{%(F(xo)—F(xo —€))=0
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oldugunu slds edorik. Bu iso onu gostorir ki, paylanma funk-
siyasi kasilmoz olan tosadiifi kemiyystin hor bir giymetini
almasi ehtimali sifir oldugu ti¢iin, diskret tosadiifi komiyyat-
lordan farqli olarag, bels tosadiifi kamiyyati onun ala bilacoyi
giymatlorin ehtimallari ilo xarakterizo etmok miimkiin deyil.
Bu baximdan odad oxunun ndéqtelorini (x,x + Ax]
yarimintervallar1 ilo ovoz edib, ¢ tosadiifi komiyyatinin
(x,x + Ax] yarimintervalindan qiymot almasi ehtimalini
Ax-2bolsok, tosadiifi komiyyotin miioyyon xarakteristikasini
almaliyiq.
Torif 1.
P{w:x < & < x + Ax}
Axr—r>10 Ax

limitino (ogor varsa) ¢ tosadiifi komiyyatinin paylanma-
sinin sixliq funksiyasi deyilir vo p(x) ilo isars olunur.
Bunu asagidaki sokildo yazmagq olar:
F(x+Ax)—F(x)
Ax B

p(x) = lim F'(x).

Belaliklo, ogor F(x) = P{¢ < x} paylanma funksiyasi
diferensiallanandirsa, tesadiifi kemiyyotin paylanmasinin
sixliq funksiyas1 onun paylanma funksiyasinin téromaosina
barabardir.

Indi isa miitloq kesilmoz paylanma anlayisini verak.

Torif 2. Ogor elo p(x) = 0 funksiyasi varsa ki, ixtiyari x
hoqiqi adadi ti¢iin

X
P =PE<xt= [p0)dy &

—00
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ayrilist miimkiin olsun, bu halda deyirlar ki, ¢ tosadiifi ko-
miyyoti miitloq kesilmaz paylanmaya malikdir.

(1) barabarliyindan sixliq funksiyasinin asagidaki xas-
solorini almaq olar:

1) p(x) 20,
2) f p(x)dx = 1.

Birinci xasso 0 < F(x) < 1, ikinci xassoiso F(+o) =1
olmasindan alinir.

(1) beraberliyi gostorir ki, miitloq kesilmoz paylan-
malar1 vermok tugiin onlarin sixliq funksiyasin1 vermok
kifayotdir.

Qeyd edoak ki, F(x) paylanma funksiyasi malum
olduqda

P{x; < & < x} = F(x3) — F(xy).

F(x)

}F(xz) — F(xp)

/

0 Xq X2 b

Sokil 1. P{x; < ¢ < x,} ehtimalinin paylanma funsiyasi
vasitasila handasi tasviri.

Ogor p(x) sixliq funksiyasi melumdursa, bu halda tosa-
dufi komiyyetin miiayyen [x4, x, ] par¢asindan giymot almasi
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ehtimalin1 tapmaq mimkiindiir:
X2
Pl < £ < w)= [ p@dx @
X1
Dogrudan da,
Plx; <& < x}=F(x) —F(x) =

= fp(x)dx— jlp(x)dx =
= j}p(x)dx+ fp(x)dx — jclp(x)dx = Tp(x)dx.
p(x)

F(x;) — F(xy)

Sokil 2. F(x) paylanma funsiyasinin ve P{x; < ¢ < x,}
ehtimalinin handasi tasviri.

Qeyd edok ki, miitlog kosilmoz paylanmaya malik to-
sadifi komiyyotin konkret x, qiymatini almasi ehtimalinin
sifra barabor olmasini (2) miinasibstindon istifado etmoklo
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do gostormok olar.
Dogrudan da, {¢ = x,} hadisasini asagidaki kimi gos-
tormok miimkiindiir:

o)

{szo}zﬂ{xo_%<s;3xo}-

n=1

Kasilmazlik aksiomundan istifads etsak,

P{f=x0}=P<ﬁ{xo_%<fgxo}>:

n=1

Xo
1
= lim P{xo _Z< £< xo} = lim j p(x)dx = 0.
n—->oo
1

n—-oo

XO—Z

Qeyd edok ki, agor x noqtasi p(x) sixliq funksiyasinin
kasilmozlik néqtosidirse, onda A— 0 olduqda

P{x <& <x+ A} =px)A+ a(d),

burada a(A) sonsuz kicik komiyyatdir. Bu barabarlik onu
gostorir ki, p(x) sixliq funksiyasinin qiymsti no gador bo-
yiikdiirss, ¢ tosadiifi komiyyoatinin verilmis kicik (x,x + A)
intervalindan qiymot alma ehtimali bir o qador boyiikdiir.
Bozi miitloq kasilmoz paylanmalar verak.
1. [a, b] par¢asinda miintazom paylanma. Bu pay-

lanmanin sixliq funksiyasi iso asagidaki kimidir:

1
e =p—a *€ 1P

0, x ¢ [a,b].
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[a, b] parcasinda miintozom ganunla paylanmis tosa-
difi kemiyyetin paylanmasinin sixliq funksiyasinin qrafiki
asagidaki sokildodir:

p(x)

0 a b x

Sakil 3. Miintozom paylanmanin sixliq funksiyasi.

Aydindir ki, p(x) = 0 vo

+ o0
f p(x)dx = 1.
Dogrudan da,
+00 a b +oo
] p(x)dx = Jp(x)dx+Jp(x)dx+f p(x)dx =
—00 — 00 a b
b
B R
il B x = 1.
a

[a, b] parcasinda miintozom ganunla paylanmis tosa-
difi komiyyetin paylanma funksiyasi vo onun qrafiki iso asa-
gidaki kimidir:

1, x=>b,
xX—a
F(x) = , a<x<hb,
b—a
0, x < a.
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F(x)

1
0] a b x

Sakil 4. Miintozom paylanma funksiyasi.

Misal 1. Avtobus dayanacagina saat 10:00-da goldiyi-
mizi forz edok. Molumdur ki, avtobusun dayanacaga golmasi
anini saatin dogiqaleri ilo ifado edon ¢ tosadiifi komiyyati
10:00 ilo 10:30 arasinda miintozom ganunla paylanmisdir.
Asagidaki hadisalorin ehtimalini tapin:

a) Avtobusu gozlomo miiddstinin 10 dogigadon ¢ox olmasi;
b) ©gor avtobus saat 10:15-0 godor halo golmomisdirss, bu
halda onun an az1 10 doqigo sonra golmasi.

Holli. a) Sorto gors ¢ tosadiifi komiyyotinin paylanma
funksiyasi asagidaki kimidir:

1, x>30,
X
F(x) ={— 0<x<30,
) =139 x
0, x < 0.

Bunu nozors alsagq,
10
P{é>10}=1-P{¢(<10}=1-F(10) =1 —%z 0,667.

b) Axtarilan ehtimali tapmaq ti¢iin sorti ehtimalin torifindon
istifado edok:
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P((€ >25)n (> 15) P(¢>25)

PU> 258> 15} = =5 S15y P> 15)
25
:1—P§S2$:1—F@$:1—5:1z03%'
1-P{E<15} 1-F(15) 1-15 3
30

2. Ustlii (eksponensial) paylanma. Sixliq funksiyasi

(e ™, x>0,
M@_{o, x <0,

burada 4 > 0 paylanmanin parametridir.
Ustlii paylanmanin sixliq funksiyasinin grafiki asagida-

ki kimidir:

p(x)

a

X

0
Sakil 5. Ustlii paylanmanin sixliq funksiyasi.

Aydindirki, p(x) = 0vo

+ oo

f p(x)dx = 1.
Dogrudan da,
+ o0 0 + oo 400
J p(x)dx = fp(x)dx+f p(x)dx =J Ae ™ Mdx =
—00 —00 0 0
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= lim f:/le‘lxdx = lim (—%e"lx

A—-o0 A—>o0o

-1

GOstormok olar ki, tustli paylanmanin paylanma
funksiyasi asagidaki kimidir:

1— —/lx’ 20’
F(x):{ 0,  x<0

Bu funksiyanin qrafiki asagidaki kimidir:
F(x)

1

ol x
Sakil 6. Ustlii paylanma funksiyas.

Ustlii paylanma ke¢misin unudulmasi xassasi adla-
nan asagidaki xassoni 6doyir:
P{¢ > s+ t|& >t} = P{¢ > s}

Dogrudan da, sorti ehtimalin torifindon istifado etsok vo
{E>s+t,&>t}={&>s+t}olmasin nozors alsagq,

PE>s+t,$>t}

P{E>s+t|E>t} =

P{&¢ > t}
_P{E>s+t} e At s
- O P{E>t} e M - €
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oldugu oldos edilir. Ustlii paylanma iigiin iso P{§ > s} = e~*s-

dir. Beloliklo, Ustlii paylanmanin ke¢misin unudulmasi
xassosini 0dodiyi gosterildi.

Qeyd edok ki, kegmisin unudulmasi xassosini diskret
paylanmalardan yalniz handassi paylanma 6dayir.

Ustlii paylanma ehtiyatlarin idaro olunmasi nozoriy-
yasindo, sigorta nozoriyyasindo, kiitlovi xidmot nazoriyye-
sinda va s. totbiq olunur.

Qeyd edok ki, tistlii paylanma hom do Puasson pay-
lanmasi ilo baghdir. Bas vermo ehtimali kicik olan hadisslori
bazon nadir adlandirmaq olar. 9gor ¢ tosadiifi kamiyyati iki
nadir hadisa arasinda olan zamani ifada edirss, bu tasadiifi
komiyyot A > 0 parametrli iistlii paylanmaya malik olur.

3. ikitorofli iistlii paylanma (Laplas paylanmasi).
Paylanmasinin sixliq funksiyasi

A
p(x) = Ee‘l"", x € (—0,4®), 1>0

kimi verilon tosadiifi komiyyoto (a, 4) parametrli ikitorafli
istli paylanma qanunu ilo paylanmis tosadiifi komiyyot
deyilir.

Asanligla gormok miimkundiir ki,

+ 00 OA +00/1
j p(x)dx = fze’lxdx +J Ee"udx = 1.
—0 —0 0
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p(x)

0 x

Sakil 7. Ikitorofli istlii paylanmanin sixliq funksiyast.

Gostormok olar ki, ikitorafli tistlii paylanmanin paylan-

ma funksiyasi asagidaki kimidir:
1

Ee’lx, x <0,
F(x) = 1
1 —Ee-ﬂx, x > 0.

Dogrudan da, x < 0 olduqda

X x

A 1 x 1
F(x) = jp(t) dt = Jzemdt =§e’1t = —eh

x = 0 olduqda iso
X 1 xﬂ‘ 1

F = — — oAt =1—— —/’lx_

(x) fp(t)dt 2+f2e dt e

o 5

Ikitorofli iistlii paylanma funksiyasinin grafiki asagi-
daki kimidir:
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F(x)

1
1
/
0

Sakil 8. ikitorofli tistlii paylanma funksiyas.

X

4. Qamma paylanma. Sixliq funksiyasi
a

— a-1,-Ax >

olan tosadiifi komiyyatos (a, 1), > 0,4 > 0 parametrli gam-
ma paylanmaya malik tosaduifi komiyyot deyilir.

Burada T(a)= fooo t*le7tdt, >0  funksiyas

Eylerin gamma funksiyasidir vo malumdur ki,

IF'(a+1) = al'(a), ra)=r) =1, r (%) = /m.

@ =n € N oldugda I'(n + 1) = n! olur vo gamma paylan-
madan Erlanq paylanmalar sinfi alinir. Qeyd edok ki, a = 1
olduqda tistli paylanma alinir.

« parametrinin muxtalif qiymatlori liclin gamma pay-
lanmanin sixliq funksiyasinin qrafiki asagidaki kimidir:
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p(x)

p(x)

0<a<1

=T

p(x)y ()

-
x

=1

0 a-1 0 1
A

Sakil 9. Qamma paylanmanin sixliq funksiyasi

6. Veybul paylanmasi. (a, 1) parametrli Veybul pay-
lanmasinin sixliq funksiyasi asagidaki kimidir:

p(x) = alx® 1e=Hx% x>0,a>01>0.

p(x)l prx)

l1<a<2

T
2 =
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px)

0<a<1

0 x

Sakil 10. Veybul paylanmasinin sixliq funksiyasi

Veybul paylanmasinin paylanma funksiyasi iso asa-
gidaki sokildadir:

Fx)=1—e % a>0,1>0.

Qeyd edok ki, « = 1 gotiirsak, Veybul paylanmasi iistlii
paylanmaya cevrilir.

Veybul paylanmasi etibarliliq vo sigorta nazariyyessindo
genis istifado olunur. Yuxarida tesvir edildiyi kimi, tstli
paylanma, adoton, har hansi qurgunun imtina ehtimalinin
sabit oldugu halda imtinaya godor olan miiddatin giymaot-
londirilmasi tiglin bir model kimi istifade olunur. 9ger imtina
ehtimali zamanla doyisirse, bu halda Veybul paylanmasi
istifado edilir.

F(x)

1<a<2

0<a<1

0 1 x
Sakil 11. Veybul paylama funksiyasi
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Ogor ¢ tosadiifi komiyyoti A > 0 parametrli iistlii pay-

lanmaya malik olarsa, \/E tosadiifi komiyyati 0 = \/% para-

metrli Reley paylanmasina malik olur:

x x?
p(x) =—zew|—53 ;x>0,0 > 0.

Goriindiyt kimi, Reley paylanmasi Veybul paylanma-
sinin xususi hahdir.
7. Normal paylanma. Paylanmasinin sixliq funksiyasi

1 _(x-a)?
xX) = e 202 , x,a €R, cg>0
p(x) T

olan ¢ tosadiifi komiyystins (a, o) parametrli normal qanun-
la paylanmis tosadiifi komiyyot deyilir. Normal paylanma
Qauss paylanmasi da adlanir. Normal paylanmanin sixliq

funksiyasinin qrafiki Qauss ayrisi adlanir ve asagidaki kimidir:
p(x)

0 a x

Sokil 12. Normal paylanmanin sixliq funksiyasi (Qauss ayrisi)

Aydindir ki, p(x) = 0.

Gostarak ki,
+00

f p(x)dx = 1.

—00
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Dogrudan da,
+ 00 +oo
f (d 1 J _(x—az)zd
x)dx = e 202 (dx.
~ P \/2710_

Sonuncu inteqralda doyisoni ovoz edok:
xX—a
=t=>x =o0t+a=dx=adt.

g

Bunlar1 nazars alsaq

+ 00 + 00 +00

f (0)dx = — f‘ﬁdt L f Sdt=1
X X = e 20 = — e 2 =1,

~ P \/27‘[0’_ VZn_

w _t
burada f_+oo e 2dt inteqral Eyler-Puasson inteqralidir vo

qiymati v2m-yo borabordir.
Qeyd edok ki,
lim p(x) =0.

|x|—>00

Indi iso normal paylanmanin parametrlrin rolunu
aragdirag.

1. a parametri sixliq funksiyasinin qrafikinin (Qauss
oyrisinin) koordinat sistemindoki yerini miioyyon edir: a
parametri artirsa, Qauss oyrisi saga, a parametri azalirsa,
formasini saxlayaraq sola dogru horakat edir.

2. ¢ parametri Qauss oyrisinin formasini miisyyon edir.
Ogor o artarsa, Qauss oyrisi absis oxuna sixilir, oks halda
Qauss oyrisi yuxariya dogru dartilir.
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p(x)

0 x

Sakil 13. o parametrine gors Qauss oyrisinin formasi

Ogor a = 0 vo o = 1 olarsa, standart normal paylanma
adlanir.
Normal paylanmanin paylanma funksiyasi asagidaki
kimidir:
X

1 _ (t-a)?
Faﬂ(x)z\/ﬁa fe 202 dt.

—00

Bu funksiyanin qrafiki asagidaki kimidir:

0 a X

Sakil 14. Normal paylanma funksiyasi

F, -(x) funksiyasini standart normal qanunla paylan-
mis tosadiifi komiyyatin paylanma funksiyasi olan
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funksiyasi ilo ifado edok:
X

1 _ (t-a)?
F.(x) = fe 202 dt =
2710_oo

X—a

St = cp(x;a).

1 (e
=— e
\/Zn_f
Qeyd edok ki,
0
limE, ;,(x) = ! =
0_1_)0 a,o X) = E' X =aq,
1

Dogrudan da,
P(-), x<a,

0
. 1
111‘% Foo(x) =4 ®0), x=a=4=, x=aq,
7 ®(0), x>a. 21

Normal ganunla paylanmis tosadiifi komiyyatin [x,, x, ]
intervalindan qiymost almasi ehtimalini ®(x) funksiyasi ilo

ifado etmok olar:
P{xl <¢< xz} = Fa,cr(xz) - Fa,a(xl) =

(BN e

o

Indi iso normal paylanma iigiin “ili¢ sigma” qaydasim
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verok. Ogor ¢ tosadiifi komiyyoti normal ganunla paylan-
misdirsa, onda
X2 X3
1 _(x-a)?
P{x; < § < x3} = f p(x)dx = > fe 202 (x.

X1 X1

Sonuncu inteqralda t = ? doyisoni daxil etsok,

X2—a
g

1 _£
P{x; £ & < x,} = j e zdt =

1 j _ﬁd 1 j _ﬁd
= e 2dt — e 2dt =
V2mo 2mo ;

t2
burada ®,(x) = \/%_n ) ;C ez dt - Laplas funksiyasidir.

ogorx; = a — 30,x, = a + 3o gotiirsak,
Pla —30<é¢é <a+ 30}=
=P{|§—a|l < 30} =D,(3) — Po(-3).

Laplas funksiyasinin tok oldugunu va @,(3) = 0,4985
qiymatini nazars alsaq,
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Pla —30<é <a+30}=

= $y(3) — Dy(—3) = 2 Dy(3) ~ 0,997

oldugunu slds edorik.

Belaliklo, normal qanunla paylanmis tasadiifi komiyyat
[a — 30, a + 30] pargasindan konarda giymot almasi
ehtimali ¢ox Kicikdir, yoni togribon 0,003-0 borabordir.

rp(x)

a—30 a-20 a—o a a+o0c a+20 a+30 x

Sakil 15. Normal paylanma ti¢iin “li¢ sigma” qanunu

6. Maksvel paylanmasi. Paylanmasinin sixliq funksiyasi

olan monfi olmayan qiymetlor alan ¢ tosadiifi kemiyyatina
Maksvell ganunu ilo paylanmis tosadiifi komiyyot deyilir.
Burada a > 0 paylanmanin parametridir.

Qeyd edok ki, Maksvel paylanmasi fizikada meydana
golmisdir. Bu paylanma ideal gqaz molekullarinin harokot
strotinin paylanmasini ifado edir.

Maksvel paylanmasi normal paylanma ils six baghdir.
Ogor &, &, va &5 asili olmayan va hor biri (0, 02) parametrli
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normal paylanmaya malik tesadiifi komiyyoatlordirss, bu

halda /¢ + &2 + &2 tosadiifi komiyyoti Maksvel paylan-
masina malik olur.

Belaliklo, Maksvel paylanmasi tesadiifi vektorun uzun-
lugunun paylanmasi kimi gobul edils bilor, belo ki, bu
tosadifi vektorun koordinatlar: tigolgiilic dekart koordinat
sistemindo asili olmayan va hor biri (0, 02) parametrli nor-

mal paylanmaya malik tosadiifi komiyyotlordir.
p(x)

0 x

Sakil 16. Maksvel paylanmasinin sixliq funksiyasi

7. Loqarifmik normal paylanma. Paylanma sixlig1
funksiyasi
1 _(lnx—lna)2

e 202 x>0, oc>0
oV2T X

p(x) =

soklindo olan ¢ tosadiifi komiyyatino loqarifmik
normal qanunla paylanmis tosadiifi komiyyot deyilir.

Asanligla gormok miimkiindiir ki,
+00

f p(x)dx = 1.

—00
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121€J)

0| a x
e’

Sakil 17. Loqarifmik normal paylanmanin sixliq funksiyasi

Dogrudan da, doyisoni ovoz etmakls,
+ o0

f ( )d 1 foo 1 _(lnx—l;la)z 4 .
X X = — e 20 X =
P o 271'_ x

— 00

oldugunu slds edorik.
Loqgarifmik normal paylanma funksiyasi asagidak ki-
midir:
Inx

1 _(tf—lna)2
F(x) = P{€ < x} = P{In¢ < Inx} = f o
oV2m A

Qeyd edok Kki, In ¢ tesadiifi komiyysti normal qanunla
paylanmisdirsa, bu halda ¢ tosadiifi komiyyati logarifmik
normal paylanmaya malik olur. Loqarifmik normal pay-
lanma iqtisadiyyatda, xiisusan, golirlor vo bank hesablarinin
v s. paylanmasini ifads edir. Logarifmik normal paylanma
sohm qgiymatlorinin va digor aktivlerin ehtimal paylanmasini
modellosdirmok iigiin genis istifads olunur.

Masalon, maliyys riyaziyyatindan molum olan Black-
Scholes-Merton opsion giymati modelinds lognormal paylan-
ma istifados olunur, bels ki, aktivin giymatinin lognormal ganun
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ilo paylanmis tosadiifi komiyyot oldugu gostorilmisdir.

Qeyd edok ki, logarifmik normal paylanma tosadiifi
komiyyatlorin hasili nozoriyyesindo normal paylanmanin
tosadifi komiyyatlorin cominin tedqiqindeki rolu oynayir.
Molumdur ki, miiayyon sortlor daxilindo n sayda asili olma-
yan tosadiifi kamiyystin hasilinin paylanmasi n — oo olduqg-
da logarifmik normal paylanmaya yaxinlasir.

8. Kosi paylanmasi. Paylanmanin sixliq funksiyasi
1 1

e mr TR AN G

p(x) =
olan ¢ tosadiifi komiyystino Kosi qanunu ilo
paylanmis tesadiifi komiyyot deyilir. Aydindir ki, p(x) = 0.

Asanligla gérmok olar ki,
+o0

j p(x)dx = 1.

— 00

r(x)

0 x
Sakil 18. Kosi paylanmasinin sixliq funksiyasi

Dogrudan da,
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(o] (o] a

f (0d _1[ dx _11_ j‘ dx
PRIax = | 152  mase ) T+x2

—00 —00 —-a

—11' (arct t )—1(n+n)—1
—ﬂal_r};noarcga arctg (—a) =-zt3)=1
Indi iso Kosi paylanmasinin paylanma funksiyasini
tapaq:
X X X
1 du 1 du
F(x) = fp(u)du = j- — lim f =

1+u2:1'[a—>00 1+ u?

—0o0 —0o0 -a

1
= — lim (arctg x — arctg (—a)) =
71- a—oo

= 2 (arctg x +2) = ~arctg x + 5
—narch > —narch >

Kosi paylanmasinin paylanma funksiyasinin qrafiki
asagidaki kimidir:

F(x)

1

o
_

0 X

Sakil 19. Kosi paylanma funksiyasi
Qeyd edak ki, Kosi paylanmasinin sixliq funksiyasinin
“gollan” sifra zoif yaxinlasir (iistlii vo normal paylanma ilo
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miiqayiss edin). Belo paylanmalar elmi odobiyyatda agir
qaligh paylanmalar adlanir.

Qeyd edok ki, Kosi paylanmasi Lorens paylanmasi da
adlanir. Bu paylanma fizikada miintozom genislonan spektr
xatlorinin paylanmasini ifads edir. Kosi paylanmasi hamcinin
xotti rogs sistemlorindo rezonans tezliklorinin otrafinda
amplitud-tezlik xarakteristikalari tosvir edir.

9. Pareto paylanmasi. (a, 1) parametrli Pareto pay-

lanmasinin sixliq funksiyasi:
A a+1

a
p(x)=7(;) , a >0, x>A1>0.
Bu funksiyanin qrafiki asagidaki kimidir:
r(x)
7
0 A x

Sakil 20. Pareto paylanmasinin sixliq funksiyasi

Asanligla gostormok olar ki, Pareto ganununun paylan-
ma funksiyasi

A a
F(x)=1—(;) , a >0, x>1>0.
Dogrudan da,
« X
F(x) = fp(t)dt = If
—0 A
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= - =1 (%)a

F(x)

ol 2 x
Sakil 21. Pareto paylanma funksiyasi

Bu paylanma ganunu italyan alimi V.Paretonun gaslir-
lorin paylanmasi ilo bagl elmi isindon baslayaraq (1897)
iqtisadi statistikanin miixtolif mosololori ilo bagh genis
yayllmisdir. Hesab olunurdu ki, Pareto paylanmasi miisyyan
soviyyoni asmis golirlorin paylanmasini yaxsi tosvir edir.
Masolon, vergi orqganlarimi illik golirlorinin paylanmasi
maraglandirir. Bu vo bu kimi paylanmalar toxminan Pareto
paylanmasi ils list-listo diisiir. Pareto paylanmasi hamginin
sigorta nazariyyasinds ds istifads olunur.

10.Beta paylanmasi. Paylanma sixlig1 funksiyasi

p(x) = x1(1 - x)A 1, 0<x<1

B(a,B)

olan ¢ tosadiifi komiyystins (a, f) parametrli beta qanunu
ilo paylanmis tosadiifi komiyyot deyilir, burada B(a, ) -
beta funksiyasi adlanir. Malumdur ki,

7 I'(a)T
Jx“"l(l —x)fldx = —F((C;)+([§))

0
Buna gora do

= B(a, B).
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400

f p(x)dx =

— 00

1
B(a,p)

1
fx“‘l(l - x)fldx =1
0

miinasiboti 6donilir.

Xususi halda, @ = 1 vo f = 1 oldugda beta paylanma
[0,1] pargasinda miintozom paylanmaya cevrilir.

Xiisusi halda, (1 — a,a) parametrli beta paylanma
arksinus paylanmasina c¢evrilir va onun sixliq funksiyasi

sinmma

p(x) = x"*(1—x)*71, 0<x<1.

Xisusi halda « =% oldugda iso arksinus paylanmasinin

sixliq funksiyasi asagidaki kimi olur:
1

P TS

Bu funksiyanin qrafiki asagidaki kimidir:
p(x)
A

0<x<1.

1

o g R . (N 2

2

o 1 1 x

Sokil 22. a = g parametrli arksinus paylanmasinin sixliq funksiyasi

1 . . o
a=z- oldugda ise arksinus paylanmasinin uygun
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paylanma funksiyasi asagidaki kimidir:
2
F(x) = - arcsin vx .

Dogrudan da,
X X ‘/E

F(x) = J.p(x)dx =f
0

0

1

1
mt(1—1t) ae= bl- vl —u? du=

2

2
= 2 arcsinu [Y* = Zarcsin Vx.
/[ 0 =
Bu funksiyanin qrafiki asagidaki kimidir:
F(x)
1
0 1 x

Sokil 23. a = %parametrli arksinus paylanma funksiyasi

Qeyd edok ki, arksinus paylanmasi tosadiifi dolas-
malarla baghh meydana c¢ixir. Asagidaki teoremi isbatsiz
olaraq verak (bax, masalan, [27],5.100):

Teorem (Arksinus qanunu). Simmetrik Bernulli
dolasmasinin qrafikinin absis oxundan yuxarida oldugu
zaman pay1 olan % -nin limit paylanmasi har bir0 < x <1

Uclin asagidaki kimidir:
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T, 2
lim P{—n < x} = —arcsinVx .
n A

Bu qganun tosadiifi dolasmalardaki fluktasiyalarin
tobiatini izah edir. Asagidaki misala baxag.

Misal. Forz edak ki, iki oyuncu simmetrik metal pul atir
va gerb Uizl diisdiikds I oyuncu, raqam izl diisdiikda isa II
oyuncu 1 manat qazanir. Basqa so6zls, bu oyuna sifir
vaziyyatindan baslayan va eyni ehtimalla saga va ya sola bir
addim atan hissaciyin simmetrik tasadiifi dolasmasi kimi da
baxa bilarik. Arksinus paylanmasinin sixliq funksiyasinin
grafikinden ¢ox maraqli natice alda etmak olur. Qrafikden

goruntr ki, (bax, sakil 22) bu sixliq funksiyasi % noqtesinda

minimum qiymsatini alir. Bels ¢ixir ki, ilk baxisda adalatli
kimi gorinan oyun he¢ da adalatli deyilmis. Bela Ki,
oyuncularin har ikisinin barabar zaman miiddatinds udusda
olmasi ehtimali an az ehtimallidir. 9ksina, na gadar
paradoksal olsa da, oyungulardan birinin hiss olunacaq
daracada 6nda oldugu oyunlar daha boyiik ehtimallidir.

[ oyungunun o6nds (trayektoriyalarin 0-dan yuxarida,
yani misbat hissada) oldugu, II oyuncunun isa gerida
(trayektoriyalarin 0-dan asagida, yani manfi hissadsa) oldugu
atislarin sayina baxaq. Ik baxisda gozlomak olard: ki, bu
saylar taqriban eyni olmalidir. Basqa sozls, diisiinmak olardi
ki, grafikin absis oxundan yuxarida oldugu zaman pay1 olan

%” -nin %-a yaxin olmasi ehtimali an boytkdir. Lakin bu bels
deyildir, aksinadir. Bu ehtimal an kigikdir. Gozlanildiyinin
aksina, % nisbatinin 0 ve n -a yaxin giymatlar almasi
ehtimali an boyitikdiir. (bax, [27], s.100).
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Simmetrik metal pulun 10000 dafs atilmasi1 eksperi-
menti zamani oyunculardan har hansi biri 0,1 ehtimali ile an
az1 9930 atisda, 0,2 ehtimali ils isa an az1 9750 atisda lider
olacaqdir.

[k baxisda els goriina bilar ki, bu veziyyat boyiik adadlor
ganunu ila ziddiyyst toskil edir (bax, §2.4). Lakin bu bela
deyildir. Boyiik adadlar ganunu sinaglar say1 qeyri-mahdud
artdigda dogrudur va ayrica gotiirilmiis har bir seriyada na
bas verdiyi haqqinda he¢ na demir. Mahz arksinus ganunu
gostarir ki, sonsuz sinaglar seriyasinin konkret gotiiriilmiis
moahdud hissasinda heg-hega olmasi az ehtimallidir.

Belalikla, paradoksal bir vaziyyat yaranir. Simmetrik
Bernulli tasadiifi dolasmasinda sirifa ardicil gayitmalari
arasinda olan dalgalar ¢ox uzun ola bilar. Bu ise o demakdir
ki, liderliyin tez-tez dayismasi ehtimali cox azdir. Qaribadir
ki, 10000 atis zaman liderliyin an ¢oxu 8 dafe dayismasi
ehtimal1 0,14-dan boyiik, 78 dafaodan ¢ox deyismasi ehtimali
isa taqriban 0,12-ya barabardir.

Indi iso miitloq kasilmaz paylanmalarla bagli mosalo
holli nlimunolori verak.
Masala 1. € tosadiifi komiyyoti a parametrli istli qa-
nunla paylanmisdir:
1—e x=0
< — ) — )
PE =) {0, x < 0.

n = {&} tosadiifi komiyystinin paylanmasinin sixliq funksiya-
sin1 tapin (burada {£} ilo € tosadiifi komiyyatinin kosr hissasi
isars olunmusdur, {¢} = & — [&]).

Holli. Tam ehtimal diisturunu totbiq etsok ve {[¢] = k} =
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{k < & < k + 1} oldugunu nazors alsaq

F()=Pn<x}=P{{§}<x}=P{{-[¢]<x}=

=) PE-El=xlEl=k =) PE—k<x[f =k =
k=0 k=0

:ZP{E—kSx,ka<k+1}=ZP{kaSk+x}=
k=0 k=0

1 — e—ax

_ Z Fe(x + k) — Fe(k) = Z e (- ey =
k=0 k=0

Buradan iss paylanma sixlig1 funksiyasini tapa bilorik:

ae =%
pn(x) = Fn(x) = 1—ea

Mosalo 2. ¢ tosadiifi komiyyatinin paylanma sixlig
funksiyasi

p(x) = {; (x —1)% x €[0,2]
0; x ¢ [0,2]
a) F(x) =7
b) P{—1 < ¢ < 1,5} ehtimalini tapin.
Halli. a) Uygun paylanma funksiyasini tapaq:
X

F(x) = fp(t)dt

— 00

ayrilisindan istifads edok.
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1) x < 0olduqda F(x) =0,
2) 0 < x < 2olduqda

X
3(t—1)2 (x—1)3 1
F(X) = det —T'*'E.
0
b) P{—1 <& < 1,5} = F(1,5) — F(—1) = %
Moasalo 3. ¢ tosadiifi komiyystinin paylanma sixligi
funksiyasi

3
P(x):{x_“" x=0
0, x<0

verilmisdir. Bu tosadiifi komiyyatin paylanma funksiyasini tapin.
Holli. x < 1 olduqda

X

F(x) = fp(t)dt =0

—00

x = 1 olduqda
[ 3 1
F(X)=0+_jt_4dt=1_x_3
1

Belaliklo, axtarilan paylanma funksiyasi
1
F(x):{l—g, x=>1
0, x < 1.

Mosalo 4. [0, 1] pargasinda tosadiifi ¢ noqtesi gotiirilir.
[0, &] vo [€, 1] pargasinin Kiciyinin uzunlugunu 7 ilo,
boyiiyliniin uzunlugunu iss ¢ = 1 —n isars edak:

n =min(§;1— &), { =max(§;1-9§).
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Isbat edin ki, 7 va ¢ tosadiifi komiyyatlori uygun olaraq
1 1 "
[0, 5] Vo [ 7 1] parg¢asinda miintezam qanunla paylanmislar.
Holli. 0 <x < %olduqda
Fy(x) = P{n < x} = P{min({,1 - ¢) < x} =

=P{<x}+ P{1-&<x}=
=P{¢é<x}+ P{¢(>1—x}=
=x+(1-(1-x))=2x

Beloliklo, 7 tosadiifi kamiyyati [O, %] parc¢alarinda miin-

tozom ganunla paylanmisdir vo

0, x <0,
1
1, x=1.

¢ tosadiifi komiyyotinin [%,1] parcalarinda miintozom

ganunla paylandigi bonzor sokilds isbat olunur.

Masala 5. ¢ tesadiifi kemiyyatinin paylanma sixlig
funksiyasi verilmisdir.

c

P = e

X € (—00,+00)

P{¢ < 1} ehtimalini tapin.

Holli. 9vvalca c sabitini tapag.
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+o00 + oo
c
1= .f p(x)dxzfmdxz
+ oo o)
_ J‘ Cd(ex)—f cdt . t|°°—cn
T ) THem T 1y T T
—00 0

2
Buradan ¢ = -

indi ise paylanma funksiyasini tapagq:

X X

2 2
= = — — — X
F(x) fp(x)dx fﬂ(e‘t+et) dt 7Tarctge :

—00 — 00

Belalikls,
2
P{é<1}=FQ) = ;arctge.

Mosalo 6. Aparilmis todqgiqatlar gostorir ki, shalinin
verilmis bankdaki omanotlorinin migdar1 a = 530 vo 62 =
0.64 parametrlorino malik logarifmik normal ganunla
paylanmis ¢ tosadiifi komiyyaoti ilo tosvir olunur. Omanaot-
lorinin migqdar1 1000 manatdan boyiik olan smanatgilorin
payini tapin.

Holli. Omanstlorinin miqdar1 1000 manatdan kigik
olmayan omanstgilorin pay1

P{& > 1000} =1 — P{¢ <1000} =1 — F(1000)

olar. ¢ tosadifi komiyyoti loqarifmik normal qanunla pay-
lanmis tesadiifi kamiyyati oldugu tli¢lin Iné tosadiifi komiy-
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yati normal qanunla paylanmaya malik olur. Buna goro do

1 Inx — lna
0 = L+ 0y (1 100)

olar. Burada ®,(x) — Laplas funksiyasidir.
Belaliklo,

F(1000) = 1 + o (lnlOOO — ln530) B
20 0,64 -

1
=5 +®(0,79) ~ 0,785

oldugunu oldo edarik. Burada Laplas funksiyasinin giymaotlor
cadvaline asason @,(0,79) = 0,285 nozors alinmisdir. Digor
torafdon,

P{¢ > 1000} =1 — F(1000) ~ 1 — 0,785 = 0,215.

Beloliklo, hor 1000 omanotgidon toxminon 215-nin
omanatinin miqdar1 1000 manatdan ¢oxdur.

Mosalo 7. Forz edok ki, hor hansi sohmin (qiymatli
kagizin) t anindaki qiymati S(¢t) vo t + At anindaki qiymoti

iso S(t + At )-dir. Bu sohmin At zaman miuddstinds qiymae-

S(t+At)
NO)

liclin lognormal ganunla paylanmis tosadiifi komiyyatdir.

tinin nisbi doyismosi ¢ = hor bir qeyd olunmus ¢t

Riyazi gozlomosi a = 45 manat vo kvadratik orta meyli
o = 7 manat olan In¢ tosadiifi kamiyystinin 50-don boytk
giymot almasi hadisasinin ehtimalini tapin.

Holli. Sorto goras ¢ tosadiifi komiyyati lognormal pay-
lanmaya malik oldugu li¢lin Iné tosadiifi komiyyati normal
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paylanmaya malik olar. Buna goro do Laplas funksiyasinin
giymatlor cadvelindon istifade edorok axtarilan ehtimali
asagidaki kimi tapa bilorik:

50 — 45)

P{50 < In¢ < o0} = ®y(0) — CI)0< >

=0,5—-9,(0,71) =0,5—-0,2611 = 0,2389.

Masoala 8. Forz edok ki, masalo 8-doki [né tosadiifi ke-
miyyotinin riyazi gozlomosi a = 50 manatdir. ©gor sshmin
giymatinin doyismasinin logarifminin 45 manatilo 55 manat
arasinda olmasi ehtimali 0,7-ys borabor olarsa, onun 60
manatdan az olmayacag1 ehtimalini tapin.

Holli. Sorto gors ¢ tosadiifi komiyyati lognormal pay-
lanmaya malik oldugu tg¢lin [né tosadiifi komiyyati normal
paylanmaya malik olar. Buna gora do

5
0,7 = P{45 < Inf < 55} = P{|In¢ — 50| < 5} = 20, (E)

Buradan
5
q)o <_> = 0,35
o

Laplas funksiyasinin qiymaotlor codvslino asason

5
—=1,04.
o
Buradan o = 4,81.
Beloaliklo,
60 — 50
P{In& > 60} = P{60 < In& < oo} = 0,5 — D, (4—81) -

=0,5—-9,(2,08) =0,5—-0,4812 = 0,0188.
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Moasoalalar.

1. Bir diizgiin oyun zorinin atilmasi eksperimentinds miisahida
oluna bilon A ={diisen ragomlor ciit olmasi} vo B ={diison
rogomlorin 3-0 boliinmosi} hadisslorinin indikatorlarini uygun
olaraq I, vo I ilo isars edoak.

a) I, -nin paylanma qanununu;

b) Iz- nin paylanma ganununu;

c) &€ = I, + I tosadiifi komiyystinin dogurdugu bélgiinii vo onun
paylanma ganununu tapin.

Cavab:a) P{l; =1} =1/2;b) P{l, = 1} = 1/3;
¢) P{§ = 0} = 1/3; P(¢ = 1} = 1/2; P{§ = 2} = 1/6.

2. 28 domino dasindan tesadiifi qaydada biri secilir. Bu dasin
Uzorindo olan  rogomlor comini ifado edon ¢ tosadiifi
komiyystinin paylanma ganununu tapin.

Cavab: P{¢é =k} =1/28,k=0,1,11,12;

1
P{ =k} =7,k =2,3,910;

P{¢é =k} =3/28,k =4,578;

P{¢=6}=1/7.

3. Isbat edin ki, F(x) kesilmaz paylanma funksiyasidirsa, bu halda

ixtiyari n ve k natural adadleri lciin asagidaki barabarlik
dogrudur:

(0]

J Fr(x)dF¥(x) =

— 00

(n+k)

4. ¢ tosadiifi komiyyati [1,2] par¢asinda miintazom paylanmisdir.
P{2 < &? < 5} ehtimalini tapin.
Cavab: 2 — /2.
5. ¢ tosadiifi kemiyyoti [—1,3] parcasinda miintozom paylan-
misdir. P{¢? < 2} ehtimalin1 tapin.

Cavab:(l + \/E)/é}.
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1
=
malikdir. n =¢&2/(1+¢&%), ¢=1/(1+&?%) komiyyatlorinin
paylanmasinin sixligini tapin.

6. ¢ tosaduifi komiyyoti pg (x) = rlxzsu(llqll Kosi paylanmasina

1
Cavab: p,(x) = p;(x) = m,O <x<l1.

7. Tosadiifi B noqtosi morkozi A = (0,a) néqtasindas olan x2 +
(y —a)? = r? gevrosindo miintozom paylanmisdir. Tosadiifi
C = (§,0) noqtesi isa A vo B noqtalorindon kegon diiz xottin
absis oxu ilo kosismo néqtosidir. ¢ tosadiifi komiyyatinin
paylanma vo sixliq funksiyalarini tapin. (¢ paylanmasi Kosi

paylanmasi adlanir.)

1,1 x 1
Cavab: 3 + ;arctg;, =

e, 00 < x < 00,
m a?+x2’

§3.4.Sinqulyar paylanma. Lebeq teoremi

Bundan avvalki paraqraflarda biz diskret ve miitlaq
kasilmaz paylanmalarla tanis oldu. Lakin els paylanma novii
da vardir ki, o na diskret paylanmalar sinfins, no do miitloq
kasilmoz paylanmalar sinfino daxil deyil. Bela paylanmalar
sinqulyar paylanma adlanir. Bu paylanmalar1 xarakteriza
etmok l¢lin artim néqtasi anlayisindan istifade olunur.

Torif 1. Ogor Ve > 0 liclin F(x+¢e)—F(x—¢)>0
olarsa, onda x noqtasina F(x)-in artim noqtasi deyilir.

Aydindir ki, har bir kasilmo noqtosi artim noqtoasidir,
lakin funksiyanin kasilmozlik ndqtosi do artim ndéqtosi ola
bilor. Mosalon, [a,b] pargasinda miintozom paylanma
funksiyasi ti¢iin har bir x € [a, b] artim noqtesidir.

Torif 2. Paylanma funksiyasi kasilmaz olan va biitiin
artim noqtalori ¢coxlugunun Lebeq 6l¢lsii sifra baraber olan
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paylanmaya sinqulyar paylanma deyilir.

Basqa so6zlo, sinqulyar paylanma funksiyasi kosilmoz
funksiyadir vo onun sanki hor yerds (Lebeq 6l¢iisiina gors)
téromosi sifra borabordir.

Sinqulyar paylanma funksiyasina misal olaraq Kantor
funksiyasini gostoro bilorik. Bu funksiya asagidaki tisulla
qurulur. [0,1] parc¢asini 3 barabar hissoys bolok vo

1 c (1 2)
, X Py
Fy(x) = 33

gotiirak. F;(x) funksiyas1 qalan noqtslords xotti interpol-
yasiyanin komoyilo toyin olunur. Sonra [O,ﬂ &) E,l]

parcalarinin har birini yenidan 3 hissaya bolarak asagidaki

( )
3 3

0
1

funksiyani tayin edak:

(1
2

Fp(x) = S

0

-

QO ®©

-

1
4
3 E(7
2" = \9
1

X
\1, x
Bu prosesi davam etdirsok F,(x),n = 1 funksiyalar
ardicilligi qurariq ki, onun limiti azalmayan F (x) funksiyasi
olar. Bels alda edilmis F(x) funksiyasina Kantor funksiyasi
deyilir. Asanligla gérmak mumkindir ki, F(x) Kantor

funksiyasinin V' artim noqtalori ¢oxlugunun Lebeq 6lgtisu

246



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

sifra barabardir. Dogrudan da, F (x) funksiyasinin qurulma-
sindan gorinir ki, onun sabit oldugu intervallarin

12\ (12) (78
=< ),\3,2),(2,2) vas. imumi uzunlugu
3°3 9°9 9’9

Z() o
3t9T277 773 3 1___
3

olur. Buradan aliriq ki, V' artim néqtslor ¢oxlugunun A Le-
beq olgisii A(IV) =0 olur. Kantor funksiyasina uygun
olgiinii y ilo isars etsak, goriirik ki, (V) = 1. Bu halda
deyirlar ki, u 6lciisii A Lebeq 6l¢listine nazaran sinqulyardir.
Lebeq teoremi. Ixtiyari F(x) paylanma funksiyasini

F(x) = a;F3(x) + azFn (x) + a3F;(x)

kimi tosvir etmok olar, burada a; = 0,a; +a, +az =1,
F;(x) - diskret paylanma funksiyasi, F, (x) - miitloq kosil-
moz paylanma funksiyasi vo F;(x) - sinqulyar paylanma
funksiyasidir.

§3.5.Tasadiifi vektorlar. Coxolciilii paylanmalar
Forz edok ki, (Q,F,P) fozasinda & = (&,¢,,...,&,)
tosadufi kemiyyatlori verilib. Onda ¢ -ys n -6l¢iilii vektor
deyacayik. Tosadiifi vektor 6lgtilon funksiyadir:
& Q- R"
Aydindir ki,

n
@ G<nb<n .G =[|Gsuer
oldugundan
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P{fl <x,6 <xy,..&, < xn} =
= FElJEZ;---,En (xll xz, ™ ,xn) (1)

toyin olunur. Fy ¢, = (X1,X3, ..., %,) funksiyasina n-6l¢iili
paylanma funksiyas1 deyilir. Bu funksiyaya bozon
&1, &5, ..., &, tosadiifi komiyyotlorinin birgs paylanma funk-
siyas1 da deyilir. Beloliklo, n-6l¢iilii paylanma funksiyasi n
doyisonli funksiyadir.
Birdlgili halda oldugu kimi n -6l¢ili paylanma

funksiyasinin da asagidaki xassalori var:
1) her bir x , k=1n doyisonino goro

Fe ¢, (X1, X2, ..., X) funksiyasi azalmayan funksiyadir;
2) hor bir x;, k = 1,n doyisonino gors bu funksiya sagdan

koasilmozdir;
3) arqumentlordan biri —oo olduqda paylanma 0 olur:

Fe, 6,60 (X1 o) Xim1, =90, X4, o, X)) = 0,
Fe e, .5, (190,400, ...,+00) = 1.

4) n-06l¢ili paylanma funksiyasindan k -6l¢iili paylanma

funksiyasi belo alinir:

Fe e, 6, (X1, X5 o) Xg, 00, +00, ..., +00) =
= Fe e, 6. (00 X0 o, Xg).
Xiisusi halda birélgiilii paylanma tiglin
Fg(x;) = Fg ¢, .5, (+00, ..., +00,x;, +0, ..., +0).  (2)

Qeyd edok ki, coxolciilii paylanma verildikds birélgtli
biitiin paylanmalari, yoni ¢ vektorunun hor bir §; koor-
dinatinin paylanmasini (2)-nin kémayils tapa bilarik. Lakin
& koordinatinin paylanma funksiyast molum olduqda n -
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olciilli paylanma funksiyasini barpa eds bilmarik.
Fg, (x) va Fg,(y) marginal paylanmalar adlanir.
Qeyd edok ki, ikidl¢tilii vektor tligiin

Plx; <& <x,y1 <& < yo} =
= F(x2,Y2) —F(x1,Y2) —F (x2,y1) + F(x1,Y1).

3.5.1. Coxolciilii diskret paylanma

& va &, diskret tosadiifi komiyyotlor olsun, bels ki, &;
tosadifi komiyyoti x4, ...,x, .. Vo & 1S9 Y4, .0, Y oo Qiy-
motlorini alir.

pij = P{<§1 =x; & = yj}, i,j =1,2,.. ehtimallar ailo-
sino ikiolciili diskret paylanma deyilir, belos ki,
1. pjj=0

i=1 j=1
olmalidir.
Ikiblciilii diskret paylanma molum olduqda bu tosadiifi
komiyyatlorin hor birinin paylanmasini alde etmok olar:

pi = Z Dij
j=1

burada p; = P{¢; = x;}.

Analoji olarag,
b= Z Pij
i=1
buradap; = P{E2 = yj}.
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Mosals 1. ¢ vo i tosadiifi komiyyatlorinin birgs paylan-
masi asagidaki kimi verilmisdir:
P{&=0,n=0}=0,05 P{¢{=0,n=1}=0,2;
P{&E=1n=0}=0,5 P{&=1n=1}=0,25.

Bu tosadiifi komiyyatlorin har birinin paylanma
qanununu (marginal paylanmalari) tapin.

Holli. Onco & tosadiifi kemiyyotinin paylanma qanu-
nunu tapaq. Goriindiiyii kimi, £-nin miimkiin qiymatlori 0 vo
1-dir. Verilmis birgs paylanma qanunundan istifado edorsk
bu qiymaotlorin ehtimallarini hesablayag.

Aydindir ki,

=0={=0n=130{=0n=0}

Ehtimalin additivlik xassasina asasan
P{E=0}=P{&{=0,n=1}+

+P{& =0,n =0} =0,2 + 0,05 = 0,25.

Eyni qayda ilo
P{=1}=P¢=1,n=1}+

+P{¢{=1n=0}=0,25+0,5=0,75.

Beloliklo, ¢ tosadiifi komiyyotinin paylanmasi qanunu
asagidaki codval soklindodir:

Xk 0 1
Pk 0,25 0,75
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Indi iso 1 tosadiifi kemiyystinin paylanmasi ganunu
tapaq:
Pin=0}=P{{=1,n=0}+
+P{§ =0,7=0}=0,5+ 0,05 = 0,55.

Eyni qayda ila
Pln=1}=P{{=1Ln=1}+

+P{€ =07 =1} = 0,25+ 0,2 = 0,45.

Belsliklo, 1 tosadiifi kamiyystinin paylanmasi ganunu
asagidaki codval soklindodir:

Xi 0 1
Pk 0,55 0,45

Moasals 2. ¢ vo 1 tosadiifi kemiyystlorinin birge paylan-
masi asagidaki kimi verilmisdir:
P{¢=0n=0}=0,1;P{=0n=1}=0,15;

P{¢=1n=0}=045; P{¢{=1n=1}=0,.3.
Bu toesadiifi kamiyyastlorin hor birinin paylanma ganu-

nunu tapin.
Holli. Onco ¢ tosadiifi komiyyastinin paylanma ganununu

tapag.
P{E=0}=P{{=0,n=1}+

+P{{=0,n=0}=0,15+0,1=0,25.
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Eyni gayda ilo
P{=1}=P{{=1n=1}+

+P{{=11n=0}=03+045=0,75.

Beloliklo, ¢ tosadiifi komiyyatinin paylanma ganunu
asagidaki codval soklindodir:

X 0 1
~ 0,25 0,75

Indi ison tosadiifi komiyyatinin paylanma qanununu
tapaq:
Pin=0}=P{{=1n=0}+
+ P{¢{=0,n=0}=045+0,1 = 0,55;
Birge paylanma gqanununa asasan
Pln=1=P{{=1Ln=1}+

+P{f = O,T] = 1} =04+ 0’15 = (),45_

Beloliklo,  tosadiifi komiyyotinin paylanma ganunu
asagidaki codval soklindodir:

Xi 0 1
Pk 0,55 0,45

Mosalo 1 vo 2-nin miiqayisasi gostorir ki, verilmis to-

252



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

sadiifi komiyyotlorin birge paylanma ganunlari miixtoslif olsa
da, onlarin marginal paylanmalari eynidir.

3.5.2. Coxolciilii miitlaq kasilmoaz paylanma.
Ogor n-olcili elo p(xq, x5, ..., x,,) funksiyas1 varsa ki,
Vx4, X3, ..., X, hoqiqi odadlori tigiin

Ffoz'---fn (xl, X2, ae, Xn) =

X1 X2

f f fp(yl.yz,- V) dyidy, ... dy, (3)

—00 —00

olarsa, onda deyirlor ki, é = (&1,&,,...,&,) vektoru R™-do
miitloq kasilmoz paylanmaya malikdir. p(xy, x5, ..., x,,) funk-
siyasina paylanmanin sixliq funksiyasi deyilir.

n-Olciilii paylanma funksiyasinin xassalorindon sixliq
funksiyasinin xasselorini alariq:

2) fgnpe(x) dx =1

3) pe(x) = pe,z,,.8, (X1, X2, .

Xisusi halda n = 2 olarsa,
X1

pe, (1) = f P, (a1 %5) dxs.

—00

OMF(X1,X2,..mX
x,) = (x1,x2 n)_
0x1'0x3"...0xp,

Misal 1. ¢ vo 1 tosadiifi komiyyatlorinin birgs pay-
lanma sixlig1 funksiyasi asagidaki kimidir:
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_(6(1—x-—1y), x>0y>0 x+y<1
Pen (X, )_{ 0, galan hallarda '

pe (x) marginal paylanma sixhg1 funksiyasini vo Fz (x)
paylanma funksiyasini tapin.
Holli. pg,, (x, y) verildikdo ps (x) tapmagq tigtin
+co 1-x

ps(x) = f Pen(x, y)dy = f Pen(x,y) dy =

— 0 0
1-x

:f 6(1—x—y)dy =3(1—x)*.
0

Misal 2. Sirkot mohsulunun avvoalcodon danisilmis giin
vaxtinda ¢atdirilmasina qarantiya verir. Lakin bu homin giin
orzindo istonilon saat ola bilor. Miistorilordon biri istayir ki,
mohsul sifaris verilon giin c¢atdirilsin. Forz edok ki, ¢
mohsulun ¢atdirilmasi zamanidir (0 < ¢ < 1). 7 isa sifarisin
verilmosi zamanidir (0 < 5 < 1). Is foaliyyotindon molum-
dur ki, mohsul eyni ehtimalla sutkanin istonilon aninda daxil
ola bilor. Aydindir ki, ¢ vo n kamiyyatlorinin birgs paylan-
masl

p(x,y)=1 0<x<1, 0<y<1

olar. Bu iss iki6l¢iilii miintozom paylanmadir.

a) Sifarisin verilmosi vo mohsulun daxil olmasinin
glinlin birinci yarisinda olmasi ehtimalini tapin;

b) Sifarisin mohsul daxil oldugdan sonra verilmasi
ehtimalini tapin;
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c) Sifarisin mohsul daxil oldugdan an ¢oxu yarim sutka
orzinds daxil olmasi ehtimalini tapin.
Holli. a) Asanligla gormok miimkundiir ki,

1 1
2 2
P{O< <1 ;0 < <1}—ded _1
<¢ 5 0=n=5p= xdy = 7.
b) Masalonin sortini nozors alsagq,
1 x
Pl0<é<1;n>¢&} =ff =
00
c) Bu hal tez korlanan mohsullar t¢iindiir:
Plo<¢<uisn<i+i<i)=
1 1
—plosgssiesnsg+c)+
1
+P{—<€s1;€sns1}=
2t 11
[ [ o [ Jty =333
Xy 17878
X

N |

Masala 3. &; vo &, tosadiifi komiyyatlorinin birgs pay-
lanma sixlig1 funksiyasi verilmisdir:

4 x,e” IHXD) x,>0,x, >0

P¢ ¢, (x1,%2) = { 0, galan hallarda

= /&2 + &2 tosadiifi komiyystinin paylanma funksi-
yasini vs sixliq funksiyasini tapin.
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Holli. Ovvalca 7 tasadiifi kamiyyatinin paylanma funk-
siyasini tapaq.

2
y2-xi

y
F,) = f f 4x,x,0~ ) d dx, =
0 0

y
= f 2x1(e_x% — e‘yz)dxl =1—(1+y2e?".
0

Indi iso paylanma sixlig1 funksiyasini tapaq:
P =F ) =2y*e™; y>0.
Mosoals 4. iki miixtalif paylanma sixhif1 funksiyasi ve-
rilmisdir:
Pe g, (X, y) =x+y vo

1 1
fere, (0, ¥) = (x+§>(JI+§>; 0<x=<10<y<1

Bu paylanma sixlig1 funksiyalarina uygun marginal
paylanma sixlig1 funksiyalarini tapin.
Holli. x € [0,1] oldugda

1
2 1
y
pf1(x) = fpfpgz(x;y)dy = (Xy +7> =x+5
0 y=0
Eyni qayda ils
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1 " 5 ) )
fal) = fffvfz("'” = (x+3) (y?%)‘ B
0 y=0

Gorunduyu kimi, iki miixtslif birgs paylanma sixhigi
funksiyas1 uygun marginal sixliq funksiyalar1 eyni ola bilor.

§3.6. Asi1l1 olmayan tasadiifi komiyyatlor
Forz edok Ki, (Q, F,P) fazasinda &;,¢,, ..., &, tosadiifi
komiyyatlori verilmisdir.
Torif 1. Ogor ixtiyari x4, x5, ..., X, € R U¢lin

Fglfzp_"gn(xl,xz, ...,Xn) = Fscl (X'l) ' Ffz (X'z) Lt an(xn) (1)

boraborliyi 6donarss, onda &;,¢&,, ..., &, -0 asihi olmayan
tasadiifi kamiyyatlari deyilir.
Forz edok ki, £ vo n diskret tosadiifi komiyyatlordir vo
pi=P{E=x}, pj=P{n=yl
pi=P{&=x;,n=y}ij=12.

Ogor ixtiyari i, j ti¢ciin
Pij = Di " Dj
olarsa ¢ vo i asili olmayan tesadiifi komiyyotlor adlanir.
Miitloq kosilmoz paylanmaya malik tosadiifi komiy-
yatlor tg¢in (1) boraberliyini sixliq funksiyas: termininde
asagidaki sokildo gostors bilorik:
De, &y in (X1 X0 ey Xn) = Dg, (1) * Dg, (X2) = o Dg, (x7)  (2)

257



Rdvsan Oliyev

(2) gostarir ki, asili olmayan tesadiifi komiyyatlor tiglin
n Ol¢lll birgs paylanmanin sixliq funksiyasi onlarin sixliq
funksiyalari hasilina barabordir.

Moasald 1. &4, &5, ..., &, asili olmayan tosadiifi komiyyat-
lordir vo bu tesadiifi kemiyyatlorin paylanma funksiya-
lar1 F;(x) = P{§; < x}, i = 1,n verilmisdir. max{&,, ...,&,}
vo min{é,, ..., &,} tosadifi komiyyatlorinin paylanma funk-
siyalarini tapin.

Holli. &,,&,, ..., &, asili olmayan tosadiifi komiyyotlor
oldugu t¢iin

Fax(x) = P{max{§,, ..., &} < x} =

= P{& <x;é& <x;..;& <x}=
= P{§;, <x}..P{¢, <x}=F(x)..E(x).

Xiisusi halda &;-lor hom do eyni paylanmaya malik
olarsa,

Frax(x) = (Fl(x))n .
indi iso min{é,, ...,&,} tosadiifi komiyyotinin pay-

lanma funksiyasini tapag. &, &5, ..., &, asili olmayan tosadiifi
komiyyatlor oldugu ti¢iin

Fmin(x) = P{min{fll ---'fn} < X} =
=1- P{mln{fl' ""fn} > X} =
=1-P{§ >x;.;& >x} =
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=1-Fx) ..k,
burada F(x) = 1 — F;(x).
Xiisusi halda ¢;-lor hom ds eyni paylanmaya malik
olarsa,

Fpin(x) =1— (F_'l(x))n

Mosalalar.

1. ¢ vo 7 tosadiifi kamiyyatlorinin birgs sixliq funksiyasi verilmis-
dir:

y) = 1 oxp | — (x—a1)2+(y—a2)2
Pen'%ry 210, 0, p 202 207 '

& vo n tosadiifi komiyyotlorinin asili olub olmadigin
miiayyan edin.
2. £ von tosadiifi komiyystlorinin birgs sixliq funksiyasi
verilmisdir:

1
m2(1+y? +x2+x%2y?)’

Pen(x,y) = x,y €R

& vo n tosadiifi komiyyotlorinin asili olub olmadigin
miiayyan edin.

§3.7. Tosadiifi komiyyatin funksiyasi
Forz edok ki, (2, F,P ) ehtimal fozasinda ¢ = &(w)
tosadufi komiyyoti, g(x) kesilmoz vo monoton funksiyasi
(miioyyonlik liclin monoton artan olsun) verilmisdir. Bu
haldan = g(¢&) funksiyasi tosadiifi komiyyat olacag.
Dogrudanda,Vx € R
{on < x}={wg@)<x}={wi<g'(x)}eF
Beloliklo, 1 funksiyasi F - 6l¢iilondir.
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Tosadiifi komiyyatinin paylanma funksiyasi asagidaki
kimidir:
E,(x) = Plw:n < x} = Plw:g(§) < x} =

= P{w:§ < g7 (0} = Fe(g7' ().

Ogor ¢ = ¢(w) tosadifi komiyyoti miitloq kosilmoz
paylanmaya malik olarsa, bu halda n = g(¢§) tesadiifi ko-
miyyatinin sixliq funksiyasi:

Py = |(g72 @) | pe(a™ ().

Misal 1. ¢ istlii paylanmaya malik tosadiifi komiyyot
vo g(x) =5x+3 olsun. n=g(§) = 5& + 3 tosadiifi ko-
miyyotinin paylanma funksiyasini va sixliq fuksiyasini tapin.

Holli. Asanligla gormok miimkiindiir ki,

1 )_x—3
g X) = 5

Beloliklo, 7 tasadiifi komiyyotinin paylanma funksiyasi

X — 3 A(x-3)
F,(x) =F(g7'(x)) = F¢ (T) =1—-e s ,x>3.

olar. n tosadiifi kamiyystinin sixliq funksiyasi iso

(x - 3)’ (x - 3) A _A@-3) s
= — 5
A AN A

Py (x) =
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Misal 2. ¢ tosadiifi komiyyati (0,1) parametrli normal
ganunla paylanmis tosadiifi komiyyat vo g(x) = x? olsun.
n = g(&) = &2 tosadiifi komiyyotinin paylanma sixhigi funk-
siyasini tapin.

Holli. Asanligla gormok mumkiindiir ki, x = 0 olduqda

E(x) = P{§2 < x} = P{l§| < x} = P{—Vx < § < Vx} =
= & (VX) — e(—Vx) = 20 (Vx) - 1,

1 x _ﬁ
burada @, (x) = = J e zdt.
py'(x) = E,(x) oldugunu nozors alsaq axtarilan pay-

lanma sixli81 funksiyasini olds edoarik:

' 1 1 x
pn(x) = Fn’(x) = 2(\/;) pg(\/;) = T\/—_e 2, x> 0.

Moasalo 3. & tosadiifi komiyyati [—— —] parcasinda

miintozom paylanmaya malikdir. n = a - sink¢ tosadiifi ko-
miyyetinin paylanma sixlig1 funksiyasini tapin.
Holli. Masoloni hall etmak tigiin

Py (@) = |(97100) | pe(g™ ().

disturundan istifads edacoyik.
Digor torafdon g(x) = a - sinkx oldugu ii¢iin asanlqla
gormok miimkuindiir ki,

-1 1 X
g (x)=EarcsmE; —a<x<a.
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Bu funksiyadan téromo alaq:
1

@) = e

Digor torofdon ¢ tosadiifi komiyyaoti —% ,%] parca-
sinda miintozom paylanmaya malik oldugu ti¢iin onun pay-

lanma sixlig1 funksiyasi

x| < —
_'x —
_ )’ - 2k
pe(x) = 0 >

P X2 o

Beloalikls, bunlar1 p,, (x)-nin ifadssinds nazars alsaq

' 1
Py (x) = |(g‘1(x)) |Pf(g"1(x)) =m; x| < a.

oldugunu alds edorik. Qeyd edok ki, alds edilmis paylanma
sixlig1 funksiyasi arksinus ganununun sixliq funksiyasidir.

Moasalo 4. M(a, b) noqtosindon ¢ixan stianin homin
noqtodon absis oxuna ¢okilmis perpendikulyar ilo omals

gotirdiyi ¢ bucagi [—g,g] parcasinda miintozom qanunla

paylanmisdir. Bu siianin absis oxu ilo kosisdiyi ndqtonin
absisini gostoron ¢ tosadiifi komiyyatinin paylanma vo
ehtimal sixlig1 funksiyalarini tapin.

Holli. Mosolonin sortino osason asagidaki tosviri ver-
mok olar:
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M(ab)

o a & x

Asanligla gormok miimkiindiir ki, paylanma funksiyasi

F(x) = P{¢ <x}=P{a+btgp <x}=

1+ 1 . x—a e )
=—4 - —00, 00).
2 TR Ty ’
Sixliq funksiyasi
1 b
p(x) =—

n.b2+(x—a)2'
Indi iso tosadiifi komiyyotin funksiya anlayisindan

istifado etmoklo tosadiifi komiyystlorin kompiiterdo model-
losdirilmosi tisulu ils tanis olaq. Tesadufi komiyyetlorin kom-
pliterdo modellasdirilmasi tictin [0, 1] parcasinda miintozom
paylanmadan vo random operatorundan istifado olunur.
Tosadifi komiyyotlorin kompiiterdo modellasdirilmasinin

riyazi osasini agsagidaki teorem togkil edir.

Teorem. Forz edak ki, ¢ tosadiifi komiyyetinin paylan-

ma funksiyasi Fz(x) kesilmoz funksiyadir. Onda n = Fg(¢)

tosadiifi kamiyyati [0, 1] par¢asinda miintazom ganunla pay-

lanmis tosadiifi komiyyotdir, yoni

R,(x)=Pn<x}=x, 0<x<1
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isbati. Dogrudan da,
R,(x) = P{n < x} = P{F¢(§) < x} =

:P{nggl(x)}zx, 0<x<1,

bu iss [0, 1] par¢asinda miintozom paylanma funksiyasidir.

Qeyd edok ki, bu teoremin tarsi do dogrudur.

Forz edok ki, n tosadiifi kemiyysti [0, 1] parcasinda
miintozom paylanib, F(x) iso keosilmoz paylanma funksi-
yasidir. Onda é = F~1(n) tesadiifi komiyyotinin paylanma
funksiyasi F (x)-dir. Dogrudan da,

P{§ <x}=P{F'(n) < x} = Pln < F(x)} = F ().

Bu iso o demokdir ki, § = F~1(n) tesadiifi kamiyystinin
paylanma funksiyasi F (x) funksiyasidir.

Indi iso bu teoremdon istifado etmoklo bozi paylan-
malarin modellosdirilmosi ti¢iin diisturlar olds edak.

1.Handssi paylanmanin modellasdirilmasi. Hondosi
paylanmanin paylanma funksiyasi asagidaki kimidir:

Fx)=Pn<x}=1-(1-p)* L

Buradan
1-(1-p)t=¢
Beloaliklo,
In(1-—
In(1-p)
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2.Veybul paylanmasinin modellasdirilmoasi. Veybul
paylanmasinin paylanma funksiyasi asagidaki kimidir:
FxX)=Pn<x}=1—e*% x>0,a>021>0.

Buradan
1—e09 = ¢
Belaliklo,

1

n=(-3-ma-5)".

§3.8. Asil1 olmayan iki tosadiifi komiyyatin cominin
paylanmasi

Tosadiifi komiyyatlorin cominin paylanmasinin todqiqi
ehtimal noazoriyyesindo mithiim yer tutur. ©vvalcs asili ol-
mayan &; vo &, sado tosadiifi komiyyatlorin n = &, + &, co-
minin paylanmasini tapaqg.

Forz edak ki, &; tosadiifi komiyyoti X = {x4, ..., x;} cox-
lugundan, &, iso Y = {yy, ..., ¥;} coxlugundan qiymaotlor alir.
Onda & +¢& comi Z={z z=x;+y,i=1kj=11}
coxlugundan qiymotlor alacaq. &; vo &, asili olmayan tosa-
diifi komiyyatlor olarsa, bu halda

k
Ple+6 =2 = ) P& =xP(§ =2 -x)

diisturu dogrudur.
Dogrudan da,
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P{& +& =z} = Z P{s;l:xi:fz:yj'}-
{@NDx+yj=2}
&, va &, asili olmayan tesadiifi komiyyatlori liglin

P{fl =x;,8; = J’j} =P{¢, = xi}P{fz = }’j}

oldugundan istenilon z € Z ii¢lin

P{§+& =z} = Z P{€1=xi'€2=yf}=
{(@.))xi+y =2}

k
=zp{f1 =xi}P{€2 =Z—xj}-

Sonuncu comds agar z — x; € Y olarsa, bu halda P{EZ =
z — x;} = 0 gotirilir.
Misal 1. & va &, asili olmayan Bernulli tosadiifi komiy-
yatlori olarsa, yani
P{§ =1} =P{ =1} =p,
P{§;=0}=P{$;=0}=¢q
olarsa, bu halda z = {0, 1, 2} olur vo
P{ = 0} = P{& = 0}P{& = 0} = ¢°,

P{n =1} = P{& = 0}P{ &, = 1} + P{; = 1}P{§, = 0} = 2pq,

P{n = 2} = P{& = 1}P{§; = 1} = p?
olar.

Qeyd edok ki, induksiya metodu ilo géstormak olar ki,
asili olmayan n sayda &;, ..., &, Bernulli tosadiifi kamiyyatlo-
rinin §,, =& + -+ &, comi binomial paylanmaya malik-
dir, yoni

P{S, = k} = Ckp*q™ %,k =0,n.
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Misal 2. Bir hofto orzinds daxil olan sigorta hallarinin
say1 v tosadufi kamiyyetidir vo

1
P{v=n}=ﬁ,n20.

Bundan basqa bir hafts arzinds olan sigorta hallarinin
sayl1 ixtiyari basqa hoftolor orzindo olan sigorta hallarindan
asili deyil. ki hofto orzindo 3 sigorta hali miiracistinin olmasi
hadisosinin ehtimalini tapin.

Holli. v; -1o birinci, v, ilo iso ikinci hofto orzindo daxil
olan sigorta hallarinin sayini isare edok. v; vo v, asili olma-
yan tosadiifi komiyystlor oldugu ticiin

P{v, +v, =n}=§:P{v1 =n}P{v, =n—k} =
k=0

n n

1 1 1 n+1

= Z 2k+1 2n—k+1 = z 2n+2 = 2n+2 '
k=0

k=0
Beloalikl,

4 1
P{V1+V2=3}=f=§.

Asili olmayan ixtiyari &; vo &, komiyyatlorinin cominin
paylanma funksiyasi tli¢lin asagidaki diistur dogrudur:

co

Fe vg,(x) = J Fe,(x —y)dFe, (y) =

—00
o]

- f Fe, (x — y)dF, (7). ©

— 00
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Dogrudan da, imumi halda

Feve,(0) = PL& +& < 2} = ff dF (x1, %),

(x1,%2)ix1+x9<x
1,X2):X1+X2

burada F(xy,x;) = F ¢, (%1, x;) funksiyasi &; vo &, tosadiifi
komiyyatlorinin birgs paylanma funksiyasidir.

Tosadiifi komiyyotlor asili olmadigindan aldigimiz
ifadoni asagidaki kimi yazmagq olar:

Fe vg,(x) = j f dF; (x1)dFg,(x;) =

(x1,x2):1 X1 +x2<x

X—X1 o

= jodel(xl)j dFs,(x;) = ngz(x—xl)ngl(XO-

— 00

Qeyd edok ki, burada tokrar inteqrallar hagqinda Fubi-
ni teoremi totbiq edilmisdir. Belsliklo, (1) diisturunu olds et-
mis olurug. (1) disturuna Fg (x) vo Fg,(x) paylanma funk-
siyalarinin buriinms vo ya kompozisiya diisturu deyilir.
Demoli, iki asili olmayan tosadifi kemiyyatin cominin
paylanma funksiyas1 onlarin paylanma funksiyalarinin bt-
rinmosina borabardir vo Fr 4z, = Fg, * Fg, kimiigars olunur.

(1) diisturundan asagidaki fakti almagq olar.

ogor &; vo &, tosadiifi komiyyostlorindon hor hansi bi-
rinin sixliq funksiyasi varsa, onda onlarin cominin ds sixliq
funksiyasi var.

Dogrudan da, forz edoak ki, pg, (x) funksiyasi ¢; tosadiifi
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komiyyatinin sixliq funksiyasidir. Onda (1) diisturundan
alariq

[0e]

Prs 0 = | Py, G = PR, ). @)

— 00

(2) ilo toyin olunan p; (x) funksiyasinin paylanma six-
Iig1 funksiyasi oldugunu yoxlamaq olar. Bunun iciin
De,+,(x) =0 vo fjooo D¢, +¢,(x)dx = 1 oldugunu yoxlamaq

lazimdir. Fubini teoremina asasan

oo oo

j ( j pe, (x — y)dF, (y)> dx =

f‘” dFe, (v) f Pe, (x — y)dx =

oo

= fpfl(z)dz =1

oldugunu alariq.
Hor iki tosadiifi komiyyatin sixliq funksiyasi olarsa, bu
halda

o)

Prs ) = [ b, Ce= 0y, 0y =

—00

o)

~ | by, G = w5, 0. ©)

— 00
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(3) diisturuna sixliq funksiyalarinin biirtinms diisturu
deyilir. (1) vo (3) biiriinmo diisturlarinin kémayi ilo biz asili
olmayan tasadiifi kamiyyatlor cominin paylanmasi va sixliq
funksiyasini toplananlarin paylanma va sixliq funksiyasi ils
ifads edirik.

F(x) funksiyasinin 0zli ilo n -qat biiriinmosini
F*™ (x) isars edok, bela ki, F*©(x) = 1vo F*M(x) = F(x).
Bu halda asili olmayan vo eyni F(x) paylanma funksiyasina
malikn sayda &;,¢&,, ..., &, tosadifi komiyystlorinin cominin

paylanma funksiyasi asagidaki barabarlikls toyin olunar:
+ 00

F®(x) = f FD(x —y)dF(y), n=2

—00

Tosadiifi komiyyotlordon birinin paylanma sixlig1 funk-
siyast movcud oldugda comin ds paylanma sixlig1 funksiyasi
movcud ola bilor. Bununla bagh asagidaki misali verak.

Misal 1. ¢ vo 7 asili olmayan tosadiifi komiyystdir. &
tosadufi kamiyyaoti miitloq kosilmoez paylanmaya malikdir vo
sixliq funksiyas1 pg(x)-dir. n tesadiifi komiyyati iso diskret

paylanmaya malikdir:

X 1 2 3
Pk 0,2 0,1 0,7

¢ +n tosadiifi kamiyyatinin paylanma sixlig1 funksi-
yasinl tapin.

Holli. Onco & + 7 tosadiifi komiyyotinin paylanma
funksiyasini tapaq. ¢ vo 1 asili olmayan tosadiifi kamiyyot
oldugu tliglin comin paylanma funksiyasi asagidaki kimidir:
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Fen(x) = P{E +7 < x)=
=Pln=-LE¢<x+1+Pn=2,<x-2}+
+P(n=3¢§<x-T7}=
—P(n=—-1}-P(E<x+1}+P{n=2}-P{E<x—2}+
+P(n=3}-P{E<x—T}=

=02 Fs(x+1)+0,1-Fs(x —2) + 0,7 - Fs(x — 7).
Beloaliklo,
Pery(6) = (Feuy(0)) =

=02ps(x+1)+ 0,1 ps(x—2)+ 0,7 =ps(x = 7).

indi iso mévzuya aid misallara baxaq.

Moasala 1. & va &, asili olmayan vo hor biri eksponensial
paylanmaya malik tosadifi komiyyotdir. & + &, tosadiifi
komiyyastinin paylanma sixlig1 funksiyasini tapin.

Halli. Kompozisiya diisturuna asason

+00
Pess, 0O = | b, e = 3pg, 0y =

— 00
X

= f/lze‘)‘ye‘l(x‘”dy =A2xe ™,

0
Qeyd edok ki, alinmis sixliq funksiyasi 2-ci tortib Erlanq

paylanmasinin sixliq funksiyasidir.
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Masala 2. & vo &, asili olmayan tosadiifi kemiyyat-
lordir. &; tosadiifi komiyyati [0, 1] parcasinda miintozom qa-
nunla, ¢, iso A = 1 parametrli eksponensial ganunla pay-
lanmisdir. Bu tesadiifi koamiyyastlorin cominin paylanma six-
181 funksiyasini tapin.

Holli. Sorto gora &; vo &, asili olmayan tesadiifi komiy-
yatlorinin paylanma sixlig1 funksiyalar1 asagidaki kimidir:

_(1,x€[0,1], _(e7*,x>0,
Pg, () = {O,x e[0.1] Pe®= {0, x < 0.

Kompozisiya diisturundan

+o0 1
De,+&,(x) = j pe, V)pe,(x —y)dy = f pe,(x —y)dy
. .

oldugunu aliriq.
Ogor 0 <y < x olarsa, inteqralalti funksiya p;, (x —
y) > 0;y € (0,x) oldugda iss, pg, (x) = 0 olur. Belaliklo, 0 <

x < 1 qiymaotlorinds
X

Pey+e, () = fe‘("‘y)dy =1-e™

0

Digor torofdon x > 1 olduqda
1

P+, (%) = fe‘("‘”dy =(e—1-e™*
0

oldugu alinir.
Belaliklo, &; + &, tosadiifi komiyyoatinin paylanmasi-
nin sixliq funksiyasi asagidaki kimidir:
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0, x<0;
p§1+§2(X) =1{1- e_x, 0<x< 1;
(e—1e™*, x> 1.

Masoala 3. & vo &, asili olmayan vo hor biri standart
normal paylanmaya malik tesadiifi komiyyatdir. &; + &, to-
sadiifi komiyyotinin paylanma sixlig1 funksiyasini tapin.

Holli. Sorto goro verilmis tosadiifi komiyyatlorin hor

birinin sixliq funksiyasi

x2

pe, (X) = pg,(x) = \/T_ne 2

soklindadir. Bunu kompozisiya diisturunda nozors alaq:

+o00
De+5,(X) = f pe, (x — Y)pe,(¥) dy =
1 v (=2 _y? 1 r 1.2 2
| o e gy = — | o0 g, —
> f e 2 e z2dy > f e 2 dy
1 [ee] L , ) [ee]
_ 2_ f e—;(x —Zy(x—Y))dy =2 f ey(x—y)dy _
T
1 %2 b ) xz\/_ 1 2
—e 2 e_y +xyd :—6_2 27‘[:—8_7
21 _f Y V2m

Beloliklo, hor biri standart normal qanunla paylanmis
asili olmayan iki tosadiifi kemiyystin comi do standart
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normal ganunla paylanmis tasadiifi kemiyyatdir.

Masaloalor.

1. & vo &, asihi olmayan vo [0, 1] parg¢asinda miintozom ganunla
paylanmis toasadiifi komiyyatlordir. Bu tosadiifi komiyyatlarin
cominin paylanma sixlig1 funksiyasini tapin.

2. Forz edok ki, §; tosadiifi komiyyati [a, b] par¢asinda miintozom
paylanmaya malikdir vo ondan asili olmayan &, tesadiifi
komiyyatinin paylanma funksiyasi1 F(x) = P{¢, < x}-dir. & =
&, + & cominin paylanma sixlig1 funksiyasini tapin.

F(x—a)—F(x—b)

b-a

3. & vo &, asili olmayan tosadiifi komiyyoatlor vo hor biri uygun
olaraq (ny,p) vo (nyp) parametrli binomial ganunla
paylanmigdir. Gostorin ki, & + &, tosadifi kemiyyoti (n, +
n,,p) parametrli binomial paylanmaya malikdir.

4. & vo &, asili olmayan tosadiifi komiyyatlor vo hor biri uygun
olaraq A; >0 vo A, > 0 parametrli Puasson paylanmasina
malikdir. Gostorin ki, & + ¢, tesadiifi kemiyyati A; + A,
parametrli Puasson paylanmasina malikdir.

5. & vo &, asili olmayan tesadiifi kemiyyatlor vo hor biri uygun
olaraq A4 >0 vo A, >0 parametrli {istli ganunla
paylanmisdir. Bu tosadiifi komiyyatlorin cominin paylanma

Cavab: pg(x) =

sixlig1 funksiyasini tapin.

AA
C b: =122 —(A1-22)x
ava a—1y) e

6. & vo &, asili olmayan tosadiifi komiyystlor vo hor biri uygun
olaraq (a,4¢) va (a,4,) parametrli gqamma paylanmaya
malikdir. Gosterin ki, & + &, tosadiifi kemiyyati (a, 1; + 1,)
parametrli gamma paylanmasina malikdir.

7. & va &, asili olmayan tesadiifi kamiyystlor vo har biri uygun
olaraq (aq,07) vo (a,,0,) parametrli normal paylanmaya
malikdir. Gostorin ki, &; + &, tesadiifi kemiyysti (a;+a,, g1 +
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0, ) parametrli normal paylanmaya malikdir.

1
7 1+x2
funksiyali Kosi paylanmasina malik tesadiifi kemiyyatlardir.

— §1t+ $at+én

8. &1, &, ..,&, asih olmayan ve har biri pg (x) = sixliq

NMn tosadiifi kemiyyatinin paylanma sixlig1
funksiyasini tapin.
11
Cavab: p, (x) = T

§3.9. Asil1 olmayan iki tasadiifi komiyyatin hasilinin
va nisbatinin paylanmasi

Forz edok ki, & vo &, asili olmayan tosadiifi komiy-
yotlordir. Bu halda bu tasadiifi komiyyatlorin hasili olan &, &,
tosadiifi komiyystinin paylanma sixlig1 funksiyasi asagidaki
dusturla tapilir:

[ee]

pee,(2) = j Ps, (g) pe, (x) %dx.

— 00

Forz edok ki, &; vo &, asili olmayan tosadiifi komiyyot-

lordir. Bu halda 2—1 tosadiifi komiyystinin paylanma sixlig1
2

funksiyasi asagidaki diisturla tapilir:
p@) = [ v, G, GOl
2

Masala 1. & vo &, asili olmayan vo har biri standart

normal paylanmaya malik tosadiifi komiyyatdir. 4 tosadiifi
2

komiyyastinin paylanma sixlig1 funksiyasini tapin.
Halli. Asili olmayan toasadiifi komiyyetlorin nisbatinin
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paylanma sixlig1 funksiyasi diisturundan istifads edok:

[00]
722 x2

1 [ 22 2
P = [ b Gowe, @ixldr = o [ ™5 e frlax =
$2 n_oo

— 0o

oo

2 [ x2 1 <
= ﬁf exp {—(Z2 +1) 7} xdx = Ef xd (e_(22+1)7> =
0

0

1 2 A 11
=—_.__ = |o0-= ~(z +1)_d - . .
n—(zz+1)< fe P T z%2+1
0

Gorunduyt kimi, (0,1) parametrli normal paylanmaya
malik asili olmayan iki tosadiifi komiyyotin nisbsti Kosi

paylanmasina malikdir.
Moasalo 2. Forz edok ki, ¢ tosadiifi komiyyoti sigorta
sirkatins illik daxilolmalarin miqdarini, 7 iss il arzinds 6do-

nilmis sigorta 6domolorinin hocmini ifads edir. t = ?nisbeti

sigorta sirkstinin il orzinde ugurlu foaliyystini xarakteriza
edon tosadiifi komiyyotdir. £ vo n-nin uygun olaraq 4 = 2
vo A = 1 parametrli iistlii qanunla paylanmis asili olmayan

tosadufi komiyystlor oldugunu forz edok. t =g tosadiifi

komiyyatinin paylanma ganununu tapmagq teslob olunur.
Holli. Asanligla gormok miimkiindiir ki,

P{T>t}EP{g>t}:P{n>t§}:

276



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

+ 00 + oo
1 =
= J. P{n > tx}ps(x)dx = f Ee_Ee_“‘dx =
0 0
+00 +oo
= lf e_(t-%)x dx = —l- 1 e_(H%)x = 1
2 2 t4 1 2t+1
0 2 x=0

Beloliklo, T = ?tasaduﬁ komiyyatinin paylanma funk-

siyasi
2t

20+1 2t+1

Fit)=1—-P{t>t}=1-
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IV FOSIL
TOSADUFI KOMiYYOTIN ODODI XARAKTERISTIKALARI

Ogor tosadiifi kamiyystin paylanma qanunu moslum-
dursa, bu halda biz tesadiifi komiyysti demok olar ki, tam
xarakterizo edo bilirik. Lakin praktikada els hallar olur Ki,
tosadifi komiyystlorin miisyyon xassolorini bilmok kifayat
edir:

1) onlarnn diger giymotlorinin strafinda qruplasdigi
“orta” qiymatlori,

2) bu giymatlorin orta giymet otrafinda “sopslonmo-
sinin” doracasi.

Bu xassolori komiyyotco miioyyon ododi xarakteristika-
larla ifade etmok miimkiin olur. Bu adadi xarakteristikalar-
dan on miuhiumlori riyazi gozloms, dispersiya vo kvadratik
orta meyl, baslangic vo morkozi momentlordir.

§4.1. Tosadiifi komiyyatin riyazi gozlomoasi

Bir ¢ox praktik mosalslorin hoalli zamani tesadiifi ke-
miyyotin ododi xarakteristikalar1 mihtiim rol oynayur.

Forz edok ki, (Q,F,P) ehtimal fozasinda ¢ = ¢é(w),
w € Q) tosadiifi komiyyati verilmisdir. Fg(x) = P{¢ < x}ilo ¢

-nin paylanma funksiyasini isars edak.
+ o0

E¢ = f xdFg(x) €Y

—00

kimi toyin olunan adodo tosadiifi kemiyyatin riyazi gézlomasi
deyilir, bels ki, riyazi g6zlomonin sonlu olmasi va birqiymatli
toyin olunmasi tlgilin
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+ 00
f |x[dFz(x) < oo

sorti 6donilmalidir.
Ogor ¢ tosadiifi kamiyyati x4, x5, ... qiymetlorini p, =
P{¢ = x;.} ehtimallar ils alirsa, onda riyazi gozlomoa

E¢ = ;xk Pk (2)

kimi tayin olunur, bels ki, riyazi gézlomonin sonlu olmasi va
birqiymatli tayin olunmasi tiglin asagidaki sort 6donilmaelidir:

o)

leklpk < oo,

k=1

basqa so6zlo, (2)-doki sira miitloq y181lan olmalidir.
Miitlaq kesilmoz paylanmaya malik tosadiifi komiyyatin

riyazi gozlomasi
+00

E¢ = f xpe(x)dx

— 00

toyin olunur, bels ki,
+00

| lpeordx < e

sorti 6donilmalidir.

Qeyd edok ki, riyazi gozloms orta qiymoet anlayisinin
imumilosmasidir. Dogrudan da, forz edok ki, ¢ tosadiifi ko-
miyyotinin mimkiin qiymatlori x4, ..., X, vo bu giymatlorin
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. ) 1 .
hoar birinin ehtimali ~- dir.

Bu halda (2)-ys asason ¢ —nin riyazi gozlomasi
E n 1 n
E—zxkpk —szk
k=1 k=1

olar. Goruindiiyu kimi, xtisusi halda riyazi gozloms tosadiifi
komiyyatin qiymatlorinin adodi ortasina borabardir.

Riyazi gozlomonin bazi xassaloari ilo tanis olaq:

Xassa 1. Ec = ¢, burada c ixtiyari sabitdir.

Xassa 2. E(c&) = cE¢.

Xassa 3. Ogor asagidaki riyazi gozlomolordon on azi
ikisi movcuddursa, onda

E(+n)=E¢+En.

Xassd 4. Ogor & vo n asili olmayan tosadiifi komiy-
yatlordirss, onda

E(n) = ES - En.

Lakin bu xassenin torsi imumiyyatle, dogru deyil.
Xassa 5.9gor a < ¢ < b olarsa, onda
a<E¢E<D.

Xiisusi halda, ogor & > 0 olarsa, onda E > 0 olar.
Umumiyyatlos iso, E€ < E|€|.
Xassd 6. Ogor & <7 olarsa,

E¢ < En.

Xassa 7. Hor hansi A hadisasinin indikatorunun riyazi
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gozlomasi homin hadisonin ehtimalina barabardir:

E(I4(w)) = P(A).

Qeyd edak ki, bu xassslorin dogrulugu riyazi gézlome-
nin torifindon alinir. Bazi xassoalorin isbatini verak:
Xassa 3-iin isbati. Forz edak ki,

piy = P{€ =x,n =y}, ZZPU

¢ van diskret tasadiifi komiyystlorinin uygun olaraq x; v y;
qiymotlorini alma ehtimallarint p; vo p; ilo isars edok.
Aydindir ki,

P{f=xl}=pl=2pu, l=1,2,, zpl:l’
j=1 i=1
i=1 j=1

Ikidl¢iilii paylanma ganunundan bu diisturlar vasite-
silo alinmis ¢ vo 17 -nin birélgilii paylanma gqanunlar — iki-
olciili ilkin paylanmanln marjinal ganunlaridir. Onda

EG§+1) —ZZ(xl + 3Py =
DRI RIS

i=1  j=1 j=1 =1
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= inpi +Zy,—pj = E¢ + Em.
i=1 j=1

Bu boraborliyi isbat edorken, biz siralarin yigilmasi
faktina osaslandiq. Dogrudan da, E& =72, xp; =
Diz1Xi Nje1Dij VO En = X521, yip; = X521 V) Xizq pij Siralar
miitlog yigilan oldugundan (E¢ vo En -nin varhgin forz
etmisdik) .72, Z;":l(xi + yj) p;j sirasida miitlog y1gilandur.

Indi iso forz edok ki, £ vo n paylanmalarinin sixliq
funksiyalar1 uygun olaraq ps(x) vao p,(y) olan tosadiifi
komiyyatlordir. p,(x,y) = pg,(x,y) iso ikiodlgili y= (&, n)
tosadiifi komiyyotlorinin paylanmasinin sixliq funksiyasi

olsun. Onda
+oo +oco

pe(x) = f py(x,y)dy, p,(¥) = f py (x,y) dx.

—00 )

Riyazi gozlomonin (6) diisturu ilo verilmis ifadssing

asasan
4o

+00 +oo
E+n) = f XdFg 1y (x) =f xf Pen (2, x — z)dzdx =

= J j Xpsn(2,x — z)dzdx = j (z+Y)pen(z,y)dzdy =

= -Uzpf,n(z,y)dz dy+ﬂyp5,n(z,y) dzdy =
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+ oo + o0

= f 2pe(2)dz + f Yoy @)dy = EE + En.

Belalikla, Xassa 3 isbat olundu.

Indi iso Xassa 4-iin isbatini verak.

Sorto asason & vo 71 asili olmayan tesadifi komiyyot-
lordir, yoni

Pen(%,y) = pe(x) "0y (¥), x,y € (—0, +0).

p:(x), py(y) uygun olaraq ¢ vo n -nin birdlgiilii paylan-
malarinin sixhq funksiyalar, p;, (x,y) iso (§,77) tesadiifi
vektorunun paylanmasinin ikiél¢iilii sixliq funksiyasidir.
n=2,9(xy) =x-yqgobul etsak,

+00 400
E(f-n)=f fxypg,n(x,y)dxdy=
+00 400
=J nypg(x)pn(y)dxdy=
+00 + oo
= f xpg(x) dx fypn(y)dy=E€-En

oldugu alinir.

indi iso forz edok ki, & vo n asili olmayan diskret to-
sadifi komiyyotlordir vo p;=P{¢=x}, pj =P{n=1y}
Yipi =1, X¥;p; = 1.Bundan basqa

py=PlE=x,n=y}, i,j=12.., Yis1Xjopy =1
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¢ von asili olmayan tosadiifi komiyyetlor oldugundan
bij = PiPj, i,j=12,...

Asanligla gormok mimkiindiir ki,

E¢€-n)= Zz X YiDij = ZZ X YipiPj =

i=1j=1 i=1 j=1

= xiPiZJ’j pj = E¢ - En.

(o]
i=1 j=1

Bununla Xassa 4 isbat olundu.
Qeyd edok ki, Xasso 4-lin torsi dogru olmaya da bilar.
Yoni

E(n) = E¢ - En

miuinasibati asil kamiyyatlor ticlin do dogru ola biler. Bununla
bagh asagidaki misali verak:

Misal 1. ¢ vo  asili olmayan tesadiifi kemiyyastlordir vo
E§ =En=0.

y = & -n gotlrok. Aydindir ki, £ vo y asili tosadiifi ko-
miyyotlordir. (bazi trivial hallar istisna olunmagq sortilo, mo-
salon, £ = const oldugu hal). Lakin

E(-y)=E(* n) =E&-En=0=E¢-Ey.

Beloliklo, £ vo y-nin bir-birindon asili tosadiifi komiy-
yatlor olduguna baxmayaraq E (¢ - y) = E¢ - Ey minasiboti
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odonilir.
Indi iso mévzuya aid masalo halli niimunalori verak.
Mosoalo 1. Diizgiin oyun zari atilir. Diison roqomlori ifado
edon ¢ tosadiifi komiyyatinin riyazi gézlomasini hesablayin.
Holli. Aydindir ki, ¢ tesadiifi kemiyyatinin miimkiin
qiymotlori 1, 2, 3,4, 5,6. Bu rogomlorin hor birinin diismasi
ehtimali 1/6 oldugu li¢iin ¢ tosadiifi komiyyatinin paylanma
ganunu asagidaki cadvoldoki kimidir:

Xi 1 2|3 4|5 |6

e 1/6 |1/6 |1/6 1/6 |1/6 | 1/6

Riyazi gozlomonin torifinden istifads etsok,

n
1
k=1

Qeyd edok ki, alinmis natice diizgiin oyun zorinin atil-
mas1 zamani 3,5 dusacoyi anlamina gelmir. Bu natico o an-
lama da golmir ki, masalon, diizgiin oyun zorini 1000 dofa
atsaq vo alinan noticalori toplayib sinaqlarin sayina boélsok
doqiq olaraq 3,5 alinacaqdir. Biz sadoco bu halda homin
odadin 3,5-0 yaxin bir adad olacagini aminlikls sdylays bile-
rik. Belalikls, riyazi gozlomo nazari orta olub tosadufi komiy-
yatin hor hansi qiymotino borabor olmaya da bilor. Riyazi
gozlomonin hamgcinin an boyiik ehtimalli qiymatlo do eyni
olmasi vacib deyildir.

Masala 2. ¢ tosadiifi komiyystinin paylanma ganunu
asagidaki codvalls verilmisdir:
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Xk -0,1 0 3
D 02 |05 0,3

Bu tosadiifi komiyyotin riyazi gézlomasini hesablayin.
Holli. Riyazi g6zlomonin torifindon istifads etsok,

n
EE = Zxkpk —_0,1-02+0+3-03=0,88.
k=1

Masoala 3. Forz edok ki, € tosadiifi komiyyati miisbot tam
giymotlor alan tesadiifi komiyyotdir:
pk =P{¢=k}Lk=12,..

Isbat edin ki, bu tosadiifi komiyyetin riyazi gozlomosi
uciin asagidaki diistur dogrudur:

EE = Z PE > k).
k=0

Holli. Aydindir ki,
P{{>0}=p +py+p3+pst+-
P{¢>1}= pp+ps+ps+t-,
P{&>2} = p3+ps+--

Bunlari nazars alsagq,

ZP{€>k}=P{€>0}+P{f>1}+p{5>2}+...=
k=0
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= Pyt 29+ 305+ Apy + o = ) KP(E = k) = B

oldugunu slds edorik.
Indi iso riyazi gézlomonin mévcud olmadig hala aid

misallar verak.
Mosals 4. Forz edok Ki, Q = {w4, w,, ..., Wy, ... } diskret

elementar hadisolor fozasidir vo p;, = ﬁ, k=1,2,...

Asagidaki tosadiifi kamiyyatin riyazi gozlomasini tapin:

§ = Ew) = (-DF.

Holli. Asanhqla gbrmak mimkindiir ki,
SR
Pe= L \k T k+1

_1\k
Qeyd edok ki, Z,‘fﬂ% sirasi miitloq y1gilan oldu-

gundan E¢ mt')vcuddur Riyazi gozlomonin torifinoe gore

EE = Zf(wk)pk —Z(— )" (rm)
S .

k=1 k=1
Di Zk 1( 1) xk
igor torofdon, —In(1+x) = =#=————ayrilisinda
x = 1yazsagq,
E§=1-2In2
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oldugunu alariq.

Mosala 5. Forz edok ki, 2 = [0,1] vo F olaraq [0,1] par-
casinin borel coxluglar1 cobri olsun. P iso Lebeq olciisii
olsun. Asagidaki tosadiifi komiyyastlori daxil edak.

1

Tl;0<a)<g

$n = 1
0; w=—

n

N =2¢&41— &, n=1olsun.

Gostorok ki, EE, =1 vo En, = 0.
Holli. Moasalonin sortine asason P{¢{, = n} = }l oldugu-

nu nozors alsaq, {,, n = 1 tosadiifi komiyyastlori tigiin

E&y=n >0 (1 1)—1
$n=m-— ~)=

oldugunu aldos edorik.

Indi iso n,, n > 1 tosadiifi komiyyatlorinin riyazi gozlo-
mosini hesablayaq:

ENp =EQ@ns1—$n) = Eény1 —E§p=1-1=0.

Qeyd. Bu misaldan gormok olar ki, imumi halda
E Z M # Z Eny
n=1 n=1

Dogrudan da,

i M = i(fnﬂ —&) =6
n=1 n=1
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Demalij,

Lakin };—; En, = 0.

Indi iso riyazi gézlomonin mévcud olmadig hala aid
misallar verak.

Mosals 6. Forz edok ki, Q = {w,, w,, ..., wy, ... } diskret

1
m, k—1,2,....

Asagidaki tosadifi kamiyyatin riyazi gozlomasini hesablayin:
n =n(wy) = (- k.

elementar hadisolor fozasidir vo p;, =

Holli. Asanligla géormok mimkindiir ki, n tosadufi
komiyyatinin riyazi gézlomoasi movcud deyil, ¢iinki

P
] k(k+1)
sirasi dagilan siradir. Dogrudan da,

%] | _1 kkl 1 ~ (%) 1 .
Z( ) k(k+1)_2k+1_

Belaliklo, E mévcud deyildir.
Mosalo 7. & tosadiifi komiyyotinin paylanma sixligl

funksiyasi asagidaki kimi verilmisdir:
1

—x>1
p(x) = {xz X =
0; x<1.
Gostormak olar ki, E€ mdvcud deyil.
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Holli. Dogrudan da,

o)

EIg| = f|x|p<x>dx=fw'—2 =f%dx=
1 1

—00

Basqa sozlo, E[¢| < oo sorti 6donilmir. Yoni ¢ tosadiifi
komiyyatinin riyazi gozlomosi mévcud deyil.

Misal 8. Kosi paylanmasinin riyazi gézlomosini he-
sablayin.

Hoalli. Kosi paylanmasinin riyazi gozlomosi mdévcud
deyil. Ciinki

r 1
El¢| = jM'md?ﬁ_

oo

1 1
_ _ 2 2y —
_fn(1+x2)dx ll_r)rc}onln(1+A) +00.
0

Belaliklo, Kosi paylanmasinin riyazi gozlomoesi mévcud
deyildir.

Qeyd. Gostormok olar ki, fjooo xp(x)dx inteqrali Kosi-
nin bas monada inteqral kimi mévcuddur.

Dogrudan da,

o)

dx =

f xp(x)dx = 2 llm f

—00

1+ x?
1 A

= — lim In(1 + x2)| =0
TT A—>co —A
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Qeyd edak ki, riyazi gozlamanin mévcud olmadig:
halda bazi maraql hallar meydana ¢ixir.

Masala 9 (Sankt-Peterburq lotereyasi). Bir oyungu
banka miiayyan x mablagi 6dayarak simmetrik metal pulun
ilk dafa gerb iizii diisanadak atilmasi oyununda istirak edir,
bela ki, agar gerb izii ilk dafs k-c1 addimda diisarss, bank
oyuncuya 2¥ pul vahidi 6dayir. Oyuncunun banka édanisi na
gadar olmaldir ki, bu oyun adalstli sayilsin, basqga so6zls,
tamiz udusun orta qiymati sifir olsun.

Halli. Qaribadir ki, oyung¢u na gadar sonlu x mablagi
goysa da, bu oyunun adalatli olmasi temin olunmur. Ciinki,
har bir halda bankin itkilarinin riyazi gézlamasi sonsuzluq
olur.

Bunu gostarmak ticiin bankin itkilarinin miqdarini ¢
ilo isara edak. Aydindir ki, ¢ tasadiifi kamiyyati asagidaki

paylanmaya malik olacaqdir:
k-1

1 1
P{f = Zk} = (E) E — 2—k; k=1,2,..

Baxmayaraq ki, k artdigca bu tasadiifi kemiyyatin boyiik
giymatlar almasi ehtimali kifayat qadar kicilir, onun riyazi
gozlamasi sonsuzluq olur:

EE= ) 2kp{g=2k}= ) 2k.27F =0

Bu ise 0o demakdir ki, bankin itkilarinin orta qiymati
sonsuzlugdur va bels oyun adalatli deyildir.

Qeyd edak ki, Sankt-Peterburq lotereyasi masalasi
ehtimal nazariyyasinda Sankt-Peterburq paradoksu kimi da
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moahsurdur (bax, masalan, [23], s.35). Bu masals ile bagh
D.Bernulli Sankt-Peterburq Elmlar Akademiyasinda magqala
da cap etdirmisdir. Ondan avval isa N.Bernulli 1713-cii ilda
Monmora bu massale haqqinda bir maktub yazmisdir. Bir
middat Sankt-Peterburqda isladiyi tiglin bu paradoksu
bazan Leonard Eylerin adi ilo da baglayirlar. Sonralar bu
paradoksun aradan qaldirilmasi ile bagh Byuffon ve Kramer
kimi alimlarin takliflari olmusdur. Onlar taklif etmislar ki, bu
masalonin qoyulusu zamani realliq nazare alinmalidir.
Basga sozls, bankin vasaitinin sonlu olmasi, kimi sartlar
qoyulmalidir. Masalan, bankin 1 milyon pul vahidi varsa, bu
halda oyuncunun qoydugu vasait taqriban 21 pul vahidi
oldugda oyun miiayyan manada adalatli hesab oluna bilar.
Feller isbat etmisdir ki, oyungunun 06dadiyi mablag
oyunlarin sayindan asili olarag miisyyan olunsa, bu
paradoks hall olunur.

§4.2.Tosadiifi kamiyyoatin dispersiyasi

Tosadiifi komiyyetin qiymaetlorinin onun riyazi goz-
lomasi otrafinda sopolonmaosini xarakterizo etmok ti¢iin yeni
ododi xarakteristikalara ehtiyac vardir.

Forz edoak ki, eyni bir fiziki komiyyat iki mixtalif cihaz-
da olciiliir. Olgmonin naticolori praktiki olaraq dlgiilon ko-
miyyotlo doqiq ust-listo diismiir vo har bir 6lgmo tosadiifi
xotalarla miisayat olunur. Birinci cihaz vasitoesilo 6l¢gmonin
xotasini € ilg, ikinci cihazla 6l¢gmosinin xotasini iso 7 ilo isara
edok. Aydindir ki, ¢ vo n tosadiifi komiyyot olacaqdir. Hor iki
cihazin saz veoziyyatds oldugunu qgobul etsok, bu halda
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EE = 0 vo En = 0 olar. Bu o demokdir ki, 6lgmalor zamani
sistematik xatalar yoxdur. Lakin, bu o demak deyildir ki hor
iki cihaz eyni doracads doqiqdir. Ola bilar ki, cihazlardan biri
l¢lin xotalarin miitloq qiymoti orta hesabla diger cihazin
xotalarina nozoron boyiik giymotlor ala bilor. Bu xatalarin
(riyazi gozlomo otrafinda) sopslonmo daracasini xarakterizo
etmok ti¢lin yeni bir ododi xarakteristikaya ehtiyac vardir. i1k
baxisda tobii gortiniir ki, sopolonmo doracasini xarakterizo
etmok lg¢lin & — E¢ forqinin riyazi gozlomoasini gotiirmok
tobii olardl. § = & — E¢ tosadiifi kemiyystino é-nin 6z riyazi
gozlomosindon sapmasi va ya meyli deyilir. Asanligla
gormoek miimkiindiir ki, E§ = 0 olur. Buna gora do, § — E¢
forqi tosadufi komiyyotin riyazi gozlomo otrafinda
sopalonmoasini xarakterizo eds bilmaz. Tabii olardi ki, sope-
lonmo xarakteristikasi olaraq E|& — E¢ | ifadasi gotiiriilsiin.
Lakin miitloq qiymot isarosi altinda olan ifadslorls islomok o
godar do asan olmadigi liglin sopalonmao xarakteristikasi ola-
raq dispersiya adlanan odadi xarakteristika daxil edilir.
Torif 1.

DE = E(¢ — E§)’

kimi toyin olunan adads ¢ tasadiifi kamiyyotinin disper-
siyasi deyilir.
Buradan asanhqla dispersiya tli¢ciin asagidaki diistur alinir:
D§ = E§? — (E$)?,

burada E£? tosadiifi kemiyyatin ikinci momentidir.

Dispersiyanin bozi xassolorini verok:
Xassa 1. D¢ = 0.
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Xassd 2. Dc = 0.

Xassa 3. D(cé) = c?Dq¢.

Xassa4.D(§ £ 1) = D¢ + Dn £ 2E(§ — ES)(n — En).

Xassd 5. Ogor & von asili olmayan tosadiifi komiyyat-
lordirss, onda

D(& £ n) = DE+ Dn.

Xassa 6. Ogor D¢ = 0 olarsa, onda ¢ = E miinasibati
sanki yoqin olaraq 6donilir.

Riyazi g6zlomoys malik olmayan tosadiifi komiyyotlor
liclin dispersiya anlayisi sortlosmaya gore D = oo kimi go-
tiralir.

Dispersiyanin sapmani daha yaxsi ifado etdiyini asa-
gidaki miilahizalor do dogruldur. ¢ tosadifi komiyystinin
miloyyon a komiyyotindon sapmasinin kvadratinin riyazi
gozlomosi mohz a = E€ oldugda minimum olur. Yoni

main(Ef —a)? = E(§—E&)? =DL¢.

Dogrudan da,
E(§ —a)? =E&? +a? — 2a- E¢.

Bu ifadadon a -ya gors toromo alib sifra berabor etsok
a = E¢ oldugunu oldo edorik. Bu iso o demokdir ki, a = E¢
ododi ¢ tosadiifi komiyyati liciin orta monada on yaxsi qiy-
motlondirmadir.

Dispersiya anlayisi tosadiifi komiyyatin qiymatlorinin
riyazi gozlomo otrafinda necs sapolonmasini xarakterizs edir.
Ogor dispersiya kicik olarsa, tosadiifi komiyyoatin qiymotlori
riyazi gozlomo otrafinda six sopalonib, ogor dispersiya boytk
olarsa, onda tosadiifi komiyyot riyazi gozlomos otrafinda
seyrok sopalonib deyirler. Bunu asagidaki misalin kdmayi ila
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izah edoak:

Misal 1. ¢ vo 7 tosadiifi komiyyotlorinin paylanma cod-
vollori verilmisdir:

&-nin paylanma codvali:

Xi -1
Pk

N SR\ QSN

N =

Asanlhgla gormok miimkiindiir ki, £ -nin riyazi gézlomasi

E§ =—1 1+1 1—0
¢= 2 2

Dispersiyasi iso

1 1
D§ = E§* — (E)? = (-1)° ol (1)? 5=1

7 tosadiifi kamiyyetinin paylanma codvali:

X —100 100
Dk } }
2 2

Asanligla gormok miimkiindiir ki,

En=—100- 24100 2 =0
= 2 2=

1 1
D = En? = (En)* = (=100)* - = + (100)? - 5 = 10000.

Bu misaldan goriintr ki, tosadiifi komiyyaetlorin riyazi
gozlomolori eynidir, lakin Dn dispersiyasi D¢ dispersiyasin-
dan 10000 dafs boyiikdiir. Bu onunla baghdir ki, n tosadufi
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komiyystinin qiymstlori riyazi gozlomodon xeyli uzaqda
yerlasir (cadvallori miiqayiss edin).

Torif 2. & = % tosadiifi kemiyyatina ¢ tosadiifi ko-

miyyotins uygun normallasdirilmis tasadiifi komiyyat de-
yilir.

Asanligla gostormak olar ki, normallasdirilmis tosadtifi
komiyyot liciin E€* = 0 vo DE* = 1 olur.

Dogrudan da, riyazi gozlomonin xassolorins gors

pe _EEEO) EE-EE_
Jo¢  bg

Dispersiyanin xassalorindon istifads etsok

1

E—E€>:D(E—E€) _ D _
JDE p§ D¢

oldugunu aldos edorik.
Misal 2. ¢;,¢,, ..., &, asili olmayan va eyni paylanmaya
malik tosadiifi komiyyotlor olsun. E§; = a vo D§; = 02, i =

D€*=D<

1,n. Bu tosadiifi kemiyyotlorin ododi ortasinin riyazi
gozlomosi vo dispersiyasini hesablayagq.
Holli. Riyazi gozlomonin xassalorins asasan

f(2)6) =2y e=1y ama

=1

Eyni gayda ilo dispersiyani hesablayaq:
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o(32:6) - o6y o -

i=1

Bu minasibstlordon goriindiiyui kimi n sayda asili ol-
mayan eyni qanunla paylanmis tasadiifi komiyyetlorin adadi
ortasinin riyazi gozlomoesi n — oo artiq tosadiifilik
xarakterini itirorok tosadiifi kamiyyatin riyazi gézlomasi olan
a sabiting, dispersiyasi isa sifra yaxinlasir.

Torif 3. oy = \/D_E ododine ¢ tosadiifi komiyyatinin
kvadratik orta meyli deyilir.

Kvadratik orta meyl do dispersiya kimi tosadiifi ko-
miyyotin sopalonmo xarakteristikasidir. Dispersiyanin tori-
findon gorunur ki, onun o6lciisii tesadiifi komiyystin kvad-
ratinin olgisu ilo eynidir. Kvadratik orta meylin o6l¢iisi iso
tosadiifi kamiyyatin ol¢iist ilo eynidir.

Kvadratik orta meylin asagidak: xassalorini verak.

Xassa 1. 0; = 0 miinasibati yalmz vo yalniz ¢ tosadiifi
komiyyati sabit olduqda dogrudur.

Xassd 2. 0.: = |c| - 0.

Dogrudan da,

oce = /D(c§) = y/c2D¢ = |c|\[DE = |c| - 0.

Xassa 3. ¢ vo 7 asili olmayan tosadiifi komiyyatlordirse
Of4n = /af + a2,

Torif 4. V; = —2-100% komiyystins iss ¢ tesadiifi ke-

f
miyyetinin variyasiya amsal deyilir.
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Torifdon goriiniir ki, variyasiya omsali kvadratik orta
meylin riyazi gozlomoys olan faiz nisbatidir. Bagsqa s6zls, o
variyasiya omsalinin E¢-nin negos faizini togkil etdiyini gos-
torir. Variyasiya amsali miuxtalif 6l¢ii vahidloeri ils ifads olu-
nan bir ne¢o komiyyatin doyismasi daracalerini miiqayise
etmoyo imkan verir.

Indi iso diskret tosadiifi komiyyotlorin ododi xarakte-
ristikalarinin hesablanmasina aid bir ne¢o misala baxaq:

Misal 3. Bernulli paylanmasinin riyazi gozlomosi vo
dispersiyasini  hesablayaq. P{& =k} =p*q*™*, k=0,1
oldugu ti¢iin asanligla gormok miimkiindiir ki,

E§=0-q+1-p=p,
E§?=0%-q+1*-p=p,
D¢ =p —p* = pq.

Misal 4. Forz edok ki, &,,,n = 1,2, ... asili olmayan tosa-
dufi kemiyyotlordir vo hor biri Bernulli paylanmasina ma-
likdir:

P{§i=1=p, P{&=0=1-p, i=1n

S, = & +...+¢&, tosadiifi komiyyetinin riyazi gézlomo
va dispersiyasini hesablayin.
Halli. &, tosadufi kamiyystlori eyni paylanmaya malik
oldugu tigiin
Eé& =...=E¢&,=1-p+0-(1—p) =p.

Riyazi gozlomonin additivlik xassosins asasan
ES, =E(+...+&) =n-EE, =np.
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Indi iso dispersiyan1 hesablayaq. Dispersiyanin xas-
sasing asasan &, tosadiifi komiyyatlori asili olmayan komiy-
yatlor oldugu tigciin

DS, = D(&14...+&,) = 2 DE,.
i=1

Digor torofdon
D¢ = E&f — (E§)* =p—p*=p(1—p) =pq

oldugundan
DS, = npq.

Misal 5. A > 0 parametrli Puasson paylanmasinin
riyazi gozlomosi vo dispersiyasini hesablayin.
Holli. Puasson paylanmasi

/1k
P{é =k} = Fe-l, k=01,2,..

Riyazi gozlomonin torifine gore

N N Ak -1 _
E€=;kP{f=k}=kZOkEe -

Asanligla gormok miimkiindiir ki,

E§ =Y KP(E =k} = ) k2o =
k=0 k=0 '
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= ;((k - 1) + 1)@6_/1

=) (k-1) et Y oA

[ee)

*® /’{k—l
—). -1 _ 92
,Z(k TR, 2.5 — 2242

Belaliklo,
D¢ =ES* - (EH* =2

Misal 6. Manfi binomial paylanmaya malik tosadiifi
komiyyatin riyazi gézlomas vo dispersiyasini hesablayin.

Holli. Qeyd edak ki, monfi binomial qanunla paylanmis
¢ tosadiifi komiyyati asili olmayan vo hor biri eyni hondosi
paylanmaya malik r sayda ¢&;,¢,,...,&, tosadifi komiy-
yatlorinin comine barabardir. Asanliqla gormok miimkiindiir
ki, hondasi paylanmanin riyazi gozlomasi vo dispersiyasi
uygun olaraq

E¢ __V9D51 =L

2

Riyazi gozlomonin additivlik xassasins asason
r
E¢ =E(&+...+&) =r-E¢ = ;

indi iso dispersiyan1 hesablayaq. &;,&,, ..., &, tosadiifi
komiyyatlori asili olmayan vo eyni paylanmaya malik ke-
miyyatlor oldugu liciin dispersiyanin xassosino asason
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rq
D¢ =D(&+...+&) =1-D& =

Indi iso bir ne¢o miitloq kesilmoz paylanmanin riyazi
gozlomasini va dispersiyasini hesablayagq.

Misal 7. Normal paylanmanin riyazi gozlomasini va
dispersiyasini hesablayin.
Holli. Normal paylanmanin sixliq funksiyasinin
1 _G-0?

x) = e 202
Pe(0) =

kimi oldugunu bilirik. Bunu riyazi gozlomonin torifinds no-

xX—a .
zors alsaq vo — =t ovozlomosi aparsaq alariq:
+o0 +o0

1 (x—a)?
E=Jx xdx=fx e 202 dx =
¢ ) p(x) J o
+o00
! f t dt-l- f dt
=— ote 2 — ae zdt =
VZn_Oo
te 2dt+—f e 2dt—a
rf

Indi iso dispersiyan1 hesablayaq:

_(x-a)?
202 dx =

1
DE = E(¢ — E€)? = f (- -
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Misal 8. Pareto qanunu ilo paylanmis tesadiifi komiy-
yatin riyazi gozlomasi vo dispersiyasini hesablayin.
Holli. ©vvalca riyazi gozlomoni hesablayagq.

[0e] 0]

a A a+1

E& = = — | — =
& jxp(x)dx fx/l(x) dx
% %o
r a
= al”® f x %dx = A.
a—1
Xo

Qeyd edok ki, riyazi gozlomo yalniz a > 1 olduqda
movcuddur. Ciinki bu halda E|¢| < oo sorti tomin olunur.
Banzar qaydada géormak olar ki,

DE = Eg? — (E)* = ¢ 2)0(‘0( 5

Qeyd edok ki, dispersiya @ > 2 oldugda moévcuddur.

Misal 9. ¢ vo 1 asili olmayan tesadiifi komiyyatlordir vo
D(2& —n) =6 vo D(§ + 2n) = 9. Bu tosadiifi kamiyyatlo-
rinin dispersiyasini tapin.

Holli. £ vo n asili olmayan tesadiifi komiyyatlor oldugu
tgln 2¢ van, hamginin ¢ v 27 tosadiifi komiyyaetlori do asili
olmayan tosadiifi kemiyystlor olacaqdir. Buna gors do dis-
persiyanin xassolorins asason

D(2¢§ —n) = 4D+ Dnp = 6Vd

302



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

D(E+2n)= DéE+4Dn =9
miinasibatlorini oldo edorik.
Beloliklo, D¢ = 1 vo Dn = 2 oldugunu alds edorik.

Mosalalar.
1.Hondosi paylanmanin riyazi gézlomoasi vo dispersiyasini
hesablayin:
px = P{& = k} = pq*1, k=1.2,..

Cavab: E§ == D¢ = L

1
p p?

1 : o
2.P{¢( =k} = el k = 1,2, ... paylanmasina malik tosadiifi
komiyyatin riyazi gozlomasini hesablayin.

Cavab: Mdévcud deyil.

1
k(k+1)’
malik tosadiifi komiyyastin riyazi gézlomosini hesablayin.

Cavab: Movcud deyil, ¢iinki

) 1 o
Zk=1|(—1)k . k| el Sirast dagilandir.

3. P{¢=(-Dk -k} = k=1,2,.. paylanmasina

§4.3. Tasadiifi kamiyyotdan asili funksiyanin riyazi
gozlomosi

Tosadiifi komiyyotdon asili funksiya tlglin deo riyazi
gozlomo anlayis1 daxil edilir. ¢ = é(w), w € Q verilmisdir.
g(x),x € R miioyyon kosilmoz monoton funksiya olsun.
n = g(&) tosadiifi komiyyotinin riyazi gozlomasi li¢iin asa-
gidaki diistur dogrudur:

1.9gor ¢ diskret paylanmaya malikdirss,
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Eg(®) = ) 9GP = 1) (1)
k=1

belo ki, Y3119 (i) |[P{E = xp} < oo
2. 9gor & miitloq kasilmoz paylanmaya malikdirss,

w®=fgmmmm @

toyin olunur, bels ki, f:rozolg(x)lpf (x)dx < oo.

Moasala 1. ¢ tosadiifi komiyysti asagidaki paylanmaya

malikdir:
1-k

pe-0=(D) (1-3) . k-1

g(x) kosilmoz funksiya olsun. E(g(§)) = 0 olmasi
lgiin g(x) funksiyasinin hansi sortlori 6domali oldugunu
miloyyan edin.

Holli. Tosadiifi komiyyotdon asili funksiyanin riyazi
gozlomosinin torifine asason

1-k

E(g9(®)) = Zl:g(k) (%)k (1 _ %) _
k=0 ) ) .
=4(0) (1 - E) +9(Mz =z(9(1) - g(0)) + g(0).

Sonuncu boraboerlikdon goriinir ki, E(g(§)) = 0 ol-
masi i¢lin g(x) funksiyasi1 g(0) = g(1) = 0 sortlorini 6do-
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molidir.

Moasale 2. Forz edok ki, sirkot avadanlhiginin siradan
cixmasl halinda mustoriys, dayanmaya gors corimo kimi &;
tosadiifi 6domasi, tomirs sorf olunan materialin doyori olan
&, -nin yarisini, tomir pulu olan &; -iin 25%-ni 6doyir. Bir
siradan ¢ixmaya gors 6danilon corimanin riyazi gézlomasini
tapin.

Holli. Riyazi gozlomonin xassolorindon istifado edorak

EE =E(& +0,5¢, +0,25&;) = E&; + 0,5E&, + 0,25E¢;

oldugunu aldos edorik.
Ogor comdaki riyazi gzlomalorin qiymatlori uygun ola-
raq 50,100 vo 200 olarsa, onda E¢ = 150 manat olar.
Moasalo 3. ¢ tosadiifi komiyyoti hondosi paylanmaya
1
2
Holli. Sorto goro € tosadiifi komiyyotinin paylanmasi
pe=PE=k}=pg"", k=123..

malikdir. E (—5) riyazi gozlomasini hesablayin.

Tosadiifi kamiyystin funksiyasinin riyazi gézlomosinin
diisturundan istifads etsak,

(7)) ) et -

00
k=1 k=1

_Bi(i)k‘l_ﬁ 1 _p
_ Pl P
2442 21-2" 1+p

Moasale 4. ¢ tosadiifi komiyyati hondosi paylanmaya

malikdir. n = sin (g . E) tosadufi komiyyetinin riyazi gozloe-
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mosi vo dispersiyasini hesablayin.
Holli. Riyazi gozlomonin ifadesinds hondosi paylanma-

ni nazars alsaq
(0]

is
En = Z(sini “k)p - gkt
k=1
Digor torofdon, k = 2m olduqda sin g-k =0 vo k=
2m — 1 olduqda sin g-k = ()™,

Bunlari nozars alsaq:

_ _ p
E=z_1m1,2(m1)= :
n 1( )" pq 1+ 42
m=
Indi iso E&2-ni hesablayagq:
- k
En? = Z sin27 pgk~t =
k=1
— (_1)2mpq2(m—1) — — }
;1 1-q*> 1+4g¢q
Beloaliklo,
1 2
Dn p

“1+q (A+q¢0)7

Mosala 5. ¢ tosadiifi komiyyati [1,2] parcasida miinte-
zom paylanmaya malikdir. n = In¢ tesadiifi komiyystinin ri-
yazi gozlomasini hesablayin.

Holli. Masolonin sartine gors g(x) = Inx vo
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_(Lx€[12]
pe(x) = {0 x & [1,2]
(2) diisturuna osasan

En = Eg(§) = f 9Gpe(x)dx =
flnx dx = —fxd(lnx) =[n4 — 1.

Masoala 6. Hor dofo cihaz (avadanliq) siradan ¢ixdigda
sirkot corimo 6domalidir. Forz edok ki, tomiro sorf olunan
miiddati ifado edon ¢ tosadiifi komiyyati eksponensial pay-
lanmaya malikdir, A iso tomirin intensivliyidir. Corimonin
miqdarinin tomirs sorf olunan middstin kvadrati ilo mii-
tonasib oldugunu forz edorok bir siradan ¢ixmaya gore 6do-
nilon corimenin riyazi gézlomosini tapin.

Holli. g(x) ilo tomirin miiddsti ilo corimonin migdarini
ifado edon funksiyami isaro edok. Bu halda g(§) = &2 olar.
Burada pg(x) = le™,x > 0.

Demoali,

o)

— —-Ax — 29 ,—Ax — 2
Eg(é) = | glx)le™dx = | x“de ™ dx = FER
0 0

Masalon, ogor 4 = 0,1 olarsa, onda cerimonin riyazi
gozlomoasi 200 manat olar.

Moasals 7. Forz edok ki, ¢ monfi olmayan tosadiifi ko-
miyyatdir vo T > 0. min{¢; T} tosadiifi komiyyastinin riyazi
gozlomosini tapin.
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Holli. Aydindir ki, g(x) = min{x; T} soklindadir. Buna
gora do tosadiifi komiyyetin funksiyasinin riyazi gozlomoe-
sinin torifindon istifads edorak yaza bilarik:

Emin(§:T) = [ minfe; T)F; () =

= jxdF; (%) +Tf dF: (x) =
0 T
=X Ff(x)lz - f Fr (x)dx+T (1 - Fg(T)) =
T OT T

=T— f Fr (x)dx = f(l — Fr (x))dx = fP{E > x}dx.
0

0 0

§4.4.Tasadiifi komiyyatin yiiksok tortib moment-
lori

Riyazi g6zlomo vo dispersiya ilo yanasi tosadiifi komiy-
yatin yliksok tortib momentlori do mithiim shomiyyoto ma-
likdir.

Torif 1. m, = EEX,k=1,2,.., & -nin k tortibli
baslangic momenti adlanir.

Torif 2. E|&|%,k =1,2,..., &-nin k tortibli miitlaq
momenti adlanir.

Torif 3. y, = E(§ — E&*, k =1,2,.., &-nin k tortibli
morkazi momenti adlanir.

Torif 4. E|§ — EE|%, k =1,2,..., &-nin k tortibli miit-
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laq morkszi momenti adlanir.

Qeyd edoak ki, morkszi momentlor baslangic moment-
lorls ifads oluna bilor. Asanligla gérmok olar ki, birinci tortib
moment riyazi gozlomadir. Riyazi gozlomonin xassesindan
istifado edorok asanligla gérmok olar ki, birinci tortib mor-
kozi moment sifra barabardir. Ikinci tortibli morkozi moment
dispersiya ilo Ust-listo diisiir:

Eyni qayda ilo gostormok miimkiindir ki,
Uz = mz — 3mym, + 2m3;

Dogrudan da,

uz = E(§ — E§)3=
= E(§3 —38% - E¢ + 3¢ - (E§)* — (E§)®) =
= £ —3EE? - E§ + 3E¢ - (E))? — (EQ)* =

=m; — 3mym, + 2m3.

Eyni qayda ilo gostormok miimkiindiir ki,
Uy = My — 4mymy + 6m?m, — 3mf{.

Gostormok olar ki, riyazi gozlomays nozoron sim-
metrik paylanmaya malik ¢ tosadiifi komiyyatinin tok tortibli
morkozi momentlori sifra borabardir:

Uzks1 =0, k=1,2,..
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Dogrudan da, forz edok ki, £ tosadiifi komiyyoti miit-
loq kasilmoz paylanmaya malikdir vo onun sixliq funksiyasi
riyazi gozlomoyo nozoron simmetrikdir. Torifo goro

o)

Uzk+1 = f(x - m1)2k+1p(x)dx.

—00

Buradan

mq [o'e)
Hok+1 = j (x —my)? 1 p(x)dx + J(t —my)*** 1 p(t)dt.

my

Sonuncu inteqrallarda doyisoni ovoz etsok vo p(x)
funksiyasinin riyazi gézlomoys nozaoron simmetrik oldugunu
nozoros alsaq

0
Hoge1 = fyz"“ p(my + y)dy +

n j ()21 p(my — w)d(—u) =
0

0 0
= Jyz"“ p(my + y)dy — JquHp(ml +w)du = 0.

o “oo
Indi iso monfi olmayan tosadiifi komiyystin k-c1 tortib
momenti ticlin imumi diistur verok.
Teorem 1. F(x) paylanma funksiyasina malik monfi
olmayan ¢ tosadiifi komiyyatinin k-c1 tortib momenti ticiin
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asagidaki diistur dogrudur:

EEF = kf x*1F(x)dx, k=12.. (1)
0

burada F(x) = 1 — F(x).
isbat. Dogrudan da, istenilon k = 1,2, ... liclin yaza
bilarik ki,
E&k = f x*dF (x) = —f xkdF(x) =
—00 O
= —xkF(x)|9 +f F(x)dx* = kf x*1F (x)dx,
0 0

bels ki, x — o0 olduqda

[ee]

0 <x*F(x) = x"J dF(y) < f ykdF(y) — 0.
X X
Belaliklo, teorem isbat olundu.

Qeyd edoak ki, sigorta masolalorinds asason monfi ol-
mayan tosadiifi kamiyyatlor istirak etdiyino géro bu komiy-
yatlorin momentlori tigiin (1) diisturundan istifadoe olunur.
(1)-do k = 1 gotiirsok, F(x) paylanma funksiyasina malik
monfi olmayan ¢ tosadiifi kamiyyetinin riyazi gozlomaesi ti¢iin
asagidaki diisturu alariq:

E¢ = ! F(x)dx = !(1 — F(x))dx. (2

Indi iso yliksok tortib momentlorin hesablanmasina aid
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misallar verak.
Mosale 1. Diskret ¢ tosadiifi komiyyotinin paylanma
ganunu asagidaki cadvalds verilmisdir:

Xk 0 100
Dr 0,99 0,01

¢ tosadiifi kamiyyatinin ilk ic momentini hesablayin.
Holli. Asanliqla gérmok miimkiindiir ki,

m, = E§ =0-0,99 +100- 0,01 = 1,
m, = EE2 = 020,99 + 1002 - 0,01 = 100,
ms = EE3 = 030,99 + 1003 - 0,01 = 10000.

Gorindiyu kimi, momentlor artir.

Mosals 2. Bernulli paylanmasinin k tortibli baslangic
vo morkozi momentlorini hesablayin.

Holli. Aydindir ki, hor bir k = 1,2, ... ticiin

EE =1%-p+ 0k -q = p.

Indi isa k-c1 markozi momentini hesablayagq:

we=EE—EO =(=p)*q+p-q~ k=12,..

Masals 3. [a, b] pargasinda miintozom paylanmanin k-
c1 momentini hesablayin.

Holli. [a, b] par¢asinda miintozom paylanmanin sixliq

funksiyas:
1

p(x) = {E

0, x¢€]Ja;b]
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Bunu k-c1 momentin diisturunda nazors alsaq:

+o0 b
1
E&k — k =J K dx =
& fxp(x)dx X P X
e p
1 xk+1 b 1 pk+1 _ gk+1
“b—a k+1| b-a k+1

a

Buradan [a,b] pargasinda miintozom paylanmaya
malik tosadiifi kamiyyatin riyazi gozlomasini olds edo bilarik:
a+b

2
Goriindiyi kimi, [a, b] parcasinda miintazom paylan-

manin riyazi gézlomasi homin par¢anin orta néqtasidir.
Eyni qayda ils ¢-nin ikinci momentini ds tapa bilorik:

E¢ =

Eg? _a*+ab+b?
= 3 :
Dispersiyanin diisturundan istifads etsak,
a— b)?
D¢ = EE* — (E§)* = %

Qeyd edok Ki, [a, b] parcasinda miintozom paylanma-
nin k-c1 momentinin ifadssindon istifado edorak, [0,1] par-
casinda miintozom qanunla paylanmis tosadiifi komiyyostin
k-c1 momenti liglin asagidaki miinasibati aldo edo bilorik:

e 1
T
Masala 4. Ustlii ganunla paylanmis tosadiifi komiyyostin
k-c1 momentini hesablayin.
Halli. (2) diisturunda g(x) = x* gétiirsak,
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+ o0
+oo
E&k = f xkpf(x)dx=lf xke Mdx =
0
+o rtk+1) k!
= — k _td = =
)ttt == -

Xususi halda, k = 1 olduqda,

E —1-
E_A’
k = 2 olarsa,
2
Efzzﬁ
Belaliklo,
5 , 2 1 1
DS =E& - (E) =753 =77

Buradan tosadiufi komiyystin kvadratik orta meylini
do oldo edo bilorik:

1
O'=\/D_f=z.

Misal 5. Normal paylanmanin morkozi momentini
hesablayin.
Holli. Markazi momentin torifindan istifads etsak va

X—a -
— =z ovozlomosini aparsaq

17 2
(x-a)
=BG =) = — f (x—a)te” @ dx =

+ 0
o" n 1,2
= z"e 2° dz.
—00

V2r

314



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

Ogor n = 2k + 1 tok odad olarsa, bu halda inteqralalti
funksiya da tek funksiya olar ve
Hoer = E€ —a)¥ 1 =0
olar.
n = 2k ciit adod olarsa,

20’2k 1.2
for = E(§ —a)?* = —_J z%e™2%" dz.

Bu inteqralda %zz = t ovozlomoasini aparaq. Bu halda
+00

Zko.Zk el ZkO.Zk 1
= t2zetdt = -F<k+—>=
Uz \/% -]- \/E 2

o

=1-3-..-(2k = Dok = (2k — D g2*,

Belaliklo, normal paylanmanin n tortibli moarkszi mo-
menti Uglin
n—DNe™n =2k
— — N\ —
Hn = E(§ = a) { 0, n=2k+1

Xiisusi halda, ikinci tortib morkozi moment dispersiya

oldugundan
Dé = E(§ —a)? =02,

Belalikls, (a, o) parametrli normal paylanma qanunun-
daki ¢ parametri bu qanunla paylanmis tosadiifi komiyystin
kvadratik orta yayinmasidir. Qeyd edak ki, (a, o) parametrli
normal paylanma qanunu a = E¢ vo ¢ = D& parametrlori
ilo tamamils toyin olunur.
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§4.5. Moda, median, kvantil, asimmetriya omsal,
eksess

Ehtimal nozoriyyesinds riyazi gozlomos vo dispersiya-
dan basqa paylanmanin digor xiisusiyystlorini oks etdiron bir
sira ododi xarakteristikalardan da istifads olunur.

Torif 1. Diskret ¢ tosadiifi komiyyatinin on ¢ox ehti-
malli giymatino onun modasi deyilir.

Miitlog kosilmoz paylanmaya malik tosadiifi komiyyatin
ps(x) paylanma sixhg funksiyasina maksimum qiymot
veran x noqtesine ¢ tosadiifi komiyyotinin modasi deyilir.
¢ tosadiifi komiyyotinin modas1 M, (¢) kimi isars olunur.

Masoals 1. Bernulli paylanmasinin modasini tapin.

Holli. Aydindir ki, p < %olduqda q > p olur vo bu hal-
da moda 0, p > %olduqda isop > g olur vo moda 1-o bora-
bar olur. Belalikls, Bernulli paylanmasinin modasi asagidaki
kimidir:

1
0,9gorp < >

1
My(&) ={0vol,ogorp = >

1
1, =
| Logerp > 5

Masala 2. Asagidaki paylanmanin modasini tapin:

k 0 2 3
Pk 0,4 04 |02
Asanligla gormok miimkiindiir ki,

M,(§) = 0vaM,(§) = 2.
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Beloliklo, verilmis paylanmanin iki modasi vardir, yoni
bimodal paylanmadir.

Masols 3. Hondosi paylanmanin modasini tapin.

Holli. Hondosi paylanmap, = ¢ -p; k=1,2,...;

0 <p < 1,0 <q < 1Kkimitaoyin olunur.

Asanligla gormok miimkundiir ki,

maxpy =p; = p.

Buna gors do hondoasi ganunla paylanmis tesadiifi ko-
miyystin modasi 1-o borabordir, yoni

M, (5) =1

Moasalo 4. ¢ tosadifi komiyyotinin paylanma sixligi
funksiyasi verilmisdir:

3x2,x € [0,1

p(x) ={ (0.4}

0,x € [0,1].

Bu tasadiifi komiyyotin modasini tapin.

Holli. Asanligla gérmok olar ki, M, (¢) = 1.

Masalo 5. [a, b] pargasinda miintozom paylanmanin
modasini tapin.

Holli. Miintozom paylanmanin ehtimal sixhig1 funksi-
yasi ixtiyari x € [a, b] tiglin ﬁ > 0 oldugu figiin [a, b] par-
casinin biitlin noqtolori miintozom qanunla paylanmis
tosadufi komiyyotin modasidir.

Mbosals 6. A > 0 parametrli eksponensial paylanmanin
modasini tapin.

Halli. A > 0 parametrli eksponensial paylanmanin mo-
das1 M,(¢) = 0 olur, clinki sixliq funksiyast x =0 nog-
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tosindo maksimum qiymet alir.
Masals 7. Normal paylanmanin modasini hesablayin.
Holli. Normal paylanmanin modasini hesablamagq ti¢iin
onun sixliq funksiyasinin téromasini hesablayaq:
x—a) &2

’(x) = —— " ¢ 20
P \V2m-o3

Aydindir ki, p’(x) = 0 miinasibatindon x = a oldugu-
nu alds edarik.

Digor torofdon x < a olduqda p’'(x) >0 vas x > a ol-
duqgda p'(x) < 0 6danilir.

Demoli, normal paylanmanin modasi a -ya borabordir,
yani

M, (§) = a.

Belaliklo, normal paylanmanin modasi onun riyazi goz-
lomosino borabordir.

Indi iso tosadiifi komiyyotin mediani anlayisini verak.

Torif 2. ¢ tosadiifi komiyystinin mediani onun els qiy-
motino deyilir ki, asagidaki sort 6donilsin:

PIE < M.(D) = PLE > M (D)} = 5

Hondosi olaraq x,,, = M, (¢) saquli xatti paylanma oy-
risinin ohats etdiyi sahoni iki barabor hissoys boliir:

1
F(.Xm) = E

Indi iso medianin hesablanmasina aid asagidaki misal-
larla tanis olagq.
Masala 8. Bernulli paylanmasinin medianini tapin.
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Holli. Medianin torifins asason asanliqla gormok miim-
kiindiir ki,

( 1

0, ogarp < >

1

M) =1[01],  ogorp =3
1

kl’ ogorp > >

Mosalo 9. p(x) = 3x? paylanma sixlifi funksiyasina
malik ¢ tosadiifi komiyyotinin medianini tapin.
Holli. Medianin torifins asason

: 1
3x%dx = -
f x= dx >
0
Buradan
b3 =2vob = iﬁ
2 2
Belaliklo,

3(1
Me(f): \/;

Masalo 10. [a, b] par¢asinda miintozom paylanmanin

median1 hesablayin.
Holli. Medianin torifino asason

1
F(xy) = E
tonliyini hall etmaliyik.
Xm—a 1
Fam) = I;n —a 2
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Buradan
a+b

2

Xm =

Gortindiyu kimi, miintozom paylanmanin mediani
onun riyazi géozlomasins borabordir.

Masols 11. Eksponensial paylanmanin medianini he-
sablayin.

Holli. Medianin tarifins gora

1 — e Hm =1

Buradan x,,, = 11172
Beloliklo, tosadiifi komiyyatinin mediani
In 2
M.($) = o

Qeyd edok ki, In2 < 1 oldugu tiglin M, (&) < EE, yoni
tstlii paylanmanin mediani onun riyazi goézlomosindon
kicikdir.

Masald 12. (a, 0) parametrli normal paylanmanin me-
dianini tapin.

Holli. Aydindir ki,

Xm Xm—a
Flx) 1 f _(xm—2a>2d 1 f _ﬁd
X = e 20 X = e zat.
" Vamo . Vamo .
Medianin torifine gors
Xm—a
_ﬁd 1
t=-
f © T
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olmalidir. Buradan x,, = a oldugunu slds edorik.

Belaliklo, normal paylanmanin mediani onun modasina
vo hom do riyazi gozlomasins borabordir.

Mbosalo 13. Pareto paylanmasinin medianini hesab-
layin.

Holli.Torifo goro

1
F(xm) = E

Pareto paylanmasinin paylanma funksiyasinin ifados-
sini nazoro alsaq,

Buradan

Indi iso kvantil anlayisini verak.

Torif 3. F(x,) = q tonliyinin hsllins ¢ tosadiifi komiy-
yotinin g-tartib kvantil deyilir.

Gorinduyt kimi, median g = % tortib kvantildir. Qeyd
edok ki, x¢ 25 Vo X 75 kvantillori uygun olaraq yuxari vo agagl
kvantillor adlanir.

Kvantil anlayisi ils six bagh olan faiz noqtesi anlayisi da
vardir.

X1-q kvantilino 100¢%-li néqts deyilir, yani ¢ tosadiifi
komiyyatinin elo qiymotine deyilir ki, P{¢ > xl_q} = q ol-
sun.

Mosalo 14. ¢ tosadiifi komiyystinin paylanma funk-
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siyasi F(x) = x3;x € [0,1] verilmigdir. x, 3 kvantili vo 30%-
li n6qtoni tapin.

Hallli. F(x,5) = 0,3 tonliyini holl edok: x3 ; = 0,3 bura-
dan x,3 ~ 0,67.

Indi iso 30%-li noqtoni tapaq x3, = 0,7 buradan alinir
ki, xo7, =~ 0,89.

Masola 15. Miioyyon 6lkonin tosadiifi sec¢ilmis voton-
dasinin orta illik galirinin muisyysn x adadindon boyiik ol-
mas1 ehtimalinin a* oldugu moalumdur, bels ki, 0 < a < 1.
Basqa s0zlo, orta illik golirinin miisyysn x adodindsn boyiik
oldugu vatondaslarin 6lks shalisinin iimumi sayindaki pay1
a*100% -dir. Olko ohalisinin illik orta golirinin miqdarim
tapin.

Holli. Forz edok ki, & tosadiifi komiyyoti tosadiifi se-
cilmis votondasin orta illik golirini gostorir. Bu halda bu te-
sadiifi komiyystin paylanma funksiyasi

F(x)=P{¢(<x}=1-a*
olar. Uygun paylanma sixlig1 funksiyasi

1
— X Jan
p(x) =a lna

olar.
Sixliq funksiyasindan istifads edorak ¢ tosadiifi komiy-
yatinin riyazi gézlomasini hesablayaq:

E¢ f o l ! d !
=] xa*ln—dx =—.
0 a Int
a
Indi iso € tosadiifi komiyyatinin medianini hesablayag.

1—q¥f==
=3
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tonliyi holl edok. Buradan

1
M.(§) = logq 7

Asanligla gormok miimkiindir ki, bu tosadiifi komiy-
yatin modasi sifra borabordir:

M, (E) = 0.

ogora = % gotiirsak, bu halda

E¢ ~ 1,44, M,(§) =1, M,(¢) =0.
Gorinduyu kimi, riyazi gézlomo mediandan 1,5 dofs
boytkdiir.

Votondaslarin orta illik golirini ifads ederken riyazi
gozlomo, moda vo median arasinda se¢im edirlor. Hokiimatin
movqgeyindon yanasildiqda riyazi gozlomoyo iistiinliik
verilmolidir. Hokiimati tonqid edonlor iso moda vo mediana
tistiinliik vermolidir.

Onu da geyd edak ki, riyazi gézlomanin torifinds tosa-
dufi kemiyyetin qiymotlorinin ehtimallar ilo yanasi qiy-
moatlorin 6zlori do istirak edirlor. Bu iso o demokdir ki, 61kodo
bir ne¢o milyarderin olmasi shalinin riyazi gozloms ils ifado
olunan orta illik golirinds kaskin artima sabsb olur. Riyazi
gozlomoadon forqli olaraq, mediandan istifads etdikdo isa bir
ne¢o milyarderin olmasi shalinin orta illik golirine ¢ox da
boyiik tosir gostormir.

Tasadiifi koamiyyatin paylanmasinin simmetrik olub ol-
madigin1 yoxlamagq tli¢lin assimmetriya omsali anlayisi daxil
edilir.
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Torif 4.

_ 3
AS:M:%

diisturu il tayin olunan odado assimmetriya amsal1 deyilir.

¢ tosadiifi komiyyatinin assimmetriya omsali tadqiq
olunan tosadiifi kamiyyotin paylanmasinin (0,1) parametrli
normal paylanma sixligina nozoron sol vo ya sag torofdon
uzun v ya qisa oldugunu xarakterizs edir. A; < 0 olduqda
sol torof qisa, sag torof uzun olur. A; = 0 oldugda paylanma
simmetrik olur. A¢ > 0 oldugda paylanma soldan uzun,
sagdan qisa olur.

Torif 5.

4
g FEZE L _m
¢ T¢
disturu ilo toyin olunan adads tosadiifi komiyystin eksessi
deyilir.

Eksessi tosadiifi komiyyotin paylanmasinin (0,1) para-
metrli normal paylanmaya nazaran dik yaxud yasti1 olmasini
xarakterizo edir. E, < 0 olarsa, todqiq olunan tosadiifi ko-
miyyotin paylanmasi normal paylanmaya nazoron dik ola-
caqdir. E, = 0 olarsa, todqiq olunan tosadiifi komiyyat nor-
mal paylanma olacaq, E,, > 0 olarsa iso normal paylanmanin
grafikino nozoron yasti olacag.

Masalo 16. Bernulli paylanmasina malik ¢ tosadiifi
komiyyatinin asimmetriya omsali vo ekssesini hesablayin.

Holli. Sorto goro

P{{=0}=q; P{{=1}=p.
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Asanligla gormok miimkundiir ki,

y = B8
VvD§
normallasmis tasadiifi komiyystinin miimkiin qiymatlori
_0-p -p 1-p_ 4

A\

Vi =—FT—="FT—=Vo)Y, = —F—
Ve pa P Jpd e

olar. Beloalikls, 1 tosadiifi komiyystinin paylanmasi asagidaki
kimi olar:

P{n=y1}=P{n=\/_TZ}=P{€=O}=q,
Hn=n%ﬂ{n=ﬁ%}=mf=n=n

Bernulli paylanmasinin ekssesini hesablayaq:
ps  EE-E9®
- = =

% (D7)’

As =

() () () -

1 _p9(@*-p®) _ q*>-p?

3_ .3 _ _
G P T = e T

Indi iso ekssesini hesablayaq:
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_ 4
Ex:ﬂ_gzw_

% (yD%)

Mosalo 17. ¢ tosadiifi komiyystinin paylanma sixlig
funksiyasi verilmisdir:

3
) :{Z-(x—Z)(LL—x); x € [2,4]
0; x & [2,4]

¢ tosadiifi komiyyotinin a) assimmetriya omsalini,
b) ekssesini hesablayin.

Holli. a) Asanliqla géormok miumkiindir ki, E¢ =3
V') 052 = D& = 0,2. Indi iso tigiincii morkozi momenti hesabla-

yaq.

iy = E(E — E€)° = f (x — E)® p(x)dx =

_ Zf(x —3)3(x — 2)(4 — x)dx.

x — 3 =t ovozlomosi aparsaq vo simmetrik interval
Uzrs tok funksiyanin inteqralinin sifra barabor oldugunu ne-
zoro alsaq
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1

3
2 ft3 (1—t¥dt = 0.

-1
Beloalikla,
A; = 0.

b) indi iso ¢ tosadiifi komiyyetinin ekssesini hesablayagq:

wy = E(§ — EE)* = %j(x — 3)t(x — 2)(4 — x)dx =

1 1
3 3/t5 t7
— 4 _ 42 _ 0 —_— = —
_4jt (1—t2)dt 4<5 7)_

-1

3

35

Bunlar ekssesin diisturunda nozors alsaq E, =~ —0,86
oldugunu oldo edorik. Beloliklo, ¢ tosadiifi komiyyatinin
paylanma sixlig1 funksiyasinin tops hissasi standart normal
paylanmaya nozoron daha dikdir.

Mbosals 18. 4 = 1 parametrli Laplas paylanmasina (iki-
torofli tistlii) malik ¢ tosadiifi kamiyystinin asimmetriya om-
salin1 vo ekssesini hesablayin.

Holli. Laplas paylanmasina malik ¢ tosadiifi komiyyo-
tinin paylanma sixlig1 funksiyasi

1
p(x) = Ee"x' ; X€ER

soklindadir.

Gorundiyu kimi, bu funksiya ordinat oxuna nozeron
simmetrik funksiyadir, buna gérs do bu tesadiifi komiyyatin
biitiin tok tortibli baslangic vo morkezi momentlori sifra be-
rabordir:

327



Rdvsan Oliyev

m1:0, m3:0, ‘U3:0

Buna gors do asimmetriya omsali sifra borabordir:
A3 == 0.

Indi iso ekssesi hesablayaq. Bu mogsadlo 0Og Vo Uyl he-
sablayaq. Asanligla gormok miimkiindiir ki,

m, = J x*p(x)dx = J xzze‘“"dx =2 -EJ x%e ¥dx = 2.
—o0 —o0 0
Buradan

D€=2vaa§=\/D—E=\/§.

Belaliklo,
b =BG~ BO* = Bg* = [ pGdx =
[ee] 1 (o]
= j x‘*ze"x'dx =2 f x*e*dx = 24.
—0 0

Bunlar ekssesin torifinds nozors alsaq

24
L

7 (v2)

Belaliklo, E, > 0 oldugu tgiin Laplas paylanmasinin
sixliq funksiyasinin qrafiki normal paylanmanin grafikino
nozoran yastidir.
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§4.6. Kovariasiya va korrelyasiya amsali

Forz edak ki, eyni ehtimal fozasinda ¢ va i tosadiifi ke-
miyyotlori verilib. Bu tesadiifi kamiyyatlor bir-birindon asili
ola va ya olmaya bilor. Tosaduifi komiyyatlorin asililigini xa-
rakterizo etmok ti¢ciin kovariasiya vo korrelyasiya anlayis-
larindan istifads olunur.

Torif 1. £ vo n tosadiifi komiyyaotlorinin riyazi gozlo-
molori E¢ vo En vardir, yoni E|¢| < o vo E|n| < .

¢ van tosadiifi kamiyystlorinin kovariasiyasi asagidaki
kimi toyin olunur:

cov(§,n) = E( — EE(m — En). (1)

Riyazi gozlomonin torifindon istifads etsak,
cov(§,n) = E§n — ES - En.

Asanligla gormok miimkundiir ki,

cov(§,§) = DS,

basqa so0zlo, tosadiifi komiyystin 6zii ilo kovariasiyasi disper-
siyaya borabordir.

Kovariasiyanin asagidaki xassalori vardir:

Xassa 1. cov(&,1n) = cov(n, ).

Xassa 2. cov(aé,n) = acov(é,n), burada a ixtiyari
sabitdir.

Xassa 3. Ogor & vo 7 tosadiifi komiyyatlori asili deyilss,
onda onlarin kovariasiyasi sifra borabardir:

cov(é,n) =0.

Lakin bu faktin torsi dogru deyil.
Qeyd edak ki, ¢ van tosadiifi komiyyatlori liglin
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D(&+n) =D&+ Dn+2E(E —E&Mm — En).

Kovariasiya anlayisindan istifado etsak,
D(¢ £+ n) = D&+ Dn + 2cov(é,n).

Ogor & va 1 tosadiifi komiyyatlori asili deyilso, bu halda
(& — E&) vo (n — En) tosadiifi kamiyyatlori do asili olmayan
tosadiifi komiyyatlor olacag. Demali,

E(¢ —E$(m —En) =0 = cov(,n).

Bu fakt gostorir ki, iki tesadiifi komiyyot arasinda
asililig1 xarakterizs etmok tliglin

E( —E$(n— En)

miinasibatindon istifado etmok olar. Gortindiiytii kimi, asili
olmayan tesadiifi komiyyatlorin kovariasiyasi sifra berabor-
dir. Lakin geyd etdiyimiz kimi, bu faktin torsi dogru deyil.
Asagidaki misal da bu fakti tosdiq edir.

Misal 1. a tosadiifi komiyysti [—m, ] parcasinda
miintozom ganunla paylanmisdir. Gosterok ki, ¢ = sina vo
n = cosa tosadiifi kemiyyetlorinin kovariasiyas1 sifirdir,
lakin bu tesadiifi komiyyatlor asili tosadiifi komiyystlordir.

Dogrudan da, kovariasiyani tapmaq tgciin ovvalco

asagidaki riyazi gozlomolori hesablayaq:
V3 Vi3

1
E¢ = E(sina) = Jsinx-pa(x)dx= Jsinxﬁdx=0,

-1 -1

3
1
En = -—dx = 0.
n fcosx > X
—TT
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Digor torofdon,

s s

: 1 1 :
Eén = f(smxcosx)ﬁdx =2 fstxdx = 0.
(4

-7

Belalikla, cov (£,1) = 0 oldugunu gostordik. indi iso
bu tesadiifi komiyyotlorin asili oldugunu gostorok. Basqga
s0zlo, gostorak ki, masalan,

2 R

Asanligla gormok mimkiindiir ki,

rfeelo ) =rfeclo ot -2 22

Eyni qayda ilo
1 _ T T T T 1 7'[_1
phelogli=rleel-33lvE3ll=5m25=5
Lakin

P{f € [0,%],77 € [0%]} = P{@} = 0.

Bu iso o demakdir ki, (*) miinasibsti 6donilir. Basqa
sozls, verilmis ¢ = cosa vo n = sina tosadiifi komiyyatlori
asili tosadiifi komiyyatlordir.

Qeyd. Goriindiiyii kimi, cov(é,1) = 0. Lakin sin? a +
cos’a=1 oldugu iigin &2+n?=1 -dir. Belo-
likls, ¢ vo 1 asili tesadiifi komiyystlordir, hotta bu komiy-
yatlor arasinda funksional asililig mévcuddur.

Torif 2. Ogor cov(é,n) = 0 olarsa, bu halda & vo 7 to-
sadifi komiyyotlorine korrelo olunmayan vo ya qeyri-
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korrelyar tosadiifi kamiyyatlor deyilir.

Qeyd edok ki, tosadiifi kamiyyatlorin asili olub olma-
digin1 yoxlamagq ti¢iin onlarin birgs paylanmasindan istifads
olunur. Lakin bir cox hallarda birgse paylanma molum olmaya
bilor. Bu suala kovariasiyanin kémayi ilo do cavab vermok
olur.

Misal 2. Forz edok ki, £ vo nn asili olmayan tesadiifi
komiyystlordir. D¢ > 0 vo D > 0. & vo ¢ + n tosadifi ko-
miyyaotlorinin asili olub olmadigin1 miisyyon edin.

Holli. Bunun tgiin cov(¢, ¢ + n)-n1 hesablayaq.

cov(§,§+n) =EEE+n)—ES-E(E+n) =
= E&? + E¢n — (E§)* — Eén = DX.

Beloalikla,
cov(é,E+n)=DE>0

oldugu tciin ¢ vo & + 7 tosadiifi komiyyatlori asili tosadiifi
komiyyatlordir.

Asagidaki teorem dogrudur:

Teorem 1. Forz edok ki, &;,¢&,, ..., &, ixtiyari tosadiifi
komiyyatlordir vo cov(fi,fj) =0y, Lj= 1,n olsun. Onda

ixtiyari ¢y, ¢y, ..., ¢, sabitlori Ui¢lin
n

D(c1é1 + 8 + -+ cpéy) = Z 0;jCiCj.
ij=1
isbati. Forz edok ki,
Nn = €181 + 28 + -+ cpén.

Asanligla yoxlamagq olar ki,
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n
Un—EU ch(fl E‘El
i=1

Vo
n

(M — Enp)® = Z cici(& — E&E)(&; — E§)).

ij=1

Sonuncu barabarliyin har iki torofindaki riyazi gozle-
molorini hesablamagqgla teoremin hokmiinii alariq.

Belalikls, teorem isbat olundu.

Misal 3. Normallagmig é* = f;—EE vont = =20
¢

tosadu-

fi komiyyatlorin kovariasiyasini tapin.
Holli. Asanligla gormok miimkiindiir ki,

§—ES n—En\ _
or ' oy

cov(é',n*) = cov(

_cov(§ —E§,n—En) cov(§,n)
oz 0, o0,

& va 1 tosadiifi komiyyaotlori arasinda olan asililig1 ke-
miyyotca xarakterizs etmak ligiin yeni anlayis daxil edilir.

Torif 3. Forz edok ki, 0 < D§ < oovo 0 < Dn <co. £ vo
n tosadiifi komiyystlorinin korrelyasiya amsali asagidaki
kimi toyin olunur:

p=pE&n) = covs,m)

JDE- Dy
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Korrelyasiya omsalinin asagidaki xassalori vardir:
Xassol.-1<p<1.
Isbati. Riyazi gdzlomonin xassesina esason

2
E(E—Efin—En> > 0.

O-f O'77

Buradan
2 2
(s o2
O-E O-f O'77 O'n

1 2
= J—EZE(E—EE)Z iaE(f—ES{)(TI —En) +

DE 2cov(é,n) L Dn Dn

+— E(§ - E$? =
oy f 0g0y oy
2cov (€,
_p g 2ev@n) )
O'fO'77

(2)-dan alinir ki, 2 + 2p > 0. Buradan alinir ki,
-1<p<1l

Notica. [cov (¢, n)| < o: 0,

Xasso 2. |p| = 1 miinasiboti yalniz vo yalmz & vo 7
tosadifi komiyyotlori arasinda xotti asililiq oldugda dogru-
dur, yonin = aé + b, beloki, p = 1olduqdaa >0, p = -1
oldugdaise a < 0.

Isbat1. ©gor p = 1 olarsa, bu halda
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2
—E —E
E(s‘ § m n) —2_2p=0
0¢ On
olar. Buradan
§—E n—En_,
O¢ On .
Beloalikl,
oy oy
=— &4 |En——EE).
=gt (-2
Basqa sozls,
n=aé+b,

buradaa = Zvo b = En — ﬁEE.
o¢ 9¢

Analoji qaydada, agor p = —1 olarsa, bu halda

=Dy (Ep+2E
n= Uff naff-

Indi iso oksini isbat edok. Gostorak ki, a > 0 olduqda
p=paé+b)=1 vo a<0 oldugda iso p = p(¢,aé +
b) = —1-dir.

Ogor 1 = aé + b olarsa, bu halda

77*_77—E77_ag"+b—E(a€+b)_a(<f—E€)_ a

7] Oas+b B |a|Uf - lal

miinasiboti dogrudur, burada £ vo n* ilo normallasmis tasa-
dufi komiyyatlor isare olunmusdur.
Kovariasiyanin 4-ci xassasino asason

p({:n) = CO‘U(f*,T]*) = cov (E*’if*> —

|al
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a a

cov(§",§7) =

lal la|
oldugunu olds edorik. Sonuncu minasibotdon gorinir ki,
a > 0olduqda p(é,n) = 1voa < 0olduqdaiso p(é,n) = —1.
Belalikla, xassa 2 isbat olundu.
Xassa 3. Ogor ¢ von asili olmayan tosadiifi komiyyot-
lardirsa, onda

p(&mn) =0.

Lakin torsi dogru deyildir.

Bu xassonin dogrulugu korrelyasiya omsalinin torifin-
don vo kovariasiyanin 3-cii xassasindon alinir.

Korrelyasiya omsalina tesadiifi komiyyotlorin arasin-
daki xotti asililigin deracasini ifads edon xarakteristika kimi
baxmagq olar. 9gor p > 0 olarsa, bu o demokdir ki, ¢ tosadiifi
komiyysti artdiqca, n tosadiifi komiyysti do artma tenden-
siyasina malikdir. Belo asiliga misbot korrelyasiya asiligl
deyilir. Masalon, insanin boyu va ¢okisi miisbot korrelyasiya
asililigina malikdir. ©gor p < 0 olarsa, bu o demokdir ki, &
tosadufi komiyysti artdiqca,  tosadiifi komiyyati do azalma
tendensiyasina malikdir. Belo asililiga monfi korrelyasiya
asililigr deyilir. ©gor p = 0 olarsa, bu halda ¢ vo 7 tosadiifi
komiyyatlorino korrels olunmayan vs ya qeyri-korrelyar
tasadiifi kamiyyatlor deyilir. Qeyd edak ki, p = 0 olduqda
tosadiifi komiyyatlor asili ola da bilorlor. p = 0 olmasi sadaca
tosadiifi komiyyotlorin xotti asili olmamasi1 demokdir.

Misal 4. 0 tosadiifi komiyyasti [0,1]-do miintozom pay-
lanmaya malikdir. ¢ = af,n = b8, a, b € R tosadiifi komiy-
yatlorinin kovariasiyasini vo korrelyasiya amsalini tapin.
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Holli. Bu mogsadlo
cov(§,n) = E(En) —ES - En

diisturundan istifads edacayik.

Miintozom paylanmanin sixliq funksiyasi
(1, xe[01]
Pe(x) = {0, x & [0,1]

oldugu ti¢iin

+ oo 1
a
Eé¢ =E(af) =a f xpe(x)dx = ajxdx =
—c0 0
Eyni gayda ilo
En = b
n - 2 "
Digor torofdon,

b
E(¢ 1) = E(ab6?) = abE6? = %

Belaliklo,

ab ab ab

cov(§n) == -r=1

oldugunu sldos edorik.
indi iso korrelyasiya omsalini tapaq. Bu mogsadlo
dispersiyalar1 hesablayag.
D¢ = D(af) = a’DO = a?(E6? — (EB)?) =

)5

Dn = —.
=12

Eyni qayda ils,

Belaliklo,
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B _ e dl b?  |b|
“f-v’k’:/ﬁ-m =Vbn= =05

Bunlari korrelyasiya amsalinin torifinds nazars alsaq:

_cov(§,m)  ab
pEm) = oeoy Tallbl

Beloliklo, agor ab > 0 olarsa, p(¢,n) = 1 vo agor ab <
0 olarsa, p(&,n) = —1 olar.

§4.7. Ehtimal nazariyyoasinin asas barabarsizliklori
1.Markov boaraboarsizliyi. Forz edok ki, ¢ monfi ol-
mayan tosadiifi komiyyatdir. Onda ixtiyari € > 0 liciin

ES
PEE>el<—. (1)

Isbat. ¢ tosadiifi komiyyati liciin asagidaki miinasiboti
yazmaq mimkiindiir:

§=¢ lgsey +8  Ig<ey

_ (1 ogor w€e A e
burada I, = I(w) = {0 ogor & A hadisasinin indikato-
rudur. ¢ - Iz<.y manfi olmadigi tigtin ikinci haddi atsaq,

§ =8 Iigsg -

Buradan riyazi gézlomonin monotonluq xassasindon va
A hadisosinin indikatorunun riyazi goézlomosinin bu
hadisonin ehtimalina borabar olmasindan istifados etsok:
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E§ 2 E(§-Igsgy ) = E(e - Iigsey ) = €P{E > €},

Bununla da Markov borabarsizliyi isbat olundu.

Markov borabaersizliyindon asagidaki boraborsizliklor
alinir.

Natica. Forz edok Ki, ¢ ixtiyari tosadiifi komiyyotdir.
Onda ixtiyari € > 0 odadi ligiin

E
Pligl > ey < 221 @)
E 2
P{I¢] > e} = P{§* > e} < 7 (3)
D¢
P(ls — Bl > e} < - @

(4) Cebisev barabarsizliyi adlanir, burada E|¢| < oo
olmalidir.

Qeyd edok ki, agor D¢ = 0 olarsa, onda ¢ = E{ mina-
sibati sanki yaqin olaraq 6denilir (bax, dispersiya xasss 6).
Bu faktin dogrulugu Cebisev boraborsizliyindon alinir.
Dogrudan da,

D¢
2

P{l§ —E§| > e} < =0.

Ehtimal manfi olmadigi tigiin
P{|E —E¢| > €} =0.

Buradan
P{|¢ —E§| < e} =1.

¢ ixtiyari oldugu tciin, basqa sozlo, sanki yoqin olaraq
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& = E¢ olur.

indi iso Cebigev baraborsizliyindon istifads etmoklo tig
sigma qaydasini verak.

Forz edok ki, P(|¢ — E¢| < 30) ehtimalini giymoatlon-
dirmoak tolob olunur, burada o = \/D_E .

(4) barabarsizliyindan asanligla gérmak olar ki,

D¢
P —Efl<e}21-—-

Ogor ¢ = 30 gotiirsak, bu halda
1 8
P{|¢ — E¢| <30} = 1—§=§z 0,88 =~ 0,9

olar. Belaliklo,
P{|¢ — E¢| <30} =0,9.

Cebisevin ikinci barabarsizliyi gostorir ki, agor D¢ dis-
persiyas1 kifayot gqodor kicikdirsa (mosalon, forz edok ki,
D¢ < 8¢?), bu halda (1 — §)-dan kicik olmayan ehtimalla
¢ = ¢(w) tosadufi komiyyotinin qiymoti 06ziinin orta E¢
giymoatindon an ¢oxu & qadar forqlonir:

P{E§ —e<&¢<E¢ +e}=>1-6.

Masals 2. Simmetrik metal pul n dofo atilir. Gerb iizii-
nin diismosi tezliyinin % -don forqlonmosinin 0,01 -don

boyiik olmasi ehtimalini giymatlondirin.

Holli. S, ile gerb lizlinlin diismasi sayini isare edak.
Aydindir ki, §,, = & + --- + &, kimi gostarils bilar, bels ki, ¢;
tosadiifi komiyyotlori Bernulli paylanmasina tabedir, yoni
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rogom uzu diisdiikds 0 va gerb tizui diisdiikds iss 1 qiymatini
alan asili olmayan tesadiifi komiyyatlordir:

1
P =0} =P{§i =1} ==,

2
Mogsadimiz P{ %" - %| > 0,01} ehtimalin1 giymotlon-
dirmokdaon ibaratdir.

Asanligla gormok miimkundiir ki,
1 1 Sn 1 1
Bea=5, Di=7 E(=)

n
Cebisev borabarsizliyindon istifado etsok,
Sn_ g (S_n)
n n

1 S _ D&
= (0,01) 2 D(?) ~ (0,01 2n"

s, 1
21 o0} p

gle

> 0,01} <

Xiisusi halda n = 10000 oldugda
S 1 1 1
P{ 10099 _ | > 0,01} < ==,

10000 2 T 4-10%- 10 * 4
Demoli, bu halda axtarilan ehtimal yuxaridan i adadiilo

mohduddur. Bu iso o demokdir ki, simmetrik metal pul

10000 dofs atildigda orta hesabla i -don ¢ox olmayan hal-

larda gerb Uziinln diismesi tezliyinin E-dan forglonmasinin

0,01 -don boylik olmasi misahido olunacaqdir. Cebisev
barabarsizliyinin verdiyi bu naticonin ne doracads kobud ol-
dugunu morkazi limit teoremi mévzusunda gérmok mim-
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kindiir.

Moasalo 3. Asili olmayan 1000 sayda sinagin har birinde
A hadisasinin bas vermosi ehtimali 0,75 -dir. Bu hadisonin
bas vermaosi say1 olan S, tosadiifi komiyyotinin 720 ilo 780
arasinda qiymot almasi ehtimalini asagidan qiymatlondirin.

Holli. Asanligla gormok miimkiindiir ki, S;, tesadiifi keo-
miyyoti Binomial paylanmaya malikdir ve ES,, = np = 750
vo DS, =npq = 750-0,25 = 187,5.

Cebisev borabarsizliyino asason

P{720 < S, < 780} = P{|S, — ES,| <30} >

> 1 DS”—079
- 302 T

Qeyd edok ki, morkozi limit teoremindan istifada
etmakla yuxaridaki ehtimal li¢lin daha daqiq giymatlan-
dirma almaq miimkiindiir (bax, §7.4, misal 2).

2. iensen boraborsizliyi.

Forz edok ki, ¢ = {(w) tosadiifi komiyystinin riyazi
gozlomoasi movcuddur, yoni E|[é| < co. Onda ixtiyari g(x)
qabariq funksiyasi ti¢lin

Eg(§) = g(ES).

Isbati. Qabariq funksiyanin torifine osasan ixtiyari x, €
R Ttgiin elo A = A(x,) adodi vardir ki,

g(x) — g(xp) = A(x — xo).

Sonuncu borabarlikds x = ¢, x, = E¢ gotiiriib riyazi
gozlomonin monotonluq xassasini totbiq etsok,

Eg(§) = g(ES) + AE(S — ES).
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Buradan Eg(§) = gE(&).
Bununla da lensen barabarsizliyi isbat olundu.
Indi iso Iensen borabaersizliyinin xiisusi halina baxag.
Ogor g(x) = x*, k > 1 olarsa, bu halda iensen bora-
baorsizliyindon asagidaki barabarsizliyi olds edorik:
(EO* < ESX,
Qeyd. k = 2 oldugda sonuncu barabarsizlikdon ¢ixir ki,
(E§)? < EE2

Beloliklo, tosadiifi komiyyatin ikinci momenti mévcud-
dursa, birinci momenti do moévcuddur.

Qeyd edok ki, sonuncu barabarsizlik homginin disper-
siyanin xassasindon do ¢ixir:

D¢ = E&? — (E§)? = 0 oldugu ligiin E&E2 > (E§)2.

3. Lyapunov barabarsizliyi. 0 < a < f olsun. Onda
1 1
(EIE1%)« < (EIE1F)P.

isbati. fensen borabarsizliyindo

B
n=1% vo g(x) = |x|'/a
gotiirsak,

B B
Eln| la > |En| Ja

oldugunu alds edorik. Buradan
B
Elnl? = (E|§]%)e.
Beloliklo,

(EE|y% < (E€1F)P.
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Lyapunov boraborsizliyi gésterir ki, ogor E|&|f < oo
olarsa, bu halda biitiin 0 < a < 8, liglin E|[¢|* < oo.
Lyapunov barabarsizliyinden homginin aliriq ki,

1 1
El¢l < (EEP)z < < (EEMn, n=12,..
4. Kosi-Bunyakovski barabarsizliyi. Forz edok ki,

& =¢&(w)von =n(w) tosadiifi komiyyatlori (2,F, P) ehti-
mal fozasinda toyin olunmugsdur vo EE2 < o, En? < o.Onda

E|¢n| < oo vo
Elén| < VE&2 - En?.

Isbati. Ovvolco EE2 >0 vo En? > 0 oldugunu forz

edoak.
2|ab| < a? + b?
barabarsizliyinda
. § p=_1
E&2 En?
gobul edorak,
& n?

5 ‘ én
[EE2 - En2
Riyazi g6zlomonin monotonluq xassasino asason
E 2 2
1$nl - ES 4 En
JEE -En? ~ ES* En?
Buradan E|[én| < 24/E§? - En? oldugunu alds edorik.
Indi iso forz edok ki, E¢é2 =0 (En? =0). Bu halda
molumdur ki, P{¢ = 0} = 1.
Demoli, E(én) = 0. Belsliklo, E|én| = 0.

< + :
E&?  En?

= 2.
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§4.8.Tasadiifi kamiyyatin adadi xarakteristikalari-

nin maliyys riyaziyyatinda tatbiqi

Forz edok ki, maliyys bazarinda gorar gobul edon soxs
mioyyon maliyys omoliyyati aparir. Masalon, miayyan
qiymotli kagiz alib satir. Bu omoliyyatin gozlonilon golirini &
ilo isaro edok. Aydindir ki, ¢ tosadiifi komiyyat olacaqdir.
Cinki maliyye omoliyyatlar1 asasen qeyri-miisyyanlik
soraitindo aparilir vo bir maliyys omoliyyatinin miixtalif
miimkin naticalori ola biler.

Goriindiiyt kimi, hor bir maliyys omoliyyatina qarsi biz
bir tesadiifi komiyyat qoyuruq vo bu tesadiifi komiyyati
omoliyyatin tosadiifi goliri adlandirmagq olar.

Maliyys omoliyyatinin asagidaki xarakteristikalarini
verak:

1. Maliyys amoliyyatinin effektivliyi. Maliyyo omoliy-
yatinin gozlonilon orta goliring, basqa so6zlo & tosadiifi ko-
miyyetinin riyazi gozlomasino maliyys amoliyyatinin goz-
Ianilan orta galiri vo ya maliyys amsliyyatinin effektivliyi
deyilir.

2. Maliyyo amoliyyatinin riski. ¢ tosadiifi komiyye-
tinin dispersiyasina maliyys omaliyyatinin riski deyilir. Qeyd
edok ki, ¢ox zaman maliyys omoliyyatinin riski olaraq
T = 0g = \/D_E goturalir.

Adoston riski azaltmaga calisirlar. Bunun tglin bir ¢ox
metodlar mévcuddur.

Forz edok ki, n sayda korrelo olunmayan miixtalif
Q4, ..., Q, maliyyo amoliyyatlar1 aparilir. Bu omoliyyatlarin
effektivliyi ey, ..., e, , risklori iso 7y,...,7, olsun. Onda bu
omoliyyatlardan ibarat olan portfelin effektivliyi
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6’1+ "'+en
e=——,
n
riski iso
'\'7‘12 +.,,+T~le
r=—
n
olar.

Natica. Forz edok ki, omoliyyatlar korrelo olunma-
yandir, e; >avo b<r1; <c,i=1,n. Onda bu omoliyyat-
lardan ibarat portfelin effektivliyi a-dan kigik deyil, riski isa

\/% <r< in barabarsizliyini 6dayir, yoni n artdiqca azalir.
Bu notico diversifikasiya effekti adlanir.
Diversifikasiya prinsipinin asas monasi budur ki, bir-

birindon asili olmayan miixtalif omoliyyatlar apardiqda ef-

fektivlik orta olacagq, risk iso birmonali olaraq azalacaqdir.
Misal 1. Forz edok ki, investor effektivliyi vo riski cod-
valds verilmis dord tip asili olmayan qiymatli kagizlardan

ibarat portfel diizoltmoak istoyir:

i 1 2 3 4
e; 2 4 8 12
T 1 2 4 6

Bu qiymotli kagizlardan barabar payda portfel qurma-
gin bir ne¢o variantina baxaq. Qeyd edok ki, verilmis halda
portfelin effektivliyi qiymotli kagizlarin effektivliklorinin

2 2
[r24 472
n

A) Portfel ancaq 1-ci vo 2-ci tiplordon ibaratdirss, bu
halda

adadi ortasina, riskiisor = -3 borabordir.
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B) Portfel ancaq 1-ci, 2-ci vo 3-cil tiplorden ibaratdirss,
bu halda
€13 = (2 + 4+ 8)/3 = 4‘,67,

C) Portfel biitiin tiplorden ibarstdirss, bu halda

e1 .= 2+4+8+12)/4 =6,5;

V1422 +42 482
r123 = 4 =~ 1,89

Gortnduyu kimi, portfelin daha ¢ox qiymatli kagizdan

toskili onun effektivliyinin siiratls, riskinin iso zoif artmasina
gatirib ¢ixarir.

Misal 2. Iki miixtolif sirketin sohmlorinin giymotinin

doyismosinin dispersiyalar1 uygun olaraq D¢ = 2vo Dn = 8
korrelyasiya omsali iso p = 0,8-dir. Birinci sirkotin 5 soh-

mindon vo ikinci sirkstin 3 schmindon ibarst portfelin qiy-
mot doyismosinin dispersiyasini (riskini) tapin.

Holli. Tosadiifi komiyyatlorin cominin dispersiyasi
D(&+n) =D&+ Dn+2cov(é,n).
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Korrelyasiya amsalinin torifindon vo maosalonin sor-
tindon istifads edorak aliriq ki,

cov(f,n)=p-\/D_€-\/D_r]=O,8-4=3,2.

Belaliklo,
D(5¢ +3n) =D(5¢) + D(3n) + 2 cov(5¢,3n) =

=25D¢é+9Dn+2-5-3-cov(é,n) =
=25-2+9-8+30-3,2 =218
Misal 3. iki sirkotin sohmlorinin giymatlorinin giin or-

zinda doyismosini ifado edon & vo 1 tosadiifi komiyyatlorinin
paylanma coadvali asagidaki kimi verilmisdir:

Ui -1 1
§
-1 0,3 0,2
1 0,1 0,4

Bu tosadiifi komiyyatlorin korrelyasiya omsalini tapin.
Holli. Ovvalcs kovariasiyani tapaq. Bu moagsadlo

cov(é,n) = E(§n) — E¢ - En

disturundan istifads edacoyik.
Asanligla gérmok olar ki,
E(n)=03-02-01+04=04.

E¢ vo En riyazi gozlomolorini tapmagq ti¢iin bu tesadiifi
komiyyatin har birinin paylanmasini muiiayyan edak.
Asanligla géormok olar ki, ¢ tasadiifi komiyyatinin pay-
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lanma qanunu asagidaki kimidir:
-1 1
0,5 0,5

Cadvalo asasan
E¢§=05—-05=0;

Eyni gayda ilo n tosadiifi komiyyatinin paylanma ganu-
nunu da tapa bilarik:

-1 1
0,4 0,6

Buradan
En=06-04=0,2; Dn=1-(02)%=0,96.

Beloaliklo,
cov(é,n) = 0,4.

Digor torofdon D& = 1vo D =1 — (0,2)? = 0,96 oldugunu
da korrelyasiya amsalinin torifinde nozaro alsaq
_cov(§n) 04

P~ Joi-Dn Voo

= 0,408.

Qeyd edok ki, maliyys riyaziyyatinda on vacib anla-
yislardan biri doayiskonlik (volatillik) anlayisidir. Bozi hal-
larda doyiskonlik 6l¢lisii olaraq o gotiiriiliir. Lakin Cebisev
barabarsizliyi gostorir ki, bu halda ehtiyatli olmaq lazimdir.

Qeyd edok ki, ¢ tosadiifi komiyyati normal ganunla
paylanmisdirsa,

P{l¢ —a| <0} = 0,68
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Vo
P{|¢ —a| < 1,650} = 0,90.

Demali, tosadiifi kemiyyatlorin qiymatlori tzerinds
miusahide apardiqda taqribon 90% halda gozlomoak olar ki,
qiymatlorin a-dan forqinin miitlaq qiymoti 1,650-dan kicik
olacaq. Ogor qiymotli kagizlar bazarinda §,, ilo bugiinkii qiy-
moti isaro etsok,

Sn = Sp-1(1 + hy)
olar.

Demoli, agor h,, = o - g,-dirss, onda hokm etmok olar
ki, buglinkii mslum qiymst S,,_; -dirss, sabahki §,, qiymoti
90% halda [S,,_;(1 —1,650);S,,_1(1 + 1,650)] pargasinda
yerlosacokdir vo yalniz 5% halda S,,_; (1 — 1,650)-dan kicik
vo S,_1(1+ 1,650) -don boylk olacaqdir. Buna gors do
maliyyas isino aid bozi kitablarda doyiskonlik 6l¢iisii olaraq o
ovozino v = 1,650 goturilir.
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V FOSIL
ASILI TOSADUFi KOMiYYOTLOR

Ehtimal nazariyyasinds vo onun tatbiglorinds tosadiifi
komiyyatlor arasinda olan asililigin 6yronilmasi ¢ox mihiim
yer tutur. Tosadifi kamiyyatlori 6yronarkon homiss onlarin
bir-birindon asililiginin dorocosine vo tobistino diggot
yetirmok lazimdir. Bu asililiq giicli vo ya zsif ola bilar.

Praktik mosalolordo bozon tosadiifi komiyyotlor ara-
sinda slago o godar yaxin ola biler ki, bir tosadiifi komiyyotin
giymatini bilmoklo digerinin qiymstini doqiq gostormok
mimkiin ola bilor. Basqga s6zlo, bu komiyyotlor arasinda
funksional asililiq ola bilor. Bozon iso oksino, tosadiifi
komiyystlor arasinda asililiq o gqoder zaif ola bilar ki, onlar
praktiki olaraq asili olmayan tosadiifi komiyyastlor hesab
etmok olar. Bu iki halin arasinda olan digor asililiq névii iso
stoxastik (statistik vo ya ehtimal) asililigidir. Stoxastik asili-
liq giiclii vo ya zoif ola bilor: bu asililiq artdiqca funksional
asitliliga yaxinlasir. Belaliklo, funksional asililiga stoxastik
asililigin on giiclii hali kimi baxmaq olar. Basqa bir hal
tosadiifi komiyyatlorin asili olmazhgidir.

Beloliklo, stoxastik asililiq tesadiifi komiyystlorin asili
olmazligl ilo funksional asililig1 arasinda yer tutur. Tosadifi
komiyyastlorin stoxastik asililigi dedikdo bir tesadiifi ko-
miyyotin hor bir giymatina gars1 digor tosadiifi komiyyatin
miioyyon paylanmasinin uygun golmasi basa distliir. Bu fo-
sil stoxastik asili tesadiifi komiyyotlorin 6yronilmosine hosr
olunmusdur.
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§5.1. Sorti paylanmalar

Bu paraqraf iki tosadiifi komiyystdon birinin digerine
noazoran sorti paylanmasina hasr olunmusdur.

Forz edok ki, ¢ vo n hor hansi (Q,F, P) ehtimal fo-
zasinda toyin olunmus tosadiifi komiyyatlordir. Bu tesadiifi
komiyyatlorin paylanma funksiyalarini, uygun olaraq, F¢(x)
vo F,(y) ilo, ikidlgiilii birge paylanma funksiyasini iso
Fgp(x,y) ilo isaro edok:

Fe(x) = P{§ < x}, Fy(x) = P{n < y},
Fey(x,y) = P{§ < x,m < y}.

ovvalco forz edok ki, bu tesadiifi komiyystlor diskret-
dir, yoni £ tosadiifi komiyyoti x4, x,, ... qiymaotlorini, p;,i > 1
ehtimallar ils,  tosadiifi komiyyati iso y4, v, ... qiymatlorini
p; ehtimallari ils alir, yoni

p; = P{& = x}vo p; = P{n = y;}.

Bildiyimiz kimi, ¢ vo n tosadiifi kemiyyastlorinin iki-
olciilli birgs paylanma gqanunu asagidaki ehtimallar ailasi ilo
verilir:

'Pi,jZP{f=xi,TI=yj}, i,j =1

Torif 1.P{E =x;,n = yj}, i = 1 ehtimallar ailasino ¢
diskret tosadiifi kamiyyati l¢lin 7 tosadiifi kamiyyatinin y;
giymoti almasina nazoran sarti paylanma qanunu deyilir.

Sorti ehtimal diisturuna asason yaza bilarik ki,

_PE=xn=y} by

Pl =xln =y} == 2 S =T e
]

352



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

P{E = xi|n =y } ehtimali n = y; olmasi sorti daxilin-
do ¢ diskret tosadiifi komiyyatinin x; giymoatini almasinin
sorti ehtimalidir.

Masals 1. Bir ay orzinds olan sigorta hallarinin say1 v
tosadiifi kamiyyatidir vo

1
> 0.

Pv=nl= i pDms "=

Bu ay arzindas sigorta hallarinin 4-don ¢ox olmadig1 mo-
lumdursa, he¢ olmazsa, 1 sigorta halinin olmasi hadisasinin
ehtimalini tapin.

Holli. Axtarilan ehtimal P{v > 1|v < 4} sorti ehtima-
hidir:

P{1<v<4}
P{VZ 1|VS4}:W

Asanligla gormok miimkiindiir ki,
P{1<v<4}=Pv=1}+P{v=2}+P{v=3}+

1 1 1 1
+P{v=4}=2_

Eyni qayda ilo
Pv<4)=Plv=0}+Pv=1}+P{v=2}+

+P{v = 3} + P{v = 4} :2.

Beloaliklo,
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Plv=21lv<4} ==

Torif 2. Asagidaki funksiyaya & diskret tosadiifi komiy-
yoti Uglin 7 tesadifi kemiyyatinin y; qiymoti almasina no-
zoran sarti paylanma funksiyasi deyilir:

Fe(x|y;) = P{g < xIn = y;}. €y

Sorti ehtimal diisturuna asason yaza bilarik ki,

P{¢ <x,n =y}
Ff(xlyj)_ P{n—y ! z bi,j-
J

x<x

Aydindir ki, agor £ von asili olmayan tosadiifi komiy-
yatlor olarsa, onda istonilon j > 1 tigiin

P{e¢=xiIn=y;} =P =x} =p;,

Fe(x]y;) = Fe (x)
olar.

Indi iso forz edok ki, § vo n miitloq kosilmoz tosadiifi
komiyystlordir. Onlarin sixliq funksiyalarini, uygun olaragq,
ps(x) vo p, () ils, birgs sixliq funksiyasini iso p(x, y) ilo isa-
ro edok.

Torif 3. Asagidaki funksiyaya ¢ miitloq kasilmoz tosa-
difi kamiyystinin n = y olmasi sorti daxilinds sarti paylan-
ma funksiyasi deyilir:

Fe(xly) = f plz (y)) @
B 77
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(2) barabarliyinden goriniir Ki,
r(zy) 3)
pn ()
funksiyasi sixliq funksiyasidir. Bu funksiyaya ¢ miitloq ko-
silmoz tosadiifi komiyyotinin 7 = y olmas1 sorti daxilinds
sorti sixliq funksiyasi deyilir.

Bu halda da aydindir ki, agar ¢ vo 1 asili olmayan tosa-
diifi kamiyystlor olarsa, onda istonilon y € R li¢lin

pe(zly) = pe(2) vo Fe(x|y) = F¢(x)

pe(zly) =

olar.
Masala 2. &, &,, &5 tosadiifi kamiyyatlorinin birge pay-
lanma sixlig1 funksiyasi asagidaki kimi verilmisdir:

_ (Xl + XZ)e_x3 5 Xl,xz (S (0,1),X3 > 0
Pe, g2 (1, %2 X3) = { 0; galan hallarda

De, e, (X1, x3 | x3) sorti sixliq funksiyasini tapin.
Holli. Bu mogsadla

pfl:gZ:gS (xl' x2' x3)
bg, (x2)

diisturundan istifads edok. Dvvalca pg, (x,) sixliq funksiya-

sin1 tapagq:

1 o 1
Pe, (x2) = j J (%1 + xz)e™™ 3 dxzdx; = J(x1 + x3)dx; =
00 0
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1

Belaliklo, &, = x, olduqda sorti paylanma sixlig1 funksiyasi

ey s (X1, X2, X3)  (xq + x)e ™3
(x,x3 1 %) = = .
pf153 1,13 2 pfz (xz) xz +%

Masaloa 3. & vo 1y tosadiifi kemiyyotlori iki 6l¢iilii normal
paylanmaya malikdir, yoni onlarin birge sixliq funksiyasi
asagidaki kimidr:

1

(x,y) =
Pen’ Y 2mos0oy\ /1 —p

burada p (|p| < 1) bu tesadiifi kemiyyatlorin korrelyasiya

e_L(ny)'

amsall,

2 2
_ 1 Xag\" _ o, X% y—an  (¥=ay
L(xr y) - 2(1_p2) <( Uf > 2p g'f o‘n + ( 0'77 ) >

pe(x|y) sorti paylanma sixhg funksiyasini tapin.

Holli. Sorti paylanma sixlig1 funksiyasi
P&y (x’ }’)

pe(xly) = )

kimi toyin olunur. Buna gors do ovvalco p,(y) funksiyasini
tapaq. Asanliqla gormok olar ki,

co

1 _1(m)2
= x,y)dx = e 2\ /|
pn () _L Den(X,y) o
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Belaliklo,

2
1 /x‘“f y-a
Pen(x,y) _ 1 e 20-pD\ og ” "nn>

P =7 6y oe\J1— pVZn

Qeyd edok ki, ogor normal qanunla paylanmis tosa-
dufi komiyyotlor geyri-korrelyar tosadifi komiyyotlordirss,
yoni p = 0 olarsa, bu tosadiifi komiyyatlor hom do asili ol-
mayan tosadiifi komiyyastlor olar (gdstorin).

§5.2. Sorti riyazi gozloma

Indi iso sorti riyazi gdzlomo anlayisi ilo tanis olaq.
ovvalcs forz edak ki, £ vo i diskret tosadiifi komiyyatlordir.

Torif 4. ¢ diskret tosadiifi komiyyati liglin n diskret
tosadiifi kemiyyatinin y; qiymoti almasina noazoran sarti
riyazi gozlomo asagidaki kimi toyin olunur:

EEl=y)=) wPlg=xin=y} @

Sorti ehtimal diisturuna asason yaza bilarik ki,

o)

P =Xy =Y
SR S ==L

< Pln=y
=)
e — x.p.’ .
Pln =y} &=
E(&ln = yj) , J =1 komiyyotlori E(&|n) tosadiifi

komiyyatinin qiymsotloridir. Bu tosadiifi kemiyyato ¢ diskret
tosadiifi kamiyyatinin 7 diskret tosadiifi kamiyyatine nozeran
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sorti riyazi gozlomasi deyilir. Yoni & diskret tosadiifi komiy-
yatinin 7 diskret tasadiifi kamiyyatine noezaran sorti riyazi goz-
lomosi do diskret tosadiifi komiyyatdir. Gostorak ki, E (¢|n)
tosadiifi komiyyotinin riyazi gozlomesi ¢ tosadufi ko-
miyyetinin riyazi gozlomasine barabordir. Dogrudan da, dis-
kret tosadiifi kamiyyat ii¢iin riyazi gozlome diisturuna osassn

E(E¢Im) = iE(fln =y))Pln=y;} =

= iixlp{f =x;|n = yj}P{U _ }’j} _

j=11i=1

xlip{f = xi|n = y;}P{n = y;} =

j=1

Ms

~
Il
=

oo

ZinP{f = x;} = E¢.

i=1

Moasals 1. ¢ vo n tosadiifi komiyyatinin birgs paylan-
masi asagidaki kimidir:

X; 1 3 4 8
Vi
3 0,15 0,06 0,25 0,04
6 0,30 0,1 0,03 0,07

¢ van-nin paylanmasini tapin ve E(n | £ = x,) sorti ri-
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yazi gozlomasini hesablayin.
Holli. ¢ tosadiifi komiyyatinin paylanma ganununu ta-
paq:
Pl=x}=Pl=x,n=n}+Pl=x,n=y}=
=0,15+ 0,3 = 0,45.

¢ tosadiifi komiyystinin digor qiymatlorinin ehtimalla-
rin1 da eyni gayda ilo taparaq asagidaki paylanma cadvalini
oldo edorik:
1 3 4 8
0,45 0,16 0,28 0,11

Eyni gayda ilo n tasadiifi komiyyatinin paylanma ganunu

3 6

0,5 0,5

Asanligla gormok olar ki,

Sorti paylanmanin diisturuna asasan

P{& =x,m =y} _ 0,15 _ 1
P{¢=x,} 045 3

P{n = y11& = x4} =

Eyni qayda ils
P{€=x1’n=y2}= 0,3 —
P{E = xl} 0,45

2
P{n =yl =x} = 3

Beloaliklo,
E(mlé=x)=Pln=y}PIn=y1l§ =x} +

+P{n = y23P{n = y2|$ = x,}
disturundan va tosadiifi kamiyyetlorin paylanma cadvalin-
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don istifado edorok axtarilan sorti riyazi goézlomoni tapa
bilorik:

E(n1€=1)=32462=5
nig=1)=3:3+6:3=>

Indi iso forz edok ki, & vo n miitloq kesilmoz paylan-
maya malik tosadiifi komiyyotlordir.

Torif 5. £ miitlog kosilmoz tosadiifi komiyystininn =y
olmas1 sorti daxilindo sorti riyazi gozlomasi asagidaki
barabarlikls toyin olunur:

[ee]

Bl == [ wpGlyax @
Diskret halda oldugu kimi burada da E(¢|n = y),y €
R komiyyotlori E(§|n) tesadiifi komiyystinin qiymotloridir.
Bu tosadiifi komiyysto & miitloq kesilmoz tosadiifi komiy-
yatinin 7 miitloq kosilmoz tosadiifi komiyyatine nozoran sorti
riyazi gozlomasi deyilir. Yoni & miitloq kosilmoz tosadiifi
komiyyotinin 7 miitloq kosilmoz tosadiifi komiyyatino
nozoran sorti riyazi goézlomasi do miitloq kosilmoz tosadiifi
komiyyotdir. Gostorak ki, E (¢ |n) tesadiifi komiyyastinin riyazi
gozlomosi ¢ tosadiifi komiyyetinin riyazi gozlomesina
borabordir. Dogrudan da, miitloq kasilmoz tosadiifi komiyyat
liglin riyazi gézlomo diisturuna asasen

E(EEIm) = J prg(ZIy)den(y)dy=

y=—00 Zz=—00
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_ [ [ p(zy) B
= | = | G-

Z=—00 y=—OO

[ee]

= fz fp(z,y)dydzz fzp;(z)dzzE%.

Z=—00 y=—00 — 00

Aydindir ki, hom diskret hal, hom do miitloq kosilmoz
hal tciin, ogor & vo n tosadiifi komiyyatlori asili deyillorss,
onda

EEn=y)=E j=1,

E¢Gm=y)=E;{, y€ER
olar.
Moasalos 2. & vo 1 tasadiifi komiyyatlori ikidl¢iilii normal
paylanmaya malikdir (bax, §5.1, moasals 3).
E(&|n = y) sorti riyazi gdzlomasini tapin.
Holli. Bu moagsadls E(&|n = y) liclin (2) diisturundan
istifado edacayik. pg (x|y) sorti paylanma sixhgi funksiyasi

—a —a 2
pf‘l’] (xl y) — 1 e_ 2(1ip2)< o-ff —-pP yo.nn>
Py (¥) ogyJ1— pV2m

pe(x|y) =

Beloliklo, sonuncu miinasibati (2)-do nazors alib uygun
hesablamalari apardiqdan sonra

%¢
EGl=y)=ag+p—=(y-ay) (3)
n
oldugunu alds edorik. (3) ifadesins ¢ tosadifi komiyyetinin n
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tosadiifi komiyyati lizorino reqressiyasi deyilir. Qeyd edak ki,
eyni qayda ilo n tesadiifi kemiyystinin ¢ tesadiifi kemiyyati
lizorino xotti reqressiyasi da toyin edilo bilor:

E(n|€=x)=an+pZ—Z(x—a§). (4)

Goriindiyt kimi, normal qanunla paylanmis tosadiifi
komiyyatlorin reqressiya tonliklori diiz xottdir.

§5.3. Bircins Markov zancirlari

Bernulli sxeminds asili olmayan sinaqlar dyrenilirdi
(bax, §2.1). Lakin bazon asili olan sinaqlarin 6yronilmasi
zorurati yaranir. Basqa sozlo, elo totbiq masalalori var Ki,
sinagin naticasi 6ziindon ovvalki sinagin noticasindon asili
olur.

Forz edok ki, hor hansi bir sinagin biri digerini inkar
edon m sayda Ay, ..., A;, naticolori var. Bu sinagi n dofo tok-
rar edok. ©gor tokrar sinaqglar ardicilliginda har bir névbaoti
notico yalmz o6ziindon ovvalki sinagin naticosindon asili
olarsa, bu halda bels sinaglar ardicillig1 Markov zanciri omalo
gotirir. Qeyd edok ki, Markov zanciri ¢ox zaman miisyyon
ehtimallarla A4, ..., 4;, voziyyetlorindo ola bilon sistemin
(fiziki, iqtisadi vo s.) davranisini da ifads edo biler.

Markov zoncirinin verilmosi ti¢iin asagidaki ehtimallar
molum olmalidir:

1.pl.(0)- baslangic ehtimallar, yoni birinci sinaqda i-ci
noticonin bas vermo ehtimali, belo ki, har bir

i =1,migln 0 < pl-(o) <1lveXi%, pi(o) = 1 olmalidir;
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Z.pi(]’.l) aparilan (n — 1) -ci sinaqda i-ci noticonin bas
vermasi sortindo j -ci naticonin n -ci sinaqda bas vermae
ehtimali, burada Z}cnzlpi(,?) =1,n=23,..;ij=1m.

Markov zoncirinin torifini tosadiifi komiyyat dilinds do
vermok olar.

Forz edok ki, (Q, F, P) ehtimal fozasinda hesabi sayda
Xg, X1, Qqiymatlorini alan &, &, ..., tosadiifi komiyyotlor
ardicilligy verilmisdir. ©gor ixtiyari n vo iy, i, ..., I, ugin
P{EO = Xg, e, Ep_1 = xl-n_l} > 0vo

P{En = xinlfn—l = Xi,_q '"'EO = xo} =

= P{&, = x; |En1 = %) (1)

olarsa, bu halda deyirlor ki, &y, &, ..., tosadiifi komiyyatlori
Markov zanciri omals gotirir. &, iso bu zoncirin n-ci addim-
daki voziyyati adlanir. (1) miinasibsti geyd olunmus indiki
anda golocoyin keg¢misdon asili olmadigini ifado edir vo
Markov xassasi adlanir.

Markov zancirinin terifini ayani olaraq bels do vermok
olar.

Sistemin golocok voziyystini G = {¢,4, = j}, indiki
vaziyystini [ = {£, = i} vo kegmis voziyystini iso K = {§, =
X0y s €pe1 = xin-1} ilo isaro edok.

Onda (1) barabarliyini belo yaza bilarik:

P(G|K1) = P(G|D). (2)
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Sorti ehtimalin tarifine asason
P(GK|I) = P(G|KD)P(K|D).

oldugunu nazars alsaq (2)-don alinq ki,
P(GK|D) = P(G|D)P(K|D). (3)

(3) boraborliyi gostarir ki, Markov zoncirinin indiki hal
geyd olunduqda, onun galacok vo kegcmis vaziyyatlori bir-
birindon asili olmur.

Sadolik ti¢clin x; = i gotiiracayik. Ogor ixtiyari i vo j
Ugin P{&, =jlép_1 =1} = pi(;l) bir addima kecid ehtimali
n-don asili olmazsa, bela zancirlora bircins Markov zanciri
deyilir.

pij = P{&, = j|&,—1 = i} ododlari bircins Markov zonci-
rinin bir addima kegid ehtimallar1 adlanir.

P =||p;;||. i,/ = 1T, m matrisino bircins Markov zonciri-
nin bir addima kecid ehtimallar1 matrisi deyilir:

P11 P12 - DPim
p=| P21 P22 - D2m

Pm1i Pm2 - Pmm

Aydindir ki, p;; = 0,i = 1,m vo }¥j, p;; = 1. Belo matriso
stoxastik matris deyilir.
pij(n) = P{&n = jléo =i} = P& =Jl& =1}

ehtimali bircins Markov zoncirinin n addima i vaziyya-
tindan j vaziyyatino ke¢id ehtimallar: adlanir.
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P(n) ilo n addima ke¢id matrisini isars edok. Bu halda

P(n) = P™ oldugunu gostorak.

pij ilo 1 addima 4; -dan 4;-ys kegid ehtimalini isars edak.
Bir ¢ox mosalalorin hollinden Markov zaencirinin bir negs
addima kecid ehtimallarinin tapilmasi tolob olunur. Ovvalca
2 addima kec¢id ehtimallarini tapaq. Aydindir ki, sistem 4;
voziyyastindon A;-ys 2 addima m sayda miixtslif tisulla kego
bilor:

A - Ay - A
A= Ay o 4
A; = Ay > A
Tam ehtimal diisturuna gora
pij(2) = pup1j + PizP2j + - + DimPmj-

Sonuncu miinasibatdon goriiniir ki, p;1, viz, ---, Pim kecid
ehtimallar1 matrisinin i-ci satir elementlari, pyj, p2j, ..., Dmj
is9 j-ci stutun elementloridir. Matrislerin vurulmasi qayda-
sindan istifaido etsok, goriiriik ki, 2 addima kecid ehtimallari
matrisi olan P(2) bir addima kecid ehtimallar1 matrisinin

kvadratidir:
P(2) = P2,

Bu prosesi davam etdirorok asanliqla gormok miimkiin-
dir ki,
P(n) = P"
miinasibati dogrudur.
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5.3.1. Kecid ehtimallan ti¢iin Kolmoqorov-Cepmen
tonliyi

Bircins Markov zoncirinin k + (! addima i voziyye-
tindon j vaziyystine kecid ehtimali

pij(n+k) = Z Dia (Mg (k)
a=1

Kolmoqorov-Cepmen tonliyini 6dayir.
Isbati. Tam ehtimal diisturu vo Markov xassosindon is-
tifada edorak

pij(n+k) = P{épip =jléo =i} =

iD=

P{nsk =J Sk = aléo =i} =

P{Snik = ). Sk = alo = i} P& = aléo = i} =

= Piape ().

Qeyd edok ki, Markov zanciri tiglin n addima sistemin i
voziyystindon j voziyyotino kecgid ehtimallarinin n — oo
olduqgda limitinin tapilmasi maraq kasb edir.

Torif. Ogor ixtiyari j voziyyati Uglin i voziyyotindon
asili olmayan

lim p;;(n) =m; >0
n-oo

limiti varsa vo Y[%,m; =1 olarsa, bu halda deyirlor ki,
Markov zonciri erqodiklik xassosino malikdir vo m;-lor erqo-

dik paylanma adlanir.
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Teorem (erqodiklik). Forz edok ki, ny = 1 natural
odadi var ki, P(n,) = P™ kecid ehtimallar1 matrisinin biitiin
elementlori ciddi miisbatdir, yoni

minp;;(ne) > 0.
J
Onda
1) her bir j = 0,m igln lim p;;(n) = n; limit ehtimah
n—-oo
var vo i-don asili deyil vo m; > 0;

2) my, ..., Ty odadlori
m

ZEipij = T[j,j = O,m

=0

tonliklor sisteminin hallidir vo ¥jLom; = 1.
Bu teoremin monasi ondan ibaratdir ki, n-nin boytk i-
don j-yo ke¢gmasi ehtimali i-don asili deyil.
5.3.2. Markov zancirlarinin vaziyyatlorinin tasnifati
Markov zencirlorinin oyrenilmasinds onun voziyyot-
lorinin tosnifati da mithiim yer tutur.
1.Miithiim olmayan vaziyyat. Ogor sistem i voziyyatin-
don sonlu m addima miisbat ehtimalla ¢ixib oraya qayit-
mirsa, i-ys mithiim olmayan vaziyyat deyilir. Basqa sozlo,
elo m vo j varsa ki, p;;(m) >0 vo biitiin n addimlan
ticiin pj;(n) = 0 olsun.
2.Mithiim vaziyyot.
Miuhtim veziyyastlor iki hissayas ayrilir:
a) Kecid miimkiin olan vaziyyat.
Ogor elo m addim varsa Ki, p;; (m) > 0, onda deyirlor
ki, j kecid miimkiin olan voziyyatdir.
b) Qarsihigh slagali vaziyyotlor.
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Ogor elo m addimi varsa ki, p;j(m) > 0 vo elo k addimi
varsa Ki, p;; (k) = 0 onda deyirlor ki, i vo j qarsihqh slagali
voziyyotlordir.

Vaziyyatlor ¢oxlugu yalniz bir qarsiligh slagali mithiim
vaziyyetlor coxlugundan ibarst olan zonciro ayrilmayan
Markov zanciri deyilir.

3.Qayidish va qayidissiz vaziyyatlor.

Miiayyon sistemin i voziyyotindon ¢ixdigdan sonra n
addima yenidan i-ys gqayitma ehtimalini p;;(n) ils, no vaxtsa
yenidon i -yo gayitma ehtimalini iso Fj;; ilo isaro edok.
Aydindir ki, F;; = Yo7, pi;(n). Ogor F;; = 1 olarsa, i voziyyoti
gayidish, F;; < 1 olarsa qayidissiz vaziyyat adlanir.

Ui = Yim=q Np;i(n)-0 orta qayitma miiddati deyilir.

ogor i: 0 (u; = o0) olarsa, i voziyyotino sifir
qayidish voaziyyat, %> 0 (u; < ©) olduqda iso miisbat

gqayidish vaziyyat deyilir.
Indi iso Markov zancirino aid misallara baxagq.
Misal 1 (Sads tasadiifi dolasma). Forz edok ki, n =

0,1,...zaman anlarinda metal pul atilir vo har bir addlmda%

ehtimali ilo oyungu ya 1 manat qazanir, ya da 1 manat itirir.
Belaliklo, n aninda oyungunun toplam qazanci &, miimkiin
giymotlori i = 0, £1, ... qiymatlorini alir. §, = k olmas1 sorti
daxilindo novboti addimda toplam udusun miqdar &,,,; =

k + 1 qiymotlorini % ehtimali ilo alir. Sorti olaraq demak olar

ki, burada uygun ehtimalla sistem ¢, = k voziyystindon
&ne1 = k £ 1 voziyyotino kecir. Bu misali imumilosdirorak
hesabi sayda faza voziyystlorindo ola bilon fiziki sistemin
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davranisini ifads eds bilarik.

Forz edok ki, §; = & — -+ = &, — -+ zoncirvari tosadiifi
kecidlordon sonra bu sistemin n anindaki voziyyoti ¢, —dir.
Sorti olaraq i =0, %1, ... tam qiymatli néqtolords tosadiifi
dolasma edon hissaciys baxaq. Bels ki, hor bir i nogtasindon
novboti addimda ke¢misdon asili olmayaraq uygun olaraq p
voq=1-—p ehtimallan ilo j =i+ 1 voj =i — 1 noqtesine
kecir. Aydindir ki, hissacik i vaziyystindon ¢ixdiqgdan sonra
yalniz ciit sayda addimdan sonra homin voziyysto qayida
bilor. Bu ehtimali p;;(2n) ils isars edak. Bu ehtimal Bernulli
sxeming 9sasaon asagidaki kimidir:

Ccmt
pii(2n) =P a

n! ~v2nn - n"e™" Stirlinq disturunu totbiq edorsk alariq ki,
(4p)"
Vin

pii(2n)~

Buradan gortiniirki, p = q = %olduqda

1
pll( ) \/%

i pii(n) = «

sirasi dagilandir vo demali, buitiin vaziyyetlor qayidishdir. Bu
halda 0 voziyystine gayidisin orta miiddati sonsuzdur. O da
maraqlidir ki, bu halda qayidislarin orta say1 addimlar say1
ilo mitonasib artmir. Ciinki bu halda

Beloaliklo,
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olur.
p # q olduqda 4pq < 1 olur vo demali

z pii(n) < o
n=1

olur. Belsliklo, biitiin vaziyyotlor qayidigsizdir.

Misal 2. Asili olmayan &, ..., &, Bernulli tosadiifi ko-
miyyotlorine baxaq. Bels ki, P{{; = —1} = q, P{¢; = 1} = p.
Bu halda

comlor ardicilligl (Bernulli tosadiifi dolasmasi) Markov zan-
ciri amolo gotirir.
Dogrudan da, Markov zancirinin torifins asason
P{Sps1=j 181 =i, ,Sp1 = in1, S =1} =

=P{Sps1=J | Sp =i} (*)
olmalidir.
(*)-un dogrulugunu yoxlamaq ti¢iin sag va sol toraflori
ayrica hesablamaq lazimdir.
P{Sps1 =j1Sp =1} = P{S”;j{ Sn];S?} 2
_ P(Sn +€n+1 =jrSn = L) _ P{fn+1 =j— i}P{Sn = l)} _
a P{S, =i} a P{S, = i} a
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- . ) ._i=1’
=P{En+1=1_l}={q1’9 j]—i=—1.

Eyni qayda ils, (*) -un sol torafini do hesablayaq;:
P{Sns1=j 181 =i, Sp1 = in1, S =} =

_ P{Sn+1 :j’STl = i, ...,51 = I'l}
P{Sn = iiSTL—l = iTL—l' "'151 = ll}

= P{$ns1 =j - i}.

Belolikls, verilmis comlor ardicilligi Markov zanciridir.
Bu misalda S, S; ..., S;, Markov zanciri sado

Sk+1 = Sk + Sk

kimi struktura malikdir.

Belaliklo, bu fasilds tasadiifi kemiyyatlorin bozi asililiq
novlori ilo tanis olduq. Qeyd edok ki, tosadiifi komiyyatlorin
asiiiginin martingal asililigl adlanan bir noévi ds vardir Ki,
onun Oyronilmoasi bu dors veasaitinin maqsadlori xaricina
CIXIT.
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VI FOSIL
DOGURAN VO XARAKTERISTiK FUNKSIYALAR

§6.1. Doguran funksiyalar

Forz edok ki, ¢ tosadiifi kamiyyoti monfi olmayan tam
giymatlor alan tesadiifi komiyystdir, yoni 0,1,2, ... qiymat-
lori py, p1, P2, .., belaKki,
l.p.=P{=k}>0 k=012,..,

2-21?:0 P{¢ =k} =1.

Tam qiymotli tosadiifi komiyyatlor ailosinin ehtimal
xassalorini 6yronmok ti¢ciin doguran funksiya anlayisindan
istifado edilir.

Torif 1.

o)

V() = Fzf = Y z*p,  l2l <1 (1)

k=0

kimi toyin olunan funksiyaya ¢ tasadiifi komiyystinin
paylanmasinin doguran funksiyasi deyilir.

Aydindir ki, X7, pr =1 olduguna goro (1) sirasi
|z| < 1-do miitloq y18ilir vo demali, ¢ (z) funksiyasi kom-
pleks miistovido vahid dairads |z| < 1 korrekt toyin olunub
Vo |1/J5(Z)| <1 olur.

Doguran funksiyanin bazi xassolorini verok.

Xassa 1. (1) = 1.
Xasso 2. §Kl = &(& —1) ... (& — k + 1) isaro edok.

EEM = E(E(§ —1)...(§ =k + 1)) - tosadiifi komiyyo-
tin k-c1 faktorial momenti adlanir.

Ogor E¢Kl < w0 onda Y ®(z) téromasi vardir vo
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EEH =y (1), 1

Isbati. |z| < 1 oldugda 1(2) funksiyas: sonsuz diffe-
rensiallanandir vo

(0]

PO = Yl gk g =,
n=0
burada n®l =n(n—-1)..(n—k + 1).
Buradan Abel teoremino osason ) (z) funksiyasi
z = 1 noqtasindo kasilmozdir va

oo

lim $0() = 9 = Y k- p(g = n} = FeH

n=0

Bununla da bu xassa isbat olundu.
Xuasusi halda k = 1 olarsa bu xassadan istifado etmoklo
riyazi gozlomoni hesablamaq olar:

E§ =g (1).

Bu xassodon istifado etmoklo, hom do dispersiya vo
digor yiiksak tortibli momentlori do hesablamaq olar.
k = 2 olduqda 2-ci faktorial moment oldo edilir:

ESP =y (D).
Digor torofdon,

EE = EE(§ - 1) = E&? — EE.

Buradan

ES? = ¢ (1) + e (D).
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Belalikls, dispersiya tigiin agagidaki diisturu yaza bilorik:

D¢ = EE* — (E§)* =g (1) +ve(D) — (1))

Xassd 3. Ogor &4, ..., &, asili olmayan tesadiifi komiy-
yotlordirss, onda

¢51+---+fn(z) = 1/J§’1 (2) .- ll’fn(z);

yoni asili olmayan tesadiifi kamiyyatlorin cominin doguran
funksiyasi doguran funksiyalarin hasiline borabardir.

Xassa 4. Doguran funksiyalar ilo paylanmalar arasinda
qarsiligh birgiymotli uygunluq vardir:

Ogor doguran funksiyanin k -tortib toéromosi varsa,
onda

1
P = ¥ 2(0), k=012, ..,

burada " (z) = Y (2).

Xass? 5. Eyni qanunla paylanmis tam qiymatli &4, ..., &,
vo v asili olmayan tosadiifi komiyyatlor olsun.

Onda S, = & + -+ &, ; So = 0 tosadiifi komiyyatinin
doguran funksiyasi asagidaki kimidir:

s, (2) = ¥, (e, (2)).
Isbati. Aydindir ki, {v = n} vo {S,, = k} hadisalori asih

olmayan hadisalordir. Buna gors do tam ehtimal diisturuna
osason

P{Sv=k}=ZP{SV=k|v=n}-P{v=n}=
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=Zp{sn — k}-P{v = n)

oldugunu aliriq.
Sonuncu boraberliyin hor iki torofini z* -ya vurub
comlosak,

Ys, ()= ) Plv=n}: Y 2 P(S, =k} = (b5, (2)
n=0 k=0

oldugunu aldos edorik.

Indi iso bozi diskret paylanmalarin doguran funksi-
yalarini hesablayagq.

Misal 1. Asanliqla gérmoak olar ki, Bernulli paylanma-
sinin doguran funksiyasini

Ye(2) =pz +q.
Misal 2. Binomial paylanmanin doguran funksiyasini
hesablayaq:
n n
Ye(2) = Z Z“Crp*q™ T = Z Ch(p2)*q"™* = (pz + ™
k=0 k=0

Misal 3. Puasson paylanmasinin doguran funksiyasini
hesablayaq:

o0}

k k k
1/)5(2)— A -2 Z 2" _ -1,
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§6.2. Xarakteristik funksiyalar

Ehtimal nozoriyyasindo asili olmayan tosadiifi komiy-
yotlorin cominin paylanmasini todqiq etmok ti¢iin osas tsul
xarakteristik funksiyalar tsuludur. Forz edok ki, (O, F, P)
fozasinda é(w), w € Q tosadiifi komiyyati verilmisdir. &(w)
tosadiifi komiyyoti hoqiqi tosadiifi komiyyot vo kompleks
tosadifi komiyyat ola bilor. Kompleks tosadiifi komiyyatin
xarakteristik funksiyasini hoqiqi tosadiifi komiyyatin xarak-
teristik funksiyasina gotirmok olar. Ona gore do biz hoqiqi
tosadiifi komiyyatin xarakteristik funksiyasini 6yronacayik.

Torif 1. Forz edok ki, (Q,F, P) ehtimal fozasinda & =
¢(w), w € Qhogiqi tosadiifi komiyyati verilmisdir.t € R va

i2 = —1 olsun. e*¢ tosadiifi komiyyatinin riyazi gézlomosino
¢ tosadiifi komiyyotinin xarakteristik funksiyasi deyilir:
+00
pe(t) = Ee'tt = f e"™dFg (x).

Ogor ¢ tosadiifi komiyyoti diskret paylanmaya malik-
dirso, onun xarakteristik funksiyasi

(0]

Pe(t) = ) ek P(E = x,),
k=1
Ogor ¢ tosadiifi komiyyati miitloq kesilmoz paylanma-
ya malikdirss, onun xarakteristik funksiyasi

o)

05 = [ e pyd

— 00

Eyler diisturundan istifados etsok
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@e(t) = Ee™ = E(costé +isinté) =
= E cos té + iE sint¢.

Demoli, xarakteristik funksiya haqiqi doyisonli komp-
leks qiymatli funksiyadir.

Tam qiymotli ¢ tosadiifi komiyyotinin xarakteristik
funksiyast onun doguran funksiyasi1 vasitosilo belo ifado
olunur:

pe(t) =g (e™).

Xarakteristik funksiyanin bazi xassolorini verok.
Xassa 1. |pe(0)| < 1.

Dogrudan da,
+00 +00
l9e(0)] = j it dF, (x)| < f lett%] dF (x) =
+oo )
= f 1- de(X) = FE(-I_OO) - FE(—OO) =1.

Xassd 2. ¢:(0) = 1.

Xassd 3. @gpe(t) = e, (t) = e (bt).
Xassa 4. Ogor &, ...,&, asili olmayan tosadifi ko-
miyystlordirss, onda

Pe 48, (£) = g, (O) o r @g, (D).

Xisusi halda tesadifi kamiyyetlor ham ds eyni qanunla
paylanmisdirsa, onda

Pe,++&, (t) = ((Pfl ™
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Xassa 5. Ogor ¢ tosadiifi komiyyotinin k-c1 tortibden
miitloq momenti sonludursa, yoni E|&|¥ < oo olarsa, onda

1
EE* =2 0((0).

Bu xasso riyazi gozloms, dispersiyanin vo digor mo-
mentlorin hesablanmasinda miihiim rol oynayair.

Xassd 6. @;(—t) = W, burada xott kompleks qos-
mani gostarir.

@¢(t) xarakteristik funksiyas1 yalniz vo yalniz o vaxt
hoqiqi olur ki, o, ciit funksiya olsun.

@¢(t) xarakteristik funksiyasinin hoqiqi olmasi tgiin
zoruri va kafi sort uygun paylanma funksiyasinin simmetrik
olmasidir, yoni F¢(x) = F_z(x) vo ya uygun sixliq funksiya-
sinin (ogor, varsa) clit funksiya olmasidir p;(—x) = p:(x).

Xasso 7. Xarakteristik funksiya miintozom kosilmoz
funksiyadir.

Dogrudan da, ixtiyari t hoqiqi adodi ti¢in || =1
oldugunu nozors alsaq, homginin riyazi gézlomonin molum
xassaosindan istifados etsok

|0t + h) — 9e(0)] = |Eeité (e — 1)| < E|eé — 1| =

= Ele™ =1l gecmy + Ele™ = 1Igeony)
oldugunu alarigq.
Buradan birinci riyazi gozlomodo |eihf — 1| < |h&]|

gunu noazoro alsaq alariq:
l0e(t + 1) — @(0)| = | geny) + 2E e 5hy) <
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< N|h| + 2P(|¢] > N).

€ > 0 qeyd edak. N odadini els gotiirak ki,

£

P{l{] > N} < 1
olsun. Onda § = % gotiirmakls |h| < & oldugda
£

7~ ¢

&
lpe(t + h) — s (£)] < 5+

oldugunu alariq. Bu iso 0 demakdir ki, xarakteristik funksiya
miintozom kasilmozdir.

Xassa 8. Ogor ¢4 (t) vo @, (t) xarakteristik funksiyalar
olarsa, onda a; = 0,a, = 0,a; + a, = 1 sortlorini 6doyon
ixtiyari a; va a, adadlori liglin

@(t) = a19,(6) + a2 (1)

funksiyasi da xarakteristik funksiyadir.
Xassd 9. Ogor ¢ (t) xarakteristik funksiya olarsa, on-
da |<p§(t) |2 funksiyasi da xarakteristik funksiyadir.
Dogrudan da,

2 JR—
[0 = 9:(0) - (D) = 9 (9 (8)
miinasibatindon vo 4-cii xassadon aliriq Ki, |<,05(1:)|2 xarak-

teristik funksiyadir.

Xassa 10. Ogor ¢:(t) xarakteristik funksiya olarsa,
onda hoqigi hissesi, yoni Re ¢;(t) do xarakteristik funksi-
yadir.

Dogrudan da,

Re @:(t) = M boraborliyinds ¢ (t) = m
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oldugunu nozors alsaq vo xasse 8-de a; = a, = % gotiirsak,
onda bu xassonin dogrulugunu alariq.
Xass?d 11. Ogor <p§2n)(0) < oo olarsa, onda E&?" < oo,

Qeyd edok ki, bu xassa tok tortibli toromalor ticlin 6donilmir.
Xassd 12.9gor E|é|¥ < o, k > 1 onda t— 0 olduqda
n
(it)”
@ (t) = ol
k=0

EER + o(th).

Xassd 13. Miitloq kosilmoz paylanmaya uygun xarak-

teristik funksiya ti¢ctin
Nim ¢ (t) = 0.

Verilmis har hansi funksiya xarakteristik funksiyanin
xassoalorindan birini 6domozss, o, xarakteristik funksiya
deyildir. Basqa sozlo, bu xassalor zoruri sortlordir. Masolon,
@:(t) = sint funksiyas! xarakteristik funksiya deyil. Ciinki
bu funksiya ligiin ¢(0) = 1 sorti ddonilmir.

Qeyd edak ki, verilmis funksiyanin xarakteristik
funksiya oldugu yoxlamaq daha ¢atindir. Bununla bagh
asagidaki teoremlairi verak:

Boxner-Xingin teoremi. Farz edak ki, ¢(t) kasilmaz
funksiyadir ve ¢(0) = 1. Bu funksiyanin xarakteristik
funksiya olmasi Ug¢lin zaruri va kafi sart onun miisbat
miiayyan olmasidir. Basqa sozls, ixtiyari ¢4, ...,t, haqiqi
adadlari ve 44, ..., 4,, kompleks adadlari liglin

n
Z @t — ti)Aid = 0
k=1
Poya teoremi. Forz edsak ki, ¢(t) kesilmaz, ciit va
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(—o0,0) araliginda asagiya qabariq, (0,) araliginda isa
@(t) =0, p(0)=1vat—> o oldugda ¢(t) — 0 sortlarini
odayon funksiyadir. Onda ¢(t) xarakteristik funksiyadir.

Marsinkevi¢ teoremi. Ogor ¢(t) xarakteristik
funksiyas1 e?® soklindadirsa, bu halda P(t) coxhadlisinin
daracasi 2-dan boyiik ola bilmaz.

Indi iso bazi paylanmalarin xarakteristik funksiyalarini
hesablayagq.

Misal 1. Bernulli paylanmasinin xarakteristik funk-
siyasini hesablayin.

Holli. Asanliqla gérmok olar ki,

gDE(I;) — eitlp + eith — pelt + q.

Misal 2. Binomial paylanmanin xarakteristik funksi-
yasini hesablayin.
Holli. Asanhqla gormak olar ki

(Pf(t) — Z itk P{E k} Z itk Ck n k —
= z C,’f(pe“)k q"* = (pet +q)".
=0

Qeyd edok ki, bu massloni xarakteristik funksiyanin
xassolorindon ds istifads etmaklo do hall etmok olar. Bilirik
ki, binomial paylanmaya malik tasadiifi komiyyati asili olma-
yan hor biri Bernulli paylanmasina malik n sayda
&1, &5, ..., &, tosadiifi komiyyotlorinin comi soklindo gostors
bilorik. ¢ (t) = pe't + q oldugu iiciin xarakteristik funk-

siyanin 4-cu xassasino asason
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Peretyrtin® = (@5, (O = (pe +q)".

Belaliklo, binomial paylanmaya malik tesadiifi komiy-
yatin xarakteristik funksiyasi Bernulli paylanmasinin xarak-
teristik funksiyasinin n-ci qiivvatine barabardir.

Misal 3. Puasson qanunu ilo paylanmis tesadiifi komiy-
yotin xarakteristik funksiyalarini hesablayin vo onun kémayi
ilo bu tasadiifi komiyyatin riyazi gézlomasini vo dispersiya-
sini tapin.

Holli. Ovvolco xarakteristik funksiyani hesablayag.
Puasson paylanmasini xarakteristik funksiyanin ifadesindo

nozors alaq:
oo oo

. L
(Pg(t) — Z itk P{E — k} — Z eltkﬁe_’l —
k=0 k=0
it it
z Ael ) —leeitl _ e/l(eit—l)_
k=0

indi iso xarakteristik funksiyanin xassosindon istifado
etmokly, riyazi gozlomas vo dispersiyani tapaq.

Bu mogsadls avvoalco xarakteristik funksiyanin tore-
mosini alaq:

0100 = (1~ 1) €D =11t )

Xarakteristik funksiyanin 5-ci xassasins asason

1 1
E§ = —(pp(0) =7 A-ive® = A

Dispersiyani tapmagq tg¢iin xarakteristik funksiyanin
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ikinci tortib téromosini hesablayaq:
@ (1) = 2i (ieite D) 4 eitgieite(-1),

Xarakteristik funksiyanin 5-ci xassasinas asason
2 1 17} sy . 2
E&? = i—2(<p$(0)) = —2i(i + Ai) = 1 + 2%

Belaliklo,
Dé =EE —(EE??=2+212-2=A

Indi iso bozi miitloq kosilmoz paylanmalarin xarak-
teristik funksiyalarini hesablayagq.

Misal 4. [a, b] parcasinda miintazom paylanmanin xa-
rakteristik funksiyasini hesablayin.

Holli. Miintozom paylanma miitloq kasilmoz paylan-
malar sinfins aid oldugu ti¢iin

+eo 1 b eltb _ elta

t) = itx dx = f itX gy = :

230 f eMpe(dx = | e = Ty
—00 a

Xiisusi halda, [—1,1] parcasinda miintozom paylanma-
nin xarakteristik funksiyasi asagidaki kimidir:
el —e~ sint
@e(t) = e
Misal 5. 4 > 0 parametrli iistlii paylanmanin xarak-
teristik funksiyasini hesablayin.

Holli. Asanligla gormak olar ki,

+ 00 (00
Pe(t) = f e pg(x)dx = f el Qe dx =
—0 0
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(0]

= Af e A=) gy = A

A—it

oldugunu slds edorik.

Misal 6. Normal paylanmanin xarakteristik funksiya-
sin1 tapag.

Halli. Onco (0,1) parametrli normal ganunla paylan-
mis ¢ tosadiifi komiyyatinin xarakteristik funksiyasini tapag.

co . 1 o 1 5 .
(t) = f e'™ - pe(x)dx =— f e 2 TR gy —
¥ ) P¢ V2m
=. ; j e_%(xz‘zitX+(it)2)+%(it)2 dx =
V21
= - j T gdx =
2T
tz ° , t
_t ——(x—lt)2 -5
=e dx =€ 2
=

Qeyd edok ki, ¢;(t) funksiyasindan vo xarakteristik
funksiyanin xassosindon istifado edorok (a,o ) parametrli
normal ganunla paylanmis n = g + a tosadiifi komiyyati-

nin xarakteristik funksiyasini da tapa bilorik:
at?

@y (1) = e (ot) = ez ="z,

Misal 7. & vo &, asili olmayan tosadifi komiyyotlori
uygun olaraq parametrlori (a4, 01) vo (a,, 0,) olan normal
qanunla paylanmisdir. £ = &; + &, tosadiifi komiyyatinin do
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normal qanunla paylanmis oldugunu gostarin.

Holli. &; vo &, normal ganunla paylanmis tosadiifi ko-
miyyotlor oldugu {i¢lin onlarin xarakteristik funksiyalari
uygun olaraq

(o1t) (o26)?

. 2 .
(pgl(t) =elta1— z Vo (sz(t) =elta2— 2

Digor torafdon sorto gora &; va &, asili olmayan tosadiifi
komiyyatlor oldugu ticiin

; 1
Péi+&, (t) = Pe, (t)<,0§2 (t) = elt(a1+a2)_5(g%+022)tz

olur. @¢ ¢, (t) xarakteristik funksiyas: ii¢iin aldigimiz bu
diistura vo yeganolik teoremino oasason & = &; + &, tosadiifi
komiyystinin (a; + a,, 01 + 0,) parametrli normal qanunla
paylanmis oldugu neticasine galirik.

Qeyd edok ki, ogor ¢ (t) vo @, (t) xarakteristik

funksiyalar olarsa vo bu funksiyalar ti¢iin
t2
P, (t) - g, (1) = e 2
miuinasibati 6danilarsy,

t2

. ) ¢2
(p$1(t) = elat—az 2, Q¢ (t) = e—lat—(l—o'z)? , 0<0<1

funksiyalar1 normal ganunla paylanmis tosadiifi komiyyot-
lorin masalon, &; vo &, -nin xarakteristik funksiyalaridir.
Aldigimiz bu natico Kramer teoreminin xarakteristik funk-
siyalar terminlori ilo ifadosidir.

Kramer teoremi (1936). iki asil olmayan tosadiifi ko-
miyyotin comi normal ganunla paylanmisdirsa, onda top-
lananlarin har biri normal gqanunla paylanmis tosadufi ke-
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miyyatdir.

Misal 8. & vo &, asili olmayan tosadiifi komiyyatlori
uygun olaraq parametrlori 4; vo 4, (4; > 0 ) olan Puasson
ganunu ilo paylanmigdir. isbat edok ki, & = &; + &, tosadiifi
komiyysti A = A; + A, parametrli Puasson qanunu ils pay-
lanmigdir. Aydindir ki,

(p€1(t) = ell(eit_l) \) ('052 (t) = elz(eit_l)_
&, va &, asili olmayan tosadiifi komiyyotlor oldugundan

Ve, 45,() = g, (1) - g, (1) = exp ((,11 + 2, )(eit _ 1))

borabarliyi dogrudur. Demoali, @¢ ¢, (t) funksiyasi 1; + 4,
parametrli Puasson gqanunu ilo paylanmis tosadiifi komiyyo-
tin xarakteristik funksiyasidir. Yeganslik teoremins asasan,
xarakteristik funksiyasi

(t) = exp (xl(eit - 1))
olan tosadiifi komiyyot Puasson qanunu ilo paylanmisdir.

Demoali,

A1+ )k

Pl +E =k = T e, =0,

Belaliklo, asili olmayan vo Puasson qanunu ile paylan-
mis tosadiifi komiyyatlorin comi do Puasson qanunu ilo pay-
lanmisdir.

Raykov teoremi (1937). ki asih olmayan tosadiifi
komiyystin comi Puasson ganunu ilo paylanmisdirsa, onda
toplanan tosadiifi komiyyatlorin hor biri Puasson qanunu ilo
paylanmis tosadiifi kamiyyotdir.
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Indi iso xarakteristik funksiyalar haqqinda bozi teo-
remlori verak.

Xarakteristik funksiyanin torifindon goriiriik ki, hor bir
F¢(x) paylanma funksiyasina bir ¢ (t) xarakteristik funk-
siya uygun golir. Asagidaki ¢evirma diisturu gostorir ki, hor
bir xarakteristik funksiyanin uygun paylanma funksiyasi
var. Basqa sozlo desok, paylanma funksiyalar ¢oxlugu ilo
xarakteristik funksiyalar ¢oxlugu arasinda qarsiliqh
birqiymotli uygunluq var. Bu fakti gostormok tgtlin avvolco
forz edok ki, Fz (x) paylanma funksiyasi mutloq kesilmazdir,
yoni onun pg(x) sixliq funksiyas var. Xarakteristik funk-
siyanin torifino gora

o

P (t) = f e%pe (x)dx )

Furye cevirmolori noazoriyyasine gors, (1) gostorir Ki,
@:(t) xarakteristik funksiyas1 pg(x) sixhq funksiyasinin

Furye c¢evirmosidir. Ogor f_oooo|<pg(t)|dt< oo olarsa, onda
Furye cevirmolori nozoriyyssindon molumdur ki, (1) cevir-
masinin torsi var vo

1

pe(x) = o

f e g (t)dt. (2)

(2) gostorir ki, miitloq kosilmoz paylanmalar sinfinds
xarakteristik funksiya paylanma funksiyasini birqiymatli to-
yin edir. Bu faktin istonilon paylanma funksiyasi ti¢iin dogru
olmasi asagidaki teoremdon alinir (bax, [28], 5.303).

Teorem (gevirmo diisturu). Ferz edsk ki, Fz(x)
paylanma funksiyasi, ¢g(t) ise uygun xarakteristik
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funksiyadir. Onda Fg(x) paylanma funksiyasinin ixtiyari
a va b kasilmazlik néqtaleri (a < b) lg¢lin

1 e—ita _ e—ltb
R - @ = lim o [ S—"—p:0dt. @)
-c

Natico (yeganalik teoremi). Hor bir xarakteristik
funksiyanin yalmiz bir paylanma funksiyasi vardir, yani
xarakteristik funksiyalari eyni olan paylanma funksiyalari
Ust-listo dusir: F; (x) = F,(x).

Indi iso géstorok ki, paylanma funksiyas: ilo xarak-
teristik funksiya arasinda olan qarsiligh birqiymatli
uygunluq kesilmozdir. Bu masolo xarakteristik vo paylanma
funksiyalar ardicilliginin yi1gilmasi masolosi ilo baghdir.

ovvalco asagidaki torifi verak.

Torif. Forz edok ki, haqiqi oxda F,(x),n > 1 paylanma
funksiyalar ardiciligl vo F(x),x € R paylanma funksiyasi
verilib. Cr ilo F(x) paylanma funksiyasinin kosilmozlik
noqtalori coxlugunu isars edok: Crp = {x: F(x) kosilmozdir}.

Ogor Vx € (Cp Uglin n — o olduqda F,(x) — F(x) olar-
sa, bu halda deyirlor ki, F,(x) paylanma funksiyalar ardi-
cilligi F (x) paylanma funksiyasina zsif y1gilir vo bu bels isara
olunur: F,, = F.

Teorem 1 (Kkosilmoazlik). Forz edok ki, F,(x),n>1
paylanma funksiyalar ardicilligt vo F(x),x € R paylanma
funksiyas1 vo uygun olaraq ¢, (t),n = 1 xarakteristik funk-
siyalar ardiciligi vo ¢(t) xarakteristik funksiyas1 veril-
misdir. Onda F, = F olmasi li¢lin zoruri vo kafi sort Vt € R
liclin n — oo olduqda ¢, (t) = @(t) y1gilmasidir.

Qeyd edok ki, teorem 1-do ovvalcadon tolob olunur ki,
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@ (t) xarakteristik funksiya olsun. Bununla slagadar olaraq
hansi sort daxilinde xarakteristik funksiyalar ardicilliginin
limitinin xarakteristik funksiya olmasi masalosini arasdir-
maq lazim galir.

Bu masalonin holli asagidaki teoremds verilir.

Teorem 2. Forz edok ki, ¢,(t),n > 1 xarakteristik
funksiyalar ardicilliginin har bir t € R {giin %1_1)1010 o, (1) =

@(t) limiti var. Onda asagidaki iki sort ekvivalentdir:

1) ¢(t) xarakteristik funksiyadir,

2) @(t) funksiyasi t = 0 noqtesinds kasilmozdir.

Misal 9. ¢, n > 1 tasadifi kemiyyoatlar ardicilliginin
elementlari[—n, n] par¢asinda miintezom qanunla paylan-
migdir. Asanligla gérmak miimkiindir ki,

; 1 1 r sinnt
Pn(t) = feit"—dt = —f cosntdt = T't >0
2n n " A
“n : ’ _

Bu xarakteristik funksiyalar ardicilliginin limitini
asagidaki kimidir:
@ = 2,
Alinmis limit funksiyasi ¢ = 0 noqtasinda kasilan ol-
dugu liclin teorem 2-ya gora xarakteristik funksiya deyildir.
Xarakteristik funksiyalar ticiin yeganalik teoremina
gora xarateristik funksiya paylanmani birqiymatli olaraq
toyin edir. Indi isa bels bir sual qoyaq: m,,,n = 1 momentlari
da paylanmani birqiymatli tayin edirmi? Bu sual momentlar
probleminin yeganaliyi masalasini meydana ¢ixarir.
Forz edak ki, F(x) vo G(x) iki mixtalif paylanma
funksiyasidir va onlarin biitiin momentlari tist-lists diisiir:
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fx”dF(x) = fx”dG(x),n > 0.

Tabii olaraq bels bir sual ¢ixir: bu halda F(x) ve G(x)
paylanma funksiyalar da tist-iisto diisiirmii? Umumi halda
bu sualin cavabi meanfidir (bax, [28], s.314). Asagidaki
teoremda momentlar probleminin yeganaliyi ii¢iin kafi sart
verilmisdir.

Teorem 3. Farz edak ki, F(x) paylanma funksiyasidir
Vo B, = ffowlx"IdF(x). 9gor

1/n
Ilm —2— <
n—-oo n

olarsa, onda m,, = fjooo x"dF(x), n = 1 momentlari F(x)
paylanma funksiyasini birqiymatli teyin edir.

Natica 1. Sonlu intervalda comlanmis ehtimal paylanma-
lar1 momentlari ile birqiymatli teyin olunur.
Natica 2. Momentlar probleminin yeganaliyi tiglin kafi sart

1/2n
Im 22— <
n-w 2N

miinasibatinin 6danilmasidir.

Indi ise momentlar probleminin yeganaliyi haqqinda
Karleman kriteriyasini isbatsiz olaraq verak.

Teorem 4. a) Forz edak ki, m,,,n = 1 miiayyan paylan-

manin momentlaridir va
(o]

1
Z 1/2n =
n=0"r2n
Onda myu,n=>1 momentlori ehtimal paylanmasini
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birqiymatli tayin edir.

b) ©gar m,,n = 1 momentlari [0, c0)-da comlanmis paylan-
madirsa, bu halda ehtimal paylanmasini birgiymeatli tayin
olunmasi tigiin

(0]

1
Z 1/2n =

n=o0rn
sartinin 6danilmasi kafidir.

Mosoalalor.
1. Farz edak ki, £ tasadiifi kamiyyatinin doguran funksiyasi (z)-
dir. ¢ + n ve n€ kemiyyatlarinin doguran funksiyasi tapin.
2. 9gor dogruran funksiya tigin ¥(27") =27, n = 1,2, ... olarsa,
uygun paylanmani tapin.

3.Laplas paylanmasinin xarakteristik funksiyasini tapin.
AZ
Cavab: (Pg’(t) = FETE)
4. Kosi paylanmasinin xarakteristik funksiyasini hesablayin.
Cavab: g¢(t) = e7If!
5. a parametrinin hansi qiymatlarinda
(-l gt < 1
() _{ 0, JtI=1

funksiyasi xarakteristik funksiyadir?

Cavab: 0 <a <1
1-t%]t| <1

6.Isbat edin ki, a) cost? vo b) ¢(t) = {0 [t] > 1

funksiyalari

xarakteristik funksiya deyil.
.. . . _ _ c
7. Gostorin ki, P{é = +2k}= pErd

malik ¢ tesadiifi kemiyyatinin xarakteristik funksiyasi 0-da
differensiallanandir, lakin E€ mévcud deyil.

k = 2,3,... paylanmasina
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VII FOSIL
EHTIMAL NOZORIYYOSININ LIMIT TEOREMLORI

Mantigq, sizi A ndqtasindan B néqtasino
apara bilar. Xayal giicti isa har yera...
Albert Eynsteyn

Ehtimal nozoriyyesinin muiihiim naticolori limit teo-
remlori soklinds verilir. Bu teoremlor asasen boyiik ododlor
ganunu vo markozi limit teoremlori olmagqla iki sinifs ayrilir.
Bu fasil ehtimal nazariyyasinin limit teoremlarinin sarhina
hasr olunmusdur. Ovvalco ehtimal nozoriyyasindos istifads
olunan y1gi1lma novlori ile tanis olag.

§7.1. Tosadiifi komiyyatlor ardicilhiginin yigilma novlori

Forz edok ki, (2,F,P) ehtimal fozasinda ¢, =
&(w),n > 1 tosadiifi kemiyyotlor ardiciligl ve & = &(w),
w € (2 tosadiifi komiyyati verilmisdir. Aydindir ki, w = w,
qeyd etsak, a,, = &, (wy) oadadi ardicilligl vo a = &(w,) odo-
dini alarig. 9goer n — o olduqda a, — a olarsa, yoni Ve > 0
liciin 3N, varsa, Vn > N, lcln |a, —a| < & olsun, onda
deyirlor ki, &, ardiclhigt w = wy “noqtesindo” & tosadiifi
komiyyatinos y181lir. Bels y181lma noqtovi y1g1lma adlanir.

Aydindir ki, Vo € £2 noqtesinds &, tosadiifi komiy-
yatlor ardicilliginin yigilmasini tolob etmok agir sortdir. Elo
bu sababdan do néqtavi yigilma névii ehtimal noazoriyyssindo
ohomiyyot kosb etmir. Ehtimal nozoriyyssinde tosadiifi
komiyyastlor ardicilliginin yigilmasi tgiin asagidaki yigilma
novlari 6yranilir.
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Torif 1 (sanki yaqin va ya vahid ehtimalla yi1gilma).
Ogor elo N € F ¢oxlugu varsa ki, P(N) =0 vo Vw € 2\N
liciin n —» o olduqda ¢, — ¢ olarsa, bu halda deyirlor ki, &,
tosadufi kamiyyatlor ardicillig ¢ tosadiifi komiyyatine sanki
yaqin v ya vahid ehtimalla y1gilir vo belo isars olunur:

fn—Evoya P(&, - ) = 1.

&, tosadiifi kemiyyeatlar ardicilliginin ¢ tosadiifi kemiy-
yatine y1g1ldig1 w noqtaleri ¢oxlugu tasadiifi hadisadir ve onu
asagidaki ekvivalent formada yazmaq olar:

Qeyd edok ki, sanki yaqin yi1gilmada w elementar ha-
disasi ils &, ardicilliginin elementlori arasinda uygunluq do-
qiq bilinmalidir. Lakin y1gilma anlayisini bir qodor zoiflodib
&qn(w) ardiallign n artdiqca € -nin ¢ otrafinda davranisini
arasdirmagq olar. Bu mogsadls ehtimala gors y181lma anlayisi
daxil edilir.

Torif 2 (ehtimala gors yi1gillma). Ogor Ve > 0 li¢lin
n — oo olduqda

P{& —¢l>€} -0

olarsa, onda deyirlor ki, &, tosadufi kemiyystlor ardicillig
ehtimala gors ¢ tosadiifi komiyyotino yi181lir vo bels isars

P
olunur: §, — €.
Qeyd edok ki, ehtimala gore yigilma anlayis1 riyazi
analizds olan 6l¢liys gors y1g1lma anlayisinin analoqudur.
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Misal 1. Forz edok Ki, &, &,, ..., miixtalif paylanmaya
malik tosadiifi komiyyastlordir:

P{€n=n3}=%, P{€n=0}=1—%, n=1.
Gostorin ki, bu ardicilliq ehtimala gors sifra yigilir.

Holli. € -nu geyd edok. Miioyyon n,-dan baslayaraq
biitiin n = n, tglin

1
P{lfn_ol>€}=P{En>€}=P{€n=n3}=;_)0-

Beloliklo, n artdiqca &, tosadiifi komiyyatlori 0-1n
otrafinda daha boyiik qiymatlor ala bilar, lakin bu giymatlo-
rin ehtimallari getdikcs Kigilir.

Qeyd edok ki, ehtimala gors y1g81lma tosadiifi komiy-
yatlorin Q ¢coxlugunda necs toyin olunmasindan asili olma-
yaraq da 6donils bilor. Ciinki onlarin sadoco paylanmasini
bilmak kifayot edir.

Qeyd edak ki, misal 1-ds ardicilligin sanki yoaqin y181lib
yigilmadigini arasdirmaq t¢iin yigilmada w € Q elementar
hadisosi ilo &, ardicilliginin elementlori arasinda uygunluq
doqiq bilinmalidir. Asagidaki misala baxagq.

Misal 2. Forz edok ki, Q = [0,1],F = B([0,1]) vo P iso
Lebeq olcisudir. &,(w),n = 1 tesadiifi komiyyotlor ardicil-
Iigin1 asagidaki kimi toyin edok:

1
0, we[01—-]

$n (w) = n

3 € (1 ! 1]
n-, w - —,
n

Gostorin ki, &, (w) ardicilhigl sanki yoqin olaraq 0-a y1-
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gilir.
Holli. ixtiyari w € [0,1] {iciin elo n, némroasi tapmaq
olar ki, ixtiyari w € [0,1 —ni] Vo n = n, sortini 6dayan
0

biitiin n-lar t¢iin &, (w) = 0 olar.
Torif 3 (r > 0 tortibdan orta monada yig1lma). Ogor
n — oo olduqda
Elg&n—=¢I" =0
olarsa, onda deyirlor ki, &, tosadiifi komiyystlor ardicillig &
tosadiifi komiyyatine 7 -tortibdon orta moanada y1gilir.
Analizds bu yi1gilma noévii L, monada yigilma adlanir

vo &, L ¢ isars olunur. Xiisusi halda r = 2 olduqda bu y1-
gilma orta kvadratik monada yi1gilma adlanirve § = l.i.m. &,
(ingilisca, limit in mean) isars olunur.

Yuxarida verilon yiglima novlarinde ham tesadiifi
komiyyatlor ardicilliginin elementlari, hom da limit tasadiifi
komiyyat eyni bir ehtimal fozasinda toyin olunurlar. Lakin
tosadifi komiyystlor ardiciliginin elementlori miixtalif
ehtimal fozalarinda da toyin oluna bilarlar. Bu halda faqli
yigllma novi olan zaif yigilma ve ya paylanmaya gors
noviindan istifads olunur.

Torif 4. E,(x) = P{é, < x}voF(x) =P{é <x},n=>1
isaro edok. Ogor F, = F zaif yigilarsa, yoni F(x) paylanma
funksiyasinin kasilmazlik noéqtalarinde n — o olduqda
F,(x) —» F(x) olarsa, bu halda deyirlor ki, &, ardicillig: ¢

tasadiifi kamiyyatina paylanmaya gora y1gilir vo &, i> ¢
kimi isars edilir (bax, §6.2).
Bu torifi ekvivalent sokildo asagidaki kimi vermok olar:
Torif 5. Ogor ixtiyari mohdud vo kasilmoz f(x),x € R
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funksiyasi tli¢lin n = oo olduqda

EF(€,) = f FG)E, () - f FGIAFG) = EF () (1)

olarsa, bu halda deyirlor ki, &, tosadiifi komiyyatlor
ardicillign & tosadiifi komiyyotine vo ya F, paylanmalar
ardicilligl F paylanmasina zaif y18ilir.

Riyazi analiz kursundan molumdur ki, ardicilliglarin
yigilmasini tadqiq etmak Ugiin fundamental ardicilliq vs ya
Kosi ardicilligi anlayisindan istifads edirlor. Bu anlayisi
yuxarida verilon y181lma ndévlori ligiin do vermok olar.

Torif 6. 1) Ogor Ve > 0 ligiinn — o0 vom — oo olduqda

P{lfn_§m|>g}_>0

olarsa, bu halda deyirlor ki, &,,n > 1 tosadiifi komiyyatlor
ardicilligl ehtimala gors fundamentaldir.

2) Ogor &, = &, (w),n = 1 tosadiifi komiyyotlor ardicil-
1181 sanki biitlin (P - ehtimal dl¢iisiine gors) w € Q -lar li¢iin
fundamental ododi ardicilliq olarsa, yaqin va ya vahid
ehtimalla fundamentaldir.

3) Ogor n = o vom — o olduqda

El$n =&ml" = 0

olarsa, bu halda deyirlor ki, &,,n = 1 tosadiifi komiyyatlor
ardicilligl r (0 < r < o) tortibdon orta vo ya L, monada
fundamentaldir.

Indi iso yigilma novlori ilo bagh asagidaki miihiim
faktlar1 verak.

Teorem 1. &,,n > 1 tosadiifi komiyyatlorin ehtimala
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goro, sanki yoqin vo L, monada yigilan olmasi ti¢iin zoruri vo
kafi sort onun uygun y181lma monada fundamental olmasidir.

Teorem 2. 1) &, 2, & yigilmasi tigiin zoruri vo kafi
sort istonilon € > 0 liclin n — oo olduqda

P{igglfk—fl >e}—>0 (2)

miinasibotinin 6donilmosidir.

2) &,,n = 1 ardiclliginin vahid ehtimalla fundamental
olmasi ticiin zoruri vo kafi sort istonilon € > 0 liglin n — o
olduqda

P{suplén — &l > f > 0 3)
k=0

miunasibatinin 6danilmasidir.
Natica 1. Ogor istonilon € > 0 liglin

D Plgn—¢l> e} <o
n=1

olarsa, onda &, ——s & yigilmas1 6donilir.
Dogrudan da, gostorok ki, n — oo olduqda

P{suplfk &> 8} - 0.
k=n

Asanligla gormok miimkundiir ki,

P{supléic — 1> ¢f = P{ka -§1> e} <

o

SZP{IEk—EI > e},
k=n
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Sonuncu sira isa n = o olduqda sifra yaxinlasir.

Natico 2. Ogor n = o olduqda &, L & olarsa, onda
elo {n,} ardicilhgr var ki, k - oo olduqda ¢&,,, 2, ¢.

Natica 3. Ogor n — o olduqda &, BRLAN ¢ olarsa, onda

P
&, — & y1gilmasi 6danilir.
Dogrudan da, Ve > 0 li¢iin

Pllén—¢1 > &) < Plsuplé, — 1 > &}
kzn

Teorem 2-ya asasan &, =7, ¢ olduqda

P{suplfk & > e} -0
k=n

olur. Buna gore da bu halda istonilon € > 0 liglin n — o
oldugqda
P{& — &l > €} = 0.

P
Basqa sozls, &, — €.

Teorem 3. Yi81lma novlori arasinda asagidaki implika-
siyalar dogrudur:

S.y. P
En —_— S; = ’fn - f,
Ly P
S;n —_— S; = ’fn - f,
P d
S;n - E = fn - ’f
Asagidaki misallar gostorir ki, teorem 3-do verilon
implikasiyanin torsi dogru deyil.
Teorem 3-do verilon implikasiyalarin torsinin 6donil-
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diyi xtisusi hallara baxagq.
Teorem 4. Ogor &, n > 1 tosadiifi komiyyotlor ardi-

P
cilligt monoton artan vo ya azalan olarsa, onda ¢, — ¢

S.y.
yigilmasindan &, —— ¢ yi181lmasi ¢gixir.
Asagidaki teoremin isbati [3], s.217-da verilmisdir:
Teorem 5. Ogor &,,n > 1 tosadiifi komiyyostlor ardi-
cilligr asii olmayan tesadiifi kamiyyatlorin comi soklinda

P
gostorilo  bilorsa, bu halda ¢&,——¢ yigilmasindan

én AN ¢ yigilmasi gixir.

d
Teorem 6.9gor ¢, — & vo P{¢ = c} = 1 olarsa, onda

&n L ¢ olur.
isbati. Aydindir ki,
P{l¢, ¢l <e}=Plc—e<& <c+e}=

=F; (c+e&)—Fg(c—e). (4)
¢ + € vac — € noqtalori
1,x >c,
Fe(x) = {O,x <c

cirlasmis tosadiifi kamiyystin paylanma funksiyasinin kasil-
mozlik néqtalori oldugu tligiin n — o olduqda
Fr(ct+e)>1vaFg (c—e)—-0

olur. Onda teorem 5-in h6kmii (4) barabarliyindan ¢ixir.
indi iso ehtimal nozoriyyesinds vahid ehtimalla 6de-
nilon xassalorin isbatinda mithiim rol oynayan bir Borel-
Kantelli lemmasi ilo tanis olaq.
Forz edok ki, (2,3, P) ehtimal fozasinda A4, € ,n > 1
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hadisolor ardicillig1 verilmisdir. A* ilo bu ardicilliglarin yal-
niz va yalniz sonsuz sayda hadisonin bas vermasi hadisasini
isaro edok. Aydindir Ki,

n=1k=n

Bozon A* ovozino rlli_?.}oA" voya {A, sonsuz sayda} isa-

rolomasindon do istifado olunur. Ehtimal nozoriyyssinin bir
cox moasalolorindo hadisalor ardicilligindan sonsuz sayda
hadisonin bas verib vermomaosinin ehtimalinin tayin edilmasi
zorurasti yaranir. Bunun Ugiin asagidaki lemmanin boytk
ohomiyyati var.
Borel-Kantelli lemmasi. 4, 4,, ... miioyyan hadisslor
ardicillig: verilmisdir.
1) Ogor X.p~1 P(4y) < + olarsa, onda P(4*) = 0.
2) Ogor A4, Ay, ... asil1 olmayan hadisslordirss vo
Y1 P(A;) = +o0 olarsa, onda P(4") = 1.
isbati. 1) ixtiyari n {iciin A* c Uy, 4y oldugundan
ehtimal 6l¢iisliniin xassalorino gors

P(A") < P <kU Ak) < anP(Ak).

=n

Yigilan siranin qaliq sirasi sifra yaxinlasdigi iiciin
n — o olduqda Y5, P(4y) — 0. Demoali, P(4*) = 0.

2) Ay, A,,... asili olmayan hadisalor oldugundan,
Ay, A,,... hadisolori do asih olmayan hadisalordir. Onda
ehtimalin kasilmazlik xassasina gora
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=1-lim HP(Ak) =1-lim 1_[(1 — P(4p).
" k=n " k=n

Digor torafden 0<x <1 u¢in In(1l—-x)<-x Vva
Y1 P(Ar) = +o0 oldugunu nozars alsaq

o)

1—P(4,)) <e Zk=nPUK) =
(1-P(4Y)

k=n

olar. Belaliklo, P(4*) = 1.

Belolikls, lemma isbat olundu.

Qeyd 1. Borel-Kantelli lemmasinin sortlori kafi sortlor-
dir. Tobii olaraq bels sual meydana ¢ixir: bu sortlor zo-
ruridirmi? Asagidaki misal gostarir ki, bu sortlor zoruri deyil.

Misal 3. Forz edok ki, Q = [0,1], 3 = B 1}, P iso Lebeq
Olclistidiir. A, = [O, %], k = 1,2,.. Aydindir ki, k artdigda Ay
azalandir vo A* = N;-; Ay = @. Demali, P(4*) = 0. Eyni za-
manda Y-, P(4y) = Z,‘lei = 400, bu iso o demokdir ki,
Borel-Kantelli lemmasinin birinci hissasindo sort zoruri de-

yil. Basqa s6zlo, hokmiin torsi dogru deyil. Bu misal ham da
gostarir ki, lemmanin ikinci hissasindaki asili olmazliq sorti
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mithiim sortdir. ».gx_; P(Ax) = +c0 olmasina baxmayaragq,
P(A*) # 1. Buna sabob A, = [0, %] hadisalorinin asili ol-

masidir. Dogrudan da, masolon, 4, = [0,%] vo Az = [0, ﬂ

hadisalori iiclin A, N A3 = A, vo demali,
P(A, N A3) # P(A,)P(43).

Indi iso y1g1lma névlerindon istifads edorok riyazi goz-
loma ilo bagh bazi miihtim naticalori isbatsiz olaraq verak.

P
Qeyd edok ki, £, — ¢ yigilmasindan timumi halda
E¢, = E¢ yigillmasi ¢ixmir.
Bununla baglh asagidaki misala baxag.
Misal 4. Forz edok ki, &, &5, ... miixtolif paylanmaya
malik tosadiifi komiyystlordir:
1 1
P{fn=n3}=;; P{€n=0}=1_;, n=1.
Yuxarida misal 1-do gostordik ki, bu ardicilliq ehtimala
P
goras sifra yigilir: &, — 0.
Lakin n — oo olduqda
E&, =n? » EE = 0.

Hotta n artdiqca E§,,-lor artir.
Misal 5. Forz edok ki, &;,¢&,, ... mixtalif paylanmaya
malik tosadiifi komiyyastlordir:

P{g‘n:\/ﬁ}:%, P{Enzo}:l—%, n=>1

Yuxarida misal 1-do gostordik ki, bu ardicilliq ehtimala

P
gora sifra yigilir: £, — 0.
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n — oo olduqda

1
Eg‘n:ﬁ—>E5=0.

Basqa so6zlo, bu halda hom do E¢,, — E¢ 6danilir.
Moshdud yigilma teoremi (Lebeq, 1904). Forz edak

ki, n - o olduqda &, L)g_ Onda n — o olduqda E¢, —

E¢ < oo olmasi1 Ugln kafi sort asagidakilardan hor hansi

birinin 6donilmasidir:

1. &, ardicilliginin miintozom msahdud olmas,

2.ixtlyari w € Q tgilin [§,| <71, n =1 va En < o olmas],

3.elo @ > 1 odadi vo C > 0 sabiti var ki, E|&,|* < C.
Monoton yigilma teoremi. ¢ tosadiifi komiyysti vo

&1, &5, ... tosadiifi komiyyatlor ardiciligl verilmisdir. ©gor

0<¢,7T &olarsa,ondan — o olduqda E¢,, » EE < .
Natico 1. 9gar &, = 0,n > 1 olarsa,

E(ka) =ZEfk < .
k=1 k=1
Notica 2. Ogoar &, > 0,n>1 vo Yy, E§ < o olarsa,

onda n - o olduqda &, —— 0.

Indi iso mévzuya aid masalo holli niimunaloring baxagq.
Mosala 1. Forz edok ki, Q = [0,1], F = B([0,1]) vo P iso
Lebeq olgustdir. [0,1] par¢asini n barabar hissoys bolok vo

Ak = k1 E], k = 1,n isars edok.

n’'n
1, w € AX
K=1040) =4 '
£ = 10A%) {O’w“ﬁ

tosadiifi komiyyotlordon ibarat olan
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§1,82,83,65,63.85, - ()
ardicillliginin ehtimala gors vo L, monada yigilan oldugunu,
lakin sanki yaqin y181lmadigini gosterin.

Holli. Asanligla gormak olar ki, n — oo olduqda

PIEX] > £} = P(AX) = % 0.

Belaliklo, (*) ardicilligl ehtimala goro sifra yaxinlasir.
Asanlgla gormak olar ki, (*) ardicillhigr L, monada
y1gilan ardicilliqdir. Clinki n — oo olduqda

1
EIgkI" = P(4) =~ 0.

Lakin (*) ardicillign sanki yoqin yigilmir. Hotta (*)
ardicilligi [0,1] pargasinin heg bir noqtasinds y1gilmir. Ciinki
har bir w € [0,1] liglin (*)-da sonsuz sayda 1 vo sonsuz sayda
0 vardir. Buna goro do (*) ardicillign néqtovi monada da
y1gilan deyil.

Mosala 2. Forz edok ki, Q = [0,1], F = B([0,1]) vo P isa
Lebeq ol¢iistidiir.

e"0<w< 1
$n = 171

0, w > —,
n

tosadufi komiyyatlor ardicilligunin sanki yaqin yi81ldigini,
lakin L, monada y1gilmadigini gostarin.

Holli. Aydindir ki, bu ardicilliq sanki yaqin sifra ya-
xinlasir, ciinki

(Jost>a) - (03] 30

Lakin &, ardicilligl L, monada yigilmir, istonilon r > 0 {i¢lin
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n — oo olduqda
nr

ElS,]" = -
Yuxarida misal 1-ds gostordik ki, bu ardicilliq ehtimala

gora sifra yigilir: &, L 0.

Masala 3. Forz edok ki, &;, &,, ... miixtolif paylanmaya
malik tosadiifi komiyyatlordir:

P{szk}zé, P{€k=0}=1—%, k>1.
Gostarin ki, bu ardicilliq sanki yaqin yigilir.

Halli. Bunun li¢lin teorem 2-ni totbiq edak:

P{iﬁﬂfﬂ > 3} = P(Q{|€k| > 5}> =
< imm > e} = iki
k=n k=n

Digar terafdon n — oo olduqda Z,‘f:nkiz—) 0 oldugu itcin

verilmis ardigilliq sanki yaqin sifira yigilir: &, —,0.
Masala 4. Forz edok ki, &, &,, ... ardicilliginin paylan-
masi asagidaki kimi verilmisdir:

1

Lx=>c+-—

Fn(x): Til
O,x<cH+-

n

d
burada ¢ € R. Gostarin ki, n = o olduqda &, — c.
Halli. Asanliqla gérmak olar ki,

405



Rdvsan Oliyev

. _ _(Lx=c
711_{210 () = F(x) = {O,x <c

Goriindiiyt kimi, F(x) limit funksiyas1 P{é =c} =1
cirlasmis  paylanmaya malik ¢ tosadifi kemiyyatinin

d
paylanma funksiyasidir. Belalikls, n — oo olduqda &, — c.

Masala 5. Forz edok Kki, &3, &5, ... miixtalif paylanmaya
malik tosadiifi komiyyastlordir:

1 1
P{fk=k}=z, P{{Tk:O}:l_E' k>1.

Gostarin ki, bu ardicilliq paylanmaya gore y1gilir.
Holli. Bu magsadls masalada verilmis ardicilliq ti¢iin
E,(x) = P{¢, < x} paylanma funksiyalar1 ardicilhigini yazaq:

1,x=>1
1

F,(x) = 1—5, 0<x<1
0,x<0

Asanligla gérmak olar ki,

>
lim F,(x) = F(x) = {1,x =0
n—->0oo

0,x<0

d

Demoli, n — oo olduqda &,, — 0.

Masala 6. {,,n > 1 tasadiifi kemiyyatlor ardicilligi-
nin paylanma funksiyasi verilmisdir:

L,x>=2n
xn
E,(x) = 1—(1——) ,0<x<n
n

0,x<0
&, ardialliginin paylanmaya goére y18ilib yigilmadi-
gin1 arasdirin.
Hoalli. Verilmis F,(x) paylanma funksiyalar1 ardicil-
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liginin n — o olduqda limitini tapaq. Asanligla gérmak
mumkiindir Ki,
: 1—e*x=>0
‘rlll—l;rolan(x)_{O, x<0
Belalikla, limitde alinmis funksiya A = 1 parametrli ustli
paylanmaya malik ¢ toesadiifi kemiyyatin paylanma

funksiyasidir. Belalikls, n — oo olduqda &, L ¢.

Masala 7.¢,,n > 1 tesadiifi kamiyyatlar ardicilliginin
elementlari[—n, n] par¢asinda miintezem ganunla paylan-
misdir. Bu ardicilligin paylanmaya gora yigilan olub
olmadigini miiayyan edin.

Hoalli. Sarto gora

1, x=n
x+n
E,(x) = , —n<x<n
2n
0,x < —n
Asanligla gormak olar ki,
1

lim E,(x) = F(x) = =
n—oo 2

Limitde alinmis funksiya paylanma funksiyasi
olmadig1 tlg¢ilin verilmis tosadiifi kamiyyatlar ardicilliginin
limit paylanmas1 mévcud deyildir (bax, §6.2, misal 9).

Masalalar.
1. Isbat edin ki, n — oo olduqda ¢, L Evan, L n olarsa,
onda &, + 1y —— 41, Extly — €7 vo &l — I€].
2. Isbat edin ki, n — o0 olduqda &, AN Evan, AN 7 olarsa,
onda & + 1y —— E+1, Entty—— &N Vo [Enl — [¢]. 1

. P P
3. Isbat edin ki, n = o0 olduqda a) &, — a # 0 olarsa, Ei —.
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Sy 1 Sy 1
b)§, —— a # 0 olarsa, rA—
n

. P P
4.Isbat edin ki, n = o olduqda ¢&,, — & van,, — 7 olarsa,
onda P{¢ =n} = 1.

. P P
5.Isbat edin ki, (¢,, — §)2 — 0 olarsa, &,% — 2.

. P
6. Isbat edin ki, agar ¢, — & vo g(x) kasilmaz funksiya olarsa,

P
onda g(&,) — g(&). Xiisusi halda, ager P{¢ = c} = 1 olarsava c
noqtesi g(x) funksiyasinin kasilmazlik noqtaesidirss, onda

P
g (&) — g(c). Ehtimala gore yigilmani sanki yaqin yigilma ile
avaz etdikda da masala dogrudurmu?
7. Isbat edin ki, ager n » o oldugda E| ¢, —&|” - 0 olarsa,

E|&,|" > EI¢]. . )
8. Isbat edin ki, agor &, — c vo 1,, — 1 olarsa, onda
d d
$n Ny —— CcHN VA §uny — C 1.

. d
9. Isbat edin ki, §, — & olarsa, £-nin F(x) paylanma funksiyasi
har yerds kasilmazdirss va x,, = x, olarsa, onda F (x,,) = F(xy).
10. Forz edak ki, {,,n =1 tosadiifi kemiyyatlor ardicilliginin

d
xarakteristik funksiyasi ¢, (t)-dir. Gostarin ki, £, — 0 y1g81lmasi
yalniz va yalniz o vaxt olur ki, £ = 0 noqtasinin miiayyan atrafinda
n — o olduqda ¢, (t) = 0 olsun.

§7.2. Boyiik adadlor ganunu

Ehtimal nezoriyyesinds, ¢ox sayda tesadiifi komiy-
yatlorin cominin todqiqi mithiim yer tutur. Miisyyon sortlor
daxilinds kifayot qodor ¢ox sayda tosadiifi koamiyyatin imumi
davranisi tesadiifi xarakterini itirir. Tosadiifi komiyyatlorin
bu davranisi "boylik adadlor ganunu” adlanan teoremlor ilo
ifado olunur. Bunlara Bernulli, Cebisev, Markov, Xin¢in
teoremlori daxildir.

Forz edoak ki, (Q, F, P) ehtimal fozasinda &,,,n > 1 to-
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sadiifi komiyyatlor ardicilligl verilmisdir, bels ki, E|&,| < oo.
Sn = Xr=1 & isars edok.
Ogor ixtiyari € > 0 adodi liglin n = o olduqda

s, ES
P{w: L z >e}—>0 (1D

n
olarsa, onda deyirlor ki, &,,n > 1 tosadiifi komiyyatlor
ardicillligl tc¢in boyuk odadlor qanunu 6denilir vo ya bu
ardicilliq boyiik adadlor ganununa tabe olur. (1)-doki y181l-
maya ehtimala goro yigilma deyilir. Basqa sozls, n — oo

olduqgda (1)-i ekvivalent sokilds belo do yazmaq olar:
Sn ES, P

oo
n n

Indi isa boyiik adadlor ganununun 6donmasi tigiin kafi
sortlori 6ziinds oks etdiron teoremlori verak.

Cebisev teoremi (1867). Forz edok ki, &,,n = 1 asi
olmayan vo miintazom mohdud dispersiyaya malik tosadtifi
komiyyastlor ardicilhigidir, yoni elo € > 0 sabiti var Ki,
D¢, < C, n=1,2,..0Onda &, tosadiifi komiyyatlor ardicilligi
boyiik adadlor ganununa tabedir, yoni ixtiyari € > 0 odadi
liclin n — oo olduqda
Sn ES,

P{w:
n n

Isbati. Cebisev boraborsizliyine gérs

Plo

Teoremin sortlorindon istifados etsak,

S, ES,

n n

8} 2 (Sf)_
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Belalikla, teorem isbat olundu.
Qeyd edak ki, tosadiifi komiyyetlor 6z riyazi gozlome-
lorindon uzaq qiymatlor do ala biler, lakin boyiik ehtimalla

cox sayda tesadufi kemiyyatin arifmetik ortasi %Z’,Zzl E¢,

odadi ortasina yaxin qiymaot alir. Beloalikls, aminliklo soyloya
bilmarik ki, har bir tosadiifi komiyyst hansi qiymoti alir, lakin
onlarin arifmetik ortasinin hansi qiymot alacagini miisyyon
ehtimalla sdylomok miimkiindir. Basqga so6zlo, n — o
oldugda tesadiifi komiyyatlorin arifmetik ortasi tesadiifilik
xarakterini itirir.

Cebisev teoremi boyiik praktik ohomiyyoto malikdir.
Masalon, molumdur ki, hor bir sigorta sirkoti miistarilori tigiin
sigorta haqqglarinin miqdarin1 toyin etmsolidir. Sigorta
hadisasi (yoni, goza, yangin va s.) bas verdikdo toplanmis
sigorta haqqlarina asason sigorta sirkoti miiayyon sigorta
moblogini mistoriyo 6domoyi 6hdosina gotiirir. Sigorta ha-
disasinin bas verma tezliyino (sigortalinin itkilorini) tosadtifi
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komiyyat kimi baxaraq vo belo hallarin molum statistikasini
toplamagqla, sigorta hadisslorinin bas vermosinin orta sayini
(orta itkilorin miqdarini) miuoyyon etmok olar. Cebisev
teoremino osason, boyiik ominliklo itkilorin orta miqdari
tosadiifi olmayan komiyyat kimi gabul edils bilar. Belaliklo,
bu molumatlara vo toxmin edilon sigorta moblogino asason
s1gorta hagqqinin moblagi miisyyen edils bilor. Boytik adodlor
ganununun nazors alinmamasi, sigorta sirkstinin ohomiy-
yotli itkilori (sigorta haqqi asagl qiymotlondirildikds) vo ya
sigorta xidmotlorinin colbediciliyinin itirilmasi (sigorta
0donisi hoddindon artiq gostorildikdo) bas vers bilor.

Cebisev teoremindon xtsusi hal kimi asagidaki teo-
remlori almaq mimkiindiir.

Ovvalco boyiik ododlor qanunu haqqinda ilk teorem
olan Bernulli teoremini verak. Qeyd edsk ki, bu teoremls biz
Bernulli sxemi tgiin limit teoremlorini versrkon tanis ol-
musug.

Bernulli teoremi (1713). Forz edok ki, u,, Bernulli
sxemindo miisbat noticonin bas vermasi say1, 0 < p < 1 iso
hor bir sinaqda miisbat naticonin ehtimalidir. Onda ixtiyari
€ > 0 odadi liglin n — o olduqda

P{|%—p| >s}—>0.

Isbati. Asih olmayan Bernulli tosadiifi kamiyyotloring
baxag. Belo ki, miisbat natico bas verdikds bu tosadiifi komiy-
yatlor 1 giymatini, bas vermoadikdas iso 0 giymotini alir:

P{é, =1}=p voP{é,=0=q=1-p,k=12,..,n

Bu halda y, =S, = Yp=1 & olur. E&, =p vo D¢, =
np oldugu iglin Cebisev teoreminin sortlori 06donilir.
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Belolikls, Bernulli teoreminin hokmu dogrudur.

Indi iso béyiik ododlor ganunu hagqinda Puasson
teoremini verok.

Puasson teoremi (1837). Forz edok ki, n sayda asili
olmayan sinaqlar ardicilliginda, har sinaqda miisbot natice-
nin bas verms ehtimali sinagin némrasindan asilidir, yani
k-c1s1naqda “miisbat” naticonin ehtimali p;, , “monfi” natice-
nin ehtimal iso q, = 1 — py-dir. Onda Ve > 0 {liglin n — oo
olduqgda

P{u_n_p1+---+pn
n n

. 1
Isbati. Efk = Pk, ESn =py+-+pn ka = P9k SZ

>e}—>0.

oldugu ticiin Cebisev teoreminin sortlori 6donilir. Belslikls,
Puasson teoreminin hokmii dogrudur.
Indi iso béyiik adadlor ganununa aid bir misala baxagq.
Misal 1. {¢;}, k = 1 asili olmayan tosadiifi komiyyastlor
ardicilligidir vo asagidaki paylanmaya malikdir:

1
P{fk=ik}=2—

1
7 PE=0)=1-7

k%

Bu ardicilliq béytik ododlor ganununa tabedirmi?
Holli. Boyiik ododlor ganunu haqqinda Cebisev teore-
mini totbiq edoacayik. Ovvealca E&;, -n1 hesablayaq:

1 1 1
Efk:_k'ﬁ"'k'ﬁ-"o'(l_ﬁ):o’ k=1,2,..

Indi iso dispersiyani hesablayagq:
D(&) = E&; — (E§)? = E& =

1 1
:(_k)z'm+k2'm+0=1.
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Gorindiiyt kimi, dispersiyalar miintozom mohduddur.
Dembali, Cebisev teoremino gors bu ardicilliq boytik odadlor
ganununa tabedir.

Qeyd edok ki, yuxaridaki teoremlords asili olmayan
tosadiifi komiyyatlor ardicilligr liglin boytlik adadlor ganunu
verilmisdi. Asagidaki teorem gostorir ki, bir-birindon asili
olan tosadiifi komiyyotlor ardiciligi da boyiik ododlor
ganununa tabe ola biler.

Markov teoremi (1924). Forz edok ki, &,,n > 1 ixti-
yari tosadiifi kamiyyatlor ardicilligidir. ©9gor n — oo olduqda
DS,, = o(n?) sorti 6donilarss, onda &,, ardicillig1 béyiik adad-
lor ganununa tabedir.

Isbati. Cebisev borabarsizliyino osason ixtiyari &€ >0

odadi tigiin
0P {a):

Digor torofdon teoremin sortino asason n — oo olduqda

S, ES,
n n

DS,, = o(n?). Bu is2 o demokdir ki, n —» o olduqda % -0

voyaD (%") — 0. Bunu yuxaridaki miinasibstds nozors alsaq

teoremin hokmiini alds edorik.

Belalikls, teorem isbat olundu.

Misal 2. Forz edok ki, ,,n = 1 miintozom mohdud
dispersiyaya malik tosadiifi komiyyotlor ardicilhigidir, yoni
elo C > 0 sabiti var ki, D, < C,n = 1. Bundan basqa i # j
oldugda ¢; vo §; qonsu olmayan ixtiyari tosadiifi kamiy-
yotlorin Kkovariasiyasi sifirdir. Verilmis ardicilliq boytik
odadler gqanununa tabedirmi?

413



Rdvsan Oliyev

Holli. Markov teoreminin sortinin 6donildiyini yoxla-
yaq. 1,5, ..., &, tosadiifi komiyystlorinin cominin disperi-
yasl U¢un asagidaki dustur dogrudur:

D(S,) =D (Zn: Ek> = zn:D(fk) +2€0v (&.¢) =
k k=1

=1 i %)

= z”: D(&) + 220017 (&, &)
k=1

i<j
Sorto gora i # j — 1 liglin cov( &, Ej) = 0. Buna gora
don — 1 sayda
cov(§y, §2),c0v(&z, &3),wn, cOV(§pmt ) §1)
kovariasiyalarindan basqa digor kovariasiyalar sifradir.
Kovariasiyanin xassalorins asason

cov(é;, &) <JD& JD§& <VCC =cC.

Bunu noazors alsagq,

DS, = D<Zn:fk> = Zn:kaHnicov(fi, &)<
k k=1 i=1

=1
<nC+2n-1)C.

Sonuncu miinasibatin hor iki torofini n 2 -na béliib,
n — oo olduqda limito kegsok
D(S—n) < C(3n2—2) S0

n n
Basqa sozlo, n » o olduqda DS, = o(n?) olur. Belaliklo,
verilmis ardicilliq Markov teoreminin sortlorini 6doyir.

Demoli, bu ardicilliq boytik adodlor ganununa tabedir.
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Qeyd 1. Markov teoremi gostorir ki, tosadiifi komiy-
yatlor asili olduqda bels agor n artdiqca onlarin cominin dis-
persiyasi ¢ox da siiratlo artmirsa, bu halda boytlik adadlor
qanunu dogrudur. Qeyd edok ki, tosadiifi komiyyatlor giicli
asili oldugda bu halda boyiik adadlor ganunu 6donilmoya
bilor. Bununla bagh asagidaki misala baxagq.

Misal 3. Forz edok ki, {,,n > 1 tosadiifi komiyyatlor
ardicillig1 asagdaki kimi toyin olunmusdur:

&, =& vo D& # 0. Gostoarin ki, bu ardicilliq boytik
odadlor ganununa tabe deyildir.

Holli. Buhalda S, = S,, = X}-; & =n-¢&; olur.

Belaliklo, bu halda

S, ES,

7_T=51_E€1

olur vo boyiik adodlor ganununun torifi pozulur.
Qeyd edok ki, burada DS,, = o(n?) sorti do 6donilmir.
Dogrudan da, bu halda
DS, = D(n&;) = n?D¢,.
Buradan goriinir ki, % nisbati sifra yaxinlagsmir. Demali,

Markov teoreminin sorti pozulur.

Cebisev teoremindaki tosadiifi komiyyatlorin disper-
siyalarinin miintozom mohdud olmasi sorti agir sortdir.
Asagidaki teorem gostorir ki, asili olmayan vo eyni
paylanmaya malik tosadiifi kemiyystlorin boyiik ododlor
ganununa tabe olmasi liglin onlarin sonlu riyazi gézlomoyo
malik olmalar kafi sortdir.

Xin¢in teoremi (1927). Forz edok ki, {,,n>1 to-
sadiifi komiyyatlori asili deyil vo eyni paylanmaya malikdir,
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Ogor E|&,| < o olarsa, onda &, tosadiifi kemiyyatlor ardi-
cillig1 boytik adadlor ganununa tabedir, yoni n — oo oldugda
ixtiyari € > 0 odadi ticlin

Sn

P{a): |——a| > e} -0,

n

burada a = E¢;.
P
Teoremin h6kmiinii bels do yazmagq olar: Sf - a.

Isbati. Teoremi isbat etmok {iciin xarakteristik funksi-
yalardan istifads edacoyik:

S ,
0sa(t) = Ee'n, g (6) = Eeté,

Xarakteristik funksiyanin xassslorino gors

o2:0= (00, (3)) -

Digor torofdon a = E¢; < oo oldugundan xarakteristik
funksiya li¢lin asagidaki ayrilisdan istifads edok:
p:(w) =1+ iau+o(u), u~-0.
Buradan n — oo olduqda
t _ iat t
oe () =145 +o )

Bunu nazoros alsag, n = oo olduqda
© (t) " 14+ iat+ (t) " iat
= _— = — [r— - .
q)s?n Pa\n n T %\n €

Beloliklo, n = oo olduqda
(ps_n(t) N eiat_

Qeyd edok Ki, limitdo alinmis e funksiyasi t = 0 nég-
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tosindo kasilmoz funksiyadir veo cirlasmis paylanmanin
xarakteristik funksiyasidir. Buna gors do xarakteristik funk-

siyalar u¢iin kosilmozlik teoremins géra n — oo olduqda
Sp d

— = d.
n

Molumdur ki, (bax, §7.1, teorem 5) ogor tosadiifi
komiyyastlor ardicilligit miioyyon sabito paylanmaya gore

y1gilirsa, onda homin sabits ehtimala gors do y181lir:
Sp P

— > a.
n

Belalikls, teorem isbat olundu.
Qeyd 2. Bozi hallarda boyiik ododlor ganunundan dog-
ru olmayan natico ¢ixarilir ki, tosadiifi komiyyatlorin odadi

ortasi olan Fn onlarin riyazi gozlomosi ilo lst-iisto dustr.

Oslindo iso belo deyil. Bu fikri asagidaki kimi izah etmoya
calisaq. Forz edok ki, &5, ..., &, eyni paylanmaya malik asili
olmayan tosadiifi komiyyetlordir. Aydindir ki, bu halda ve-
rilmis tosadufi komiyyatlorin riyazi gozlomo vo dispersiyalari
da eynidir: a = E§,, 0% = D&, k = 1,...,n. Cebisevin ikinci
barabarsizliyino osason géormok olar ki, istonilon € > 0 va
6 > 0 Uiciin n-in kifayat qodor boyiik qiymotlorinds

n
1
;Z Sk
k=1
odadi ortasi (1 — §)-dan kicik olmayan ehtimalla a riyazi

gozlomosindan e-dan ¢ox forglonmayacakdir.
Dogrudan da, Cebisev borabarsizliyins asason

P{%kzzlfk—a
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2
Basqa s6zlo, ogor n > % olarsa, (1 — ¢)-dan kicik

olmayan ehtimalla asagidaki barabarsizlik dogru olacaq:

n
1
a—eSEZEk <a+e.
k=1

ogor bas vermo ehtimali §-dan kigik olan hadisalori vo
bir-birindon €-dan ¢ox olmamagqgla forqlonoan komiyyatlori
nozors almasaq, onda n-in kifayat qodor boytik giymaetlorindo

2
(masolon, n > %) baxilan ¢y, ..., &, tosadifi komiyystlorinin

;Zﬁzl &y odadi ortasiin praktiki olaraq onlarin riyazi goz-

lomaosi ilo Ust-lista diisdiiylinii hesab etmok olar:

n

1

;Z §ie = a.
k=1

indi iso boyiik ododlor ganununun 6denilmasi {igiin
zoruri vo kafi sorti 6zlindo oks etdiron Kolmoqorov teoremini
isbatsiz olaraq verok.

Kolmoqorov teoremi (1930). Ixtiyari &, n>1
tosadiifi komiyyatlor ardicilliginin boytik adadler ganununun
0donilmasi ti¢lin zoruri va kafi sort n — oo olduqda

T] 2
E L -0 2
(1 + nn2> (2)
. e . . 1 Sn  ESp
miinasibotinin 6donilmosidir, burada n,, = —

Qeyd edok ki, asili olmayan vo eyni paylanmaya malik
&, tosadiifi komiyyotlorin boylik ododlor qanununa tabe
olmasi &; tosadiifi komiyyotinin xarakteristik funksiyasinin
differensiallanan olmasi ilo six baghdir.

Molumdur Ki, oagor E|&,| < o olarsa, onda ¢'(t) toro-
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mosi mohdud vo kasilmozdir, bels ki, ¢'(0) = iE¢; olur. Bu
faktin torsi dogru deyil.

Snp P - . :
Teorem. ;”—>a olmas1 Ug¢lin zoruri vo Kkafi

sort ¢'(t) = ia olmasidir.

Masoalalar.

1.&; k = 1 asili olmayan tasadiifi kamiyyat ardiciligidir ve har
biri (a,A) parametrli Pareto paylanmasina malik tasadiifi

kamiyyatlardir:
A a+1

a
p(X)—I(;) ,  a>0, x>1>0.

Gostarin ki, @ > 1 olduqgda bu ardicilliq boyiik adadlor ganununa
tabedir.

2. {&}, k=1 asii olmayan vo asagidaki paylanmaya malik
diskret tosadiifi komiyyatlor ardicilligidir:

P{& = £2F} = 274D | plg =0} =1-272% k=1,2,.
Gostorin ki, verilmis ardicilliq boytik adedlor ganununa tabedir.
3. &, k = 1 asili olmayan tesadtifi kemiyyat ardicilligidir:

P{$, = £k} = %
a parametrinin hansi qiymeatlarinda verilmis ardicilhiq boyiik
odadlor ganununa tabedir?
Cavab: a < %
4. &, &, ... tosadiifi komiyyatlor ardicilligl boytik adadlor ganunu-
na tabedir. Bu halda |¢&;|,|¢&,], ... ardicilhigl da boyiik adodlor
ganununa tabe olmalidirmi?

Cavab: xeyir.
5. &, &, ... tosadiifi komiyystlor ardicilligidir, S, = & + -+ &,.

Isbat edin ki, agor |S,| <cn va DS, > an? olarsa, &, &,,...
ardicilligr boyiik adadlar ganununa tabe deyildir.
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§7.3. Giiclondirilmis boyiik adadlor ganunu

Boylik oadodlor ganunu moévzusunu sorh edorkon, geyd
etmisdik ki, bazon Bernulli teoremindan dogru olmayan noti-
color ¢ixarirlar ki, smaglar sayr n -nin artmasi ilo A
hadisesinin nisbi tezliyi ’;—" onun bir sinaqdaki ehtimali olan
p -y yigilir. Lakin bu bels deyildir. ©slinds iss Bernulli
teoremina goro sinaqlarin say1 olan n kafi qodor boyiik

olduqda

n
borabarsizliyinin ehtimali (1 — §) adadindan boyiik olur.

1909-cu ildo fransiz riyaziyyat¢is1 Emil Borel daha
dorin bir faktin dogrulugunu askar edarak giiclondirilmis
boyilik adadlar ganunu haqqinda ilk teoremi isbat etdi. Bu
teoremin manasi beladir ki, ixtiyari € > 0 vo § > 0 ododlori
liclin elo ny némrosi tapmagq olar ki, ixtiyari s > 0 liclin ny <
n < ng + s sortini 6dayon bitiin n-lar tgln

borabarsizliklorinin hamisinin 6donilmosi ehtimali (1 — &)
ododindon boyiik olur (bax, mosalan, [4], s. 153).

indi iso giiclondirilmis béyiik ododlor ganununu daha
Umumi hal ticiin verak.

Forz edok ki, (Q,F, P) ehtimal fozasinda &,,n > 1 to-
sadiifi kamiyyatlor ardicillig1 verilmisdir, bels ki, E|&,,| < oo.

Sn = Yp=1 & isaro edok. Molumdur ki, agor n — o olduqda
S. ES, sy

7_7—)0 (D
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olarsa, bu halda deyirlor ki, &, n > 1 tosadiifi komiyyotlor ar-
dicilligr tictin giiclondirilmis boytik odadlor qanunu 6donilir.

Aydindir ki, ogor tosadiifi komiyyatlor giiclondirilmis
boytlik odadlor ganununa tabe olarsa, onda onlar boytik odod-
lor ganununa da tabedirlor. Lakin bunun torsi dogru deyil.

§7.1-do teorem 2-do verilmis sanki yaqin yigilma
kriteriyasina asason (1) miinasibati asagidaki ekvivalent
formada yazila bilar:

€ > 0 liclin n = oo olduqda

Sy ES
P{sup k2 < s}—> 1.
kzn

k k
Basqa s6zls, miiayyan n nomrasindan sonra

i Sp S .
biitiin f,n":,... trayektoriyalart1 1-den az farglanan

ESn  ESny1
=, =

ehtimalla uygun olaraq P

, ... riyazi gozlamasina

yaxin olacagq.

Guclondirilmis boyiik ododlor qanununun 6donilmasi
tgln verilmis tosadiifi komiyyatlor tizerine miiayyon sortlor
qoymaq lazim golir. Once giiclondirilmis béyiik adadlor
ganununun italyan alimi Kantelli torofindon isbat edilmis
daha iimumi formasini verak.

Kantelli teoremi (1922). Forz edok ki, asili olmayan
& n = 1 tosadiifi komiyyetlor ardicilligl verilmisdir vo on-
larin 4-cii tortib momentlori miintozom mohduddur, yoni elo
C > 0 sabiti var ki,

El&, —E&|I*<Cn=>1.

Ondan — oo oldugda
Sn ES, sw

o o
n n
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isbati. Umumiliyi pozmadan E¢, = 0,n > 1 gtiirak.

Sp SV .. e . . -
7" — 0 olmasini gostormok ticiin istonilon € > 0 ti¢lin
- (1S
2Pl > e} <
n
n=1

oldugunu gostormok kifayatdir. Cebisev borabarsizliyini tot-

biq etsok
N C E|S,*
Z P{ > g} = Z ntet

n=1 n=1

Sn
n

borabarsizliyini alariq. Gostorok ki, teoremin sortlori daxi-

linda
E ElZ|] <
n
n=1

olur.
Dogrudan da,

Sp= Gt +én)t =

- a 4
:ZEiJFEZ!Z!Ei €f+22!1!1!€i§f§"+
i=1 W %]

l#]
i*k
j<k
4l
F O MEEREF ) Y el
i<j<k<l izj 1]

&-larin asili olmazhigini vo E€;, = 0 sortini nazars alsaq
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n
ES% = z EE: + 62 EE2EE?
i=1 l']

i<j
E|&|* < C oldugu tigiin Lyapunov borabarsizliyino
goro EE2 < ,/EE* olur. 2-ci comdo C2 sayda toplanan
oldugunu da nozoro alsaq ES; lcin asagidaki
giymatlandirmani alda edarik:

(n—1)
2

n
ESf<nC+6 C = (3n?> —n)C < 3n?C.

Belolikls, aliriq ki,
[0/0) Sn

E
n

4 ® 1
n
n=1

Belsliklo, n — oo oldugda %”L 0 ddonilir.

n=1

Xtsusi halda Kantelli teoremindon Bernulli sxemi ti¢iin
gliclondirilmis boytik adadlor ganununu ala bilarik.
Natico (Borel teoremi (1909)). Bernulli sxemindo

miisbot naticonin bas vermo say1 u,, —dirss, n = o olduqda
ﬁ S.y.
n P
Borel teoreminin hékmii asili olmayan hor biri Ber-
nulli paylanmasina malik tasadiifi komiyyaetlor ti¢iin Kantelli

teoremindon alinir. Bu halda S, =u,, ES,=np va
E(¢¢,—p)*< %. E&,, = p oldugundan Borel teoremi Kantelli

teoremindon birbasa alinir.
Asili olmayan va eyni paylanmaya malik tesadiifi ke-
miyyatlor liciin glclondirilmis boyiik oadodlor ganunu hag-
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qinda kriteriyani (zoruri vo kafi sorti) ifado edon asagidaki
Kolmoqorov teoremini isbatsiz olaraq verak.

Kolmoqorovun birinci teoremi (1930). Asili olma-
yan va eyni qanunla paylanmaya malik &,,n > 1 tosadiifi
komiyyatlorinin giliclondirilmis boyiik odedlor ganununa
tabe olmasi tg¢iin zoruri vo kafi sort E|&;| < o olmasidir.

Bu teoremin zaruri sortini belo basa diismak lazimdir.
Forz edok ki, asili olmayan vo eyni paylanmaya malik &, n >
1 tosadiifi komiyyatlori liclin n — oo olduqda

Sn sy

n

burada ¢ miayyon sonlu sabitdir. Onda E|&;| < o0 vo ¢ =
E&; olur.

indi iso miixtalif paylanmaya malik asili olmayan tosa-
duifi kamiyyastlor ti¢iin gliclondirilmis boytik adadlor ganunu
haqqinda Kolmoqorov teoremini isbatsiz olaraq verak.

Kolmogqorovun ikinci teoremi (1933). Forz edok ki,
asili olmayan ¢&,,n>1 tosadufi komiyystlor ardicilhigl
verilmisdir, belo ki, D&, < oo. 9gar miisbat b, adadlari
varsa ki, b, T cova

olarsa, onda

Xiisusi halda, agor



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

olarsa, ondan — oo oldugda
S, —ES, sy 0
n

Misal 1. {£,}, k = 1 asili olmayan vo asagidaki paylan-
maya malik diskret tosadiifi komiyyastlor ardicilligidir:

P{&, = +2%} = 27C@k+0) ) plg, =0} =1 — 272k k=1,2,...

Gostorin ki, verilmis ardicilliq giiclondirilmis boytk
ododlor ganununa tabedir.

Holli. Sorto gors {&;}, k =1 asili olmayan miixtolif
paylanmaya malik tesadiifi kamiyyatlor ardicilligidir. Digor
torofdon asanligla gérmok olar ki, E& =0, k=1,2,....
Gostorak ki, verilmis ardicilliq t¢iin gliclondirilmis boyiik
ododlor ganunu haqqinda Kolmogqorovun ikinci teoreminin
sortlori 6donilir. Bu moqgsadlo D¢, dispersiyalarini hesab-
layaq:

D¢, = Ef,f — (_Zk)zz—(2k+1) + (Zk)zz—(2k+1) =1.

Belaliklo,

o)

D& o 1
D= s
k=1 k=1
Beloliklo, giiclondirilmis boyilik adadlor ganunu hag-

qinda Kolmoqorovun ikinci teoreminin biitiin gortlori 6de-
nilir. Buna gore ds verilmis ardicilliq giiclondirilmis boytk
ododlor ganununa tabedir.

Misal 2. {{,}, k = 1 asili olmayan va har biri tstli
paylanmaya malik tesadufi kamiyyastlor ardicilligidir. n - o

oldugda sl ardicilliginin  sanki yeaqin limitini tapin,

burada S, = Yp-; &
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Holli. Giiclandirilmis boyiik adadlar ganunu haqqin-
da Kolmogqorovun birinci teoremina géra n — oo olduqda

S sy
on YL pe

Axtarilan limiti tapmaqniigiin x # 0 noqtalarinda kasilmaz
olan g(x) = % funksiyasini gotirak. Sanki yaqin yigilmanin
kasilmazlik xassasindan istifads edak. Malumdur ki, n - o
olduqda &, AN a olarsa va g(x) funksiyas1 a néqtasinda

kasilmazdirss, onda n — o olduqda g(&,) AN g(a).Buna
gora do

=4 (%)i’g(ffﬂ)-

D—\:E/)|:

Sorta gore E&; = 2 oldugu t¢iin g(E&;) = g (%) = A olar.

Belalikls, n — oo olduqda
n sy

Qeyd. Verilmis tasadiifi kamiyyatlor ardicillig:
giiclandirilmis boyilik adadlar ganununa tabedirsa, onda bu
ardicilliq boylik adadler qanununa da tabedir. Lakin bu
faktin torsi lUmumiyyatls, dogru deyil. Bununla bagh
asagidaki misali verak (bax, [28], s.164).

Misal 3. {¢,},n > 2 asili olmayan tosadiifi komiyyatlor

ardicilligidir:
P{Enz—n}zp{fnzn}:

2n-Inn’

1
,n =23, ..
n

P{§n=0}=1-
Gostarin ki, bu ardicilliq giiclondirilmis boyiik adadlar
ganununa tabe deyil.
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Bu paraqgrafin sonunda S, camlar ardicilliginin
mithiim bir xassasini ifada edan takrar logarifm ganununu
verak. dvvalca asagidaki misala baxag.

Misal 4. £, &,, ... asili olmayan Bernulli tosadiifi komiy-

yotloridir, belo ki, P{¢; = —1} = P{§;, = 1} = % Bu halda

n
S’n =Zfi'n2 1,
i=1

comlor ardicilligt simmetrik Bernulli tosadiifi dolasmasi
amala gatirir.
[sbat etmak olar ki, vahid ehtimalla

T Sn _ . Sno_
llm\/—ﬁ—+oovall_m\m— 00 (1)

Bundan slava

o)

n=1
oldugu ligiin n — oo oldugda vahid ehtimalla

( )
vnlnn

Qeyd edak ki, (1)-dan ¢ixir ki, vahid ehtimalla S,,,n > 0
tosadiifi dolasmasinin trayektoriyalar1 +evn ayrilorini
sonsuz sayda kasirlar, burada ¢ ixtiyari miisbat adaddir.
Lakin (2)-yo asasen bu trayektoriyalar +&+/n Inn ayrileri ilo
ohate olunmus oblastin daxilinden yalniz sonlu sayda
cixirlar. (1) va (2) naticalari S,,n = 0 simmetrik Bernulli
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dolasmasinin  trayektoriyalarinin  xarakteri haqqinda
mithiim informasiya verir ([28], s.423).

Asagida verilon Xartman vo Vintner tarafinden 1941-ci
ildo isbat olunmus tekrar loqarifm qanunu ise tasadiifi
dolasmalarin trayektoriyalar1 haqqinda daha daqiq tasavviir
yaradir.

Teorem (takrar logarifm ganunu). Forz edak Ki,
&1,&,, ... asili olmayan va eyni paylanmaya malik tasadiifi
kamiyyatlar ardicilhgidir. E&; = 0 ve EEZ2 = 62 > 0 olarsa,
onda

P{l'_ on 1}
)
buraday(n) = V2o?n Inlnn .

Qeyd edoak ki, toekrar loqarifm qganunu miintazom
moahdud tesadiifi kemiyyatlor tliclin 1924-cii ilde Xingin
torafindan miiayyan olunmus, 1929-cu ilds isa Kolmoqorov
torafdan asili olmayan tasadiifi kemiyyatlarin genis sinfi
liclin isbat olunmusdur.

§7.4. Markozi limit teoremlari

Bernulli sxemi li¢lin limit teoremlarini moévzusunda
(bax, §3.2) biz Muavr-Laplasin inteqral teoremini vermisdik.
Bu teoremds aslinds Bernulli paylanmasina malik tasadiifi
kamiyyatlor istirak edirdi. Tebii olaraq bela bir sual
meydana ¢ixir ki, bu tosadiifi komiyyotlor istonilon
paylanmaya malik olarsa, onlarin normallasmis caminin
paylanmasi haqqinda na demsak olar? Bu suala Muavr-
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Laplasin inteqgral teoreminin imumilasmasi olan morkozi
limit teoremi cavab verir. Bu ad altinda birlasan limit teo-
remlarinin asas manasi ondan ibaratdir ki, miiayyan soartlar
daxilinda ¢ox sayda tasadiifi kemiyyatin cominin paylanmasi
asimptotik olaraq normal paylanmaya yaxin olur.

Markazi limit teoremlari bir c¢ox sahalarda toatbiq
olunur. Bela sahalardan biri da 6l¢ma nazriyyasidir, bels ki,
istanilon 6l¢ma xoatalarla miisayat olunur. Bu 6l¢gma xatalari
isa har birinin tasiri cilizi olan ¢oxsayl tesadiifi xatalarin
comindan ibarat olur. Markazi limit teoremina gora bels
toplam xatanin paylanmasi asimptotik olaraq normal
paylanmaya malik olur. Bu fakt riyazi statistikada empirik
moalumatlarin analizi Gsullarinin isloanmasinde miihiim rol
oynayir.

Torif. Forz edak ki, &, k = 1 kamiyyatlar ardicilligl
verilmigdir va 0 < g2 = D&, < . S,, = Yi-; & isara edak.
ogor ixtiyari x € R lglin n — oo olduqda asagidaki
miinasibat 6danilarsa, bu halda deyirlar ki, bu ardicilliq
moarkazi limit teoremini 6dayir:

S, —ES,
P {— < x} o), ©

/DS,

2

t
burada ®(x) = \/%_nf_xooe_7dt -standart normal paylanma
funksiyasidir.

Bu hokmii asagidaki ekvivalent sakilde do yazmaq

olar:

S, —ES, d

Sp=———-on,
DS,
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burada 7 standart normal ganunla paylanmis toasadiifi
kamiyyatdir. Basqa s0zls, markazi limit teoremi hokm edir
ki, S; tosadiifi komiyyotlor ardicillifi standart normal
ganunla paylanmis 7 tosadiifi komiyyatino paylanmaya goro
y1gilir.

Qeyd edak ki, praktik masalalarin halli zamani ¢ox
sayda tesadiifi faktorlarin tasirinin déyranilmasi zariru olur.
Buna gors da asili olmayan tasadiifi kemiyyatlarin cominin
tapilmasi ¢ox mithiimdiir. Lakin tasadiifi kemiyyatlarin say1
cox oldugda cemin paylanmasi li¢iin askar ifadslarin alda
edilmasi cox ¢atin olur. Clinki bu zaman n-qat inteqrallarin
hesablanmasi zarurati meydana ¢ixir (bax, §3.8). Tarifdon
gorindiiyt kimi, markazi limit teoremlari miiayyan sartlar
daxilinde mahz ¢ox sayda tesadifi kemiyyatin cominin
paylanmasinin asimptotik olaraq normal paylanmaya
yaxinlasdigini miiayyan edir.

dvvalca asili olmayan vo eyni paylanmaya malik
tosadufi komiyyetlor ardiciligl ticlin markazi limit teoremini
verak:

Teorem 1 (Levi-Xingin, 1925). Forz edokki, &, k > 1
asili olmayan va eyni paylanmaya malik tosadiifi komiyyastlor
ardicilhigidir. ©gor 0 < 02 = D&; < o olarsa, bu ardicilliq
tciin morkozi limit teoremi dogrudur. Basqa sozls, n — oo
oldugda x-o nazoron miintozom olaraq

S, —ES S, —na
P{qu}zP{n Sx}—wb(x).

JDS, ovn

odonilir.
Isbati. Bu teoremi isbat etmok ii¢iin xarakteristik funk-
siyalar metodundan istifado edacayik.
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Forz edok ki, ¢@g:(t) = Ee'™n vo ¢(t) = Ee't¢1=®),
burada a = E¢;.
Xarakteristik funksiyanin xassslorine gora

Ps; (t) = <<P (ﬁ))n

clinki teoremin sortins gors &, k > 1 asili olmayan va eyni
paylanmaya malik tosadiifi komiyyastlor ardicilligidir.

Digor torofdon, 02 < o0  oldugundan xarakteristik
funksiyanin xassasine osason t — 0 olduqda

2 .2
t)=1-
@(t) >

Bunu nozors alsaq, n — oo olduqda

£ t? 2\ e
<Psz(t)=<€0(a—\/ﬁ>> =<1—%+0<;>) —e z.

t2
Molumdur ki, e 2 funksiyasi (0,1) parametrli standart
normal paylanmanin xarakteristik funksiyasidir. Belaliklo,

xarakteristik funksiyalar ti¢iin koasilmozlik teoremins asason

+ o(t2).

teoremin hokmiini alds edorik.

Teorem isbat olundu.

Masala. &, k> 1 asih olmayan vo istli qanunla
paylanmis tesadiifi kamiyyatlor ardicilhigidir. Bu ardicilliq
liclin moarkoazi limit teoreminin dogru oldugunu gostarin.

Halli. Serte gore &, k =1 asih olmayan ve eyni
paylanmaya malik tasadiifi kemiyyatlar ardicilligidir. Buna
gora do Levi-Xingin teoremindan istifade edo bilarik. Ustlii
paylanmanin dispersiyasi sonlu oldugu ii¢clin verilmis
ardicilhq tg¢iin markazi limit teoremi dogrudur.
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Qeyd edok ki, xiisusi halda, ogor ¢; -lar Bernulli
paylanmasina malik tesadufi kemiyyatlardirss, yoni

P{§i=1}=p P{§=0}=q=1-p,i=1
olarsa, bu halda, teorem 1-don Muavr-Laplasin inteqral limit
teoremi alinir (bax, §3.2).

Bernulli sxeminds Puasson teoremini timumilosdir-
mok U¢iin tesadiifi komiyyastlorin seriyalar sxemins baxmagq

$11 \
521 522
| €31 &2 &3 |
$ni Snz e fnn/
Burada hor bir sotr elementlori asili olmayan tosadiifi
komiyyatlordir, yoni istonilon n > 1 tg¢ln &,4,...,&,, tosa-

diifi komiyyotlori asili deyillor. S,, = Y3, &nx isars edok.
Teorem 2. Forz edok ki, hor bir &4, ..., &, asili olma-

lazim golir:

yan tosadiifi komiyyatlori tiglin
P{&nk = 0} = qui vo P{&nr = 1} = i
ehtimallarin vo k -dan asihdir, py + e =1, 1 <k < n.
Ogor n — o olduqda
maxpy = 0

n
ank ->A> O,
k=1

ﬂ.k
P{S, =k} > Fe-ﬂ,k =0,1,2,..

Vo

olarsa, onda

isbati. Hor bir 1 < k < niigiin Ee'tnk = p e + g

432



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

oldugundan
n
(pSn(t) = Ee'tSn = l_[(pnkeit + an) =
k=1
n
= 1_[(1 + par(e®® = 1)).

k=1
Sonuncu miinasibatde n — o olduqda limits ke¢sak alinmisg
funksiya Puasson paylanmasinin xarakteristik funksiyasi
olan e*"-D funksiyasini alda edarik.
Belslikla, teorem isbat olundu.

Natica. Forz edok Ki, £, 1 < k < n tosadiifi komiyyatlori
eyni paylanmaya malikdirlor, belo ki, P{&,, = 1} = p,,
P{é = 0} = g Vo pp + q, = 1 ehtimallan k -dan asih deyil.

Ogor n — o olduqda p, = 0vanp,, = 4 > 0 olarsa, onda
k

P{S, =k} - j;—'e"l,k =01,..
dogrudur.

Indi ise asili olmayan vo miixtolif paylanmalara malik
tosadifi komiyyatlor morkozi limit teoremini ti¢iin isbatsiz
verak.

Teorem 3 (Lindeberq, 1922). Forz edok ki, {,,n > 1
asili  olmayan, miixtolif paylanmaya malik tosadiifi
komiyyotlor ardiciligi verilmisdir, belo ki, ¢2 = D&, <
oo,n = 1. Bundan slava ixtiyari t > 0 ii¢ciin n = oo olduqda

1 n
Lo(D) = ﬁkz f{ (- a)?dF () =0 (L)

x:|x—ag|>tDy}

Lindeberq sorti 6denilir, burada
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Drzl =DS, = Z;clzlo—lgr a, = E& va Fy(x) = P{&, < x}.
Onda istonilon x € R liglin n = oo olduqda

P {w < x} - ®(x) (2)
JDS, '

(L) sortini asagidaki kimi izah etmak olar. Aydindir ki,

n
st =w=25 £ =
n \/D_Sn - nk» nk Dn

Sk — ESk

2
yaza bilorik. E&y, =0, D&y, = 25 . Gostorak ki, (L) sorti

odondikda

Dogrudan da,
g2 1

DZ ~ D2

1

D2

1
"Dz

IESaTi(D—% - 0. (M)

(x — ak)zdFk(x) =

n J{x:|x—ay|>tDyn}

(x — ap)?dF, (x) +

n Jx:|x—ay|2tDpn}

(x — ap)?dF,(x) < L,(7) + 72

n J{x:|x—ay|<tDyn}

Burada nozors alsaq ki, T > 0 ixtiyaridir, onda alariq ki,

(L) = (M).
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(M) gostorir ki, S, normallasmis cominds ¢, topla-
nanlarinin dispersiyasi sonsuz kicik olurlar, yoni &, top-
lananlarinin S;; normal comins verdiklori tosir ¢ox kicik olur.
Lakin Lindeberq sorti gostorir ki, bu sonsuz kigik tosira malik
olan &, -larin comi asimptotik normal paylanmaya malik
olur.

(M) sortindon vo Cebisev barabaersizliyindon ¢ixir ki,
Ve > 0 odadi liglin

rggrch(IfnkI >¢) - 0. 8

Belalikls, (L) = (M) = (S).
(S) sorti &, -larin ehtimala goéro miintozom Kkiciklik

sorti adlanir (&, -, 0,n = oo, k -ya géro miintozom). Son-
suz kicik &,,;, komiyystlorin birgs tosiri (comi) 6ziinli asimp-
totik olaraq normal paylanmaya malik tosadiifi komiyyot
kimi aparir.

Lindeberq sortinin 6donildiyi vo demoli, morkoazi limit
teoreminin dogru oldugu bir neg¢s xiisusi hallara baxag.

Ovvolce Lindeberq teoremindon alinan asagidaki Lya-
punov teoremini isbat edok.

Teorem 4 (Lyapunov, 1901). Forz edok ki, asili
olmayan vo miixtalif paylanmaya malik &,,n > 1 tosadufi
komiyyastlor ardicilligr verilmisdir, belo ki, miiayyon § > 0

ucun
cit® = El& — a;|**% < oo
sorti 6danilir. C,, = ¥7_, c2*9 isaro edok.
Ogor n — o olduqda
Cn
— -0 L
o )
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Odonilorss, onda n — oo olduqda

p (M < x) - d(x)
JDS, '

Isbati. Gostorok ki, (L) = (L). Dogrudan da,

n co
=Y [ x-ad R 2
k=1""%

n
= Z f |x - ak|2+6 dFk(x) =
=l

x:|x—ag|>tDn}

> 1p2*ILY.

Beloalikls,
246

L,(t) <78 (g—n>

n

Demoali, (L") = (L) implikasiyas1 dogrudur.

Indi iso miintozom mohdud tosadiifi kamiyyotlor liciin

moarkoazi limit teoremini verak.

Teorem 5. Forz edok ki, {,,n > 1 asili olmayan vo
miintozom mohdud tosadiifi komiyyastlordir, yoni |&,| < M <
o vo n— o oldugda D2 = DS,, - . Onda bu tosadiifi

komiyyatlor tiglin morkozi limit teoremi 6donilir.
Isbati. Gostorok ki, n — oo oldugda L, (t) = 0.
Dogrudan da,

1 n
Ln(@) = D—kz j{ (x — a)2dF, (x) =

x:|x—ag|>1Dn}
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n

1
= 57 0. E(lg = aul?lig -y > 70,),

k=1

burada Iz simvolu B hadisasinin indikatorudur.
|&, — ax| < 2M oldugunu nozors alaraq Cebisev borabarsiz-
liyini totbiq etsak

AM? o oP
—akl >TDn) SD—%ZTZD% =

n

2 2 2
_4M z ,  AM? . 4M

=— o, = D: = .
Djit2 k kT par2Tn T p2g2
=1

Belslikls, n — o olduqda
4M?
L,(t) < D2z 0.

n

Asagidaki teorem gostarir ki, asili olmayan va eyni pay-
lanmaya va sonlu dispersiyaya malik tasadiifi kemiyyatlar
ardicilligr ticiin Lindeberq sarti 6danilir.

Teorem 6. Forz edok ki, asili olmayan vo eyni paylan-
maya malik ¢,,n > 1 tosadufi komiyystlor ardicillig1 veril-
misdir, belo ki, 0 < 62 = Dé; < w. Onda Lindeberq sorti
odonilir.

isbatu. Asanhqla gormak olar ki,
n

Ln(®) = 57 ) E(Iic = Pl > D2) =

k=1

n
= EE(Ifk — a’klzllfk—ak| > TO-\/H)
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Burada D&; < o vo {w: |§; — a;| > tav/n} ¢oxluglar ardicil-
ligin1 nazors alsaq, L, (t) — 0 yigilmasini alarigq.

Qeyd edok ki, Lindeberq sorti morkozi limit teore-
minin 6denmasi ligiin kafi sortdir. Asagidaki teorem gostarir
ki, bu sort morkozi limit teoreminin 6édonmasi li¢lin zoruri
sorto ¢ox yaxindir.

Teorem 7. Forz edok ki, asili olmayan &,,n=>1
tosadiifi komiyyatlori tiglin (S) sorti 6donilir. Onda (L) sorti
morkazi limit teoremin Odenilmasi tgiin zoruri vo Kkafi
sortdir.

Qeyd 1. ®(x) funksiyasi kesilmoz oldugu ig¢iin (2)
miinasiboti miintozom yigilma olur, yoni n — oo olduqda

ité};;|F5;l(x) —o(x)| - 0. (3)

Buradan aliriq ki, n = oo olduqda

x—ES
P{SnSx}—CI>< ”)—»0.

/DS,

Bu miinasibat s6zlo bels ifado olunur: n -in kafi qoder
boyiik giymatlorinds S,, comi toqribi olaraq riyazi gozlomasi
ES, , dispersiyasi iso DS, olan normal paylanmaya malik
olur.

Qeyd 2. (2) miinasibati x -a géro miintozom yigilma
oldugu tgciin (3) miinasibatinde yigilmanin siiratini qiy-
motlondirmok lazim galir. ©gor &, n > 1 tosadiifi komiyyat-
lori asili olmayan va eyni paylanmaya malikdirlarss, bels Ki,
E|&,]® < o olarsa, onda asagidaki Berri-Essen barabarsizliyi
dogrudur:
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E|& — B&
sup|F,(x) —ox)| < C ———,
suplF, (x) ~ ()] e

(4)

e e 1
burada € > 0 sabiti ti¢iin T < C < 0,8 olur.

Masala 2. Simmetrik metal pul 10000 dofs atilir. Mor-
kozi limit teoremindon istifado edorok gerb lizliniin diismasi

tezliyinin %-dan forglonmosinin 0,01 -don boyiik olmasi

ehtimalini tapin (bax, §4.7, masals 2).

Holli. S, = & + -+ + &, ilo gerb tizliniin diismasi sayini
gostorir, bels ki, §;- lor Bernulli paylanmasina tabedir, yani
rogom uzu disdikds 0, gerb iizi diisdiikds iso 1 qiymatini
alan asili olmayan tosadiifi komiyyotlordir. Morkozi limit
teoremina asason

S, 1 _(n S, 0,01vn)
P{;—E|SO,01}—P{ —Dfl o, T E% < —Dfl}_

S

=P{\/H O <2}=P{—2<S”_—"E51<2}z
VDfl n 1 a \/nDﬁ B

~®(2)—d(-2)=1-2 d(=2) ~ 1 — 0,0456.

Belaliklo,

n

S, 1
P{ — = —| > 0,01} ~ 0,0456.
n 2
Masals 3. Asili olmayan 1000 sayda sinagin har birinde
A hadisoesinin bas vermoasi ehtimali 0,75-dir. Bu hadisonin
bas vermasi say1 olan S, tosadiifi kamiyyastinin 720 ilo 780
arasinda qiymot almasi ehtimalini tapin.
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Holli. Asanligla gérmok miimkiindiir ki, S, tesadiifi
komiyysti binomial paylanmaya malikdir. Buna gora da

ES, =np =750vo DS,, =npq = 750-0,25 = 187,5.

Markoazi limit teoremino asason asanliqla gormok miim-
kindir ki,

P{720 < §,, < 780} = 0,9708.

Qeyd edok ki, Cebisev boraborsizliyi movzusunda bu
ehtimal li¢lin asag1 sorhod 0,79 olaraq tapilmisdir. Bu iso
Cebisev barabarsizliyinin kobud giymatlondirms verdiyini
gostarir.

Mosalalor.
1.¢,,k = 1 asili olmayan tesadiifi kamiyyat ardiciligidir ve har

biri Pareto paylanmasina malik tasadiifi kemiyyatlardir:
/1 a+1

a
p(x)=z(;) , a>0, x>1>0.
Gostarin ki, « > 2 olduqda bu ardicilliq markazi limit teoremini
odayir.
2. &, k = 1 asili olmayan tasadiifi kemiyyat ardicilligidir:
1
P{& = tk%} = >
a parametrinin hansi giymatlarinds bu ardicilliq tgiin
markazi limit teoremi 6danilir?

Cavab: a >

N | =

3. & k = 1 asili olmayan tesadiifi kemiyyat ardicilligidir v
1 1
P{§ =+1}=5, P{=21}=—k=22,c>1,
2 2c
P{E, = +k} = 1(1 1)k>2
S = k)= 2k? c/)' T
Gostarin ki, bu ardicilliq liglin markazi limit teoremi 6donilmir.
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§7.5. Morkoazi limit teoreminin aktuar riyaziyya-
tinda bazi tatbiqlori

Morkozi limit teoreminin bir ¢ox sahalards, o ctimladan
aktuar riyaziyyatinda miithiim tatbiqlori vardir. Bir illik hoyat
sigortas1 modelino baxaq (bax, [26]). Bu models ssason
miistori sigorta sirkotino miioyyon moblog o6doyir vo
sigortalanan miistorinin bir il orzinds 6liimi halinda sirkot
onun varislorine miisyyon b moablogi 6domolidir, oks halda
he¢ bir 6donis edilmir. Belalikls, individual isk modelinda
iskin migdarinmi ifade edon ¢ tosadiifi komiyyati p ehtimal
ilo 0 qiymotini, ¢ = 1 — p ehtimali ilo iso b qiymatini alan
diskret tosadufi kamiyyatdir. Beloliklo, g sigortalanan soxsin
bir il arzindo 6lmasi ehtimaldir. Qeyd edok ki, bu ehtimal
sigortalanan soxsin yasi olan x -don do asili olur. Aktuar
riyaziyyatinda bu ehtimal g,-ls isars olunur.

Asanligla gormok miimkiindiir ki, iskin miqdarini ifa-
do edon ¢ tosadiifi komiyystinin riyazi gozlomesi vo dis-
persiyasi asagidaki kimidir:

EE=0-p+b-q=bq, D& = b?pq.

Indi iso morkozi limit teoreminin individual isk mo-
delins totbigine aid asagidaki masaloys baxag.

Mosale 1 ([26]). Forz edak ki, sigorta sirketinin hor
birinin il arzinds 6liim ehtimal g = 0,003 olan 3000 nofor
miistorisi var. Miigaviloys asason homin il orzinds 6lim
halinda sirket b = 1000 manat 6domaolidir. Sigorta sirkstinin
na godor kapitali olmalidir ki, miiflisolma ehtimali 5 % -don
¢ox olmasin.

Holli. Ovvalco biz sirketin imumi ziyam olan S, -nin
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riyazi gozlomos vo dispersiyasini tapaq. Aydindir ki, S, =
Yr=1¢k, belo ki, & ilo k-c1 iskin sirketo vurdugu ziyanin
miqdari isara olunmusdur. Aydindir ki, &, asili olmayan eyni
paylanmaya malik tosadiifi komiyyetlordir. Asanligla gormak
mumkiindir Ki,

ES,=n-E& =n-b-q=3000-1000-0,003 =9000,

DS, =n-D& =n-b%-p-q =~ 8973000.

Belaliklo, markazi limit teoremina asason

S,—ES, u—ES
P{SnSu}zP{ L ”}

n
<
JDS, ~— /DS,

_ pSn=ESy _u—9000 <u -~ 9000)
B /DS, ~ 2995 2995

irkotin iflas ehtimalinin 5% olmasini istayirikso,
y

L = Xoos = 1,645 olmahdir. Demoli, u ~ 13927.
2995 095

Belaliklo, toplam iskin miqdar1 olan S,, comi 0,95 ehtimali ilo
13927-don kicik olacaqdir.

Bu paraqrafda homginin morkozi limit teoreminin
sigorta haqglarinin toyin olunmasinda rolu da arasdirilir (bax,
[26]). Sigorta sirketinin 6z uzorine gotirdiyu riskin
miiqabilinds hansi miqdarda sigorta haqglarinin toyin etmasi
cox murokkab masolodir. Bu zaman bir ¢ox (tesadufi) fak-
torlar1 nazors almaq lazimdir: sigorta halinin bas vermasi

ehtimali, miistoriys sigortanin 6denmaosinin miqdari, sirkstin
toskilati islora sorf etdiyi xorclor, sigorta bazarinda homin
sigorta novi ilo bagli olan talob va toklifin miqgdari va s. Lakin
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cox zaman osas olan sirkot ilo miistorinin maliyyo
ohdaliklorinin ekvivalent olmasi prinsipidir. Sads sigorta
modellorinds hesab olunur ki, sigorta olunmagq ti¢iin 6de-
nilon moblog (sigorta haqqi) miiqgavilo baglanan anda
Odonilir. Yoni miistori muqavilo imzalayarkon miioyyon b
moblogini sirkats 6dayir. Lakin biz 6hdsliklerin ekvivalentliyi
prinsipindan ¢ixis edarak sigorta sirkstinin 6doyacoyi mablog
olan £-ni (sigorta hali yarandiqda miistoriys doymis ziyani)
b -yo borabor gotiliro bilorik. Ciinki b determinik, ¢ iso
tosadiifi komiyyotdir. Bu problemi hall etmok ti¢iin b-ni é-nin
riyazi gozlomasino borabor goétiirmok olar. Yoni sirkstin
sigorta 6domosi olaraq misteriye doyon ziyanin orta qiy-
motini gétiirmok olar. Bu gorarin naticolorini miizakirs edak.

Forz edak ki, sirkotin portfelindoki miigavilalorin say1
n, bu miqavilolordon golo bilocok ziyanin miqdarn ise
&1, &5, .., &, tasadiifi komiyyatlori ilo ifado olunur. Bu halda
sirkotin imumi ziyaninin miqdar1 S,, = Y34 &, olar. Sirketin
i -ci miuiqaviloys goro 6domoali olacagl sigorta 6domosinin
miqdari olan b;-ni E§;-ya borabar gotiirsok, sirkstin ehtiyyat
fondu (kapitalin imumi miqdar) u = ) E§; = ES,, olar.
Buna gors sirkotin iflas olma ehtimali R,,(u) = P{S,, > ES,}
olar. Moarkazi limit teoremini totbiq etsok,

R,(uw) =P{S,—ES, >0} =

S, —ES 1
=P{u>0}z1—¢(0)=—

JDS, 2

oldugunu alarig. Bu isa sirkat ligiin gqabul olunmazdir. Bels
noticonin alinmasina sobob b; = E¢; gotlirmoyimizdir.
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Baxmayaraq ki, hom miistori, hom do sirkst aslindo orta
hesabla eyni goder mablog 6dayirler, lakin miistoridon forqli
olaraq sirkstin tizorinds risk oldugunu da nozers almaq
lazimdir. Clinki tosadiifi faktorlarin tosiri ilo sirkot E¢;-don
daha boyiik olan mablog 6domoys mocbur ola bilsr. Buna
goro do odalotli olardi ki, miigavilo baglanarkon sirkoto
lizorina gotiirduyi riskin miiqabilinde slave 6domo adlanan
[; miqdar1 verilsin. Basqa sozlo, sirketin iflas ehtimalin
azaltmaq ugilin b; = E§; boraborliyindon imtina etmok
lazimdir. Bunun ovazino sirkoto sigorta haqqi olaraq b; =
E&; + |; 6domoasinin toyin olunmasi moagsads uygun olardi.

Bu halda sirkstin ehtiyyat fondu (kapitalin imumi migdari)
n

u=Z(E€i+li) = b, = ES, + 1,

i=1

olar, burada [, = )i~ l;. Uygun olaraq sirkstin iflas olma
ehtimali
R,(uw) = P{S,, > ES,, + 1,,}

olar. Morkazi limit teoremini totbiq etsok,

S, —ES l l
R(u)=P{n L }z1—<b< = )
" JDS, = /DS, JDS,

Ogor biz sirkotin iflas etmomasi ehtimalinin vahido

yaxin a adadino borabor olmasini istayirikso, [, = x, * /DS,
olmasini tomin etmoliyik, burada x,, ilo  tortib kvantil isaro
olunmusdur, a vahids yaxin odaddir.

Qeyd edok ki, [,, imumi slavonin miqdaridir. Bunun
ayri-ayrl muqaviloelor arasinda adalstli boltinmesini tomin
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etmok lazimdir. Adston [, comini gozlonilon E¢; zororing

béliirlor. Bu zaman b; = (1 + x4 - ‘Ezsn) alnir. 6; = El—;_'}’@

nisbi sigorta slavasi (security loading) deyilir. Qeyd edok Ki,
belo bolgli D&;-lori kicik olan miiqavilslors nozoron odalotli
deyil. Bu halda [, comini D¢; dispersiyalar1 vo ya \/D_fl
kvadratik orta meyllorlo miitonasib hissalora béliirler (bax,
[26], soh.125-127).

Mosals 2. (bax, [26], soh.132). Sigorta sirkati bir illik
hoyat miiqavilslori toklif edir. Nisbi sigorta slavasi 20%-dir.
Miiqavilalorin strukturu asagidaki cadvealds verilmisdir:

Oliim sobabi Adi badbaxt hadiso
Oliim ehtimali 0,1 0,01
Si1gorta 6domosi 500000 1000000

Daxilolmalar bir-birindon asili deyil vo sigortaci top-
lam sigorta 6domalari ligiin normal yaxinlasmadan istifads
edir. Sigortaci no qodor miiqavilo satmalidir ki, oldo etdiyi
moblaglo 0,95 ehtimali ilo sigorta 6domalarini 6days bilsin.

Holli. Forz edoak ki, sigortaginin satdigi miiqavilslorin
say1n, & iso k-c1 miigaviloya gors 6donilocok mablagin miqg-
daridir, S,, = Y}}-; &, bitiin portfelo nazoran ddonilocok top-
lam moblogin miqdaridir. 8 ilo “miidafio” slavesini isars edok.
Demoli, miistorinin bir sigorta miiqavilesi t¢iin 6dadiyi
moblog b = (1 + 0)EE, olur. Sorto goro sirkotin kapitalin
limumi miqdar tiglin

P{S, <n-b} =095

olmalidir. Digor torafden

S, —ES, n-b—ES,
P{S,<n-b}=P < =~

n
/DS, /DS,
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~ q;(ﬂ) — q><\/ﬁe—E€k>

DSn v D’fk
. 6-ME&y
Buna gors do \/nﬁ = Xg,95 0Olmalidir. Buradan
k
n= ka xz
02(M&)2 "%

oldugunu alarig. Digar terefden normal paylanmanin 0,95
tortibli kvantili xy 5 = 1,645-dir. Sorto gore E¢;, = 60000 va

y DE
D&, =314-108 oldugundann = mxg_% =590 olar.

Basga so6zlo, satilan miiqgavilalorin say1 590 olduqda oldo
edilon moblaglo 0,95 ehtimali ils toplam sigorta 6domalorini
6domok miimkiindiir.
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VIII FOSIL
RIYAZI STATISTIKA

Bu giin ehtimal nazariyyasi blitiin
tabiat elmlarinin tamal dasi, statistika
isa insan faaliyyatinin biitiin sahalarinin
ayrilmaz hissasidir.

M.Kats
Amerika riyaziyyatgisi

§8.1. Riyazi statistikanin asas mosalalori vo ilkin

anlayislar

Riyazi statistika empirik verilonlor osasinda notico
cixarma usullarini tadqiq edir. Riyazi statistika ehtimal nozo-
riyyasinin tors masalolorini 6yranir.

Masolon, ehtimal nazoriyyasinds masals bels qoyulur:

Simmetrik metal pul 10 dofs atilir. Gerb tiziiniin 3 dofo
diismosi ehtimalini tapin.

Riyazi statistikada iso mosalo belo qoyulur:

Metal pul 10 dofs atilir vo gerb tizii 3 dofo diismiisdiir.
Metal pulun simmetrik olmasi hipotezi qobul oluna bilormi?

Basqa bir misala baxaq. Ehtimal nazoriyyasinds tosa-
dufi komiyystin A > 0 parametrli istli paylanmaya malik
oldugu forz olunur. Riyazi statistikada iso A > 0 parametri
miusahidolor osasinda qiymsotlondirilir. Riyazi statistikada
tosadufi komiyyotin 6zliniin paylanmasinin hansi qanuna
tabe oldugu asaslandirilir.

Belolikly, riyazi statistikada hipotezlorin ehtimallarinin
giymotlondirilmoesi, paylanmalarin namslum parametr-
lorinin qiymetlondirilmesi, hom¢inin paylanma gqanununun

447



Rdvsan Oliyev

0zlniin miiayyon olunmasi kimi masalalor qoyulur vo hall
olunur.

indi iso riyazi statistikanin ilkin anlayislari ilo tanis olag.

Torif 1. X;, X5, ..., X;, tosadiifi vektoruna n hocmli tasa-
diifi secim vektoru deyilir, adaton forz olunur ki, X;-lor asili
olmayan eyni F(x) = P{X; < x} paylanma funksiyasina ma-
lik tosadiifi komiyystlordir. Se¢im vektorunun hor bir
X1, X5, ..., X, realizasiyasina se¢im deyilir.

Torif 2. Secimin elementlorinin artma sirasi ilo diizii-
listine variasiya sirasi deyilir, yoni x(;) < x3) <+ < X(p),
burada x(1y = Xpmin = Min{xy, Xz, .., Xn} VO X(n) = Xmax =
max{xy, Xy, ..., Xp }.

Misal 1. 1,3,1,2,9,5,6,2,6,9,7,2,9,7,8,9 secimino
uygun variasiya sirasi asagidaki kimidir:

1,1,2,2,2,3,5,6,6,7,7,8,9,9,9,9.

Gorunduyu kimi, variasiya sirasi secimin elementlorini
daha yaxs1 tosvir etmoyo imkan verir.

Torif 3. 9gar x4, ...,x, seciminds tokrar elementlor
varsa, bels Ki, x;-yo n; dofs rast golinirse (i = 1,2, ..., k), bu
halda n; ododi secimin x; elementinin tezliyi adlanir.
Aydindir ki, Z{-‘zl n; = n.

(x;,m;) ciitlor ardicilhig: statistik sira adlanir. Adoaton
statistik sira birinci sotrinds x; elementlori, ikinci satirdo iso
onlarin tezliyi olan cadval soklinde yazilir.

Misal 2. 1,3,1,2,9,5,6,2,6,9,7,2,9,7,8,9 se¢imino
uygun statistik sira asagidaki kimi gostarils bilor:

x|112[3|5(6|7|8]9
n 213|112 (2]|1]|4
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Torif 4. Secimin x; elementinin tokrarlanma sayinin,
yoni tezliyinin se¢imin hacmins olan nisbstins x; elemen-
tinin nisbi tezliyi deyilir: w; = %

Misal 3.1,3,1,2,9,5,6,2,6,9,7,2,9,7,8,9 seciminin
elementlorinin nisbi tezliklorini tapin vo nisbi tezliklor cod-
valini qurun.

Holli. Asanligla gormok miimkiindiir ki, secimin hocmi

n = 16. Ovvalca se¢imin variasiya sirasini quraq:
1,1,2,2,2,3,5,6,6,7,7,8,9,9,9,9

Variasiya sirasinin vo nisbi tezliyin torifindon istifado
edorak har bir elementin nisbi tezliyini tapa bilorik:

W_n1_2 w _n2_3 w _n3_1

170 71 727 n 168 73T n 16

ng 1 Nsg 2 Ng 2

Wy = —=— We=—=— W, =—=—

+ T 0 T 16 57T n T 16 6T nT 16
w _717_1 w _Tl8_4
77 0T 168 8 T n T 16

Bunlar1 nozors alaraq nisbi tezliklorin paylanmasi cad-
valini asagidaki sokildo qurmaq miimkiindiir:

w; |0,12500,1875 |0,0625 |0,0625|0,1250|0,1250 | 0,0625 | 0,2500

8.1.1. Poligon v? histogram anlayislar:

Torif 5. Bir ¢ox hallarda se¢imin elementlorinin, on-
larin tezliklorinin vo nisbi tezliklorinin qrafik tsulla veril-
mosi lazim golir. Forz edok ki, secimdo x; elementi n; dofo
tokrar olunmusdur. (x1, 1), (x3,ny), ..., (X, nx) noqtalorini
birlesdiren pargalardan ibarat siniq xatto tezliklar poliqonu
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deyilir.

Torif 6. (x,w;), (x5, Wy), ..., (x), W) noqtalorini bir-
losdiron pargalardan ibarst siniq xotto iso nisbi tezliklor
poliqonu deyilir, burada x; secimin elementlorini, w; iso uy-
gun elementin nisbi tezliyini gostarir.

Misal 4. Asagidaki secimin tezliklor poligonunu qurun:

x| 1] 3 475
n| 2 | 4 1] 3

Holli. Absis oxu Uzorindo secimin elementlorini, or-
dinat oxu tlizorinds iso onlara uygun tezliklori qeyd edok.
(x;,m;) noqtolorini parcalarla birlosdirsok tezliklor poli-
gonunu alds edorik (bax, sokil 1).

-~

Sakil 1.

Secimin elementlorinin say1 ¢cox olduqda, yoni secimin
hocmi n boyilik odod oldugda sec¢imi kosismoyon vo hor
birinin uzunlugu toxminen eyni bir h adadi olan intervallara
boliirler. Bundan sonra se¢imin hor bir bels intervala diison
elementlorin sayin1 miioyyan edirlor. i -ci intervala diison
elementlorin sayini n; ilo isars edok.
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Torif 7. % nisbatino i -ci intervala uygun tezliyin
sixhigl deyilir.

% nisbatinag i-ci intervala uygun nisbi tezliyin sixhgi
deyilir.

Torif 8. Oturacaqglari eyni h uzunluglu intervallar,

ni

hiindirliklori isa n olan dizbucaqlilardan ibarst pillovari

fiqura tezliklar histogrami deyilir. Qeyd edok ki, i-ci diiz-
bucaqglinin sahasi i-ci intervala diison elementlorin sayina,
yani n; -ys borabardir. Dogrudan da, diizbucaqlinin sahasi
onun eni ilo uzunlugunun hasilins barabar oldugundan
z h = n;
olur. Demali, tezliklor histoqgraminin sahosi se¢imin hacmino
barabordir.

Torif 9. Oturacaqlari eyni h uzunluqlu intervallar, hiin-

i

durliiklori iso W; olan dizbucaqlilardan ibarat pillovari

fiqura nisbi tezliklar histoqrami deyilir. Qeyd edok ki, i-ci
diizbucaqlinin sahosi i-ci intervala diison elementlorin nisbi
tezliying, yoni w;-yo barabordir. Dogrudan da, diizbucaqlinin
sahosi onun eni ilo uzunlugunun hasilina borabor
oldugundan

Wi
h L
olur. Demali, nisbi tezliklor histograminin sahasi nisbi tez-

liklorin cominy, yani vahids borabordir.
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Misal 5. Forz edok ki, hocmi 100 olan se¢im inter-
vallara boliinorok asagidaki codval soklinds verilmisdir:

Intervalin | Intervallar i-ci intervala diison
noémrosi elementlarin say1

i Xi = Xip1 n;

1 1-5 10

2 5-9 20

3 9—-13 50

4 13 -17 12

5 17 - 21 8

Tezliklor histogramini qurun.

Holli. Gorindiyi kimi, verilmis se¢im hoar birinin
uzunlugu h =4 olan 5 intervala bélinmisdir. Cadvala
asasan tezliklor sixligini tapaq:

n 10 n 20
—1:—:2,5‘ —2:—:5‘
h 4 h 4

ns

=125 2=3 =2
h h h

Bu intervallar1 absis oxu tizorindo gqeyd edok. Bu in-

. B . ni
tervallar izorindo absis oxundan ;‘ mosafods vo ona paralel

olan parcgalar qeyd edok. Molosan, [1,5) yarimintervalina
uygun parc¢a absis oxundan 2,5 vahid yuxarida olacaqdir.
Digor diizbucaqlilar da banzar sokilds qurulur (sokil 2):

vy B

12,5 -

5.0 -
4.0

331 li _‘

Sakil 2.

452



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

Cox zaman Xj, X, ..., X, secim vektoru lg¢iin yalniz
onun paylanmasinin tipi mslum olur, lakin paylanmanin pa-
rametrlori namolum olur. Bu halda segimo asason namolum
parametrlor tiglin muiayyan qayda ile toqribi qiymatlar tapilir.

Riyazi statistika mosalolorinds tesadiifi komiyyatin
paylanma funksiyasi (nazori) namelum olur. Lakin se¢imdan
istifade etmoklo namolum F(x) paylanma funksiyas1 t¢iin
togribi yaxinlasma qurmaq miimkiin olur.

Torif 10. Forz edok ki, tokrarsiz x;, x5, ..., x,, sec¢imi
Fx(x) paylanma funksiyasina malik imumi ¢oxlugdan go-
tirtlmiisdiir. Bu halda

1 n
FiGo) == n=-%

XisX

empirik paylanma funksiyasi adlanir, burada n, ilo X se-
¢iminde x adadindon bodyiik olmayan hodlorin say: isars
olunmusdur.

Aydindir ki, x < x(1) oldugda F;(x) =0 vo x = x(
oldugdaisos F,;(x) = 1.

[X(1), X(n)) araliginda F;(x) azalmayan, hisso-hisso
sabit funksiyadir.

Empirik paylanma funksiyasinin torifini asagidaki kimi
do yazmagq olar.

X = (X4, ..., X,) seciminin empirik paylanma funksi-
yasi bels tayin olunur:

n
1
E;(x) :EZ [(X, <x),x ER,
k=1
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burada I(A) il A hadisssinin indikatoru isars olunmusdur.

Empirik paylanmanin terifinden goriiniir ki, har bir
X € R tUgiin FE; (x) tosadiifi komiyyatdir vo bu tosadiifi ko-
miyyotin aldig1 qiymotlor

1 n
0O=—,—,...,—=1
n n

S|lo

olur.

X se¢imindo X;-lor asili olmayan tosadiifi komiyyatlor
oldugu tiglin p,(x) = Xjp-1 (X < x) comip = P{X < x} =
= F(x) parametrli binomial paylanmaya malik olur, yoni

P{Fri‘(x) = %} = P{il(xi <x)= k} =
i=1

= CK(FOD A = FO)" ¥ k=0,n

yaza bilorik, burada F(x) = P{X < x} funsiyas1 X tosadiifi
komiyyastinin nozari paylanma funksiyasidir.

Empirik paylanmanin torifindon goériniir ki, o pay-
lanma funksiyasinin melum xassolorini 6doyir (azalmayan-
dir vo sagdan kesilmozdir). E,(x) hisso-hisso sabit funksi-
yadir va x(1), X(2), -, X(ny ardicilligini tagkil edon néqtalords
artir.

Ogar  X(1), X(2), -, X(ny realizasiyasinin elementlori
miixtolif olarsa, onda empirik paylanma funksiyasini asa-
gidaki kimi yaza bilorik:
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{ 0, x < X(1)

. k
Fn(x):ia, X(k)SX<X(k+1), k=1,..,n—-1

1, X = X(n)

goriindilyd kimi, her bir xy), k = 1,n néqtesinds F, (x)

funksiyasinin sigrayisi

Fi (xa0) = B (xao = 0) = %
olur.
Asagidaki teorem empirik paylanma funksiyas: ilo
nozori paylanma funksiyasi arasinda slaqeni ifads edir.
Teorem (Qlivenko). Forz edok ki, F,(x) empirik
paylanma funksiyasi Fy(x) paylanma funksiyasina malik
imumi ¢oxlugdan gotiiriilmiis secima asason qurulmusdur.

Onda ixtiyari x € R vo € > 0 liglin
lim P{|E;(x) — Fx(x)| < €} = 1.
n—-oo

Belolikls, hor bir x € R noqtosindo F,;(x) empirik
paylanma funksiyasi Fy(x) paylanma funksiyasina ehtimala
gora y181lir. Bu iso o demokdir ki, secimin hocmi n kafi godor
boylik oldugda empirik paylanma funksiyasinin x noqto-
sindoki qiymati togribi olaraq Fy (x) nozari paylanma funksi-
yasinin bu noqtadoki qiymati kimi gottriils bilor.
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§8.2. Secimin xarakteristikalari

8.2.1. Secimin orta qiymati

Torif 1. Secimin elementlori cominin onun hacmina
olan nisbatino se¢imin orta qiymati deyilir:

fz%in. D

Goriindiiyt kimi, secimin orta qiymeti oslindo se¢cimin
elementlorinin adodi ortasidir.

Qeyd edok ki, bir ne¢s adadin adadi ortasi onlarin adod
oxunda necs qruplasdigini, basqa sozlo odod oxunda yer-
losmoasini xarakterizs edir. ©dadi orta anlayisi fizikada olan
agirliq morkazi anlayisina uygun galir.

Secimin elementlori arasinda tokrar elementlar oldug-

da onun orta qiymati tigiin asagidaki distur dogrudur:
k

1
_:— . i 2
%== ) @

i=1

burada n; ils x; elementinin tezliyi, n ilo iso se¢cimin hocmi
isaro olunmusdur von = Y% n,.

Misal 6. 2,8,7,2,3,2,4,5,4,7,8,8 seciminin orta
qiymatini hesablayin.

Holli. Secim elementlori arasinda tokrarlar oldugu
liclin adadi ortani (2) diisturu ilo do hesablamagq olar:

1
fo= 17 (2:3+8:3+7:24+3+4:2+5) =5

8.2.2. Secimin modasi vo mediani.
Torif 2. Secimin on boytlk tezlikli elementi se¢imin
modasi adlanir vo M, ilo isars olunur.
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Se¢cimin elementlorinin odod oxunda yerlosmosini
xarakterizo edon xarakteristikalardan biri do mediandir.

Torif 3. Variasiya sirasini barabor sayda elementi olan
iki hissays bolon M, adadi se¢imin mediani adlanir. ©gor
secimin hocmi n tok adoddirss, bu halda

Me = X((jz]+1)

disturu ilo hesablanir, burada [n / 2] adadi n / 2 adadinin
tam hissasini bildirir.

Ogor secimin hocmi n ciit adoddirss, bu halda se¢imin
mediani

Mo = (v + 220

duisturu ilo hesablanir.

Onu da geyd edok ki, bozon median sec¢imi adadi or-
tadan daha yaxs1 xarakterizo edo bilir.

Misal 7. 5,7,5,8,9,5,7,9,3,8,6,5,8 se¢iminin mo-
dasini tapin.

Holli. Onco verilmis secimo uygun variasiya sirasini
yazaq, yoni secimin elementlorini artma sirasi ilo diizok:

3,5,55,56,7,7,8,8,8,9,9.

Gorindiyt kimi, secimin on ¢ox tokrarlanan elementi
5-dir. Buna gora do verilmis secimin modasi 5-0 borabordir,
yoni

M, = 5.

Misal 8.3,8,9,5,9, 3, 8, 5, 8 seciminin medianini tapin.
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Holli. Onco verilmis secimo uygun variasiya sirasini

yazaq:
3,3,55,8,8,8,9,9.

Gorindiyt kimi, secimin hocmi n = 9 tok adoddir. Bu
halda median asagidaki diisturla hesablanmalidir:

M, = n .
e = ()

Bizim misalda [n/2]+1=[9/2]+1=[45]+1=5
oldugu liciin median variasiya sirasindaki 5-ci element, yoni
8 olacaqdir:

Me - X(S) == 8

Misal 9. 2,9,3,8,9,5,8,9,3,8,5,8 seciminin media-
nini tapin.
Halli. Onco verilmis secima uygun variasiya sirasini ya-
zaq:
2,3,3,55,8,8,8,8,9,9,9.

Gorinduyt kimi, secimin hocmi n = 12 clit adoddir. Bu
halda median asagidaki diisturla hesablanmalidir:

1
M, ==

5 (5 + ¥z

Demali, variasiya sirasindaki x 6 va x(7) elementlarini
tapmaliylq. Asanligla gormok mumkiindir Ki, x) =5 vo
X7y = 8. Belalikls, verilmis se¢cimin mediani

1
M, =5(5+8) =65.
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Misal 10. Se¢cimo uygun variasiya sirasinda 15 element
vardir. Bu secims uygun medianin némrasini tapin.

Holli. Sortdon goriindiiyt kimi, se¢cimin hocmi n =
15 tok ododdir. Bu halda median asagidaki diisturla hesab-
lanmalidir:

Mo =[5y

Buna gors do medianin némrasi [15/2] + 1 = 8-dir.

8.2.3. Secimin boyu va dispersiyasi

Cox zaman bizi hor hansi komiyyatin on kicik vo on
boyiik giymoti maraglandirir. Masalon, bizi hor zaman hor
hansi alacagimiz sgyanin qiymstinin on az olmasi, yaxud yeni
avtomobil aldigda onun maksimal siirati maraqlandirir va s.
Idman yariglarinda adoton bizi on yiiksok gostoricilor ma-
raglandirir. Mosoalon, uzununa tullanma yarisinda on uzaga
tullanan idmangi galib hesab olunur.

Torif 4. Secimin on boylik elementi ilo on kicik
elementinin forqino se¢cimin boyu deyilir:

b = Xmax — Xmin-

Qeyd edak ki, secimin boyu onun elementlorinin so-
pilmosini xarakterizo edon on sado xarakteristikalarindan
biridir.

Secimin sopolonmasini xarakterizo edon digor mithiim
ododi xarakteristikas1 onun dispersiyasidir.

Torif 5. Secimin dispersiyasi asagidaki disturla hesab-
lanir:
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n n

D=2 (-0 =1 Y xt - (B =¥~ (2

i=1 i=1
Qeyd edak ki, secimin dispersiyasi meylli olur. Ona go-
ra do ¢ox zaman secimin dispersiyas1 asagidaki kimi toyin

olunur:

— % = ——D;

Secimin sopolonmosini xarakterizo etmok i¢iin ¢ox
zaman kvadratik orta meyl adlanan ododi xarakteristikadan

da istifads olunur: * = /Dy .

8.2.4. Secimin asimmetriya omsal1 vo ekssesi
Forz edok ki, n hacmli x4, x5, ..., x;,, secimi verilmisdir.

Torif 6.
m

i=1

SIP—*

secimin k-tartibli baslangic momenti adlanir.
Torif 7.

m
1 .
B == O = Dby

i=1

secimin k -tartibli markozi momenti adlanir.
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Torif 8.
Zﬁl(xi - f)3ni

ns3

=
w|w

A=

9]

secimin asimmetriya amsal1 adlanir. gor A = 0, onda se-
¢im simmetrik formaya malikdir, yoni se¢imin elementlori
onun odadi ortasindan eyni uzaqligda yerlasir vo eyni tezliyo
malikdir. A > 0 olduqda miisbot (sagtorofli) asimmetriyaya
vo A < 0 olduqda iso menfi (sol torafli) asimmetriyaya malik
olur.

=~  Ha _ m(x — X' _

secimin eksessi adlanir.

§8.3. Namolum parametrlorin noqtavi statistik qiy-
motlondirilmasi

8.3.1. Statistik qiymat vo onun xassalari

Riyazi statistikanin on mithiim masalolorindon biri
namolum parametrlorin qiymstlondirilmasidir. Biz empirik
paylanma funksiyasi anlayisi verarkon qeyd etmisdik ki,
onun hoar bir néqtodoki qiymsti toqribi olaraq nozori pay-
lanma funksiyasinin homin noqtadoki qiymoti kimi gotiriile
bilor. Bir ¢ox hallarda tesadiifi komiyystin paylanma ganunu
molum hesab edils bilor, lakin homin paylanmanin para-
metrlori namolum ola bilor. Bu halda homin parametrlorin
qiymatlondirilmasi zerursti yaranir. Riyazi statistikada iki
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nov qgiymetlondirmo vardir, noqtovi vo interval. Bu pa-
raqrafda noqtovi statistik giymot anlayisi verilacak.

Forz edok ki, lizorinde miisahido aparilan ¢ tesadiifi
komiyyastinin F(x,8) paylanma funksiyasinin analitik gokli
molumdur, lakin o, miloyyon namoslum 6 € ® c (—oo, )
parametrindon asilidir.

n sayda miisahidonin naticosini
X =X, Xy, 0, X)) (D

isaro edok. Forz edoacoyik Ki, (1) asili olmayan sec¢imdir yoni,
X; elementlori asili olmayan tosadiifi kamiyystlordir.

Mogsadimiz (1) se¢imins goro 8 parametrinin hoaqiqi
giymatini giymotlondirmokdon, yoni onun tli¢iin muoyyon
togribi qiymot tapmaqdan ibaratdir.

Tarif 1. (1) secimindon asili olan ixtiyari

T=TWX)=TX, X2, ....Xn)
tosadufi komiyyotino (funksiyasina) statistika deyilir. Bu-
rada noazordo tutulur ki, T = T(X) funksiyas1 8 parametrin-
don asili deyil.

Tarif 2. Ogor T = T(X) statistikasinin qiymatlori bu vo
ya digor monada namolum 6 parametrinin hoqiqi
qiymatlorine yaxin olarsa, bu halda T statistikasina namslum
parametrin néqtovi statistik giymoti deyilir vo 8 =
0,(X) = 8(Xy, X5, ..., X,,) kimi isars olunur.

Beloliklo, torif 2-don gortiniir ki, statistik giymot o sta-
tistikalara deyilir ki, onlarin qiymatlori namslum parametrin
hoqiqi qiymatlorine yaxin olur. Aydindir ki, namoslum
parametr liciin bir negs statistik qiymot tapila bilor vo on-
larin on yaxsisini segmak liciin muioyyon taloblor (kriteri-
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yalar) Odeonilmalidir. Statistik giymaotin keyfiyyatli olmasi
onun meylsizlik, tutarliliq vo effektivlik kimi ii¢ mithiim
xassani 6domasi ilo baglidir.
Bu xassalorin har biri ile ayrica tanis olag.
1. Meylsizlik.
Torif 3. Ogor ixtiyari 8 € 0 Ugiin
Eh=06 (2)

olarsa, onda 8(Xy,X,,...,X,) statistik giymetino meylsiz
statistik qiymat deyilir. ©ks halda, yoni (2) 6donilmazss,
onda 6 meylli statistik qiymot adlanir vo

m=60-E@

forqins statistik qiymotin meyli deyilir. Aydindir ki, agor (2)
0danarss, onda m = 0 olar.

Tarif 4. E(0 — 8)? = DA + m? komiyyotino 9 statistik
giymotinin orta kvadratik sahvi deyilir. Meylsiz statistik
giymotlor ticiin orta kvadratik sohv statistik qiymotin dis-
persiyasi ilo Uist-listo dusur.

Misal 1. Ogor X secimi k tortibli sonlu moments malik
paylanmadan gotiirtlirss, onda

1 n
k n 4 i
=1
secim momenti g, li¢clin meylsiz statistik qiymotdir, ¢linki

n
1
EA, = EZ EXF = E&F = ay
i=1
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Xiisusi halda sec¢imin orta qiymoti X nozori a; = E€ ri-
yazi gozlomo li¢lin meyilsiz statistik qiymotdir.
2. Tutarhhgq.
Tarif 5. Ogor n — o olduqda 6, i@ y1gllmas1 6doni-
lorso, yoni Ve > 0 liglin n — oo olduqda
P{|6,—6|=¢} -0

olarsa, bu halda 8,, statistik giymati tutarh statistik qiymot
adlanir.
k tortibli Ay, = % n XX k>0 empirik momentlori

sonlu a;, momentlari tigiin tutarh statistik qiymotdir, ¢ilinki

boytk odadler ganununa gérs n — oo olduqda

P
Akn - dg.

k = 1 olduqda, bu faktdan gortiniir ki, X se¢ciminin orta
giymoti do @; = E¢ lgclin tutarh statistik qiymotdir.

Teorem 1. Ogor EB, —» 6 vo DB, > 0, n - o olarsa,
onda ,, statistik qiymoti # namolum parametri ii¢iin tutarh
statistik qiymotdir.

Isbati. Cebisev teoremino asason istonilon £ > 0 ii¢iin

P8~ EB| > &) S22 50, noo

olur. Yoni 8,, — EO, i 0,n — o olur. Onda
|6, —6| < |6, —EB,| + |ED, — 0|

~ P
baraborsizliyindon goriintr ki, 8,, = 8,n — oo olur.
Gostormok olar Ki, F; (x) empirik paylanma funksi-
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yast F(x) paylanma funksiyasi li¢iin meylsiz vo tutarh
statistik giymotdir.

3. Effektivlik. Forz edok ki, 8,,; vo 8,,, namolum 6 pa-
rametrin iki meylsiz statistik qiymotidir. ©gor D8,,; < D8,
olarsa, onda deyirlor ki, 8,,; giymati 8,,,-don daha effektli
statistik qiymotdir.

Effektiv qiymotlondirmoelerin tapilmasi ligiin Rao-Kra-
mer borabarsizliyindon istifads olunur.

Rao-Kramer barabarsizliyi. Forz edok ki, X se¢iminin
vo B, statistikasinin paylanmasi miioyyon requlyarliq
sortlorini 6dayir. Onda asagidaki boraborsizlik dogrudur:

~

DO, = ———,
" L(O)

1(0)- vahid muisahidads 6 parametri haqqinda mévcud
olan Fiser informasiya miqdari adlanir. Paylanmasinin sixliq

funksiyasi px(x, @) olan X tosadiifi komiyyati liglin
2

1,(0) =nE (:—Hln px (X, 9))

dogrudur, agor X diskret tosadiifi komiyyat olarsa, onda
2

1,(6) = nE (%mp(x, 0)) ,

burada p(X,0) = P(X = x;,0).
6 parametri 6, meylsiz statistik giymotinin disper-
siyasinin on kigik qiymeti I,(0) - ya borabar olarsa, yoni

~ 1
D6 = 1,(6)

mot deyilir.

Odanilorss, bu halda ona effektiv statistik qiy-
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ogor
1

lim ——— =
n-o [ (0)D6,

sorti oOdonilorse, 8, statistik giymotino 6 parametrinin
asimptotik effektiv statistik qiymati deyilir.

Misal 1. Forz edok ki, X1, X,, ..., X;, normal paylanmaya
malik secim vektorudur. Gostorin ki, bu secim vektoruna
uygun secimin orta qiymaoti X normal paylanmasinin namolum
riyazi gozlomosi olan 6 li¢iin effektiv statistik qiymotdir.

Holli. Malumdur ki, se¢imin orta giymoti X namolum 6

parametri liciin meylsiz giymotlondirmadir.
(x=6)?

px(x,0) = \/1_6 202 sixliq funksiyasinin hor iki

torofindon natural loqarifm alaq:
(x — 6)?

o7 ln(am).

Inpy (x,6) = —

Buradan
— 0

59 P (x,0) =

Aydindir ki, ( ) tosadiifi komiyystinin riyazi gozlo-

mosi asagidaki kimi olar:

X—0\* 1 1 1
E( ) =FE(X—9)2=F02=—

02 o?

Belaliklo,
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X—6\> n
In(H) = nE( P ) _?.
— a2
Digor torofdon DX = —.
Beloliklo,
pr=" -
n L(9)

miinasibati 6donildiyi liclin normal gqanunla paylanmis iimu-
mi ¢oxluq li¢glin X se¢imi ortas1 namoslum 8 riyazi gozlomasi
Uciin effektiv statistik qiymotdir.

§8.4. Noqtavi statistik qiymatlarin tapilma metodlar:

8.4.1. 9vozetmo (analogiya) iisulu

Riyazi statistikada on sade statistik giymotlondirmae
lisulu avazetma vo ya analogiya metodu adlanir. Bu meto-
da asason imumi ¢oxlugu (se¢im vektorunun) bu vo ya digor
ododi xarakteristikanin (mosalon, riyazi gozlomo, dispersiya
vo s.) statistik qgiymotlondirmesi olaraq homin Uimumi
coxlugdan gotirilmis se¢cimin uygun ododi xarakteristikasi
gotiralir.

Misal 2. Forz edok ki, n hocmli x4, x5, ..., x,, se¢imi ri-
yazi gozlomosi m, dispersiyasi iso 62 olan imumi ¢oxlugdan
gotiirilmiisdiir. Analogiya metodundan istifado etmoklo m
riyazi gozlomosi lglin statistik giymot tapin vo tapilmis bu
statistik qiymotin meylsiz vo tutarli oldugunu gostoarin.

Hoalli. ©vozetmo metodu ilo m namolum riyazi goz-
lomasi tigiin M statistik qiymati olaraq secimin adadi ortasini
gotiirmoliyik. Beloliklo,
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n
ZXi.

i=1

1
m=x=—
n

m statistik qiymotinin m namolum riyazi gézlomosi
liclin meylsiz vo tutarli oldugunu goéstormok iiciin bu sta-
tistikaya X;,X,,...,X,, secim vektorunun funksiyasi kimi
baxagq.

Aydindir ki, EX; = mvo DX; = 62, i = 1,2,...,n, bels
ki, X; —lor asili olmayan tosadiifi komiyystlordir.

Belaliklo,

_ 1 1 1
EX =E —ZXi =—2EXi=—nm=m.
ni ni n

i=

Bu iso o demokdir ki, X statistikasi namalum m riyazi
gozlomosi liclin meylsiz statistik giymotdir.

Indi iso gostorok ki, X statistikasi hom do tutarhdir.
Bunun li¢lin onun dispersiyasini hesablayagq:

_ 1% 1< 1 o
DX =D —in =—ZZDXi=—2n02=—.
nizl n e n n

_ 2
Goriindiyt kimi, DX = % — 0,n — oo. Beloalikly, teo-

rem 1-5 osason X timumi ¢oxlugun m riyazi gozlomoasi ti¢ciin
hom do tutarh statistik qiymotdir.

468



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

8.4.2. Momentloar iisulu

Namolum parametrlorin statistik qiymatlorini tapmagq
lclin tez-tez istifado olunan tsullardan biri momentlor
tsuludur.

X tosadiifi komiyyeatinin paylanmasinin sixliq funk-
siyasi px(x, 64, 65, ..., 85) olsun. Bu sixliq funksiyasi vasitasilo

X tosadifi komiyyaetinin ilk s baslangic momentini
+ 00

am(91,92,...,95) = E[Xm] = f xme(x,Hl, 92,...,95 ),

—00
disturlart ils toyin edok. Secimo gors iso uygun secim mo-
mentinin qiymaetini tapaq:

n
1 m
ang x;,m=1,2,..,s.
i=1
X tosadiifi komiyyotinin yuxaridaki noazori vo se¢imi
momentlorini boraborlosdirsok, 64, 0,, ...,08 -loro nozoron
asagidaki s sayda tonliklor sistemini alariq:

Am (04,05, ...,05) = ayy, m=1,2,..,s.

Alinmis sistemi namoalum 64, 6,, ..., O5-lora nozoron hall
edorok namolum parametrlorin 0;,0,,...,0, statistik qiy-
motlorini tapiriq.

Misal 3. Forz edok ki, @y = EX = 0 riyazi gozlomosi
molum deyil. Onda aydindir ki, momentlor tisulundan bir-
basa alinq ki, a; = A; voya

n
é—lz:x =A
_n, i = A
=1
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8.4.3. Maksimal dogruya oxsarliq metodu

Forz edok ki, X tosadiifi komiyyoti n hocmli secimo
gora giymotlondirilmasi tolob olunan namoslum 6 paramet-
rindan asili p,(x, 0) sixliq funksiyasina malik tosadiifi ke-
miyyatdir.

(X1, ..., X) secim vektorunun komponentlari asili ol-
mayan vo eyni qanunla paylanmis tosadiifi komiyyatlor ol-
dugu tuglin vektorun paylanmasinin sixliq funksiyasini
asagidaki sokildo yazmagq olar:

n
le,...,Xn(xli s Xp, 0) = 1_[ Pxi(xi' 6),
i=1

burada x4, ..., x,-lor se¢cim vektorunun realizasiyasidir.

L(0) = [1iz1 px,(x;, ) funksiyasina dogruyaoxsar-
liq funksiyasi deyilir.

Qeyd edoak ki, miisahido olunan X tosadiifi komiyyati
diskret paylanmaya malik oldugda namolum 6 parametrinin
statistik qiymoti olan 8 =8, dogruyaoxsarliq qiymot-
londirmosi olaraq 6 parametrinin elo qiymoti goturuliir ki,
bu konkret se¢cimin miisahido olunma ehtimali maksimum
olsun.

Diskret halda dogruyaoxsarliq funksiyasi1 asagidaki
kimi olur:

Lo = [Peti=x)

Maksimal dogruyaoxsarliq metodunun osas mahiyyati
ondan ibaratdir ki, namolum 6 parametrinin g = 9,1 statistik
qiymoti kimi L(8) funksiyasina maksimum giymot veran
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~

néqte gotiiriiliir. Yoni 8 = 8, statistik qiymoti L'(6) = 0
sortinden tapilir.

Hesablamalari asanlasdirmaq mogsadilo cox vaxt L(6)
ovazina InL(8) funksiyasindan istifado olunur, ¢linki bu
funksiyalar maksimum qiymsatlorini eyni néqtados alirlar.

Misal 4. n sayda asili olmayan sinaqlarda bas vermo
say1 k olan A hadisasinin hor bir sinagda bas vermo ehtimali
olan p ticiin maksimal dogruyaoxsarliq giymatlondirmasini
tapin.

Holli. Aydindir ki, bu halda maksimal dogruyaoxsarhq
funksiyasi asagidaki kimi olacaqdir:

L(p) =p* -1 —p)" -

buradan
InL(p) =k-lnp+ (n—k)In(1 — p).
Beloaliklo,
d (L)) k n—k
—_— n —_— e ——
dp P p 1-p

Ekstremum ti¢iin zaruri sort

d InL =0
%(n () =

oldugundan, buradan p = S

Belaliklo, p ehtimali tigiin maksimal dogruyaoxsarliq
qiymatlondirmasi bu hadisenin nisbi tezliyinas barabordir.

Misal 5. Forz edok ki, secim vektorunun komponentlori
namolum p parametrino malik Bernulli ganunu ilo pay-
lanmisdir:
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P(X =k)=pkq*™%;k=0,1;9g=1-p.
p parametri U¢liin maksimal dogruyaoxsarliq qiymat-
londirmesini tapin.

Holli. Bunun ti¢lin maksimal dogruyaoxsarlq funksi-
yasinl yazag.

L(p) = l_[p"i(l —-p)thi=

= pEiziki- (1 — p)Xi=a-k) = pk . (1 — pyn=k

Sonuncu ifadodon p-o nozoran téroms alaq:
L) =@-A-p"") =

=k-pt-A-p" T -p-(n-k)-1-p)*!

L'(p) = 0 tonliyini hall edorok namslum p parametri ti¢giin
tolob olunan qiymatlondirmoni alds eds bilarik.

k n—k
k n—k —
(e (£ B TR
p 1-p
Buradan
k n—k_
p 1-p
Beloaliklo,
_ k
p= n

Misal 6. Forz edok ki, secim vektorunun komponentlori
namolum @ riyazi gozlomasi vo molum o2 parametrli normal
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ganunla paylanmisdir. 6 parametri tl¢iin maksimal
dogruyaoxsarliq qiymotlondirmesini tapin.

Holli. Forz edok ki, x4, ..., x,, secimi (X3, ..., X;,) tosadiifi
se¢im vektorunun realizasiyasidir.

Maksimal dogruyaoxsarliq funksiyasi

1©® = [px o) =

R o = SR,
:—nl_[e 202 =—7e =1 242
o™(2m)2 -3 o™(2m)2

Asanligla gérmok olar ki,

InL(6) = —zln o ——lna ——Z(xl —0)2

Bu funksiyanin ekstremumunu arasdirmagq tlg¢ilin to-

romosini alaq:

dInL(0
e Zu—e)—o

Sonuncu miinasiboatdon
n

=5

=1
oldugunu alariq. Goriindiyi k1m1, namolum riyazi goézlomo

lciin maksimal dogruyaoxsarliq qiymoti sec¢imin ododi

SIP—‘

ortasidir.
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Misal 7. Forz edok ki, secim vektorunun komponentlori
molum a vo namolum 6 parametrlorine malik Pareto
ganunu ilo paylanmisdir. 8 parametri ii¢lin maksimal
dogruyaoxsarliq qiymotlondirmesini tapin.

Holli. Pareto paylanmasinin sixliq funksiyasi asagidaki
kimidir:

0 a+1

a
= —|— > 0.
pXi(xl 9) 9 (x) y X =2 9

Maksimal dogruyaoxsarliq funksiyasi

a6a+1 a9a+1 a9a+1

a+tl a+l
X1 X2

L) = x; =0, i=1n.

X+ =

Bu miinasibatdon gortnir ki, yalniz 8 < min x; oldug-
da L(6) > 0 olur. a > 0 olduqgda 6 azaldiqda 6% da azalir.
Buna goro do L(6) funksiyasi maksimum qiymatini
6 = minX; noqtesindos alir vo bu statistik giymot namolum 6
parametri tl¢lin maksimal dogruyaoxsarliq qiymatlon-

dirmosidir.

§8.5. Riyazi statistikada istifads olunan boazi pay-
lanma qanunlari

Normal paylanmaya malik timumi c¢oxlugdan olan
secimlorlo bagh osas statistikalarin paylanmalar riyazi sta-
tistikada miihiim rolu olan y?2, Studyent vo Fiser paylan-
malarini verak.

1. x? paylanmasi. Forz edok ki, &, &, ...,& hor biri
standart normal paylanmaya malik asili olmayan
tosadiifi  komiyyotlordir.  y2(k) = 2 + &2 + .-+
&% tosadiifi komiyyetino k sorbastlik deracosine malik
x*paylanmasina malik tosadiifi komiyyat deyilir.

474



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

x? paylanmasinin sixliq funksiyasi agagidaki kimidir:

Bu paylanmanin riyazi gozlomasi vo dispersiyasi uygun
olaraq, Ex%(k) = kva Dy?(k) = 2k-dir.

Gostormoak olar ki, ogor y2(k,) va x?(k,) asili olmayan
va hor biri sarbostlik doracalori uygun olaraq k; vo k, olan
x? paylanmasina malik tesadiifi kemiyyotlordirss, bu tosa-
difi komiyyotlorin comi saorbostlik doracolori k; + k, olan
x? paylanmasina malik tosadiifi komiyyat olur. Qeyd edok ki,
k > 30 oldugda x? paylanmasi normal paylanma ilo ap-
proksimasiya olunur. y2?paylanmasinin p tortib kvantili olan
)(g(k) do standart normal paylanmanin u, kvantillori ilo
approksimasiya olunur:

1
x5 (k) = E(up +V2k — 1)2.

Bu distur k > 30 vo p = 0,5 olduqda comi 1 faiz xo-
taya malik olur.

x?paylanmasi ilo bagh asagidaki teoremi isbatsiz ola-
raq verok.

Teorem. Forz edok ki, x4, ..., x,, secimi (a, o) parametrli
normal paylanmaya malik iimumi coxlugdan gotiirilmis

. . - _1on 2 1 n —\2 -
secimdir, X = ;Zizlxi Vo §° = E2i=1(xi — X)* iso bu se-
¢imin uygun olaraq riyazi gozlomasi vo dispersiyasidir. Onda

7 _1lyn 2 __1 yvn 72
X ~ i=1 X Vo S° = 1 i=1(X; — X)

n—

statistikalar1 asili olmayan tesadiifi komiyystlordir vo
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n-1)

—S 2 statistikas1 y?(n — 1) paylanmasina malikdir.

2. Styudent paylanmasi. Forz edok ki, ¢ standart
normal paylanmaya, y?(k) iso k sorbastlik doracasino malik
x2paylanmasina malik asili olmayan tasadiifi komiyyatlordir.

I
Vx2(k)/k
tosadifi komiyyatins k sarbastlik doeracasins malik Studyent
paylanmasina malik tosadiifi komiyyat deyilir.
Bu paylanmanin riyazi gozlomosi vo dispersiyasi uy-

gun olaraq, ET (k) = 0va DT (k) = %,k > 2.

Styudent paylanmasi ordinat oxuna nazoron simmetrik
oldugu ti¢iin onun kvantilleri t,, (k) tgiin t,(k) = —t;_, (k)

T(k) =

miinasibati dogrudur vo k > 30 olduqda t,, (k) = u,.
X2 (k1)/ky
x2(k3)/ ks
komiyyatino sorbostlik doracasi k; vo k,olan Fiser paylan-
masina malik tosadiifi kamiyyat deyilir.

Fiser paylanmasinin kvantillori arasinda asagidaki mii-
nasibot dogrudur:

Fl—p (ki kp) =

3. Fiser paylanmasi. F(k,, k;) = tosadiifi

Fp (klﬂ kZ)

§8.6. Etibarli interval va etibarli ehtimal
0 parametrinin hoqiqi qiymotinin p = 1 — a ehtimali
ilo yerlosdiyi (0,,0,) intervalina 6 parametri tli¢lin etibar-
Iihiq interval deyilir, yoni
PO, <0<6,)=1-a.
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1 — a adadi etibarli ehtimall, a iso miithiimliillilk haddi
adlanir. & namoslum parametrino malik imumi ¢oxlugdan
X1, X3, .., Xn S€CIMIiNo gors tayin olunmus

0; = 0;(xq,Xq, e, X)) VO O, = 05(xq, Xy, ., Xp)
statistikalarn etibarliliq intervalinin uygun olaraq asagi vo
yuxar1 sarhadlori adlanir.

Interval qiymotlondirmonin dogigliyini xarakterizo
edon etibarliliq intervalinin uzunlugu se¢imin hocmi n- don
vo 1 — a etibarli ehtimalindan asilidir. Se¢imin hacmini ge-
nislondirdikds etibarliliq intervalinin uzunlugu Kkigilir, eti-
barli ehtimal vahids yaxinlagdigda iso boéyiiytr. Etibarl
ehtimalin se¢imi konkret sortlorlo toyin olunur.

@ parametrinin etibarliliq intervalini tapmaq {g¢iin
onun statistik qiymati 8 = (x4, x,, ..., x,,)-nin paylanma qa-
nununu bilmok lazimdir. Etibarliliq intervalinin qurulma
tsullarindan biri asagidaki kimidir:

Forz olunur ki, statistikas1 Y = Y(8, )

a) Y= Y(é,@)- in paylanma qanunu moalumdur vo 8-
dan asili deyil;
b) Y = Y(é, 9) funksiyasi kasilmozdir vo 8-ya goro ciddi
monotondur;
sortlorini 6dayir, bundan slave (1 — @) etibarliliq intervali
verilib, y, /2 Vo ¥1_4/2 1S9 uygun olaraq Y statistikasinin pay-
lanmasinin @ /2 vo 1 —a /2 tortibli kvantilloridir. Onda
1 — a ehtimali ilo asagidaki borabarsizlik 6donilir:

Va2 <Y(6,0) <¥i_a/2-

Bu barabarsizliyi 8 -ya nazaron hall etsok, onun tgiin
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etibarliliq intervalinin 6; vo 8, sorhadlorini tapariq. ©gor Y
statistikasinin paylanmasinin Oy oxuna nozoran simmetrik-
dirss onda etibarliliq intervali an kicik uzunluga malikdir,
ogor bu paylanma simmetrik deyilss, onda an ki¢ik uzunluga
yaxindir.

Indi iso normal ganunla paylanmis iimumi ¢oxlugun
riyazi gozlomasi vo dispersiyasi lgiin etibarli intervalin
qurulmasi qaydasi ilo tanis olaq.

1) Riyazi gozlomas iiciin etibarl interval
Forz edok ki, imumi ¢oxluq (a, o) parametrli normal
paylanmaya malikdir, belo ki, @ namoalum, ¢ iso malumdur.
Bu halda sec¢imin riyazi gozlomesindon istifado edorsk
namolum a parametri ugiin asagidaki etibarli intervali
qurmaq mimkiindiir:
X —t, i<a<f+ta

N ey

Nk
burada t, ilo 2d,(t,) = @ tonliyin kokidir, ®,(t) iso
Laplas funksiyasidir.

Qeyd edok ki, 6 =t, in komiyyati qiymatlondir-
monin doaqiqliyi adlanir. « ehtimal verildikda t, komiyyati
cadval 5-dan tapilir.

Ogor ¢ kvadratik orta meyli do namslum olarsa, bu
halda a parametri Ug¢ln asagidaki etibarli intervali qurmaq
mimkiindr:

_ S _ S
X—tyb—=<a<x+t,

7 N )
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burada s se¢imin diizoldilmis kvadratik orta meylidir vo
asagidaki kimi toyin olunur:

1 n
s = n_lz(xi—f)z.
=1

Qeyd edok ki, (2) giymatlondirmesinin deqiqliyi tigiin n > 30
olmaldir.

2) Kvadratrik orta meyl iiciin etibarh interval
Forz edok ki, imumi ¢oxluq (a, o) parametrli normal
paylanmaya malikdir, bels ki, @ malum, ¢ iso namolumdur.
Bu halda sec¢imin diizoldilmis orta kvadratik meylindon
istifads edorok namslum ¢ parametri liclin asagidaki etibarli
intervali qurmaq miimkiindiir:
s1—-qg)<o<s(1+q), q<1;

0<o<s(1+gq), qg>1,

burada g = q(a, n) adadi verilmis a va n liciin cadval 6-dan
tapilir.

Indi iso etibarli intervalin tapilmasina aid misallar
verak.

Misal 1. Kvadratik orta meyli ¢ = 4 olan normal qa-
nunla paylanmis imumi ¢oxlugun namoslum riyazi gozlomaosi
tciin 0,95 etibarliligr ilo etibarli interval tapin, belo Ki,
se¢cimin hocmi n = 16 vo se¢imin riyazi gozlomasi x = 21.

Halli. Bu magsadle (1) diisturundan istifade edacayik.
Belo ki, masoalonin sortindon istifado etmoklo

te« komiyyotini tapmaliyig. Qurulacaq intervalin
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etibarliligi @ = 0,95 olmalidir. Buna goérs
2d(tgo5) = 0,95 vaya @g(toes) = 0,475

miinasibatindon t, 95 komiyyatini tapmagq lazimdir. Cadval 5-
9 9sasan tyo9s = 1,96. Belaliklo, (1) disturuna osason tolob
olunan etibarl interval

19,04 < a < 22,96
olacaqdir.

Qeyd edoak ki, ogor o = 0,95 ovozino a = 0,90 gotiir-
saydik, bu halda ty 99 = 1,645 olard1 va etibarl interval bir
az Kicilordi:

19,355 < a < 22,645.

§8.7. Statistik hipotezlar va onlarin yoxlanilma qaydasi

Riyazi statistikanin mithiim masslslorindon biri na-
molum parametrlorin giymstlondirilmasidir.

Namolum parametrin hoqiqi qiymeti haqqinda iroli
surilon tokliflors statistik hipotezlar vo ya farziyyslar de-
yilir. Namolum parametr haqqinda irali siirtilen ilkin hipo-
tezo baslangic vo ya asas hipotez deyilir vo H, ilo isaro
olunur. Baslangic hipotezo zidd olan H; hipotezino al-
ternativ hipotez deyilir.

Ogor statistik hipotezdo namolum parametrin hoqiqi
giymoti haqqinda yalniz bir 8 = 6, qiymot gostorilss, onda
bels statistik hipotezo sads statistik hipotez deyilir. Ogor
statistik hipotezdo namolum parametr ti¢iin iki vo daha artiq
giymot gostarilorss, onda ona miirakkab statistik hipotez
deyilir. Statistik hipotezin yoxlanilmasi tigiin istifads olunan
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K tosadiifi kamiyyatins statistik kriteriya vo ya sadaco olaraq
kriteriya deyilir.

Hipotezlor yoxlanilarkon iki név sshvs yol verils bilor.

Dogru baslangic hipotez qsbul edilmazss, bu zaman
deyirlor Ki, birinci név sohvo yol verilmisdir. Birinci név sah-
va yol verilmosi ehtimali a ils isare olunur ve Kriteriyanin
giicii vo ya hassashiq saviyyasi adlanir.

Yalnis oldugu halda baslangic hipotez qabul edilorss, bu
halda deyirler ki, ikinci név sohva yol verilmisdir. ikinci nov
sohva yol verilmasi ehtimali § ils isars olunur.

[ vo II nov sohvlorin ehtimallar1 ilo bagh asagidaki
cadvali verak.

H, hipotezi | qobul edilir | rodd edilir

dogrudur | dogru qorar | Inov sohv

yalnisdir II n6év sohv | dogru gerar
Statistik forziyyalorin yoxlanilmasi masolosinds har iki
tip sohvlorin ehtimallarini minimallasdirmaq lazimdir. Lakin

timumi halda verilmis n hocmli se¢im {giin kritik oblastin
secilmosindon asili olmayaraq bu sohvlorin ehtimallarini
eyni zamanda kic¢ik etmok miimkiin deyil.

K kriteriyasinin baslangic H, hipotezinin qosbul edil-
mosini tomin edon giymstlori ¢oxluguna hipotezin qabul
edilmasi oblasti, rodd edilmasini tomin edon qiymotlori ¢ox-
luguna Kritik oblast deyilir. Kritik oblast1 hipotezin qabul
edilmosi oblastindan ayiran ky, noqtslorins kritik néoqtalar
deyilir. Qeyd edok ki, kritik ndqtelorin ve oblastlarin ta-
pilmasi Uclin kriteriyanin giicii olan a avvalcodon veril-
molidir.

ki, > 0 oldugda K > k, borabarsizliyi ilo toyin olu-
nan kritik oblasta sagtorafli kritik oblast deyilir. Sagtorafli
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kritik oblasti tapmaq ug¢iin asagidaki borabarsizlikdon isti-
fads olunur:
P{K > kkr} = Q.

ki < 0 oldugda K < ky, borabarsizliyi ilo toyin olu-
nan kritik oblasta soltarafli kritik oblast deyilir. Soltorafli
kritik oblasti tapmaq ug¢iin asagidaki borabarsizlikdon isti-
fado olunur:
P{K < k;,} = a.

|K| > ki , kg > 0 boraborsizliklori ilo toyin olunan
oblasta iKitarafli simmetrik Kkritik oblast deyilir. Bu halda
kritik oblast asagidaki borabarsizliklordon tapilir:

a 44
P{K>kkr}:E: P{K<_kkr}:§

Statistik hipotezlorin yoxlanilmasi1 qaydas1 asagidaki
kimidir:

ovvolco verilmis se¢cim osasinda K Kkriteriyas:i tciin
empirik (miisahids olunmus) Ky qiymsti hesablanir. Ogoar
tapilmis K5 qiymati kritik oblasta daxil olarsa, bu halda H,
hipotezi rodd edilir, oks halda iso qobul edilir.

Qeyd edoak ki, optimal kriteriyanin qurulmasi mosslasi
riyazi statistikanin on ciddi masaslalorindandir. Bununla bagh
oxucuya Neyman-Pirson optimal kriteriyasi ilo tanis olmaq
tovsiys olunur ( bax, masalon [20], s.257-264).

§8.8. Uzlagma kriteriyalar:

Riyazi statistikanin on miithiim mosalslorinden biri
tosadiifi kemiyyatlorin nozari paylanma gqanununun empirik
paylanma funksiyasinin kdmayi ilo miisyyon edilmesindan
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ibaratdir. Bu mosolonin hall edilmasi liciin paylanma qa-
nunun sakli vo onun parametrlorini mioyyon etmok lazim-
dir. Bu zaman empirik vo nozari paylanmalar arasinda hor
zaman miuoyyan forqlor olur. Tebii olaraq belo bir sual
meydana ¢ixir ki, bu funksiyalar arasinda olan fargler miisa-
hidelerin sayinin az olmasindan dogan tesadiifi faktorlarla
baghdir, yoxsa forglor nazori paylanma dogru se¢ilmodiyi
liclin meydana ¢ixmisdir? Bu suala uzlasma Kriteriyalar
cavab verir. Uzlasma kriteriyalarina misal olaraq x?, Kol-
moqorov, Smirnov va s. kriteriyalarini gostormok olar.

Todqiq olunan X tosadiifi komiyyatinin miisyyan
paylanma ganununa tabe olmasi hipotezini H, ilo isare
edok. Hy hipotezinin dogru segilib se¢ilmomasini yoxlamaq
liciin bir-birindon asili olmayan n sayda miuisahidolor aparilir
vo alinmis naticalor asasinda tadqiq olunan komiyyastin em-
pirik paylanma funksiyas1 F,(x) qurulur. F;(x) empirik
paylanma funksiyasi ilo nazori paylanma funksiyasi F (x)-in
arasindaki forqi miioyyon etmok ti¢iin X tosadifi komiyye-
tindon asili olmayan U tesadiifi komiyyoti gotirulur. U to-
sadiifi komiyyatinin paylanma ganunu molumdursa, bu hal-
da onun sinaq zamani miisahido olunmus faktiki u qiymatin-
don boylik olmasi ehtimalini tapmaq mimkiindiir. Ogor
P(U > u) = a ehtimali ki¢ik adaddirss, bu halda H, hipotezi
qobul edilmir. Ogor P(U > u) = a ehtimali ki¢ik odod deyilss,
bu halda H, hipotezini dogru gobul etmak olar.

I. Pirsonun y? (xi-kvadrat) uzlasma kriteriyasi

Statistikada paylanma qanunlarina aid hipotezlorin
yoxlanilmasinda on genis totbiq olunan Pirsonun toklif etdiyi

483



Rdvsan Oliyev

x? kriteriyasidir.

Pirsonun y? kriteriyasi ilo tanis olag. X-in ala bilacoyi
giymatlor oblastini k sayda ciit-ciit kasismoyon Aq, A,, ..., Ag
intervallarina bolak vo hor bir A; intervalinda X -in aldig1
giymatlorin sayini miioyyonlosdirok. F(x) nozaori paylanma
funksiyasinin molum oldugunu forz etsok, X tosadiifi
komiyyatinin A; intervalindan qiymotlor almasi ehtimal
P(X € A;) = p; -ni homiso hesablamaq mimkiindiir; bu
halda X-in aldig1 qiymatlordon A; intervalindakilarinin nozo-
ri say1 np;, empirik say1 iso m; olacaqdir. Dediklorimiz
asagidaki codvalds verilir:

A;-ci interval Ay Ay | | Ay | | Ag
m;-empiriksay | m; | my, | .. | m; | .. | my
np;-nazorisay | np, | np, np; n pg

Burada m; komiyyasti n sayda apar11m1§ sinaqlarda X
liclin miisahido olunmus qiymotlordon A; intervalindan
olanlarin sayidir vo my+m, + -+ m, =n; p; +p; +

- +p, = 1.

Ogor empirik tezliklor nozari tezliklordon xeyli forq-
lonirss, H, hipotezi qobul edilmir, oks halda hipotez gsbul
edilir.

Ogor yoxlanilan H, hipotezi dogru sec¢ilmisdirss, m;
tosadiifi komiyyati riyazi gézlomosi np;, dispersiyasi iso
np;(1 —p;) olan binomial qanunla paylanmisdir. Onda

n — oo olduqda
o (m; —np;)
;= —

o i =1-p;
VT Piq;

tosadiifi komiyysti standart olan normal ganunla paylan-
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misdir.

Asanligla gormok mimkiindiir ki,
k

k
n
;yi Jnpigi = \/—pl Jnpigi = Z(ml np;) =

K k
=Zmi—n2pi=n—n=0.
i=1 i=1

Isbat etmek miimkijndijr ki, n = oo olduqda
(ml —-n pl)z
1
Z i qi = z D ey

statistikas1 sorbostlik doracosi say1 v =k —1 olan x?
paylanmasi ilo paylanmigdir. Belalikls, i = 1,2, ..., k qiymot-
lorinds m; ilo n p; arasmdakl forqin oOlgtisii kimi

z (m; —np;)? @)

np;

statistikasindan istifads olunur.

x? kriteriyasinin totbigi asagidaki gaydada aparilir:

1) x? statistikasi (2) diisturu ilo hesablanir;

2) Muiihimluk saviyyasi a segilir;

3) x? paylanmasi tgiin tutulmus cadvaldon yZ, toyin olu-
nur;

4) x* > xi., olarsa, Hy gobul edilmir, y* < yZ, olarsa,
H, gobul edilir.

x? tosadiifi kemiyyotinin paylanma ganunu molum
olarsa, verilmis ¢ mihimlik soviyyosino osason irali su-
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rulmiis hipotezi yoxlamagq ticiin mithiimliik sarhoddini toyin
etmok olur.

Qeyd edok ki, paylanma ganunu tigln irali stirtilmiis
hipotezin yoxlanilmasinda yalniz birinci név sohvin olub
olmadigina nazarast edilir.

Bir daha geyd edok ki, (2) diisturu ils verilmis
K

Z (ml -n pl)z

e np;
statistikasi yalmz n - oo olduqda y? paylanmasina malikdir
vo buna osason dos bu kriteriyadan istifado etmok istodikds,
hor bir intervalda X ti¢iin miisahids olunan se¢imin giymot-
lorinin say1 on azi 5 — 10 olmalidir. ©goar boazi intervallarda
bu say Kkic¢ik olarsa, masalon, 1 — 2 olarsa, onda onlar birlos-
dirmok magsads uygundur.

1. iki binomial paylanmanin parametrlorinin bo-

raborliyi haqda hipotezin y? kriteriyasi ils yoxlanilmasi
Forz edok ki, iki asili olmayan n; vo n, sayda sinaqglar
seriyas1 aparilir. Birinci sinaqlar seriyasinda A hadisasi ny4,
ikincido iso n,; dofs bas verir.
Hy: p1 = p2

yani A hadisasinin har iki sinaqlar seriyasi ehtimalinin eyni
olmasi hipotezidir.

Hadisolor
Seriyalar A A Com
1 Ny Nniy n;.
2 Nnyq Ny n,.
Com n.g n., n.=n

486



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

Hy:p, = p, hipotezi y? ilo yoxlanilir. Bunun iigiin
asagidaki diisturdan istifads olunur.

2 n(ny nyy — NipNpy)?

Nny.Ny. Ny Ny

Ogor
x* <Xia (1)
olarsa H, qabul edilir. Oks halda gobul edilmir.
H, hipotezini y? ilo yoxlamaq ii¢iin asagidaki statis-
tikadan istifado etmok lazimdir.

Y Vi | Y2 | - | W :
X Z n; =n;,
j=1
X1 LT L2V nu n.
X2 Ny LU7Y) Ny ny,
XR Ngr1 Ng2 Ngi g,
R n, n, | oy n.=n
Z ni]- = n_j
i=1

Ogor H, hipotezi dogrudursa, bitin go6zlonilon
tezliklor n =4 i=1, ...k, j=1,...,1 bu halda (4) statis-
tikas1 (k — 1)(I — 1) sorbostlik doracosino malik y? pay-
lanmasina malikdir.

Ogor (4) statistikas1 y7_,((k — 1)(I — 1)) kvantilindon
kicikdirso, yoni y? < y?_,((k — 1)(l — 1)) olarsa, bu halda
asili olmazhig haqqinda H, hipotezi gobul edilir. Oks halda
gobul edilmir.

2. ki tosadiifi kamiyyotin asili olmazhig1 haqqinda
hipotezin y? kriteriyasi ils yoxlanilmasi

Forz edok ki, n sayda eksperiment aparilir vo onun
naticoalori diskret X va Y tosadiifi komiyyatinin qiymaotloridir.
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Yoni uygun olaraq, x4, X3, ..., Xx VO Y1, -, V1 -
njileX=x;voY=y;;i=1,..,kvaj=1,..,l olan
eksperimentin sayini isaro edok.
X vo'Y tosadiifi kamiyyetinin asili olmamasi haqqinda
H, hipotezi yoxlanilir.
ogor H, hipotezi dogrudursa, onda

P{X = x; Y = y;} = P{X = x;}P{Y = y;} = pig;.

Ogor Hy dogrudursa X tosadiifi kamiyystinin qiymati
[ -ci intervala, Y komiyyotinin qiymstinin j -ci intervala
diigdiiyti eksperimentin say1 olan #;; asagidaki kimidir:
ni.n.j

iy = NPy = —

3. Umumi ¢oxlugun binomial qanunla paylanmasi
haqqinda hipotezin yoxlanilmasi
n sayda sinaq aparilmisdir vo har bir sinaq n sayda
asili olmayan eksperimentdon ibarstdir, bels ki, hor bir eks-
perimentdo A hadisesinin bas vermo ehtimali eynidir. Ay-
dindir ki, bu zaman A hadisesinin bas vermo sayini ifado
edon X tosadufi komiyyeti asagidaki paylanmaya malikdir:

X 0 1 2 N
n; 0 1 2 ny

burada x; ilo A hadisosinin bir sinagda bas vermasi sayl, n;
ilo iso A hadisasinin x; dofs bas verdiyi sinaglarin say1 isara
olunmusdur. Mogsadimiz Pirson kriteriyasindan istifads
etmoklo X tosadiifi komiyyotinin binomial qanunla
paylanmasi haqqinda hipotezi yoxlamaqdan ibaratdir.
Bunun tciin:

1. Bernulli diisturuna osason A hadisosinin N sayda
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sinaqda i dofo bas vermo ehtimali olan P; ehtimali tapilir,
i=0,1,2,..,s5, burada s bir smmaqda A hadisosinin
maksimal sayda miisahido olunmasidir, s < N.

2.n; = n; * P; nozori tezliklori tapilir.

3. Sorbastlik doracosini k = s — 1 gobul edorok Pirson
kriteriyasina asason empirik vo nozori tezliklor miiqayise
olunur. Bu zaman hesab olunur ki, A hadisesinin bas vermo
ehtimali p verilmisdir. ©gor p ehtimali se¢cim osasinda
qiymatlondirilmisdirss, k = s — 2 gotirilir.

4. Umumi coxlugun Puasson ganunu ilo paylanmasi
haqqinda hipotezin yoxlanilmasi.

X diskret tosadiifi komiyyatinin empirik paylanmasi
verilmisdir. Pirson kriteriyasindan istifado edorok timumi
coxlugun Puasson ganunu ils paylanmasi haqqinda hipotezi
a muhimlik seviyyasinds yoxlamagq talob olunur.

1. Secimin orta qiymati X tapilir.

2. Puasson paylanmasinin namslum parametri A tiglin
statistik qiymot olaraq x gotiiriiliir, A = x.

3. Puasson dusturuna (ve ya codvalo) asasen n sayda
sinaqda i sayda hadisonin bas vermo ehtimali olan P;
ehtimallar1 tapilir, i =0,1,2,...,7, burada r miisahido
olunan hadisslorin maksimal sayidir.

4.n; = n; - P; nazori tezliklori diisturu ilo tapilir.

5. Sorbastlik doracasini k = s — 2 qobul edorok Pirson
kriteriyasina asason empirik vo nozori tezliklor miiqayiso
olunur, burada s miixtalif qruplarin sayidir.
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5. Umumi ¢coxlugun miintazom qanunla paylanmasi
haqqinda hipotezin yoxlanmasi
Forz edok ki, miitloq kosilmoz paylanmaya malik X to-
sadiifi komiyyotinin empirik paylanmasi x;_; — x; interval-
lar ardicillig1 vo onlara uygun n; tezliklori soklinds verilmis-
dir, belo ki, };n; = n. Maqsadimiz Pirson Kkriteriyasindan
istifade etmokls X tosadiifi komiyyotinin miintezom ganunla
paylanmasi haqqinda hipotezin, yoni tosadiifi komiyyatinin
sixliq funksiyasinin
o = ax € @b
0, x & (ab)

olmasini yoxlamaqdan ibaratdir. Bunun ti¢iin:

1. Intervalin uclar1 olan a vo b parametrlorini asa-
gidaki disturlarin komayile qiymotlondirmok lazimdir:

a*=f—\/§a, b* = ¥ +V/30.

Burada x vo ¢ uygun olaraq se¢imin orta qiymaoti vo
kvadratik orta meylidir. a* vo b* iso a vo b parametrlorinin
statistik qiymotloridir.

2. Toklif olunan paylanmanin sixliq funksiyasi asagi-

daki kimi tapilir:

() = —
p(0) =

3. Nozori tezliklor tapilir:

1

mp = nPy = nlf () (n - a)] =n-

I __ [— — — .—1 .
Ny =Nz =-"=MNg1 =N " (x; — xi-1);

1
b* —a*

(%, —a");

(b* - xs—l)-
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3. Sorbostlik doracasini k = s — 3 gobul edorok Pirson
kriteriyasina osason empirik vo nozeri tezliklor
miiqayiso olunur, burada s se¢imin bdélindiyl
intervallarin sayidir.

6. Umumi yigimin iistlii paylanmaya malik olmasi
hipotezinin yoxlanilmasi

Forz edok ki, X tosadiifi kamiyyotinin empirik paylan-
masl x; — x;1 intervallar ardicilhigr soklinds verilmisdir vo
uygun tezliklor n;-dir, belo ki, Y, n; = n.

X tosadiifi komiyystinin {Ustlii paylanmaya malik
olmasi hipotezini yoxlamaq ti¢iin Pirson Kriteriyasindan
istifado olunur. Bu mogsadlo

1.Empirik paylanma asasinda X orta qiymati tapilir. Bu
mogsadlo i-ci intervalin tomsilgisi olaraq x; = (x; + x;41)/2
gotirilir;

2. A parametrinin statistik qiymoti olaraq A* = 1/x go-
taralir;

3. X tosadiifi komiyystinin (x;, x;,,) intervalindan qiy-
mot almasi ehtimal

P, =P(x; < X < xj4q) = e Mi — e Min1

diisturu ilo hesablanir;
4. Nozori tezliyi hesablanir:
n; =mn;- P,

n = Y. n; - secimin hocmidir.

5. Sorbastlik doracasini k = s — 2 qobul edorak Pirson
kriteriyasina osason empirik vo nozori tezliklor miiqayiso
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olunur, burada s se¢imin boliinduyi intervallarin sayidir.

7. Umumi y1igimin normal paylanmasi haqqinda hi-
potezin Pirson Kriteriyasina ssason yoxlanilmasi
Forz edok ki, asagidaki secim verilmisdir:

X X1 Xy Xy

n; ny n, ny

Bu se¢imo osason X iimumi ¢oxlugunun normal qa-
nunla paylandigini yoxlamagq ii¢iin asagidakilar tolob olunur:

Qayda. Verilmis @ miithiimliik soviyyasine uygun nor-
mal qanunla paylanmasi hipotezini yoxlamagq tli¢iin

1.Secimin X orta qiymoti vo ¢ orta kvadratik meyli

tapilir.
2. Nozari tezliklor hesablanir:
nh
n = a_y. o (uy),

burada n - se¢imin hocmidir (biitiin tezliklorin comidir), A -

addim (iki qonsu se¢imin arasindaki masafoni gostorir),
Xi — X 1 u?

u; = , ou)=—e 2.

o V2T

3. Pirson kriteriyas1 vasitasilo empirik vo nozori tez-
liklori miiqayiso etmok. Bunun ti¢tin:

= Z (n —n)*
mus — ,
n;

4. y? paylanmasinin codvaline osason yz,(a; k) tapilir,

tapilir;

burada k = s —3 ve s-secimin qruplarinin sayidir. ©gor
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)(,Zm-l$ < xZ, olarsa, imumi ¢oxlugun normal ganunla paylan-
masi hipotezini gobul etmomoys osas yoxdur. Basqa sozlo,
empirik vo nazari tezliklor bir-birinden ¢ox az farqlenir. ©gor
szniis > yZ. olarsa, imumi ¢coxlugun normal ganunla paylan-
masl hipotezi gobul edilir.

A) Secimin diizaldilmis dispersiyasi
ilo normal qanunla paylanmis iimumi ¢oxlugun
hipotetik dispersiyasinin miiqayisasi

Diizoldilmis s? dispersiyanin tapildig1 secimin hocmini
n ilo isars edok.

Qayda 1. Verilmis @ mithiimliik saviyyasi ticiin sifirinci
hipotezi yoxlamagq ti¢ciin namolum o2 dispersiyasi il hipotetik
0¢ dispersiyasinin boraborliyi haqqinda Hy: 02 = ¢ sifirina
hipotez ilo H;: 62 > o¢ alternativ hipotezi yoxlamagq liciin

, _(m—1)s?
Xmis = O_—g
x? kriteriyasinin miigahido olunan giymoti hesablanir vo y?
paylanmasinin codvealine asason verilmis @ muhtimlik so-
viyyasi vo k =n —1 sorbostlik doracesine uygun olan
Xier(a, k) kritik noqtosi tapilir. Ogor xpus < Xier(a; k)
olarsa, baslangic hipotezi qobul etmomoyo heg¢ bir osas
yoxdur. ©gor sznijs > x2 (a, k) olarsa, baslangic hipotez gabul
edilmir.

Qayda 2. H;:0? # o2 alternativ hipotezi {iciin
X2 (1 —%;k) sol vo )(Szag_kr(%;k) sag kritik giymotlori
hesablamir. ©gor xZ,; kr < Xmis < Xeagr Olarsa, baslangic

hipotezi gqobul etmomoyo he¢ bir osas yoxdur. Ogor szm'is <
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Xeotkr VO YA Xfmis > Xeagr Olarsa, baslangic hipotez qobul
edilmir.

Qayda 3. H;: 02 < ¢¢ alternativ hipotezi igiin y2, (1 —
a, k) kritik néqtesi tapilir. Oger xmus > xier (1 — @, k) olarsa,
baslangic hipotezi qobul etmamays heg bir asas yoxdur. ©Ogor
Xmis < Xier(1 — @, k) olarsa, baslangic hipotez qobul edilmir.

B) Normal paylanmaya malik iimumi ¢oxlugun
hipotetik orta qiymati ilo secimin
orta giymotinin miiqayisasi

1. Umumi y1gimin dispersiyasi malum olan hal

Qayda 1. 62 molum olduqda verilmis a miihiimliik
soviyyasi Ui¢clin normal paylanmaya malik imumi ¢oxlugun
hipotetik orta giymoti ilo se¢cimin orta qiymstini miiqayiso
etmok Uc¢lin baslangic hipotezi Hy:a = aq ilo Hy:a # ay
alternativ hipotezini miiqayiso etmok tigiin
g = Ean

mus o

kriteriyasinin qiymoati hesablanir vo Laplas funksiyasinin
cadvalinden istifads edorak

Do (ukr) = (1 —a)/2

miinasibotindon u,, kritik noqtesi tapilir.

ogor |Umu$| < u, olarsa, baslangic hipotezi qobul
etmomoys he¢ bir osas yoxdur. Ogor |Umij§| > uy, olarsa,
baslangic hipotez gobul edilmir.

Qayda 2. Alternativ H;: a > a, hipotezi liglin sag kritik
oblast ®((u,-) = (1 — 2a)/2 boraborliyindon tapilir. Ogor

494



Ehtimal nazariyyasi va riyazi statistika

Umis < Uk olarsa, bu halda baslangic hipotezi gabul
etmomays heg bir asas yoxdur. Ogar Up,;; > Uy, olarsa, bas-
langic hipotez qabul edilmir.

Qayda 3. H;: a < a, hipotezini yoxlamagq ii¢iin avvalco
gayda 2-yo asason komokgi kritik ndqto uy, tapilir, sonra iso
Uy, = —Uy, sol kritik oblasti miioyyen edilir. Ogor Uy, >
—uy, olarsa, baslangic hipotezi qobul etmomoyo hec¢ bir osas
yoxdur. 9gar Up,;s < —Uy, olarsa, baslangic hipotez qabul
edilmir.

B. Umumi ¢oxlugun dispersiyas1 namslum olan hal
Bu halda
X - ao)\/ﬁ

S —
tosadiifi komiyyoti, yoni statistikas1 daxil edilir, burada X -
secim vektorunun orta giymeti, S iso kvadratik orta meyli-
dir. Molumdur ki, T tosadiifi komiyyati kK = n — 1 olan Styu-
dent paylanmasina malikdir.

Qayda 1. Hy:a = ay vo Hy:a # ay hipotezlorini mii-
qayise etmok Ugln T tosadiifi komiyystinin (kriteriyasinin)

T =

miisahido olunmus

_ (X — ag)vn

Tnis = S
qiymatini hesablamaq lazimdir vo Styudent paylanmasinin
kritik noqtolor codvelindon istifads edorok t,-(; k) kritik
giymaoti tapilir.
ogor |Tmﬁ$| < ty, baslangic hipotezi qobul etmomaya
hec¢ bir osas yoxdur. Ogor |Tmﬁ5| > ty,-olarsa, baslangic hi-

potez gaobul edilmir.
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Qayda 2. H;:a > a, alternativ hipotezini yoxlamaq
Uglin tgqg kr NOQtasi tapilir.

Ogar Triis < tsag kr Daslangic hipotezi gabul etmamays
heg bir asas yoxdur. Ogar Ty, > tsag kr Olarsa, baslangic hi-
potez gobul edilmir.

Qayda 3. H;:a < aq alternativ hipotezini yoxlamaq
UGN tegs i (@; k) kGmakei kritik noqts tapilir (qayda 2-ys
9sasan) Vo tegsir = —tsorkr qobul edilir. Ogor Ty >
—tsqg kr baslangic hipotezi qobul etmomays he¢ bir ssas
yoxdur. Ogar Tps < tses i Olarsa, baslangic hipotez goabul
edilmir.

§8.9. Korrelyasiya analizinin elementlori

Korrelyasiya analizi iki vo ya daha ¢ox tosadufi ke-
miyyotlor arasinda slaqeni 6yronan statistik metoddur. Em-
pirik todqiqatlarda tesadiifi kemiyystlor kimi doyisonlorin
qiymatlori, oyronilon miisahido obyektlorinin 6l¢iilo bilon
xassolori meydana ¢ixir. Korrelyasiya analizi tibb, iqtisadiy-
yat, sosiologiya vo psixologiya, keyfiyyotin idare edilmasi,
biometrika va digor saholords istifado olunur. Korrelyasiya
analizinin mahiyyati korrelyasiya omsallarinin hesablanma-
sindan ibarstdir. Korrelyasiya omsallari, bir qayda olaraq,
miisbat vo manfi qiymotlor ala bilor. Korrelyasiya omsalinin
isarasi olagonin istigamotini, miitloq doyari iso olagonin gii-
clinii sorh etmoys imkan verir. Korrelyasiya, iki doyisonin
oyronilmasi zamani bir doyisondoki vahid doyisikliyin diger
doyisondo yaratdigl ekvivalent dayisikliyi ifads etmoyo
imkan verir. Korrelyasiya analizi doyisonlor arasinda olago
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formasini miioyyon etmoyos imkan vermir. Bunun {igiin
reqressiya analizindon istifado olunur.

indi iso secimin kovariasiyasi vo korrelyasiya omsali
anlayislarini verok.

Forz edok ki, X vo Y tosadiifi kemiyyatlori arasinda asi-
lihq 6yranilir. Bu magsadle miisahidaler naticasinds ikidlgili
(x;,y1), i = 1,2, ...,nse¢imi oldo edilmisdir. Verilmis se¢cimo
osason X vo Y arasindaki slagoni toyin etmok liciin se¢imin
kovariasiya vo korrelyasiya omsali anlayislar daxil edilir.

Torif 1. Secimin kovariasiyas1 asagidaki kimi toyin
olunur:

n
1
Sy == > (=D —7) =T~ T,
i=1

burada x = %Z?ﬂ Xi, y = %Z?zl Yivoxy = %Z?=1 XiYi-
Torif 2. Secimin korrelyasiya omsali asagidaki kimi
toyin edilir:
r= Sxy _ Xy —xy
SxSy SxSy

Sy =V x2 — (%)? va Sy = /F— )2.

Korrelyasiya omsalinin asagidaki xassalori vardir:

burada

1. Korrelyasiya omsali tigiin —1 < r < 1 dogrudur.

|| kamiyyati 1-0 no qadar yaxin olarsa, bu demakdir ki,
doyisenlar arasinda slaqo bir o gadar sixdir.

2.9gor r = *1 olarsa, X va Y doyisonlori arasinda xotti
funksional asililiq vardir vo bu asililiq reqressiya tonliyi
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adlanan asagidaki tonlik ilo verilir:
y=ax+b,

belo ki, 7 = 1 oldugda a > 0 vor = —1 olduqda a < 0 olur.

3. r > 0 olduqda bu doyisonlor arasinda asililiq diiz
miitonasib, 7 < 0 oldugda bu asililiq tors miitonasib adlanir.
Korrelyasiya omsali doyisonlor arasindaki xotti asililigin
sixligin1 miioyyan edir.

r =0 oldugda bu o demokdir ki, X vo Y doyisonlori
arasinda xotti asililiq yoxdur. Qeyd edok ki, xotti asililigin
olmamasi1 imumiyystlo asiliigin olmamasi demak deyildir.

> £
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Qeyd edok ki, secimin korrelyasiya omsali olan r
Umumi ¢oxlugun korrelyasiya omsali olan p li¢lin statistik
qiymot kimi gotiirs bilor. Digor torofdon r korrelyasiya om-
sal1 secimo asason hesablandig ti¢lin ona tosadiifi komiyyot
kimi baxa bilorik. Forz edok ki, r korrelyasiya omsali he-
sablanmis vo r # 0 oldugu miisyyan edilmisdir. Tobii olaraq
bels sual meydana ¢ixir ki, bu X vo Y doyisenlori arasinda
xotti korrelyasiya slagosinin mévcudlugunu gosterir, yoxsa
bu (x;, y;) dayisonlorinin tosadiifi se¢iminin naticasidir?

Bu suala cavab vermok tiglin xotti korrelyasiya ola-
gesinin moévcud olmamasi haqqinda H hipotezi yoxlanilir:
H, : p = 0. Bu hipotezin dogru olmasi halinda

t_r\/n—Z
Vi-r2

statistikas1 sorbaostlik doroacesi k =n —2 olan Styudent
paylanmasina malik olur.

Ogor [t| > t1_4 olarsa, bu halda H, hipotezi a mii-
hiimliiltik deracesi ilo rodd edilir, basqa s6zlo secimin kor-
relyasiya omsali r sifirdan ohomiyyatli forqlidir, burada
t1-q:k Styudentin t-kriteriyasinin codvalindan tapilir.

Qeyd edok ki, praktik mosalalorin holli zamani imumi
coxlugun korrelyasiya omsali ii¢ciin interval qiymotlondiril-
mosinin tapilmasi da maraq dogurur (bax, masalon, [11]).
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§8.10. Xotti reqressiya

Reqressiya analizi bir vo ya bir ne¢o asili olmayan
doyisonin digor asili doyisons tosirinin statistik analiz tisu-
ludur. Magsadi bir asili olan vo bir ne¢o asili olmayan
doyisonlor arasindaki miinasiboti arasdirmaqdir. Forz edok
ki, tosadiifi Y asili doyisoninin bir (vo ya bir negs) sorbost
doyisondon asililigini 6yronmak tolob olunur. Bels asililiq X
doyisoninin har bir geyd olunmus giymoatinds Y doyisoninin
miloyyan noazaratdon konar faktorlarin tosiri ilo tosadiifi seo-
palonmosi zamani meydana ¢ixir. Bu iso o demokdir ki, X do-
yisoninin har bir geyd olunmus giymotins Y tosadufi komiy-
yatinin miisyyon ehtimal paylanmasi uygundur. Forz edak ki,
Y tosadiifi komiyyoti X doyisoninin giymotlorindon “orta
hesabla” xatti asilidir. Bu iso o demakdir ki, X doyisoninin hor
bir giymatindo Y tosadiifi komiyyastinin sorti riyazi gozlomaosi
asagidaki kimidir:

EY|X =x) = Bo + B1x (1

(1) miuinasibotinin sag torofi Y -in X izorins xotti reqressiyasi
adlanir.

Mogsadimiz (1) xotti reqressiya funksiyasinin namo-
lum S, vo 8, amsallar1 (parametrlori) ticiin noqtovi statistik
giymot tapmaqdir. Bunun {g¢lin miisahidolor osasinda
X1, X9, e, Xn VO V1,V2, ., Yn qiymotlori gotiiriilir. Aydindir
ki, bu qiymotlor xotalarla 6l¢iilmiisdiir. Belo asililig
asagidaki borabarliklor vasitosils toyin etmoak olar:

Yi=Po+Pixite, i=1n (2)

burada ¢; tosadiifi komiyyatlori 6lcmo xotalarini ifads edir.
Namolum S, vo f; parametrlorinin axtarilan noqtovi
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statistik qiymetlorini b, va b, ilo isaro edok. Bu giymaotlori
tapib (2) reqressiya tonliyinds yazdiqdan sonra sarbast do-
yisonin giymotlorini do nozors aldigdan sonra asili doyisonin
qiymatlorini y(x;) ilo isars edak. Qeyd edok ki, reqressiya
giymoti adlanan y(x;) qiymotlori verilmis x; liciin y asili do-
yisoninin orta giymaoti olur. y;, i = 1,n empirik giymatlori
ilo y(x;) reqressiya giymotlori arasinda olan xotalar ¢; ilo
isars edok:
yi—yx)=¢&, i=1n,

Mogsadimiz ¢; xotalarinin kvadratlar1 comini, basqa
sozls, yerini doyismayon dispersiyasini minimallagdirmagqg-
dan ibarotdir:

_ 12iel - ZZ(yl §(x))* - min

i=1

Y(x;) = by + byx; oldugunu nozors alsaq, by vo b, statistik
qiymatlorinin tapilmasi masolosi asagidaki ikidoyisonli funk-
siyanin minimallasdirilmasi mosalasine gotirilir:

S(hob) = ) i =bo—byx)? > min (3)

Riyazi analizdon molumdur ki, S(by, b,) ikidayisonli
funksiyasinin minimum qiymsotini almasi tigiin zoruri sort bu
funksiyanin hor iki doyisons gors xiisusi toromolorinin sifira
barabor olmasi vs ikinci tortib xtisusi téromolorinin miisbot
olmasidir:

9S(by, by
B0 ZZ(yl ~bx) =0, 4
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n

0S(by, by)

= =2 ) by b)x = 0. (5)
db,

Asanligla gormok miimkiindiir ki, ikinci tortib téromoe-
lor miisbatdir. S(by, b;) ikidayisonli funksiya oldugu iiglin
onun minimumunun olmasi igiin kafi sort asagidaki mii-

nasibatin 6donilmasidir:
92S(bo, b)) 82S(bo,by)  (82S(bo, b))\’ X
(bo 1)_ (bo 1)_ (bo, by) :Z(xi_f)2>0-
azbo azbl aZbO n
=
Belsliklo, (4) va (5)-don by vo b; namoalum parametrlo-
rinin tapilmasi asagidaki cabri tonliklor sistemini alds edorik:

{ b0+b1f=y
bof"‘blF: Xy

burada

n n
1 — 1
Tmg ) M)
n n
i=1 i=1
n n
P WY
— ; x
n Vi
i=1

i=

SIP—‘

Birinci tonlikdon
by =y — by X.
Ogor ikinci tenliyin hor torafini n-o bdliib yuxaridaki
ifadolori va by -1n ifadasini nozors alsaq, bu halda b; li¢iin

asagidaki diisturu olds edo bilarik:
Xy XY _ Swy

T -m)r sE
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Beloliklo, namolum b, vo b; amsallar tapildi. Bu tsul
on kicik kvadratlar tisulu adlanir vo Qauss torofindon veril-
misdir.

Qeyd edok ki, reqressiya analizindo ¢ox zaman hesab
olunur ki, xotalar Qauss-Markov sortlorini 6dayir:

1)  bitiin musahidsler tg¢iin tesadiifi xstanin riyazi goz-

lomosi sifira borabor olmalidir, yoni sistematik xotalar

yoxdur:

E(g) = 0.
2) biitlin miisahidalor {icilin tosadiifi xotanin nozori
dispersiyasi sabit olmalidir:

D(g;) = const.

3) tosadiifi xotanin ixtiyari iki giymoti arasinda kovari-

asiyasi sifira borabor olmalidir:
cov(e;, &) =0, i#].

4) tosadifi xotanin paylanmasi sorbast doyisondon asili

olmamalidir.

5) tosadiifi xotalar normal paylanmaya malikdir.

1) — 5) sortlori 6donildikdo isbat etmok miimkundiir ki,
reqressiya tonliyinin namslum omsallari tigiin tapilmis sta-
tistik qiymotlor meylsiz, tutarh vo effektivdir.

Misal 1. Forz edok ki, miisahidolor noticosindo X do-
yisoni liglin 2, 5, 6,9 vo Y dayisoni liglin isa 4, 6, 7, 8 qiymatlori
oldo edilmisdir. Bu miisahidolors asason dayisonlor arasinda
reqressiya tonliyini qurun.

Holli. ©On uygun xotti funksiyani tapmagq ticiin reqres-
siya tenliyi qurulmalidir:

y(x) = by + by x.
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Bu reqressiya tonliyindo by vo b; amsallar1 namalum-
dur. Mogsadimiz on Kki¢ik kvadratlar tsulundan istifads
etmoklo by vo b; omsallar Uglin statistik giymotlor tap-
magqdir. Bunun Ug¢iin asagidaki mslum diisturlardan istifads
edocoyik:

Xy — X S
by =y — biX; b1:P)’_ (,gzzsi%y'
Miisahids edilmis giymaotlors asason
X =55; ¥y =625 %y = 38; x2 = 36,5.
Belaliklo,
Xy —xy 38—34,375

b, = =2 = =
1752 _ %2 36,5— 30,25

0,58.

Digor torafdon
by =y — bix =6,25—-10,58-5,5 = 3,06.
Belaliklo, axtarilan reqressiya tonliyi asagidaki kimidir:
y(x) = 0,58x + 3,06.

8.10.1. Reqressiya amsal1 vo onun korrelyasiya omsal
ilo ifadasi
Namolum b, parametri ii¢iin tapilmis ifadoni y(x) =
by + b, x reqressiya tonliyindo nazoro alsaq, asagidaki ifadoni
oldo edorik:
y(x) =y = b1 (x = X).

Reqressiya analizindo b; omsalina reqressiya omsali
deyilir vo ¢ox zaman b, ilo isars olunur. Bu halda reqressiya
tonliyi asagidaki kimi olur:

y(x) —-y= byx(x - f)-

Belalikls, b, reqressiya omsali gostorir Ki, X doyisoni

bir vahid doyisdikdo Y doyisoni orta hesabla ne¢o vahid
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doyisir.

Qeyd edok ki, eyni diistincalorlo y(x) = by + byx req-
ressiya tonliyino qosma reqressiya tonliyi adlanan X(y) =
by + biy reqressiya tonliyindoki b; vo by namolum amsallari
da tapila bilor. Gostormok olar ki, bu halda

b = byy = -2,
Sy
bxy omsali iso X-in Y-o goro reqressiya omsali adlanir.
Qeyd. Secimin korrelyasiya omsali olan 7 il by, va by,
reqressiya omsallari bir-biri ilo ifads edils bilor:
Sxy Sy

SxSy Y Sy

Eyni qayda ils
b %
r= =
yx s
Buradan
1% = byy * by,.
Beloaliklo,

oldugunu aldos edorik.

Sonuncu miinasibat onu gostorir ki, secimin korrel-
yasiya omsali X vo Y -in reqressiya omsallarinin isarslori
malik olmaqgla onlarin hondassi ortasina borabordir. Bels Ki,
byy > 0 vo by, > 0 oldugda r > 0 olur, by, <0 va by, <0
oldugdaisar < 0 olur.
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8.10.2. Determinasiya amsall, reqressiya tonliyinin
adekvathigi
Reqressiya tonliyinin statistik verilonloro adekvath-
gin1 yoxlamagq Ug¢ilin determinasiya omsali anlayisindan isti-
fads edilir. Determinasiya omsali R? ilo isaro edilir vo aga-
gidaki kimi hesablanir:

)5 _TO0) — )
53% (i — )?

Clit xotti reqressiya modelindo determinasiya omsal
korrelyasiya omsalinin kvadratina borabor olur: R? = r2.

Dogrudan da,
p2 =55 _ L0060 = 9)*
sy 5§

1(¥ = bix + byx; — §)? _

2
Sy

_ i=1 b%(fi —x)* _ bf% = (b, S_x)z — r2
Sy Sy Sy
Determinasiya omsalinin xassalori:

1. Determinasiya omsali  [0,1] parcasinda qiymot alir:
0<R*<1.

2. Ogor R? determinasiya amsali 1-o yaxin olarsa, bu halda
reqressiya modelinin adekvatlig1 yiiksok hesab olunur.

3. 9gor R? =1 olarsa, (x;,y;) ciitlori reqressiya xattinin
tzorindadir. Yoni x vo y dayisenlori arasindaki asililiq
funksionaldir.

4. Ogor R? = 0 olarsa, onda modelo tosir edon elo xarici

faktorlar var ki, qurulma zamani onlar nazors alinmayib.
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Bu zaman reqressiya tonliyinin qrafiki absis oxuna paralel

yerlosir.

Qeyd edok ki, miisahidslorin sayinin az olduqgda determi-
nasiya omsali boyiik giymatlora malik olur. Bunu aradan
galdirmagq t¢iin dogiqlosdirilmis determinasiya omsalindan

istifada edilir:

n—1
r=1-

1-12),
— 1=

burada r se¢imin korrelyasiya omsalidir.
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x2
Codval 1. ¢(x) = \/% e 'z Qauss funksiyasinin giymatlor cadvali

x |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

x -in yiizdslik hissalori

0,0 {0,3989 |3989 (3989 |3988 (3986 |3984 (3982 |3980 (3977 |3973
0,1 {3970 |3965 (3961 |3956 (3951 |3945 (3939 |3932 (3925 |3918
0,2 ({3910 |3902 (3894 |3885 (3876 |3867 (3857 |3847 (3836 |3825
0,3 [3814 |3802 (3790 |3778 (3765 |3752 (3739 |3726 (3712 |3697
0,4 [3683 |3668 (3653 |3637 (3721 |3605 (3588 |3572 (3555 |3538
0,5 3521 |[3503 (3485 |3467 |3448 |3429 (3411 (3391 |3372 |3352
0,6 13332 (3312 (3292 |3271 |3251 |3230 (3209 |3187 |3166 3144
0,7 13123 [3101 (3079 |3056 |3034 {3011 (2989 |2966 |2943 (2920
0,8 12897 [2874 (2850 |2827 |2803 |2780 (2756 (2732 |2709 |2685
09 |2661 (2637 (2613 |2589 |2565 |2541 (2516 |2492 |2468 (2444
1,0 (2420 |2396 |2371 |2347 |2323 |2299 |2275 |2251 |2227 (2203
1,1 12179 |2155 |2131 |2107 {2083 (2059 [2036 |2012 |1989 (1965
1,2 11942 |1919 | 1895 |1872 |1849 (1827 (1804 |1781 |1759 (1736
1,3 11714 |[1692 |1669 |1647 |1626 [1604 (1582 |1561 |1540 (1518
1,4 11497 |1476 |1456 |1435 [1415 (1394 |1374 |1354 |1334 1315
1,5 11295 |[1276 |1257 |1238 {1219 (1200 [1181 |1163 |1145 (1127
1,6 (1109 [1092 |1074 |1057 |1040 |1023 |1006 |0989 |0973 [0957
1,7 {0941 |0925 |0909 |0893 |0878 |0863 |0848 |0833 (0818 | 0804
1,8 (0790 |0775 |0761 |0748 |0734 |0721 |0707 |0694 |0681 [0669
1,9 [0656 |0644 |0632 |0620 |0608 |0596 |0584 |0573 |0562 [0551

x -in onluq hissalari

0540 | 0440 {0355 |0283 {0224 (0175 |0136 (0104 |0079 (0060
0044 |0033 ({0024 0017 {0012 (0009 |0006 (0004 |0030 (0020
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2
Codval 2. (x) = \/%fox e_yT dy Laplas funksiyasinin giymatlori
X -in yiizds bir hissalari

X 0 1 2 3 4

0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160
0,1 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517 0,0557
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910 0,0948
0,3 0,1179 0,1217 0,1255 0,1293 0,1331
0,4 0,0554 0,0591 0,0628 0,0664 0,0700
0,5 0,0915 0,0950 0,0985 0,2019 0,2054
0,6 0,2257 0,2291 0,2324 0,0357 0,0389
0,7 0,0580 0,0611 0,0642 0,0673 0,0703
0,8 0,0881 0,0910 0,0939 0,0967 0,0995
0,9 0,3159 0,3186 0,3212 0,3238 0,3264
1,0 0,0413 0,0437 0,0461 0,0485 0,0508
1,1 0,0643 0,0665 0,0686 0,0708 0,0729
1,2 0,0849 0,0869 0,0888 0,0907 0,0925
1,3 0,4032 0,4049 0,4066 0,4082 0,4099
1,4 0,0192 0,0207 0,0222 0,0236 0,0251
1,5 0,0332 0,0345 0,0357 0,0370 0,0382
1,6 0,0452 0,0463 0,0474 0,0484 0,0495
1,7 0,0554 0,0564 0,0573 0,0582 0,0591
1,8 0,0641 0,0649 0,0656 0,0664 0,0671
1,9 0,0713 0,0719 0,0726 0,0732 0,0738
2,0 0,0772 0,0778 0,0783 0,0788 0,0793
2,1 0,0821 0,0826 0,0830 0,0834 0,0838
2,2 0,0861 0,0864 0,0868 0,0871 0,0875
2,3 0,0893 0,0896 0,0898 0,0901 0,0904
2,4 0,0918 0,0920 0,0922 0,0925 0,0927
2,5 0,0938 0,0940 0,0941 0,0943 0,0945
2,6 0,0953 0,0955 0,0956 0,0957 0,0959
2,7 0,0965 0,0966 0,0967 0,0968 0,0969
2,8 0,0974 0,0975 0,0976 0,0977 0,0977
2,9 0,0981 0,0982 0,0982 0,0983 0,0984
3,0 0,0987 0,0987 0,0987 0,0988 0,0988

509




Rdvsan Oliyev

2
Codval 3. u, funksiyasinin qiymotlori o = \/%fuoz e zdt
borabarliyindan ils toyin olunur
o 0,001 0,005 0,010 0,015 0,020 | 0,025
Uy, 3,0902 | 2,5758 | 2,3263 | 2,1701 | 2,0537 | 1,9600
X -in ytlizdo bir hissolori

5 6 7 8 9 X
0,0200 0,0239 0,0279 0,0319 0,0359 0,0
0,0596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0753 0,1
0,0987 0,1026 0,1064 0,1103 0,1141 0,2
0,1368 0,0406 0,0443 0,0480 0,0517 0,3
0,0736 0,0772 0,0808 0,0844 0,0879 0,4
0,2088 0,2123 0,2157 0,2190 0,2224 0,5
0,0422 0,0454 0,0486 0,0517 0,0549 0,6
0,0734 0,0764 0,0794 0,0823 0,0852 0,7
0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133 0,8
0,0289 0,0315 0,0340 0,0365 0,0389 0,9
0,0581 0,0554 0,0577 0,0599 0,0621 1,0
0,0749 0,0770 0,0790 0,0810 0,0830 1,1
0,0944 0,0962 0,0980 0,0997 0,4015 1,2
0,4115 0,4131 0,4147 0,4162 0,0177 1,3
0,0265 0,0279 0,0292 0,0306 0,0319 1,4
0,0394 0,0406 0,0418 0,0429 0,0441 1,5
0,0505 0,0515 0,0525 0,0535 0,0545 1,6
0,0599 0,0608 0,0616 0,0625 0,0633 1,7
0,0678 0,0686 0,0693 0,0699 0,0706 1,8
0,0744 0,0750 0,0756 0,0761 0,0767 1,9
0,0798 0,0803 0,0808 0,0812 0,0817 2,0
0,0842 0,0846 0,0850 0,0854 0,0857 2,1
0,0878 0,0881 0,0884 0,0887 0,0890 2,2
0,0906 0,0909 0,0911 0,0913 0,0916 2,3
0,0929 0,0931 0,0932 0,0934 0,0936 2,4
0,0946 0,0948 0,0949 0,0951 0,0952 2,5
0,0960 0,0961 0,0962 0,0963 0,0964 2,6
0,0970 0,0971 0,0972 0,0973 0,0974 2,7
0,0978 0,0979 0,0979 0,0980 0,0981 2,8
0,0984 0,0985 0,0985 0,0985 0,0986 2,9
0,0989 0,0989 0,0989 0,0990 0,0990 3,0
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