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Fizika-riyaziyyat elmleri namizadleari, dosentlar A.Y.9liyev
va V.9.Piriverdiyev terefindan yaziimis dars vasaiti diskret riya-
ziyyatin va riyazi mentigin asaslarina hasr edilib. Burada mentiq
cebrinin, graflar nezariyyasinin ve kodlasdirma nazariyyasinin
elementlori, diskret riyaziyyatin kibernetikaya bezi tatbigleri
arasdirilir. Nezari malumatlarla yanagi ¢oxsayll misal ve calig-
malar verilir.

Kitab, ali mektab telabalari, muallimler ve diskret riyaziy-
yatla maraglanan sexslar tGg¢ln nazards tutulub.
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xadim, Azerbaycan EA-nin muxbir Uzva,
Dovlet mukafati laureat, amekdar elm
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Mialliflar.

ONSOz

Bu kitabda, musllifler diskret riyaziyyat ve riyazi mantiqin
asas anlayiglarini oxucuya c¢atacaq sade dilde agiglamaga
¢alisir. Bunun Ugln nazeri malumatlar goxsayl misal ve calig-
malarla tamamlanir. Ona gdre da bu kitabdan, nainki telsbalar,
eloeca do diskret riyaziyyatla maraglanan har bir
soxs istifade eda biler.

Ders vasaiti, dord fasilden ibaretdir. Birinci fesil, meantiq
cabrinin elementlarine, ikinci fesil qraflar nazeriyyasinin ele-
mentlerine, Uguncu fasil kodlagdirma nazeriyyasinin element-
larina, nehayat dordlncu fasil diskret riyaziyyatin kibernetikaya
bazi tetbiglarine hasr edilib.

Dars vasaiti dovlet universitetlarinin riyaziyyat ixtisash fa-
kiltelerinde tadris olunan «Diskret riyaziyyat» fonninin tedris
programina uygun yazilmisdir va mualliflarin Baki Dovlet Uni-
versitetinin mexanika-riyaziyyat fakultesinde oxudugu miha-
ziralerin tacriibasine asaslanmisdir.

Mialliflar.
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MONTIQ COBRININ ELEMENTLORI

§1. Mantiq cabrinin funksiyalari.

Tutaq ki, U={u,,u,,....u,,..; — dayisnlerin (arqument-
lerin) verilmig olifbasidir. Arqumentleri E, = {0,1} g¢oxlugunda
toyin ediimis vo «a; € £, (i=12,...,n) Gg¢in f(a,,....a,)€E,
sortini 6deyen  f(u; ,u; ,...u; ) (u; #u; harada v # u)
funksiyalarina mantiq cabrinin funksiyalari ve ya bul funksiyalar
deyacoeyik. Sadslik dglin U slifbasinin elemntlorini, x,y,z,...
simvollari, elece de bu simvollarin indeksli variantlan ila
(x,y,2,,...) igare edacayik. Belaliklo, f(x,,x,,...,x,) yazilsgl,
geyd olunmus ixtiyari Uj Uy sl (ul.v # u; v # 1) arqument-
larinden aslli funksiyanin yaziligi kimi basa diasuldr.

f(x;,...,x,) funksiyasinin terifinden alariq ki, bu funksiyani

ifade etmak Ug¢ln onun arqumentlarin har bir mimkin yigimi
dgln uygun gealan giymatlarini vermak, yani asagidaki cedvali
qurmagq kifayetdir.

Xioeee Xoa X | fO01 oen Xty X)
0 ... 0 0]|AO,..,0, 0
0 ... 0 1]|A0,...,0, 0
0 ... 1 0|no, .. ,1, 0
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Asanligla gormak olar ki, n sayda deyisens 2" sayda
muxtelif giymet uygun gelir. Her bir f(x,,x,,...,x,) funksiyasi

E,xE, x---xE, > E, inikasini tayin edir. Buna gére do f

ndefo
simvoluna bu inikasi isare edsen simvol kimi, x;,x,,...,x, is®
sutunlarin adlan kimi baxmagq olar. Bu halda f(x;,x,,...,x,) Vo

S, ,,..,y,) funksiyalan eyni bir inikasi ifade edecek ve
onlarin cadvalleri bir-birinden yalniz situnlarinin adlar ile
ferglenacak.

P, ils 0 ve 1 sabitlerini de 6zlnds saxlayan U slifbasi
Uzerindeki batiin mantiq cabrinin funksiyalan sistemini isare
edak.

©ger n sayda x,x,,...,x, dayigenlerini geyd etsak, onda
qurulan muxtalif cedvaller bir-birinden yalniz birinci sttunun
giymatleri ile fergloenacekler. Buna gbre de asagidaki teorem
dogrudur.

Teorem 1. N sayda x,,x,,...,x, dayisenlsrinden asili, P

sistemindoeki bltun funksiyalarin P, (n) sayi 2%" o beraberdir.

ovvealca qeyd edsk ki, verilmis n sayda arqumentden asil
mantiq cabrinin funksiyalarinin sayi sonludur. Buna géra da bu
sonlu ¢oxlugdaki funksiyalarin bu ve ya digar sertleri ddadiyini
yoxlamaq ugln verilmis coxlugdaki funksiyalarn nazardan
kegirmak (yoxlamaq) kifaystdir. Lakin P,(n) eadedleri n-nin
giymati artdiqca, ¢ox suratle boyulyurler:

P(1) =4, P(2)=16; P,(3)=256; P,(4)=65536; ...
Beloalikla, hstta n-nin ¢ox da boylk olmayan giymtlerinde
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(n>6), funksiyalarin yoxlanmasi, hesablama texnikasinin

kémayi ile da praktiki olarag mimktn olmur.

ikincisi, arqumentlerin sayi artdigca funksiyani ifads edsn
cadval murakkablesir. Bele ki, masalen, n =10 halinda cadval
1024 sstro malik olur, n =20 halinda ise cedvali qurmaq ¢ox
bdyuk ¢etinlik téradir.

BUtlin bu c¢atinliklari aradan qaldirmaq Ugun funksiyaya
asagidaki terifi verak:

Torif. P,-don géturilen f(x;,...,x,_;,X;,X;,;,....X, ) funksi-
yasl, X; arqumentinden o vaxt shemiyystli dereceds asili olar
Ki, X[,..0oX;_|,X;,15...,X, dOyiganleri el «,...,a, ;,0,,,,....,a, qiy-
matleri alsin ki,

flay,....0;1,0,0,,....a,) # f(o,....0,,L,a,,,....a,)
sortini 6dasin.

Bu halda Xx; dayiseni shemiyystli deyisen adlanir. ©ger
X; deyiseni shamiyyastli deyisen deyilss, o, geyri-ehamiyyatli
va ya fiktiv dayisen adlanir.

Tutaq ki, f(x,,...,x,) funksiyasi Ggln x, deayigeni fiktiv de-

yisendir. f(x,,...,x,) funksiyasi lglin cedvel goétlrub, bu ced-
valden (a,....,a; ,1,0,,,...,0, ) seklinde olan setrleri ve x; ar-

qgumentinin  sOtununu ¢ixarmaqgla yeni cedval quraq. Alinan
cadval her hansi g(x,,...,x,_;,X,,,...,x,) funksiyasini tayin ede-

cok. Burada deyscayik ki, g(x;,...,X;|,X;,...,X,) funksiyasi
f(x,,...,x,) funksiyasindan x; fiktiv deyigenin gixariimasi yolu
ilo alinib, eloce do f(x,,...,x,) funksiyasi g(x,....X; |, X;,15---»X,,

funksiyasina x; fiktiv dayiganinin daxil edilmasi ile alina bilsr.
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Torif. ©ger f, funksiyasini, f,-den ona fiktiv deyisenleri
daxil etmak va ya ¢ixarmagq yolu ile almaq miumkiinss, onda f,
ve f, funksiyalan baraber funksiyalar adlanir.

Dhamiyyastli dayisenlare malik olmayan iki tip funksiyalar
movcuddur: birinci tip funksiyalar eynilikle sifira, ikinci tip ise
vahide berabardir. Buna gbére doe 0 ve 1 sabitlerini,
dayisenlerin bos c¢oxlugunun funksiyalari kimi nazardan
keciracoyik.

Torif. ixtiyari ( l o k ) yerdayismasi Ugln
Jie-Jk

f(xl,...,xk,xk+1,...,xn):f(le,ij,...,xjk,xij,...,xjn)
berabaerliyi 6denirse, onda f(x;,...,x,) bul funksiyasi x,...,x;
(2 <k <n)dayisenlarina nazaran simmetrik funksiya adlanir.

Ixtiyari X; »-.-,X; dayisanlerine nazaran simmetrik funksiya

anlayisi da analoSblaraq teyin edilir.

Askardir ki, eynilikle 0 ve 1 sabitlerina baraber olan funk-
siyalar, 6zlerinin ixtiyari dayisenler killiyatina nezaren sim-
metrikdir.

Mantigi cebrin funksiyalarina baxaq. Bu funksiyalardan
riyazi mantiq ve kibernetikada tez-tez istifade olunur. Bu
funksiyalar misal Ug¢ln trigonometrik funksiyalarin, Eyler
funksiyasinin riyazi analizde oynadigi rolu, yani elementar
funksiyalarn rolunu oynayir. Bu funksiyalar asagidakilardir:

1) fi(x)=0 —"0" sabiti.
2) f,(x)=x —"1" sabiti.
3) f3(x)=x —eynilik funksiyasi.

4)  f.(x) =X —inkar funksiyas.
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Js(x,x,) =(x; & x,) — x; vo x,-nin konyunksiyasi ("x, ve
x," kimi oxunur, burada & isaresi eavezine A, - ve ya heg
bir isare verilmir (x,x,)). Bu funksiyaya gox vaxt mentiqi
vurma deyilir.
Jo(x1,x,) =(x; VXx,) — x; Vo x,-nin dizyunksiyasi ("x, ve
ya x," kimi oxunur). Bu funksiyaya ¢ox vaxt mentiqi top-
lama devyilir.
J7(x;,x,) =(x; > x,) — x; v x,-nin implikasiyasi ("x,-
den x, alinir'" kimi oxunur).
Js(x,x,) =(x, +x,) — X; V@ x,-nin mod2 Uzro
toplanmasi.
fo(x,x,) =(x,/x,) — Seffer funksiyasi.

Bu funksiyalarin ala bilecayi mimkin giymetler asagidaki

cadvallarla verilir:

Cadval 1.
X 1 X X
0 1 0 1
1 1 0
Cadval 2.
Xl | x&x | xvx, | xox| xtx, | 0/x
0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 1 1 0 0
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§2. Dusturlar. Funksiyalarin disturlarla ifadasi. Dusturlarin
ekvivalentliyi. Elementar funksiyalarin xassalori.
Elementar cebrde oldugu kimi, elementar funksiyalardan
istifade etmakle disturlar qurmagq olar.
Terif. Tutaq ki, B, P,-dan gotirulan funksiyalarin har han-

si alt coxlugudur.
a) B-den olan har bir f(x,,...,x, ) funksiyasi B Uzsrinds dls-

tur adlanir.
b) Tutaq ki, f,(x,...,x, ), B-den gétirllmis funksiyadir,
A,,..., A4, — ifadsleri iss B Uzsrindski disturlar, ya da U

olifbasindan dayigenlerin simvollardir. Onda f,(4,,..., 4,,)
ifadesi B Uzerinds dlstur adlanir.
Masalon, tutaq ki, B - elementar funksiyalarin goxlugudur.
onda asagidaki ifadsler B Uzarinds dusturlardir:
1) AlOq Axy) +x ]+ %}

2) [x A (xy +x3)];

3) {x; vI[(x; = x3) A(x; > x,)]t vos.
Disturlar asagidaki kimi isare edeceyik: L[f,,..., f,], bu-
rada bu isare bildirir ki, L disturu f,,..., f, funksiyalarindan

qurulur. DUsturun qurulmasinda istirak edan dayisenlari geyd
etmak talab edilorsa, asagidaki isarslemadan istifade oluna-
caq: L(x,...,x,

Tutaq ki, L, B ¢oxlugunda qurulan ixtiyari disturdur.
Onda L dusturunun qurulmasi Ugln istifade edilmis dusturlar
L dusturunun alt dusturlan adlandirilacaqdir.

Tutaq ki, L dusturu B = {f;(X},....X,, )seees f5 (X]50005X, )} GOX-
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lugu Gzerindeki dusturdur, yeni L = L[f,..., f,]. Asagidaki
funksiyalar goxlugunu géturak:
D ={g,(x),.0s%),)50s & (X1 505X,,) }
burada g. funksiyalan f; funksiyalarindaki dayisanlerle eyni
olan dayisanlare malikdir (i =1,...,s).
o . ) frod,
Torif. D=D{g,,....g,] disturu, L disturundan
&1---8s
yerdayismasi naticasinda alinir. Bu halda deyirler ki, D disturu
L dusturu ile eyni bir qurulusa malikdir.
Masalan:

1) K=1{x,(x; Axy)},  L=1{x A(xy; AX3)}

2) S=1{x,(x; > x)}, D={x; > (x; > x;3)}.
Askardir ki, burada L ve D eyni qurulusa malikdir.
Misal. Tutaq ki,
Si(x ) = ((n & xy) +x)) +x,),
S (e, x5, x3) = (%) & (x; + x3))
funksiyalan verilib.
Burada f; disturu ¢ addima qurulur ve asagidaki alt

dusturlardan ibarstdir:
(x; &x,5), ((x; &x5)+x7), ((x; &xy,)+x)+x,)

Cadval 3.
x| x| (g &xy), | (g &xy)+x), | (g &x)+x)+x,)
0 0 0 0 0
0 1 0 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 1
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/, dusturu da analoji olaraq qurulur:

Cadval 4.
x| Xy | Xy | S0, xs,X5)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

Bger f funksiyasi L disturuna uydundursa, onda deyir-
lor ki, L dusturu f funksiyasini realize edir.

Funksiyalar fiktiv dayisenlar daqiqliyi ile nezardan kegiril-
diyinden demak olar ki, L disturu f funksiyasina barabar ixti-

yari funksiyani da realiza edir.

Torif. ©ger distur, dayisenlarin butin mimikin giymat-
larinde dogru ve ya «1» qiymati alirsa, onda bu dustura
eynilikle dogru dustur ve ya tavtalogiya deyilir. ©gar distur
dayisenlarin butin mumkin giymetlerinde yalan ve ya «0O»
giymati alirsa, onda bu dustura eynilikle yalan distur deyilir.

L disturuna uygun olan f* funksiyasini B ¢oxlugundan
olan funksiyalarin superpozisiyasi adlandiracayiq. B-den f
funksiyasinin alinmasi prosesina ise superpozisiya amaliyyat
deyacoyik.

Torif. iki L ve K dlsturu o vaxt ekvivalent adlanir ki,
onlara uygun galen f, ve f; funksiyalarn baraber (f, = fi)

olsun. Burada L = K yazligi bu dusturlarin bir-birine baraber
va ya ekvivalent oldugunu bildiracek.
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Misallar:
1) 0=(x&X);

2) (x; & (x5 +x3))=(x; V((x; = x3) & (x5 = X,)));
3) x>y =0 —>3).
(x; & x,), (x;, vx,) vo (x;+x,) funksiyalarindan ixtiyari
birini (x; @ x,) ilo isare edak:
1) (x, ®x,) funksiyasi assosiativik xassesine malikdir:
(x, @x,)®Px3)=(x;, D (x;, Dxy)).
2) (x;, @ x,) funksiyasi kommutativlk xassesine malikdir:
(¥ ®xy)=(x, ®x)).

3) Konyunksiya ve dizyunksiya Ggun distributivlik ganunlan
yerina yetirilir:

(x5 v X)) & x3) =((x; & x3) v (x; & x3))
(x5 & x3) v x3) =((x vV x3) & (x; V x3)).

4) Konyunksiya va dizyunksiyanin asagidaki xassalari ddanilir:

(x&x)=x; (xvx)=x
(x&Xx)=0; (xvXx)=1;

(x &0)=0; (xv0)=ux

(x&1) =x; (xvl)=1.

Asagidaki isaralemalarden istifade edoak:
s s

&x, =x &x, & &xg; VX, =X VXy,V-VXg.

i=1 i=1
Bazi gaydalari geyd edak:
1) ©ger mantiqi vurmada, vuruglardan biri 0-a barabardirss,
onda mantigi vurma da 0-a barabaerdir.
2) ©gar mantiqi vurmada (an azi iki vuruqglu) 1-e barabar vuruq
varsa, bu vurugu gixarmaq olar.
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3) ©n az iki toplanani olan mantiqi cemlemada 0-a beraber
toplanan varsa, bu toplamani ¢ixarmagq olar.

4) ©gar mantiqi cemlemads toplananlardan biri 1-e barabardir-
so, onda mantiqi cem da 1-a barabar olacaqdir.

§3. ikili funksiya. ikilik prinsipi.

Torif. [f(x,....x,)]" = f(%,....X,) funksiyasi f(x,....,x,)
funksiyasina nazeran ikili funksiya adlanir.

Askardir ki, ikili funksiyanin cedvelini  f(x,...,x,

funksiyasinin cedvalinde funksiyanin sitununda 0-1 1-lo va 1-i
0-la avaz edib, onu ¢evirmakla almaq olar.

Masalan:
Cadval 5.
X X2 | X3 S(x,x,,x5) [f(xl,xz,x3)]*
0 0 0 1 0
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
0 1 1 0 1
1 0 0 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 1 1 0

Burada [f(x; ..., x; ) :f()?il ;- X; ) gorti 6dendiyinden
[f(xl-l,...,xl-n)]* va [f(xl,...,xn)]* funksiyalarn eyni bir inikasi
toyin edir. Bu inikasi /" ile isare edek. Onda [f(xl,...,xn)]* =

*
= f (Xy,e05 X,
Asanligla gérmak olar ki, 0,1,x,%, x; & x,, x; v x, funk-

siyalari Gglin asagidakilar dogrudur:
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1) 0 funksiyasi 1-a ikili funksiyadir;
2) 1 funksiyasi 0-a ikili funksiyadir;
3) x funksiyasi X -8 ikili funksiyadir;
4) x funksiyasi x -o ikili funksiyadir;
5) x, & x, funksiyas! x; v x,-ya ikili funksiyadir;
6) x, v x, funksiyasi x, & x, -ye ikili funksiyadir.

ikili funksiyanin tarifinden alariq ki,

=N =1

Tutaq ki, f(x,,...,x,) funksiyasi L dusturu ilo ifade olu-
nub. Onda f"(x,,...,x,) funksiyasini realize eden L' diis-
turunun hansi formada oldugunu teyin edsk. x,,..,x, ilo
(X1 15e05X1 p )seees (X150 X, ) GOXIUQlarinda rast gelinen batin
muxtelif deyisenleri isars edak.

Teorem 2. Sger

D(Xyees X)) = S X150 X1 Dsees S (K505 X))

onda

D (X X,) = ) Xppaees Xy seves o (teees Xy ) -

isbati:

D (X)er X)) = (X500, X, ) =

= LU E Xy Dreees S Fogees Xy )) =
= T Gy oo Fon (optseess T, ) =
= LR s Xip Doeees o Coppeees Xy ) =
= T (X peees X1 Dsees fon gt Xy ).

Teoremdan agagidaki prinsip alinir:
Ikilik prinsipi. &ger L = C[fi,..., f,] dusturu f(x,...,x,
funksiyasini realize edirse, onda L disturunda f.,..., f; funksi-
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yalarni uygun olaraq fl*,...,f: funksiyalan ile evez etmakls

alinan C[ﬁ*,...,f:] disturu f*(xl,...,xn) funksiyasini realize
edir.

Bu dustura L dusturuna ikili olan dustur deyilir va L il
isare edilir. Beloliklo, L' =C[f; ..., f, ].

F={0,Lx, x, &x,, x; vx,} coxliginun disturlari tg¢in
ikilik prinsipini asagidaki kimi ifade etmak olar: L dusturu ile
ikili olan L~ diisturunu almaq Ug¢un L dasturunda har yerds 0-1
1ile, 1-i 0 ile, & il v, v ilo & evez etmak lazimdir. Vo ya
ager

L=C[0,L,x,x; & x,,x; VX,],
onda
L' = C[L0,x,x Vv x,,x, & x,].

Misallar.

1) K (x,x,) =x, &Xx,; Kl*(xl,xz) =X,V X,;
2) Ky (x,x%,) =(x &x,) v (X &X,);
Ko (x,%,) = (% vV X,) & (X, VX,);

Ikilik prinsipindan alariq ki, eger K =(x,,...,x,) = L(X,,...,X, )

* * — —
olarsa, onda K (x,...,x,)=L (x,,....,x,,). Mesalen, x, &x, =X, VX,
eyniliyinden x, v x, =X, &X,.

§4. Mantiq cabri funksiyalarinin dayiganlar Uzra ayrilisi.
Mukammal dizyunktiv normal forma (m.d.n.f.).

Asagidaki isarslemani daxil edak:
x* =xavxia,
burada a — 0 ya da 1-a barabar olan parametrdir. Askardir ki,
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" {)_c, burada o =0,

x =
x, burada o =1.

Asanligla gérmak olar ki, x* =1, yalniz ve yalniz o vaxt
mumkuindur ki, x =a olsun.
Teorem 3. Mantiq cebrinin har bir f(x,...,x,) funksiyasini

ixtiyari m (1< m < n) U¢ln asagidaki sokilds ifade etmak olar:
S (X e Xy s Xy g 5eees Xy

C VT & & & (O X k), )
)

burada dizyunksiya x,...,x, dayisenlarinin ixtiyari giymatleri
dgun qurulur.
Isbati: S,,..., 3, deyisenlerinin ixtiyari qiymatler klliyatini

nazarden kegirak va gostarak ki, (*) minasibatinin sol va sag
torafi bu killliyat Ggln eyni bir giymat alir. Sol tersf

f (B, B,) , sag toref ise

( V ﬁ & e & ﬁzm &f(alv""am’ m+17---7ﬁn):

= ﬁl P& & ﬁﬁm &f(ﬁl""’ﬁm’ﬁm+1""’ﬁn): f(ﬁl""’ﬁn)'

Bu teoremdan natice kimi asagidaki iki xususi ayrilis
formasi alinir:
1) Dayigon uzra ayrilig:
S (XX, x,) =x, & f(x,..,x,_ LD v X, & f(x,....x,_,,0) .
2) Batin n deyisenlar Uzra ayrilig:
f(.xl, n 1, :( V )xlal &"'&x:n &f(OCl,...,OCn).
a

f(x,...,x,) # 0 oldugda bu ayriig asagidaki sekilde verile

biler:
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Naticade alariq:

SOxppenx,)= V  x1" & &x)".

Bu ayriiga mikammal dizyunktiv normal forma (m.d.n.f.)
deyilir.

Teorem 4. Mantiq cabrinin har bir funksiyasi, inkar, kon-
yunksiya ve dizyunksiya ile verilon diustur gsoklinde ifade edila
biler.

isbati: 1) Tutaq ki, f(x,...,x,)=0. Onda askardir ki,
S (xp5x,) =x, & X
2) Tutaq ki, f(x,...,x,)# 0. Funksiyani mikemmal dizyunktiv

normal formada ifade edak:

Sppenx,)= V. x & &x).

Belslikla, har iki halda f funksiyasi, inkar, konyunksiya ve
dizyunksiya ila verilan dustur saklindes ifade edilir.

Misal. 1) x, — x, funksiyasi tglin m.d.n.f. tapaq. Ug cir
dayisenler cutl tgun (0,0); (0,1) ve (L,1) bu funksiya 1 qiy-
matini alir. Buna goére de alanq:

Xp X =x &xI vl &xyvx &xy =
=x, &Xx, vX; &x, vx &X,.

2) Asagidaki cadvalls verilon funksiya tgin m.d.n.f. qurmal



18
Cadval 6.

=
=

[\S]

=

S (x5 %y, x3)

e Ll Ll L =) [==] [o) [ aw)
—— OO == OO
—_— O = | O = OO — |
— OO = —

Buradan alariq:
S (X%, X)) = 53X V XXX V XXX VXXX
Mikemmal d.n.f. ZIT tipli ifade, yani x dayisenlarinin

hasillerinin mantiqi cemidir. Mantiq cabri funksiyalan Gg¢lin TTX
tipli ayrnlis almaq mimkin olub-olmadigini tayin edak.
Gostermak olar ki, f #1 hal UGglin bu mumkindir. Bunun

acin f* funksiyasi (f* # 0) m.d.n.f. ayraq:

£ (Xppenx,) = % & &
*(al ..... o)
f (ay,...,a,)=1
Ikili dUsturlar Ggln eynilikden istifade etsak alariq:
f**(xl,...,xn): & (xla‘ VARV )
o 5y
f*(al ..... a,)=I1

Burada sol teref f(x,,...,x,) funksiyasini verir, sag torof

ise asagidaki kimi ifade oluna biler.

&  (x"veevxy) = & (N veeevagn)=
*(al ..... o, (0.0,
f (0=l (@0, )=0
= & (x"veevarr)
(05,0,
f(ay,....a,)=0

Belslikls, alanq:



Spenx,)= & (x["veeevagn) .

Bu ifade mukammal konyunktiv normal forma adlanir
(m.k.n.f.).
Misal. 1) x; — x, funksiyasi Ugin m.k.n.f. qurmal:

X —> X, :)clTvxz6 =X VX,
2) Cadval 6 ile verilmis f(x;,x,,x;) funksiyasi igtiin m.k.n.f.
qurmal:

SO0, x3) = 00 VX5 V)00 VI, VIR VX, V)RV V).

Belsliklo, bul funksiyalarini vermak Ugun cedvallerle ya-
nasl, inkar, konyunksiya, dizyunksiya funksiyalarindan ibarat

coxluq Uzrs qurulan disturlardan da istifade etmak olar. Qeyd
edak ki, dusturlardan istifade etmek cedvale nisbatan daha

alverigli olur. Mesalen, f(x,...,x5,) =X, V-V X,, funksiyasina
baxaq. Bu dusturun sag terafinde 39 simvol (20 dayisen va 19
v simvolu) olur. f(x,,...,x,,) Uglin cadval 2°°, yeni milyondan

¢ox setra malik olacaq.

§5. Tamliq va qapalilig. Vacib gapali siniflar.
Torif. ©ger ixtiyari bul funksiyasi, P, -den gotirilen har

hansi {f, f,,....f,,...} funksiyalar sisteminin funksiyalar ilo

dustur kimi ifade edilirse, onda bela sistem funksional olaraq
tam sistem adlanur.
Tam sistemlare misallar verak:

1) Battn bul funksiyalarinin goxlugu — P, sistemi — tam sis-
temdir.
2) Q={x,x, &x,,x; v x,} sistemi —tam sistemdir.
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Askardir ki, he¢ de her bir sistem tam deyil, masalan
Q, ={0,1} sistemi tam deyil.

Teorem 5. Tutaq ki, bize P, sisteminden agagidaki iki
funksiyalar sistemi verilib:

Q:{flvfzv'"} )]

Z={g, 8} (1

Malumdur ki, (I) sistemi tamdir va onun har bir funksiyasi
(I) sisteminin funksiyalan ile distur saklinde ifads edilir. Onda
(I) sistemi de tam sistemdir.

Isbati: Tutaq ki, &, P,-den géturilen ixtiyari funksiyadir.
() sistemi tam oldugundan % funksiyasini Q sisteminin funksi-
yalari ile dUstur kimi ifads etmak olar:

h=C[f, frseis fireer]
Teoremin sertlarine gore
fi=Glg g1,

jé = CZ[glvgza"']a

Buna gére de biz C([f,,f,,...] disturunda f,1,...
funksiyalarnini £ sisteminin funksiyalarindan qurulan dusturlarla
avaz eda bilerik, yoni
CLf1s fr5- 1= CIC 8158251, G815 &2 1]
Axirinci ifade X sistemi UGzre C’ quruluslu disturu teyin
edir. Onda aling:

CIC\lg1,&rs--1,Colg15&9e-1- 1= CLgy5 &5s---]
vaya h=C'[g,,g,,...], yoni biz h-1 X sistemi lizerinde dustur

soklinds ifads etdik. Teorem isbat olundu.
Bu teoremdan istifade etmakls, bir cox sistemlarin tamhgini
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toyin etmak olar.
Misal 1. Tutaq ki, K ={x,x; &x,} sistemi tamdir. Bunu
isbat etmoek UglUn teorema osaslanaragq (l) sistemi kimi
Q={x,x, &x,,x, v x,} sistemini, (Il) sistemi kimi K ={x,x, &x,}

gebul edak ve elementar funksiyalarin xassalerindan alinan

X, vx, =X &X, eyniliyinden istifade edsk. Bu eynilk Q
sisteminin funksiyasinin K sistemi Uzerinde dusturla ifade
edile bildiyini gostarir, yoni K sistemi tamdir. Hamin gayda ila
K, ={x,x, v x,} sisteminin de tam oldugunu géstarmak olar.

Misal 2. Tutaq ki, £ ={x,/x,} sistemi tamdir. isbat iglin
(I) sistemi kimi Q={X,x, &x,}, (ll) sistemi kimi X ={x,/x,}
gabul edak. Asanligla gérmak olar ki,

X/ xy =X, (/%) (/X)) =%, /%) =%, & x5 .

Torif. Tutaq ki, €2, P, sisteminin funksiyalarinin har hansi
alt ¢oxlugudur. Q c¢oxlugunun gapanmasi, € g¢oxlugunun
funksiyalan ile dustur kimi ifade edile bilon, butun bul
funksiyalan g¢oxluguna deyilir. Q ¢oxlugunun gapanmasi [Q]
kimi isara edilir.

Misal. 1) ©ger Q= P, olarsa, agkardir ki, [QQ]=PF,. 2)
Q={l,x,+x,} ise, onda bu ¢oxlugun gapanmasi, butin xetti
asili funksiyalarin L ¢oxlugu, yeni

S(x50x,)=Cy +Cx; ++--+Cx

n-'n

formall funksiyalar olacaqdir, burada C; =0,1 (i =0,n) emsal-

lardir va ahamiyyaetli deyisenlar 1 amsalli, fiktiv deyigenler isa 0
amsalli olur.
Qapanmanin bazi xassalarini geyd edoak:
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1) [Q]>Q;
2) [[Q]]=[];
3) ©ger Q, = Q,, onda [Q,]c[Q,].
4) [ UQ,]1 o[ ]U[Q,].

Torif. Q sinfi (coxlugu), [Q2]=Q serti ddendikds, funksio-
nal gapal sinif adlanir.

Misal. 1) Q = P, sinfi qapall sinifdir.
2) Q={l,x, +x,} sinfi gapal deyil.
3) L -butin xatti funksiyalarin goxlugu gapali sinifdir, glinki xatti

ifadalerden qurulan ifade da xattidir.

Qapanma va gapall sinif anlayislarindan istifade etmaokls,
tam sistemo asagidaki kimi de terif vermak olar:

Torif. Q= P, sortini ddeyan sistem, tam sistemdir.

P, sisteminds bazi vacib qapali siniflari nazerden kegirak:
1. T, ile sifir sabitini saxlayan, yeni f(0,0,...,0)=0 beraber-
liyini 6deyen bitin f(x,,...,x,) bul funksiyalarinin sinfini isare
edek. Qeyd edak ki, ager f €T olarsave f' ilo f -o barabar
funksiyani isars etsek, onda ' €T}, .

Asanlinla gérmak olar ki, 0,x,x; & x,,x, v x,, x; + x, funk-
siyalar 7, sinfins aiddir, lakin 1, x funksiyalan 7} -a aid deyil.

T, sinfinin f funksiyasi (i¢lin qurulan cedvaldas birinci setr

sifir giymatini aldigindan, 7,-da x,,...,x, deyiganlarinden asil
(1/2)22,, bul funksiyasi var.
T, sinfinin gapali oldugunu goéstarak. 7, sinfi eynilik funk-

siyasina malik oldugundan, 7; sinfinin gapall oldugunu goéster-
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mak tgin @ = f(f,,..., f,,) funksiyasinin f,f,...,f, funksiya-

lannin 7;, sinfine aid oldugu halda, T, sinfine daxil oldugunu
gostarmak kifayatdir. Bu ise asagidaki barabarliklordan alinir:
®(0,...,0) = £(£(0,...,0),..., £,,(0,...,0)) = £(0,....0) = 0.
2. T, iloe 1 sabitini saxlayan, yoni f(l,...,1)=1 berabaerliyini
6deyen bitin  f(x,...,x,) funksiyalar sinfini isare edek.
Agkardir ki, 7, sinfi ixtiyari funksiya ilo yanasi ona berabar
ixtiyari funksiyaya da malikdir. Asanligla gérmak olar ki,
L, x, x, &x,, x, vx, funksiyalan 7, sinfine daxildir, 0,x ise
1, -e aid deyildir.
T, sinfi, T, sinfinin funksiyalarina ikili olan funksiyalardan
teskil olundugundan, yeni 7; sinfi 7, sinfins ikili oldugundan 7,

sinfine aid xassasleri 7, sinfine de aid etmak olar. Yeni 7, sinfi

X,,...,x, dayigenlarindan asili (1/2)22" sayda funksiyaya malik-
dir ve 7] sinfi qapaldir.
3. § ile biatin 6z-6zUns ikili olan funksiyalar sinfini, yeni £, -

den olan va f* = f sertini 6deyan bitiin f funksiyalar sinfini
isara edak. Bu sinif Ggln de deys bilarik ki, hemin sinfin funk-
siyalarina barabar funksiyalar da bura aiddir.

Askardir ki, x ve x funksiyalan 6z-6zins ikili funksiyalar-
dir. Asagidaki funksiyalar da 6z-6zina ikili olan funksiyalara

h(X;,X5,X3) = XX, V X X3 V Xy X33
misal ola biler: h*(xl,xz,x3) =X VX)) (x5 VX)X, VX)) =
= XX, VX1 X3V XyX3 = h(X),X,,X3) .

Ozi-6ziine ikili olan funksiyalar Ggin asagidaki sert
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odenir:
F(XenX,) = f(Xpens,) -
Basqa sozle, bir-birine aks olan (a,,...,a,) ve (a,...,C,

giymatlerinda, 6z-6zlnas ikili olan funksiyalar bir-birina aks olan
giymetler alir. x,,...,x, dayisenlerinden asili 6z-6ztna ikili

>*n

funksiyalarin sayi 22"7l =27 gadaerdir.
S sinfinin qapall oldugunu goésterek. S sinfina eynilik

funksiyasi aid oldugundan f,f,....,f,, funksiyalan ikilidirss,
® = f(f,.... f,,) funksiyalarinin da ikili oldugunu gdéstermak
kifayotdir. Bu isa bilavasite asagidaki barabarlikdan alinir:
O = f (s = S frrs ) = .
Lemma 1. Bger f(x,,...,x,) ¢ S olarsa, onda bu funksiya-

ya X ve x funksiyalarini slave etmakls, bir deyisandan asili
0z-6zuns ikili olmayan funksiyani, yani sabiti almaq olar.
4. Asagidaki kimi vektor isaralemasi daxil edak:

G =(@ny)s B=(BrB,), [(@) = [0t
Torif. o =(a,,...,a,) Vo ﬁ =(B,,.... B,,) aiymetler killiyati
Uglin asagidaki sert 6danirss,
o <B ...a,<B,,
onda deyirler ki, bu qgiymatler tUg¢in gabaglama muinasibaeti
ddenir ve a < E kimi isara edilir. Masalan: (0,1,0,1) < (1,1,0,1).
Askardir ki, @ < § ve B <7 olarsa, onda alanq: & <7 .

Qeyd edak ki, he¢ da butin mimkin giymsatler kulliyati Ggln
gabaglama minasibatini tetbiq etmak olmur. Masalen: (0,1) ve

(1,0) qiymat cutleri bele mlnasibatds ola bilmaz.
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Torif. f(x,,...,x,) funksiyasi a < ﬁ gabaglama minasiba-
tini 6deyen ixtiyari iki o ve ﬁ giymatler kadlliyati Ggln

f(o?)Sf(ﬁ) sortini 6dayirsa, onda bele funksiya monoton
funksiya adlanir. Asanligla gérmak olar ki, monoton funksiyaya
barabar olan funksiya da monoton olacaqdir. Monoton funk-
siyalara misal olaraq 0,1,x,x, & x, ve x,Vvx, funksiyalarini
gOstermak olar.

M ile butin mimkin monoton funksiyalarin goxlugunu
isare edok. Monoton funksiyalar sinfinin gapali oldugunu
gostarak. Eynilik funksiyasi M sinfina aid oldugundan, M sin-
finin gapal oldugunu géstermak uglin f, f,,..., f,, funksiyalari

monoton oldugda, @ = f(f,,...,f,,) funksiyasinin monoton

oldugunu gostermak kifayatdir.
Tutaq ki,

~m

X =(Xp50e0sXy)s 5! = (X eees Xy Joes X = (X seees Xy )

D, f,,...,f,, funksiyalarinin dayisenler killiyatidir. Burada @
funksiyasinin dayisenler c¢oxlugu, yalniz ve yalniz f,...,f,
funksiyalarinda rast gsalinan dayisenlardan ibaratdir. Tutaq ki,
o Vo E x dayisenlerinin giymatlerinin » uzunluglu iki klli-
yatidir ve o < ﬁ sorti 6danir. Bu kiilliyatlar, X',....X™ dayisen-
lorin @' < B,....a" < B™ sertlerini 6deyen &', B',....a", "
giymatler kulliyatini tayin edir.

fi»-» [, funksiyalarinin monotoluq sertinden alariq:

[@Y<ABYss @) < £, (BT
Buna gére do (f;(@"),.... £,(@™) < (/;(B")rs f,,(B™)) Vo [
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funksiyasinin monotonluq sertina gore

@ s [ @™ S LB e [ (B™)) -

Buradan alariq:

@) = (K@ )serrs S @D E SHB)seees £, (B™)) = D(B).
Lemma 2. 8ger f(x,....,x,) &M , onda bu funksiyaya 0
vo 1 sabitlerini vo x eynilik funksiyasini daxil etmekla, X
funksiyasini almaq olar.
5. Axinnci gapali sinif butin mimkidn xatti funksiyalarin L ¢ox-
lugudur. Bu sinfe 1 ve (0 sabitleri, x eynilik funksiyasi va

X,x, + x, funksiyalan aiddir. x;, & x, ve x, v x, funksiyalar ise
bu sinfe aid deyil.

Lemma 3. Bger f(x,...,x,) & L, onda bu funksiyaya 0
va 1 sabitlerini, x ve x funksiyalarini slave etmakle, elace da
Jf uzerinde mentiqi inkar vermekle x; & x, funksiyasini almaq
olar.

Qeyd edak ki, nazardan kegirdiyimiz 7;,,7;,5S,M ves L qa-
pali sinifleri asagidaki cadvaldan gorindlyl kimi muxtelifdirler

(burada + isarasi funksiyanin sinfe aid oldugunu, - isarasi ise
aid olmadigini bildirir):

T, | | S
J’_ i —
_ + _
— - + - +

— O
I+ =
+ |+ =

=l

indi ise mantiq cebrinin esas masalslerindsan biri olan,
tamligin zaruri ve kafi sertlerinin arasdirnimasi masalssina ba-
xaq. Tutaq ki, Q={f, f5,.... f,,...}, P, sisteminden gétirilen

ixtiyari funksiyalar sistemidir. Bu sistemin tam olmasi Ugun na
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taleb olundugunu agiglayan asagidaki teorema baxaq:

Teorem 7. Q) sisteminin tam sistem olmasi tgln zeruri ve
kafi sert, onun bes mimkin T7,,7,,S,M ve L qapal
siniflarden heg birina tam sakilda daxil olmamasidir.

Isbati. Zarurilik. Tutaq ki, Q sistemi tamdir, yoni [Q] = P,.
Forz edak ki, €, geyd etdiyimiz bes qapall sinifden birine
daxildir, bu sinfi gerti olaraq X ile isare edak, yani QcX.
Onda X -nin gapanma va gapaliiginin xassalerine gorae alarq:
P, =[Q]c[X]=Z. Demali, X =P,, bu ise dogru deyil. Zerurilik
isbat olundu.

Kafilik. Tutaq ki, Q sistemi, geyd etdiyimiz bes qgapali
sinifin he¢ birine tamamile daxil deyil. Onda Q-dan, besdan
cox funksiyaya malik olmayan ve bu serti 6deyan har hansi Q'
alt sistemini ayirmaq olar. Bunun ugin Q-dan uygun olaraq
1,,7,,S,M vea L siniflerinden olmayan ﬁ,fj,fk,fm ve f

funksiyalanni segek ve Q'={f,f., fi,fi,/,} qsbul edsk.

Butin bu funksiyalarin eyni bir x;,...,x, dayisenlerindn asili

oldugunu gabul edak.
Kafiliyin isbatini G¢ hissaye bdlak:
I fi,f; ve f, funksiyalannin kdmayiile 0 ve 1 sabitlerinin

qurulmasina baxaq. f; ¢ T, funksiyasini nezerden kegirok.

Burada iki hal mumkundur:
1. f.(L...,D)=1, onda ¢(x)= f.(x,..,x) funksiyasi 1 sabitidir,

glnki  @(0) = £;(0,...,0)=1, (1) = f;(L,...,1)=1. Ikinci sabit
ise f; funksiyasindan alinir: f;(1,....1)=0.
2. f(1..))=0, onda ¢(x)=f(x,...x) funksiyasi x inkar funk-
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siyasini verir, ¢inki ¢(0) = £,(0,...0)=1, o) = £;(1,...,1)=0.
fi (f, € S) funksiyasini goétirek. Burada Xx funksiyasini
aldigimizdan, lemma 1-e esasen f, -dan sabiti ala bilerik.
X funksiyasina malik oldugumuzdan ikinci sabiti do ala
bilerik. Belslikle, har iki halda biz 0 va 1 sabitlarini aling.

Il. 0,1 sabitlerive f, funksiyasi vasitesile X funksiyasinin qu-
rulmasi. Bu ise lemma 2-ya asasan hayata kegirilir.

[l. 0,1 sabitleri ve X, f; funksiyalan vasitesile x, & x, funksi-

yasinin qurulmasi. Bu ise lemma 3 asasinda hayata kegirilir.

Belslikle, Q' sistemi (vo demali Q sistemi) Uzsrindaki
dusturlarin kémayi ile X ve x; &x, funksiyalan realiza edilir.
Bununla da kafilik isbat olunur.

Natica 1. P, sistemindan olub, 2= P, sertini 6dayan, ixti-

yari qapali Q funksiyalar sinfi, qurulmus gapall Q funksiyalar
sinfi, qurulmus gapal siniflerden he¢ olmasa birine daxildir.

Terif. P, sistemindan olan € funksiyalar sinfi, ager Q
tam deyilss, lakin ixtiyari f(f e€P,, f ¢Q) funksiyasi Ugln
QU {7} sinfitam olarsa, bu Q sinfi maksimal adlanir.

Bu terifden alariq ki, maksimal sinif gapali sinifdir.

Natica 2. Mentiq cabrinds yalniz bes 7;,,7,,S,M ve L
maksimal sinif movcuddur.

Misal. f,=x,-x,, f,=0,f5=1 ve f, =x, +x, +x; funksi-
yalar sisteminin tam oldugunu gdsterek. Burada f;¢T,,
fHel, f,eS, f,eM, f L. Diger terafdan, bu funksiya-
lardan har hansi birinin ¢ixarnlmasi, tam olmayan sinfa gatirir:

U Jo fay < Ly A oo s < T, U s Sy € Tos s S Ji € M.
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CALISMALAR
1.1. Asagidaki dusturlar tGgtin dogrulug cedvallerini qurmal:

1) (x> y)vx—=>(y&x);

2) (x> &x)—>(yv2);

3) (x&(y—>2))—>X);

4) (x&y)—>y)=>(x—>p));

5 (x> —=>2)>((x—>y)—>(x—2);
6) (x&(YVEN&(y > 2)V ).

1.2. Asagidaki dusturlarin buttin alt dusturlarnni yazmali:
1) (x=>»&(y—>z2)>(xXVv2);

2) (x=>y)=>(x—>y)—>¥);

3) (xvy)&(y&z))—>y);

4) (xvy)&(F—>2)—>7);

1.3. Asagidaki disturlarin eynilikle dogru distur oldugunu isbat
etmali.

1) (x=>»)Vv(y—-x);

2) (x=>»vx—>);

3) x> (> (x&y));

4) (x>y)>(x->y);

5) (x> ((y—x);

6) (x—>y)>((x—>(y—>2)—>(x—>2));
7) (x>z2)>((y—>2)>(xvy)—>2);
8) (x—=>»)>((x—>y)—>X));

9) (x—>y)>((x—>y)—>x);

10) (x > 2) > (¥ Vv x) > (¥ Vv 2))).
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1.4. x,y,z dayiganlarinin hansi giymatlerinde asagidaki dus-
turlar yalan giymati alir:

) (k>0 &2) > —>X)—>y);

2) (xvy)vz)—=>((xvy)&(xvz));

3) ((xvy)&(yvz)&(zvx)—>(x&y&z));

4) (xvy) > (X &y)v(x&y))).

1.5. Asagidaki ekvivalentliklori isbat etmali:

1) (x&y)=(y&x); 7) (x&y)v(x&y)=x;
2) (x&(yvx))=x; 8) x—>y=x&Yy;
3) (xvy)=(yvx); 9) x&y=xV¥;

4) (xv(y&x))=x;
5 xv(x&y)=xvVvy;

10) xvy=x—>y;
M) x—>y=xvy;

6) xvy=x&Yy; 12) xvx=x.
1.6. Asagidaki ekvivalentliklori isbat etmali:
1) x&(y&z)=((x&y)&z);
2) x&(yva))=((x&y)v(x&z));
3) (xv(yvz)=((xvy)vz);
4) (xv(y&z)=((xvy)&(xvz));
5) ((xvy)&(xvy))=x;
6) (x&y)v((xvy)&(xvy))=(xVy);
7) (x&2)viyv)vix&y)=(x&z)v(y&z);
8 x&yvz=(Xxvy&z;
9) X&z&y=x&zvy;

10) x&y=xVvy;
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M) (v (y&y))=x;

12) (xv y) =X & 7.

1.7, f(x,x,,%;) =(x; + x,) = x5 funksiyasini x, deyigenine gé-
ro ayrilisini yazmall.

1.8. Asagidakilar dizyunktiv ve konyunktiv normal formaya
gatirmali:

) (x=>»)=>E=>X)>0 > 2);

2) (x=>y)=>X)>y)>2)>2);

3) (k=>(—=>2)>(x=>2)>(x—>Yy).

1.9. f(x),x,,%;) = x; + X, V x,x,x; funksiyasinin miikemmal diz-
yunktiv normal formasini qurun.

1.10. xy+ yz funksiyasinin mukammal konyunktiv normal for-

masini qurun.
1.11. Asagidaki cadvalle verilmis funksiyalarin mikammeal diz-
yunktiv normal formalarini qurun.

xi|l || |G A6 || || ffi
oOojojojoj1fofofoOofoOoj1]O]|1|T1]|]1
ojoj1j1jof1r|(1f{1r{fojoj1]0|[O0]O0
oOoj1jo0ojo0ojofOofT1T|[Of1T]O]1]1|[0]|]1
o111 ]1fO0ofOofOf[1T]0O0]O0]1|[0]|]1
r{ojojoj1rfof1rf{rfoj1j1]0|[0]0O0
r{oj1j1j1fof1{O0O[O]O]O]O0|O0]|O
1 1{0]0]O0 1 0]0 1 1 1 1 1 1
r{1{1]J1jo0fof1|[1T[O]O]O0O]O0|[O0]|O

1.12. Asagidakilar tGg¢in muikammal dizyunktiv normal formani
qurmal

1) (X = X)) > (x; &x3) > (x; & x3)));

2) (x5 > xp) > X)) > (x; > (x;, &x1)));
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3) (% &xy) = X)) &((x; & x,) = X))
1.13. Asagidakilar tdg¢in mikammal dizyunktiv ve mikammal
konyunktiv normal formalarn qurun

1) X &xy; 5) (¥ > X)) > X;;
2) X, VX, 6) (x; &x;) = x;;
3) (0 = x)&xy; 7) (x; = x;) & x35
4) (x;vx,) > X 8) (x; vx,) = (x, &x;).

1.14. Asagidakilar t¢iin mikammal konyunktiv normal formani
qurmal.

1) (x5 = x) = ((x;, vXy) = x)));
2) (%) &xp) > x) V(% &(x; vV x3)));
3) ((x &(x, vxy)) = ((x; &x,) Vv X3)).

1.15. Asagidaki funksiyalann butin shamiyyastli deaisenlarini
tapmali.

1) &)V (y&2);
2) (x&y)vax;
3) x> —=>2)>(x—>y)—>(x—>2)).
1.16. Asagidaki cadvalls verilmig funksiyalarn {x,x, &x,} funk-
siyalar bazisinde distur kimi ifade etmali
x| o | A LA IS LS | 61| |5
0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1 0

1 0 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 0 0

1.17. Asagidaki cadvalls verilmis funksiyalan {x,x, v x,} funk-

(=N Ll [e ) Kan)
(el Faol N
O = =] —

siyalar bazisinde dustur kimi ifade etmali.
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X1 X2 f1 fz f3 f4 fs fe f7 fx
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1.18. Asagidaki disturlar {x,x; & x,} bazisinde ifade etmali.
1) x vy &x) x5 v,
2) ((x, v X)) &x,) v (%, & x,) > x5);
3) (= x) & (X Vv (x; > x)));
4) X > (x v, Vi)
1.19. Asagidaki disturlar {X,x, v x,} bazisinde ifade etmali:
1) x, /x5 2)x,+x,5 3)x;, = xy; 4)(x; 2 x,)&(x,/x,).
1.20. Asagidaki funksiyalar sisteminin tam oldugunu isbat

etmali:

1) {x, &x,,x Vv x,,Xx}; 3) {x; & x,,Xx};

2) {x;vx,,Xx}; 4) {x, > x,,x}.

1.21. Asagidaki funksiyalar sisteminin tam oldugunu isbat
etmali:

1) {x &x,,x VX, X, > X, )5 2) {x}.

1.22. Asagidaki funksiyalar sisteminin tam oldugunu isbat
etmali.

1) {xa/x} 3) {x +x5,x; v, 1}

2) {x vl 4) {x, > x,,0}.

1.23. Asagidaki funksiyalar sisteminin tam oldugunu isbat
etmali.

1) {0,Lx+y,x — y}; 2) {(x& y,x+ p,1}.

1.24. {0,1,x, & x,,x, +x,} sisteminin tamligini isbat etmali.
1.25. Asagidaki cadvalle verilmis funksiyalara ikili olan funksi-
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yalarn qurmal.
xi |l | hlb b6l el filf|f]ho
oOjojojtrfolt]J1rjoj1|1]1]0O
OjJ1 o1 o1 ]1]O]lO]O[|T1/[|1
1L]o0jo0jJoOf[O]JO|J1T 1|1 ]O[fT1[]1
1|1 (1]0[O0]T1T]1]1]0]0]O0]]1
1.26. Asagidaki disturlara ikili olan disturlari qurmali:
1) (x, &x,) > x;; 3) (x; vx,)&x;
2) (x, >x)&x,; 4) (x; &x,)Vvx,.

1.27. Asagidaki cadvalle verilmis funksiyalara ikili olan funksi-
yalar qurmal

x| |lx | hlb Al f|filf|f|fio
oOjlofof1]l1]J1]O0]JO]1[Of1]0O0]1
oOjlof1f{fol1]oO0]JoO]1|1[1fO0]O]1
Ojlt1fof1]J]ojJo]J1 11O fO]1]1
Ol1f{1f{1]oj1joj1jofl1]0]1]0
1]0jJO0O[O]JO]JO]JT1T]O]JO[O[1]O]1
l1joj1f{1fjojlojJ1]o]JoOo]JoOof1]O0]O
Ij1{ofjojoj1j1rjojt1rj1f{1]17]oO
Ijtr{trjof1rjftrjojojtrj1f{1|1]0

1.28. Asagidaki disturlara ikili olan disturlari qurmali:

1) (q 2> x)Vv(x Vi), 4) (x; &xy) = (% & x3);

2) (x> x3) > (x; &x3);5 5) (X v X)) &X;5;

3) (x; &x3)Vv(x; > x3); 6) (x; &x,) = x5.

1.29. Asagidaki disturlar sadalagdirmali:
1) xyvE(yvaz)E(F v 2)v2);

2) XyzVvXyzVvXyz\VvXxyz;

3) (x=>y»Vvy—=>2)v(y—x);

4) (xvyvz)&(xvyvz)&(xXVvyvz).
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Il FOSIL.

QRAFLAR N9Z9RiYYSSIiNiN ELEMENTLORI
§1. Qraf anlayisi.

Qraflar nezeriyyasi tebist elmlorinin inkisafi ilo alaqgedar
yaranmigdir. Belo ki, elektrik sabakaleri, kristal modelleri, mole-
kul strukturlarinin ve s. tadqiqi qraflar nazariyyssinin elementlari
vasitesile aparimisdir. Mlasir elmda oyunlar nazsriyyasi, prog-
ramlagsdirma, biologiya, psixologiya, malumatlarin mibadilasi
vo verilmasi nazeriyyasi va s. bilavasite graflar nezariyyesi ila
six baglidir.

Qraflar nazariyyasinin ilk masalalarinin predmeti noqtelar
va onlar birlesdiran xatlerin konfiqurasiyalar idi. Bu mase-
lsloerde noéqtsleri birlesdiran xatlerin diz ve ya ayri olmasi,
yerlasmasi, uzunlugu va ya qisali§i shamiyyatli deyil idi. Burada
ahamiyyatli, hamin xatlarin iki ndqtani birlasdirmasi idi.

Torif. A4={a,,a,,...} coxlugu ve A4 coxlugundan ixtiyari

qaydada segilon (g; ,a; ) elementleri cutlerinin B killiyatr I'

grafi adlanir. 4 g¢oxlugunun elementleri qrafin tepaleri, B gox-
lugunun elementleri ise qrafn tilleri adlanir. (g;,a;) tilleri hag-

qinda deyacayik ki, onlar a; ve a; topalerini birlosdirir.

Misal 1. Tutaq ki, 4={a,,a,,a;,a4,a5,04}, 4
a a
B={(a,a,), (ay,a3).(a3,a,), (a4,as), (as,a), | ’
(a¢,a))}. Onda 4 ve B cgoxluglan graf tayin = 4 a
edir. as

Oger A va B ¢oxluglan sonlu sayda elementlarden va
element cutlerinden ibarsatdirse, onda onlarin teyin etdiyi graf
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da sonlu graf adlanir. Misalda baxdigimiz graf sonludur.

Tutaq ki, a; ve a; — I' grafinin ixtiyari tepalaridir.

Torif. ' grafinin asagidaki tilleri sistemi

Aa,.a/ ={(a;,a,).(a;,,a;),.(a;_,a; )}

(burada a; =a;,a; =a;) a; vo a; tepaslarini birlegdiren yol ad-
lanir. Aaia/» yoluna aid ixtiyari til Ggln deyacayik ki, Aaia/» yolu bu
tilden kecir. Analoji olaraq, ager a teps ndqtasi Aaia/» yolunun
kecdiyi har hansi tils aiddirss, onda deyirlar ki, Aaia/» yolu bu a

topa noqgtasindan kegir.
Tarif. Eyni bir tilden @, =a; olduqda bir defe kegen Aaia/»

yoluna doévr deyilir. Xususi halda {(a;,a;,)} ddévrine haelge
deyilir.

Torif. I' qrafinin ixtiyari iki mixtslif a, ve a; tepa
ndgtasini birlesdiran yol varsa, onda bu I' grafl slagali graf

adlanir.
Misal 1-de baxdigimiz graf alagali qrafdir.

Misal 2. Tutaq ki, 4=1{qa,,a,,a;,a,,a5,a4,a,} B={(a;,a,),

(aZv a2)7 (Cl4 s as)a (as s aé)a(as s aé)a (aﬁ s a7)a (as s a7)} QOXIUanrI il

toyin olunan graf verilib.

_/O Y “

a,
a;
Torif. Qrafin he¢ bir tiline aid olmayan teps nodqtesine
tacrid olunmus tepa noqtesi deyilir. Baxdigimiz misal 2-da graf
alaqasiz va sonludur, elaca da halgays va tecrid olunmus tepa
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noqtesine malikdir.
Torif. ©ger evklid fezasindaki her hansi y fiqurunun tepa

ndgtaleri ile har hansi I" grafinin teps ndqtsleri arasinda ve bu
fiqurun tepa ndqtalerini birlesdiran ayrilerle grafin tepe néqte-
lerini birlegdiren tiller arasinda (ga; ile grafin, b, ile fiqurun tepe

noqtelerini isare etsak) (;,0;) <> (a;,a;) vo b, <> a;,b; <> a;
kimi garsilgli, birgiymatli uygunluq olarsa, onda y fiquruna I

grafinin handasi ifadasi deyilir.

Misal 1 vea 2 -de qurulan fiqurlar orada tayin olunmus
uygun graflanin handasi ifadslaridir.

Terif. Her hansi I} grafinin teps noqgtsleri ve tillari har

hansi I, grafina aid olarsa, onda I, qgrafina I’, qrafinin alt
grafi deyilir.
Torif. Butin mumkin (a¢;,a;)(1<i<j<m) formal tillors

malik olan qrafa tam graf deyilir. Asagidaki tesvir olunan graflan
tam qgraflara misal géstermak olar:

Torif. ©gor her hansi I} ve I, graflarinin uygun tepes
noqtalerini, uygun tillar birlagdirirsa, onlarin tepa noqtaleri ve
tillri arasinda qarsiligh birgiymtli uygunluq varsa, onda I ve I
grafina izomorf graflar deyilir. Bu noqteyi nezarden abstrakt
graf ve onun handesi ifadasi izomorf graflardir. Demali, sonlu

abstrakt graf avezina onun handasi ifadasinden istifade etmak
olar, yani graflarla handasi obyektler kimi davranmagq olar.
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Tutaq ki, (a;,a;) I' grafinin ixtiyari tilidir ve a noqtesi I'
grafinin 4 tepa ndqteleri goxlugundan deyil. I" grafinin (a;,a;)

tilinin alt hissesinin alinmasi amsaliyyati ele bir I qrafinin

qurulmasidir ki, bu grafin tepa noqtaleri coxlugu 4, = AU{a}
kimi tayin edilsin, tillari ¢oxlugu iss I' qrafinin ayirdigimiz
(4;,a;) tilinden basga butln tillerinden ve slave olaraq, yeni

(4;,a),(a,a;) tillerinden ibaret olsun, yeni asagidaki kimi teyin
edilsin: B, = (B\(q;,a;))U{(q;,a),(a,a;)}.

Terif. ©ger I', grafini I} grafindan I -e tilin alt hissasinin
alinmasi emaliyyatinin sonlu sayda tatbigi naticesinde almaq
olarsa, onda I', grafi I, grafinin alt hissesi adlanir.

Terif.1, ve I, graflarinin bir-birils izomorf olan alt hisseleri

movcuddursa, onda I, va I’, graflari homomorf qraflar adlanir.
Misal.

L L I
Burada tesvir olunmus I ve I, qraflan izomorf deyil, ¢lnki
onlann tepsa ndqtelari ¢oxluglar arasinda qarsiligh birgiymatli
uygunlug yoxdur. Lakin I} ve I, graflan homomorfdurlar,
cunki onlarin har birina tilin alt hissesinin alinmasi amsaliyyatini
tatbiq etmakle I" grafina gatirmak olar.

Qrafin tillerinin teyini zamani tilin uc noégtealerinin yerlos-
masi qaydasl nazers alinarsa, bu til istigamatlenmis, aks halda,

yoni (a;,a;)=(a;,a;) sorti 6denarss, istiqamatlonmamis til ad-

lanir.



39
istigametlonmis til halinda (al.,aj) tili Ggln a,-ye tilin
baslangic tepssi, a; ise sonuncu tepesi deyilir.

Her bir tili istigamatlenmamis olan grafa istiqgameatlanmamis
graf, batln tilleri istiqgametlenmis qrafa istigamatlenmis qraf
deyilir.

Asagidaki I ve I, qraflan istigamstleanmamig graflara, I

va I, graflar iss istigamatlenmis qraflara misal ola biler:

p-

I3 I
Bazi hallarda tebii olaraq qarnsiq gqraflari, yeni ham
istiqamatlonmis, ham da istigamatlenmeamis tillari olan graflan
nazarden kegirmak lazim gelir. Masalan, har hansi bir saharin
planina qarnsiq graf kimi baxmaq olar. Bu qgrafda geherin
kugaleri grafin tilleri, onlarin kesisma ndqteleri ise grafin tepe
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nogtalari rolunu oynayir. Saharin bazi kigelarinds nagliyyatin
harakati birteraflidir, bu klgalare uygun tillar istigamatlonmis
olacaq, bezi kiicalarda ise haraket iki teraflidir, bu kigcslara
uygun tillar istigamatlonmamis olacaqdir.

Qeyd edsak ki, izomorf qraflarda istigamatlenmis tillar
olarsa, onlarn istiqametlari da bir-birile Ust-Uste dismalidir.

Qrafin tepa ndqtelari goxlugunu teyin edarkan onlar iginda
yalniz tacrid olunmamis tepa ndqtalerini nazars almaq
ahamiyyetli olur. Yalniz tacrid olunmus tepsa ndqtalerindan
ibarat grafa sifir grafi deyilir.

Qrafin har hansi tape noqgtaleri cutinin bir nece til ilo
birlasdiyini ferz etmakle, graf anlayisini genislendirmak olar. T°
istigamatlonmis qraf Ucgln tepa noqteleri citinin har iki
istigamatdae bir nega til ila birlesdiyini farz etmak olar. Masaslan:

Bu hala misal olarag futbol komandalar yarnsinin turnir
cadvalini gosterak. Bu cadvele uygun grafin tepa noqtsleri
yanisda istirak edan komandalardir. Her hansi 4 ve B koman-
dalari cutu, her defe 06z aralarnda oyun kegirdikds, till
birlagdirilirler. ©gar A komandasi B komandasina qalib galir-
s9, bu til 4-dan B-ya dogru istigamatlenir, B komandasi 4
komandasina galib geldikde B-den A -ya dogru istigamatloenir
ve nahayat ager oyun heg-hego basa catibsa, 4 ve B-ni
birlasdiran til istigamatleanmamis olur.

Her bir istigamatlonmis I' grafi G¢lin onun aks grafi adla-

nan T grafi mévcuddur. Bu r grafinda butdn tillerin istiga-
mati I"-nin tillerinin istiqgamatina aksdir.

Torif. ©ger qrafin muistevi Uzerindaki tasvirinda tillerin
bitln kasisma noqtsaleri, grafin taps ndqteleri olarsa, bels grafa
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hamar graf deyilir.
Masoelon, asagidaki I grafi hamar, I, qrafi ise hamar

graf deyil.

L L

Tutaq ki, I" hear hansi istiqgamatlenmamis grafdir. Bu grafin
har hansi a teps ndqgtasindan kegan butln tillarin sayini p(a)
ilo isara edak. Bu adada grafin a tape ndqtasindaki lokal tertibi
vo ya sadace tortibi deyilir. ©ger grafin butin p(a) adadleri
sonludursa, onda bu graf lokal sonlu graf adlanir.

I grafinda a vea b tapsa ndqtslerini birlagdiran tillarin
sayini  p(a,b)= p(b,a) ilo isare edok. Bger I qrafinda
tokrarlanan tillor yoxdursa, onda p(a,b) adadinin ala bilacayi
giymatler asagidakilardir:

p(a,b)=0, p(a,b)=1.

Torif. ©goar qrafin bitiin tepe ndqtsleri Ugln tertibi »
adadina barabardirse, p(a)=n, a € A, onda bu grafa n tertibli
bircins graf deyilir.

Sonlu bircins graflara kub, tetraedr, oktaedr, dodekaedr,
ikosaedr handasi fiqurlarinin amale gatirdiyi qraflan gdstermak
olar. Masalen,
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Asagidaki graflar ise sonsuz bircins graflara misal ola bilar:

indi tutaq ki, I’ — istiqamatlonmis qgrafdir. T" grafinin har
hansi a tapa ndqtesina daxil olan va ¢ixan tillerin sayini uygun

olaraq p(a) ve p (a) ilo isare edek. Bu adadlera T grafinin
a tepa noqtasinde lokal tartibi deyilir. ©ger istigameatlanmis
grafin butin lokal tertibleri eyni bir n qgiymetini alirsa,
p(a)=p (a)=n onda bu grafa istiqametlonmis 7 tertibli

bircins graf deyilir. Asagidaki qgraflar istigamatlenmis bircins
graflara misal ola biler:

y 'y Y (

r ' >

Y .Y .Y ¥ .Y

Y
Y

Y
y

Y
Y

= = =
> > L

. ' - > L. >o—

- = =
>

Y
\

§2. Sobakaler, agaclar.

Qraf anlayisini Umumilagdirak.
Torif. A={a,,a,,..} coxlugu ve E, ={a, .4, -} ele-

mentleri 4-dan olan B={E;E,E,,..} coxluguna sabake
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deyilir ve asagidaki kimi igare olunur: A(EE,E,,.). A4
coxlugunun elementlari gobakenin tepsleri, E, killiyatinin

obyektlari sabakanin qutbleri adlanir.

Qraflar halinda oldugu kimi sabakaler Uglin da sonlu
sabakenin handasi ifadasi anlayigini daxil etmak olar. Bunun
Uclin avvelca asagidaki isarslemani daxil edek: ©ger E -
killiyatdirsa, onda < E > ile E -dan olan bitlin obyektlarin gox-
lugunu isars edacayik. Tutaq ki, bize A(E; E,, E,,...) $ebakesi
verilib. 4 goxlugunu bir-birile kasismayan asagidaki li¢ goxluga
bolek: 4, =< E, > — qutbler goxlugu; 4, = 4\U < E, > — qitb

i>0
ndqtslerindan farqli tecrid olunmus teps noqtsleri goxlugu; A4,—
galan tepa noqgtaleri goxlugu.

A, vo A, coxluglarinin har bir elementina Gg¢olgili evklid
fozasinda els bir uygunluq qoyaq ki, har bir tepea ndqtesine
fezada bir négte uygun gelsin. Bu ndqgtsleri 4 g¢oxlugunun a;

topelarinin  simvolar ile isare edak. Askardir ki, qutblers
a, (0)> %y, (0> ilo isare olunmus noqtalar uygun galacekdir.

B goxlugunun (i 21) har bir E; =(a, ,4,,:,-) killiyat-
larina Ggolgult evklid fezasinda cevre (E; bir ve ya iki

obyektden ibarat olduqda ise ¢evre avazina teps ndqgtesi ve ya
qovs gotirmak olar) uygun getirilir. Bu cevre lzerinde E,

killiyatina daxil olan A, (i) Ay, (7)o ilo isare olunmus tepa

noqtaleri yerlasdirilir.
Sonra A4 g¢oxlugunun eyni bir a;, simvolu ilo isarslenmis

noqteleri A, elagelendirici xatleri ilo birlesdirilir. Naticede alinan

fiqura verilmis A(Ey;E,, E,,..) sobakasinin handassi ifadssi
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deyilir.
Misal. Tutaq ki, 4=1{1,2,3,4,5,6,7},B ={E,; E|,E,,E;,E,, Es},
burada E,=(1,2,6);E, =(1,3,3,45);E, =(4,4.4,5,6); E, =E, =(24),
Es=(2,5,6,7). Onda A(Ey;E,E,,E;,E,,E5) sabske amale

getiracak. Bu sebakanin handssi ifadasi asagidaki kimi verila
biler:

Bu fiqur radiogabuledicide olan sxemlari xatirladir.
Sabakealerde 4 ve B c¢oxluglan sonlu oldugda sebake da
sonlu adlanir. Masalen, misalda baxdigimiz sebaka sonludur.
A ve ya B c¢oxluglarindan he¢ olmasa biri sonsuz olan
sebakaya sonsuz sabaka deyilir.
Torif. A'(E;E|,E;,...) vo A"(E(;E],E;,...) sebakalerinin
A" vea A" elece de B' ve B" cgoxluglan obyektleri arasinda
asagidaki kimi garsihgl birgiymatli uygunluq vermak olarsa:
1) uygun E' ve E" kiilliyatlan bir-birine uygun obyektlorden
toskil olunub;
2) E, ve E{ killiyatlan bir-birine uygundur.
Onda A'(Ej; E|,...) vo A"(Ej; E],...) sebakaleri izomorf sebake-
lar adlanir.

Askardir ki, abstrakt sebeka, 6zlnin handssi ifadssi ila
izomorfdur. Ona go6ra de abstrakt sebske avezine onun
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handasi ifadasini nazardan kecgirmak olar. Bu menada
soebkalera handasi obyektlor kimi baxmaq olar.
Askardir ki, E,=© ve her bir E, (i>1) kulliyati A4

coxlugunun yalniz iki obyektindan ibarat olan sabakaler sinfi,
graflar sinfi ile Ust-Uste dusur.

Sabakalarin digar bir sinfi agaclar adlanir. Dévre malik
olmayan, kdk adlanan geyd olunmus tepa néqtsli, alagali sonlu
graf agac adlanir. Agkardir ki, agac bir qutbli sabakadir, yani
E,=(a).

Qraflarda, sebakalarde oldugu kimi agaclarin da handasi
ifadesini vermak olar. Tepe ndqteleri noqtaler, tepaleri
birlesdiren tillor dliz xatt pargalari, kdk ise alave parca-ox isarali
topa noqtasi soklinda verilon handasi ifadeya agacin dizimi
deyilir. Eyni bir agaci bir ness gaydada diizmak olar.

Misal. Tutaq ki, 4=10,1,2,...10}, B={Ey;E,,....E,,} burada
Ey=(0), £, =(0]), £, =(0,2), E; =(0,3), E, = (1,4), E5 = (1,5),
E,=(1,6), E;=3,7),E; =(3.8),Ey =(4,9),E,, =(4,10).

Agkardir ki, A={Ey;E|,E,,...,.E,,} agac teyin edir. Bu aga-

cin mUimkuin ddztmlarini quraq:

CALISMALAR
2.1. A=1a),a,,a5,a,,0a5,04},B=1{(a,,a,),(a,,ay),(a,,a,),

(a4 s aé)a (as s aé)v (a6 s aé)v(aj, s aé)v (a3 s 613)} qrafl verilib.
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1) grafn handaesi ifadasini qurmal;
2) bu grafin alagali olub-olmadigini teyin etmali;

3) a;-den as-s yol olub-olmadigini teyin etmali;

4) grafda dévrun olub-olmadigini teyin etmali;

5) qrafda halganin olub-olmadigini tayin etmali;

6) bu grafin butin alt graflanni tayin etmali;

7) bu grafa izomorf olan bir ne¢a graf géstarmali;

8) bu grafa homomorf olan har hansi bir graf géstermaili;

2.2. Qraflar ozlerinin handasi ifadasi ile verilib:
C3

by ¢ ¢ ° Cs
Cg €7 Cg

Bu graflarin izomorf ve homomorf olub-olmadigini teyin

etmali.
2.3. Qraflar ozlerinin handasi ifadasi ile verilib.
a a be—R b,
"bs
¢ b,
a ay bl b7

Bu graflar izomorfdurmu? Onlarin homomorf olub-olmadi-
gini tayin etmali.

2.4. Qraflar ozlerinin handasi ifadasi ile verilib.
bs

Cy Cs

b] b5 Cl C4
Bu graflarin izomorf ve homoorf olub-olmadigini tayin etmali.
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2.5. Qraflar ozlerinin handasi ifadasi ile verilib.
b3‘ 'b4 s C3

b bs

by Ci Cq
Bu graflarin izomorf olub-olmadigini tayin etmali, mimkun-
sa onlarin homomorf oldugunu isbat etmali.

2.6. A={ay,a,,a,,a5,a,,05,a4,0,,a4},B=1{(ay,a,),(a,,a,),

(a,a3),(ay,a5),(a3,a5),(ay,a5),(ay, as),(a,, a4), (a4, a),
(a4,a;),(aq,a5),(ay,a,),(aq,a,),(aq,aq)} qrafi verilib.

1) bu grafin handasi ifadesini qurmali;

2) bu grafin slagsli oldugunu, onda tecrid olunmus tapa
nodqtaleri oldugunu, onda doévr, halga oldugunu teyin etmali;

3) a, ils a,-nibirlesdiren yol oldugunu teyin etmali;

4) bu grafa izomorf qraf qurmali;

5) bu grafa homomorf olan graf qurmali;

6) bu grafin, alt graflarini qurmali.

2.7. A={ay,a,,a;,a3,a4,as}, B ={(ay,q),(a,a,),(a;,a3),
(a1,a5),(a;,a,),(ay,a,),(ay,0a5), (a3, as), (a3, a3), (a3, ay),
(ay,a5),(ay,as),(as,as)} qrafi verilib.

1) grafin mustavide handasi ifadasini qurmali;

2) bu grafin slagali oldugunu, tacrid olunmus tepa ndqtesins,
dovra, halgaya malik oldugunu tayin etmali;

3) a, ve a, tepsa ndqgtslerini birlegdiren yol oldugunu tayin
etmali;

4) bu grafa izomorf olan graf qurmal;
5) bu grafa homomorf olan graf qurmali;
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bu grafin alt graflarini ve onlarin handasi ifadasini qurmali.

2.8. A={ay,a,,a,,a5,a,,0a5,a,,a,,a5,a4},B ={(ay,q,),(a,,a,),

1)
2)

3)
4)

9)
6)
7)

(a,a3),(ay,a5),(a,,as),(ay, a), (as, as ), (a4, a6), (as, ag),
(aq,az),(a;,az),(ag,az),(as, a9),(as, ag)

grafi verilib.

bu grafin handasi ifadasini qurmali;

grafin alagali oldugunu, grafda tecrid olunmus tepa noqgte-
lari, dovr, halga olub-olmadigini tayin etmali;

a; v ag tapalerini birlegdiran yolu tayin etmali;

a, Ve a, tepalerini birlegdiran yolu tayin etmali;

bu grafa izomorf olan grafi qurmali;

bu grafla homomorf olan grafi qurmal;

bu qgrafin alt graflarini teyin edib, onlarin handaesi ifadasini
vermali.

2.9. A={ay,a,,a,,ay,a,,04,0,,04,04,0,0},B ={(ay,a,),(ay,a,),

1)
2)

3)
4)

9)
6)
7)

(al ) a})a (a3 ) a4 )a (a3 5 a4)v (a3 5 aﬁ)a (a6 5 a7 )a (a6 5 ag)a (a4 ) a7 )a

(ag,a9),(a;,aq),(ag,a,,),(aq,a,y)} qrafi verilib.

grafin mustavideki handasi ifadasini qurmali;

grafin elagali oldugunu, tacrid olunmus tepa nodqtelarina,
ddvra, halgaya malik olub-olmadigini teyin etmali;

a, Ve a, teps noqtslarini birlegdiran yolu teyin etmali;

as ile ay, tepalerini birlegdiran yolu tayin etmali;

bu grafa izomorf qrafi qurmali;
bu grafa homomorf grafi qurmal;
bu grafin alt grafini tapib, onlarin handasi ifadasini vermali.

2.10. A={ay,q,,a,,a5,a4,04,0;,a4},B=1{(ay,a,),(a,,a,),(a,,a,),

(al 5 a4)7 (az 5 ag)a (a3 ) ag)a (a4 5 a5 )v (as 5 a6 )a (as 5 a7 )a (a6 ) a7 )a
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3)
4)

9)
6)
7)
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(ag,ag),(as,ag),(a;,aq),(ag,ag)} qrafi verilib.

grafin handasi ifadasini vermali;

grafin alagali oldugunu, tecrid olunmus tepa nodqtalerinin
oldugunu, ddvrs, halgaya malik oldugunu tayin etmali;

a, ils a, tspalarini birlegdiran yolu tapmali

a, ile ag tepalerini birlegdiran yolu tapmali;

bu grafa izomorf qrafi qurmali;
bu grafa homomorf olan grafi qurmali;
grafin alt graflarini teyin edib, handasi ifadalarini vermali.

2.11. A={ay,a,,a,,ay,a4,0a4}, B=1{(a,y,q,),(a,,a,),(a,,a,),

1)
2)

3)
4)

o)
6)
7)

(alva4)7(a27a2)7(a27a3)7(a37a4)7(a3aaﬁ)v(azlaaé)a(aéaaé)}
grafi verilib.

grafin mustavideki handasi ifadasini vermali;

grafin slagali oldugunu, tacrid olunmus tepa nodqteleri
oldugunu, ddvrs, halgaya malik oldugunu tayin etmali;

a, ile ag tspalarini birlegdiran yolu tapmali

a, ils a, tepalerini birlegdiran yolu tapmali;

bu grafa izomorf qrafi qurmali;

bu grafa homomorf olan grafi qurmali;

grafin butin alt qgraflanni tayin edib, handasi ifadslarini
vermali.

2.12. Qraflar handesi ifadsleri ile verilib. Onlarn abstrakt

1)

ifadalerini vermali, izomorf va homomorf olub-olmadiglarini
toyin etmali, alt graflarini tapmal.

b b,

c, s

C

)
w

Cy



50

2)

Cy

k Cy
3) b b,
C)
bg bs s
bl CZ
C3
b,
c, c,
b, pf

Cy
Cs

bs
4)
b3

2.13. Qraflar hendaesi ifadsaleri ile verilib. Onlarin abstrakt ifade-
larini vermali, izomorf va homomorf olub-olmadiglarini teyin

etmali.
C, C) C3
b, CSAC4
by c:l
¢

1)

b,é
b,

b,
2) /\
be bs

by

by



3)

2.14. Qraflar hendaesi ifadaleri ile verilib. Onlarin abstrakt ifade-
larini vermali, izomorf va homomorf olub-olmadiglarini teyin

etmali, alt graflanni tapmali.
Cl C') C3

b

1) Cg Cy

2)

3)

by b,

C Cy

J

2.15. Qraflar handasi ifadaleri ile verilib. Onlarin abstrakt ifade-
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larini vermali, izomorf va homomorf olub-olmadiglarini teyin
etmali, alt graflanni tapmali.

bl b2 b3 Cl
1)
b() b4 C2
cy C,
’ /N
Cs C3
b, Co C3
3) Cy Cy
b, b, Ce Cs
by ‘.
Cy
4) b bs ¢ 2 C7 Cs
Co
bq Cs

2.16. Asagidaki ¢coxluglarla verilan sebkani qurmal;
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1) A={1,23,4,5,6};B={E\;E,E,,E;,E,}, burada E;=(2,4,6);
E =(12); E,=(43,1); E;=(3,5,6); E, =(5,6).
2) A=1{1,2,3,45,6,789,10};B={E,;E,,E,,E;,E,.Es,E}, bu-
rada E, =(1,3,5,7);E, =(1,2,4); E, =(3,4,6); E; =(4,5,6);
E, =(45,6);E; =(6,7,8); E; =(7,9,10).

2.17. Asagidaki ¢coxluglarla verilan sebkani qurmal;
A=1123,4,5,6,78}; B={Ey;E,E, E;,E,.Es}, burada

EO = (17335)7E1 = (13276)7 E2 = (637)7 E3 = (417)7 E4 = (47538):
E; =(2.3.8).

2.18. Asagidaki ¢coxluglarla verilan sebkani qurmal;
A=112345,6};B={E;E E, E,,E,, Es}, burada

EO = (27426)7 E] = (13233)7 E2 = (334)7 E3 = (33536)7
E4 = (173)3E5 = (175)

2.19. Asagidaki ¢coxluglarla verilan sebkani qurmal;
A=1123,4,56,78}; B={E,;E|,E,,E;,E,,Es}, burada

£y =(1,3,5,7); £, =(1,6); Ey =(4.5); 5 =(2,3);
E, =(2,4,6,8); Es=(798).

2.20. Asagidaki ¢coxluglarla verilan agaci qurmali;
A4=1{0,1,2,3,4,5,6,7,89}; B={E; E.E,,E;,E,,Es,E,, E; , Eg}

burada E, = (0); £, = (0,2); E; = (0,3); £5 = (0,4); E, = (2,5);
Es =(2,6);Eg = (3,7); E; = (3,8); Eg = (4.9).

2.21. Asagidaki ¢coxluglarla verilan agaci qurmali;
A4=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}; B={E;E,,E,,E;,E,,

Es,E.,E, Eq, By E\, E,,}, burada E; = (0); E, =(0,2);
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E, = (0,3); E3 =(0,4); E, = (0,5);E5 = (L,6); E6 =(1,7);
E, =(28); E; =(2,9); E, =(3,10); E;, =(3,11); E;, =(4,12).
2.22. Asagidaki ¢coxluglarla verilan agaci qurmali;
A4=10,1,2,3,4,5,6,7,89,10}; B={E;E|,E,,E;,E,,Es, Eg,

E,, Ey,Ey,E\}, burada E, =(0);E, =(0,1); E, =(0,2);
E3 = (033)7 E4 = (134)7 E5 = (175)3 E6 = (176)7 E7 = (377):
E, =(3.8); E, =(4,9); £, =(4,10).

2.23. Asagidaki ¢coxluglarla verilan agaci qurmali;
A4=10,1,2,3,4,5,6,7,89,10}; B={E;E|,E,,E;,E,,Es, Eg,

E,,Eq, By}, burada E, =(0):E, = (O,1); E, = (02); E; = (14);
E4 = (175)3E5 = (176)7 E6 = (377)7E7 = (378)7 E8 = (439):
E, = (4,10).

2.24. Asagidaki ¢oxluglarla verilan agaci qurmali;
A4=10,1,2,3,4,5,6,7,89,10}; B={E;E|, E,,E;,E,,Es, Eg,

E,,Ey,E,}, burada E;, =(0); E, =(0,1); E,=(0,2);
E; = 03), E, = (3,7);E5 = (378);E6 = (1,5);E7 =(1,6);
E; =(49); E, =(4,10).

2.25. Asagidaki ¢coxluglarla verilan agaci qurmali;
A4=10,1,2,3,4,5,6,7,89,10,11}; B={Ey; E,,E,,E;,E,, Es,

E. E, Eq,Ey,E,E\}, burada E, =(0);E, =(0,1);
E, =(0,2); E; =(0,3); E, =(0,4); E5s =(1,5); Es =(1,6);
E7 = (277);Eg =(3,8); E9 = (3,9);E10 = (4=10);E11 =(4,11).



55
Il FOSIL.

KODLASDIRMA NOZ9RiYYSSIiNIN ELEMENTLORI
§1. Kodlagdirma va dekodlagdirma anlayisi.

Kodlasdirma, riyaziyyatda shamiyetli rol oynayir. Kodlas-
dirma bir obyektlarin dyranilmasini, digar obyektlerin dyro-
nilmasina geatirmaya imkan verir. Masalon, adadlerin onluq say
sistemi vasitasile tesvirinin na qgadar boylk rol oynadigi
malumdur. Hendasi obyektlari analitik ifadelerle kodlagdirmaga
imkan veran, koordinatlar Usulunun yaranmasi riyaziyyatin
galacek inkigafina boyuk tekan vermigdir. Lakin bu hallarda
kodlasdirma vasitelari yalniz kdmakgi qurgu rolunu oynayirdi ve
todgiqat obyekti deyildi. idarsedici sistemlarin dyronilmasi ils
alaqgadar olaraq kodlar tamam basqa shamiyyst kasb etmayes
baslamisdi. Kodlagdirma nazariyyasi sahasinde sistematik tad-
giqatlar aparmaq ehtiyaci yaranmisdi. 9sas tadgigat mase-
Islerinin dairesi, rabite sahasine aid olan ve asagidaki sxemla
verilon misal Uzerinde gosterile biler:

Malumat Melumat| |Dlage Cixisda Cixisda
manbasi kodu [ [kanali|~ [melumat kodu[~ |melumat

kodlagsdirma dekodlagsdirma

Manealor
manbasi

Tutaq ki, sonlu sayda herflerden ibaret U ={aq,,...,a,} alif-
basi verilib. U slifbasindan gotirilen 4=gq, a; ...a; sonlu sim-
vollar ardiciligina U elifbasinda s6z, n oadadine ise A4
s6zunln uzunlugu deyacoayik. A s6zunin uzunlugunu [(A4) ile
isara edacayik.
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Tutag ki, S=SU), U elifbasindaki bitin bos olmayan

sOzlerin goxlugudur, S’ ise S g¢oxlugunun har hansi alt gox-
lugudur. S" coxlugundan sozler yaradan obyekte malumatlar
manbayi, S'-den olan sézlera ise malumatlar deyilir. Malumat
menbayi — insan, masin va s. ola bilar. Adatan kodlagdirma
nazariyyasinin masalalerini nazarden kegirarkan malumatlar
menbayi haqginda onun bu ve ya diger formada tasviri
soklinda elave malumat verilir. Malumat manbayinin tasviri

Uclin asagidaki gaydalardan istifade etmak olar:

1) nezeri tesvir — bu tesvirde S’ coxlugunun xasssleri qeyd
olunur, masslen S’ g¢oxlugu verilmis m uzunluglu bitin
sozlar coxlugudur;

2) statistik tesvir — bu tesvir S’ coxlugunun ehtimal olunan
xassalarinin verilmasi ile yerins yetirilir, masalon, S'=S veo

a,...,a, harflerinin olmasinin  p,,...,p, ehtimallar verilib

r 14

(Elpi =1);

3) mentiqi tesvir — bu tesvir S’ ¢oxlugunun yaradilmasi sul-
larini xarakterize edir, masalen, S’ her hansi bir avtomat
vasitesils yaradila bilar.

Tutaq ki, L=1{b,,...,b,} olifbasi verilib. B ilo L slifoasinda
sbzu, S(L) ile L slifbasindaki butiin bos olmayan sézlar ¢ox-
lugunu isars edak.

Tutaq ki, her bir A4 (A€ S'(U)) s6zine qarsl B=F(A)
(B e S(L)) s6zinu qoyan F' inikasi verilib. Burada, B s6zlina

A malumatinin kodu, A sbéziinden onun koduna kegids isa
kodlasdirma deyeacoeyik. Kodlagdirma nazariyyesinda F' inikasi
har hansi bir alqoritmla verilir.

Misal 1) Slifba kodlasdirmasi. Her hansi U slifbasinin
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harfleri ile L slifbasinin misayyan sbzleri arasindaki uygunlugu
nazerdan kegirok:

a—————- B,
LT B ®)
a, —————- B,

Bu uygunlug sxem adlanir va X ile isare olunur. O, slifba
kodlagmasini asagidaki kimi teyin edir: S'(U)=S(U)-dan olan

hor bir A=a;..a; sozine, A4 so6zinin kodu adlanan

B:Bl-l...Bl-n s6zl uygun qoyulur. B,,...,B, so6zleri elementar
kodlar adlanir.

2) Mintszem kodlagdirma. Tutaq ki, {4,,...,4,} U slifbasinin
eyni bir m uzunluglu, cut-cit muxtslif s6zlarinin har hansi alt
coxlugudur. Askardir ki, har bir 4 so6zl yegane 4=4,..4;
ayriligina malikdir. Tutaq ki, S'(U), U slifbasinin geyd etdiyimiz
ayrihisa malik batin soézlerinin alt ¢oxlugudur. B; elementar

kodlarinin eyni bir uzunluga malik oldugu asagidaki sxemi
nazerdan kegirok:

..................... %)

Bu =’ sxemi miintezem kodlasdirmani asagidaki kimi tayin
edir: S'(U)-dan olan her bir 4= 4,...4; sbézins, 4 sbzinin

kodu adlanan B = Bl-l -~Bi,, s6zU uygun qoyulur.

Har hansi konkret kod asagidaki sertlarden asili olaraq
segilir:
1) Kodlarin veriliginin alverigliliyi baximindan (masalen, ikilik
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kodunun texniki néqteyi-nazerdan istifadasi alveriglidir);

2) Kodlarin gebul edilmasinin slverigliliyi baximindan (Mese-
lan, masin kodlari prosessorun igi Ggln alveriglidir);

3) Kanalin maksimal kegid imkanlarinin temin edilmasi baxi-
mindan;

4) Kodlarin manealara davamliiginin tamin edilmasi baximin-
dan;

5) Kodlasdirma alqgoritmlerinin bazi xassalerinin temin edilmasi
baximindan (mesalan, kodlasdirmanin sadaliyi, birgiymatli
dekodlasdirma imkanlari) ve s.

Blage kanalina, bir girigsi ve bir ¢ixigi olan qurgu kimi
baxmagq olar.

B B

—1 —

Bu qurgunun girisine malumatin B kodu daxil olur. Cixigda
ise mealumatin gixisdaki B’ kodunu alinrlar. Burada B', her
hansi L' olifbasindaki sézdir ve B'= f(B).

©On sade halda, kanal manealarsiz olduqda, yani slage
xattinin ideal halinda B'=B ve ya f(B)=B olur. Demali

L' =L olar. Umumi halda kodlarin gevrilmasi de slage kanalina
daxil ola biler ve L' # L olar (masslen, EHM-ds oldugu kimi).

Manealer menbasi alaga kanalina sahvlar daxil edir va
kodlarin ¢ixigsda tehrifina gatirib g¢ixarir. Manealar manbasinin
tosviri G¢gln iki Gsuldan istifada olunur:

1) mantiqi kombinator tasvir — bu tasvir manealarin, tahriflarin
sayl Uzarine qoyulan meahdudiyyetlerin gdsteriimasi ila
verilir;

2) statistik tesvir — bu tesvir iss manbanin ehtimal olunan
xarakteristikalarinin verilmasi ile yerina yetirilir.

Manealorsiz kanal halinda malumatin c¢ixisdaki kodu

L' = L elifbasinin har hansi s6zil olur. Lakin manealer manbasi
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B’ # B halina gatirib gixara biler.

Cixisda malumat her hansi G alifbasinin s6zu olur.
Maneolarsiz kanal halinda, yani malumatin verilisi halinda
G =U olur. Malumatin ¢ixisdaki kodundan, ¢ixisdaki mslumata
kecid iki gevirmani nazarda tutur:

1) Msalumatin ¢ixisdaki kodunun daqiglaesdiriimasi. Bu ¢evirma
malumatin xdsusi kodlar G¢lin mimkindir. Bu halda malu-
matin verilisi zamani B’ -den B -ys kegid bas verir.

2) Dekodlagsdirma. Dekodlasdirma, mealumatin ¢ixisdaki kodu-
nun daqiglesdirimasinden sonra alinan koddan cixisdaki
malumata kegide deyilir. Dekodlagdirma da ixtiyari kodlara
deyil, yalniz malumatin xtsusi kodlarina tetbiq edile biler.

Malumatin verilisi zamani dekodlasdirma, aks F" inikasi
oldugu halda mimkundur.

§2. Birgiymetli dekodlasdirma meyari va birgiymatli
dekodlasdirmanin tayini alqoritmi.

U ve L olifbalarinin asagidaki X~ sxemi ilo verilon slifba
kodlagmasina baxaq:

............... (2)

Forz edek ki, burada S'(U)=SU), yeni malumatlar
menbasi U slifbasindaki bitiin mimkin sézler goxlugunu
yaradir. Agkardir ki, bu slifba kodlasdirmasi S(U) c¢oxlugunun,
S(L) coxluguna inikasini yaradir. Sy(L) ile bu inikasda S(U)
goxlugunun obrazini isare edak.

S(U) c¢oxlugunun Sy (L) obrazina inikasi qarsiligh birgiy-
matli oldugu halda dekodlasdirma mimkuindur, yani kodu B
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olan baslangic 4 malumatini B kodu Uzra birgiymatli olaraq
barpa etmak olar. Bu halda deyirlar ki, alifba kodlagdirmasi
garsiligh birgiymtlidir.
Misal 1. U ={a,,a,}, L ={b;,b,} olan olifba kodlagdirmasina
baxaq, onun sxemi agagidaki kimi verilir.:
a, ———-b,,
a, ————bb,.

Tutaq ki, B ve B" uygun olaraq A" ve A" so6zlerinin
kodlaridir. Askardir ki, eger 4" # A", onda B’ # B" olar.

Dekodlasdirma prosesi asagidaki qayda ile aparlir. B
s6zunln B e Sy (L) elementar kodlara ayriligi yerine yetirilir.
Bunun Ggln geyd edak ki, B sbézinde b, harfinden her defe
istifade edilmemigden qabaq b, herfi tayin edilir. Bu ise butln
mamkan (b,b,) citlerini ayirmaga imkan verir. B sdzundn
qalan hissesi b, herflerinden ibarat olacaqdir. 8gaer indi har bir
(bb,) cutund a, ile, qalmig her bir b, herfini ise a, ile evez
etsak, onda B -ya uygun galen A4 s6zinu alarq:

Tutaq ki, B =>5,b,b,b,b,b,b,b,b,. Burada harf cltlerini ayir-
digdan sonra elementar kodlara ayrilig alarq:

B =b,(b,b,)(b,b,)b,b,(b,b,) .
Buradan da asagidaki s6zl alariq:
A=a,a,a,a,a,a,.

Torif. Tutaq ki, B s6zi B = B'B" seklindadir. Onda bura-
da B’ sb6zli B sOzinin baslangici ve ya prefiksi, B' ise B
s6zUndn sonu adlanir. Xisusi halda A bos s6z ve B s6zinln

0zl, s6zin baslangici ve sonu hesab edilir. B s6zlinln,
6zundan farqgli batin baslangiclan ve sonlar maxsusi sozler
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adlanir.
Torif. Sger B, sozl, ixtiyari i veo j (1<i,j<r,i#j)
ugln B; sozunln prefiksi deyilss, onda X sxemi prefiks xas-

sasina malikdir.
Teorem 1. ©gar X sxemi prefiks xassasina malik olarsa,

onda uygun slifba kodlasdirmasi garsiligh birgiymtli olacaqdir.
isbati: = sxemi prefiks xassosine malik oldugundan, bu
sxemda butlin elementar kodlar maxtslifdir, yeni i # j oldugda

B, # B;. Ferz edek ki, Sy(L)-dan olan her hansi B sozl
elementar kodlara iki qayda ile ayrilir:
B=B, .B; B=B,..B,.

Tutaq ki, B, =B;...B, =B, , B, #B; . Bu halda
B; ,B; sozlerinden biri digarinin prefiksi olur. Bununla teorem
isbat olunur.

Tutaq ki, B=b,..0; sOzli S(L)-den segilib. B ilo B
sbzundan gevirma vasitesile alinan l?:bl-n..bl-l s6zunu igare
edak. X ilo asagidaki sxemi isare edak:

a, ———-B,,

Misal 2. £ sxemi kimi misal 1-de verdiyimiz sxemi qabul edoak.
Onda = sxemi asagidaki kimi olar.

a, ———-b,,

a, ————b,b,.
Burada & sxemi prefiks xassasine malikdir, demali teorem 1-a

osasen X sxemi ilo toyin edilan alifba kodlasdirmasi garsiligli
birgiymatli olacaqdir.
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Qeyd edok ki, X vo ¥ sxemlori ilo tayin edilan alifba
kodlagdirmalari, qarsiligh birgiymatlilik xassasina eyni zamanda
malikdirler, yaxud malik deyiller.

Teorem 2. Ogar ya X sxemi, ya da X sxemi prefiks
xassasine malikdirsa, onda X sxemi (i sxemi) ilo tayin edilen
alifba kodlasdirmasi, qarsiligh birgiymatli olacaqdir.

Burada go6stermek olar ki, X va T sxemlori prefiks
xassasine malik olmadiqda bels, ¥ sxemi ila qurulan slifba
kodlasdirmasi garsiligl birgiymsatli olacaqdir.

Misal 3. Tutaq ki, U ={a,,a,,a;} ve L=1{b,,b,,b;}. Aga-

gidaki ¥ sxemina baxaq:

al - - - _bl 9
ay ———=bb,, (X)
a, ————bb,

Askardir ki, X va > sxemlori prefiks xassasina malik deyil,
lakin eyni zamanda qurulan slifba kodlasdirmasi qarsiligh
birgiymatli olacaqdir. Dogrudan da ager B e Sy(L) olarsa,
onda bu s6z birgiymatli olaraq asagidaki kimi elementar
kodlara ayrilr:

1) b, harfinden solda bilavasite b, herfi durdugundan (5,b,)
cutind ayinnq;

2) b, herfinden sagda bilavasite b, herfi durdugundan (b,b,)
cutind ayinnq;

3) butin (b,b,) ve (byb)) citlerini ayirdigdan sonra sézde
yalniz b, simvollari qalacaqdir.

Asagidaki isaralemaleri daxil edak:
[(B) il B s6zunun uzunlugunu, yani bu sézdaki harflorin
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sayini isare edacayik. Xususi halda Bl.(izl,_r) elementar
kodlarinin uzunluglanni /(B;) =1, qebul edsk. Daha sonra P
ile X sxeminin uzunlugunu, yeni I/(B,,...,B,) kemiyyatini igaro

edok.
Tutaq ki,

B, :ﬁ’Bl.l...Bl.wﬁ” (1
ayriigi B; elementar kodunun trivial olmayan ayriligidir. Yani bu
ayrlis B, =B, (B'=p"=A) aynlisindan (burada B’ ve "
elementar kodlardan farqglidir) fergli ayrnhsdir. Burada o
parametri sifirdan bdyuk ve ya sifra barabar tam adad ola biler.

(1) ayrniligindan alariq ki, B; elementar kodunda har hansi
B’ basligini ve her hansi " sonunu g¢ixararaq, qalan hisseni
elementar kodlara ayirmagq olar.

Agkardir ki, her bir B, Gg¢ln (1) formal ayriliglarn sayi

sonludur. W ile B, Ugln olan batin ayriliglar ve batin i -ler

Uzro olan @ eadadlerinin maksimumunu isare edek, yani
W=maxw .
Misal 4. U ={a,,a,,a;,a,,as}, L=1b,,b,,by} ve asagidaki

sxemlos tayin edilan slifba kodlagdirmasina baxaq:

a, ———-bb,,

a, ———=bbsb,,

ay, ————b,b;,

a, ————bb,bbs,
as ————b,b,b,b,b;.

Burada 2</. <6 oldugundan, W <3 olacaqdir. Diger te-
refden By =b,b,b,b,b; = b, B, B, oldugundan alarnq W =2.

Nahayst, SY (U) ile U slifbasindaki uzunlugu N -i asma-
yan butin bog olmayan sézler goxlugunu isare edak. Askardir
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N
ki, SY(U) - sonlu goxlugdur ve onun giicii = 7' ile tayin edilir.
i=1

indi ise solifboa kodlasdirmasinin qarsiligh birgiymatlilik
meyarini tayin edok:
Teorem 3. X sxemi ilo toyin edilan her bir slifba kodlas-

[(W+l)(P—r+2)}
2

dirmasi Ggin ele bir N var ki, N, < slifba

kodlagdirmasinin garsiligh birgiymsatlilik problemi, sonlu §No )

coxlugunun kodlasdirmasi Gglin analoji problema gatirilir.
Dekodlagdirmanin birgiymatlilik meyar, alifba kodlagdir-

masinin garsiligh birgiymatlilik xassasina malik olub-olmadigini

toyin etmaysa imkan veran X sxemi Uzra sads alqoritm verir.

Bunun Ggln U slifbasindaki uzunlugu N, -1 asmayan bitdn

§No (U) so6zler goxlugunu nazardan kegirmak ve bu sonlu ¢ox-

lugun kodlagdirmasinin qarsiligh birgiymatli olub-olmadigini
toyin etmoak kifayatdir. Bu alqoritmdeki amaller sayini kobud

olaraq N ile giymatlendirmak olar. Malum olur ki, bu alqorit-
mdan hastta an sade misallarda bels istiade etmak mimkin
olmur.

Misal 5. Misal 4-da verdiyimiz olifba kodlagdirmasina ba-
xaq. Burada r=5,W =2, L =16 oldugundan

e

Bu isa ¢ox boylk regamdir.

Qraflar nazariyyasinin elementlori ile dekodlasdirmanin
birgiymatliliyini tayin etmeysa imkan veron kifayat qgader
semarali bir alqoritm vermak olar.

Tutaq ki, slifba kodlasdirmasi asagidaki X sxemi ila verilib:




a, ———-B,,
............... )
a, ———-B,.
Har bir elementar B, kodu ugun,
B; = ﬁBil "'Biw B’ (2)

formali batin mimkan trivial olmayan ayriliglara baxaq. Burada
p' ve B" elementar kodlardan farglidir. L, ilo asagidaki ele-
mentlari olan ¢coxlugu isare edak:

a) A bos soz;

b) (2) formal ayriliglarda prefiks ve sonluq saklinde rast gslinen
P sozleri. Sonra L, goxlugunun haer bir sézline qargi miste-

vida bir néqte uygun gatiroek.
Tutaq ki, B',p" € L,. (2) formal bitin mimkin trivial ol-

mayan ayriliglara baxag. Onlarin har biri Gglin B’ ve " soz-

larine uygun tepe noqtelerini istiqgamatloenmis parcalarla (B’-
den B"-9) birlegdirek. Alinan grafi I'(Y) ile isare edak.

Xususi trivial hali geyd edek, X sxemli olifba kodlas-
dirmasinin qarsiligh birgiymatlilik xassesi, f'=p"=A serti
odenan (2) formall ayriigsa malik B, elementar kodunun olmasi

ilo pozulur. Bu halda T'(X) grafi A teps ndqtesinde halgaya
malikdir.

Teorem 4. 2~ sxemi ila toyin edilon alifba kodlagdirmasi
Ugln qarsiigh birgiymatlilik xassasi yalniz ve yalniz o halda
pozulur ki, T'(X) grafinin A tspa ndqtasindan kecgen istiga-
matlenmis dévri olsun.

isbati. Zorurilik. Tutaq ki, olifoa kodlasdirmasi garsiligli
birgiymatlilik xassesina malik deyil. Onda els bir
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B=By..B, BB,.B, p".p"B,..B,
[0} [0} P

s6zU var ki, onun Ugun asagidaki sartlar 6denir:
Bio = Bll() ...Bl_()o ﬁ’;

Bil = ﬁ’Bl_ll...Bl_ll ﬁ”;

B,=B"B,.B, .

oP
Ona gora do I'(2) grafinda A teps nogtasindan kegan istiga-
matleanmis dévr mévcuddur.
Kafilik. Tutaqg ki, I'(X) qgrafi A teps ndqtesindan kegan

istigamatlonmis dévra malikdir. Onda
B:B()B() ﬁ’BIBl ﬁ”ﬁpB[,B
h lwo I lwl ll

i’
U)[)

s6zU asagidaki iki ayriligla tayin edilen iki ifade formasina ma-
likdir:

B:(Bl_lo)...(Bl_oo )([3'31ll .._Bl_llBn)_(Bl_IQ)...(Bl_22 )_(BmBi13 ...Bl_33BIV),..’
B:(Bilo ...Bl_ooﬁf)(Bill)...(Bl_ll)_(B"Bl_l2 ”.BiQQBm)”.‘
Teorem isbat olundu.

Belalikle, alqoritm, I'(X) grafinin qurulmasi va A noéqte-

sindan kegan istiqgameatlanmis ddvrlerin tayin edilmasindan iba-
ratdir.

Misal 6. Asagidaki sxemls tayin edilon slifba kodlagdirma-
sina baxagq.
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a, ——=bb,,
a, ———bb;b,,
a3 ——=b,bs, (X)

a, ———bb,bbs,
as ———b,b,b,b,bs.
Asagidaki trivial olmayan ayriliglari alariq:
B, =(b)(b,),
B, = (bl)(b3b2) = (b1b3 )(b,),
By = (b,)(bs),
B, = (bl)(b2b1b3) = (bb, )(b1b3) = (blbzbl)(b3),
Bs = (b, )(b1b2b2b3) = (b,)(byb, )(b2b3) = (byby )(b2b2b3) =
= (b2b1b2 )(b2b3 )= (b2b1b2b2 )(b3 )-
Asgkardir ki, L, ={A,b,,bb,} ve onunla agagidaki ayriliglar

baghdir:
B, =(b,b5)(b,),
B, = (b,b,)(b,by) = B, (b)),
Bs = (by)(byD, )(b2b3) = (b, )BIB3 .
Bu ise I'(X) grafini qurmaga imkan A

verir. I'(X) qrafi B = B,b,b;b,B,B; s6-

zind yaradan istigamatlenmis dévre

malikdir. B s6zli asa@idaki iki ifade b

formasina malikdir: ’ bb,
B =(Bbby)(b,B,B;), yeni A'=a,as,
B = B,(bb;b,)BB;,  yeni A"=aa,aa;.

Misal 7. Asagidaki sxemls tayin edilan slifba kodlasdirma-
sina baxaq:
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a, ———b,
a, ———byb,
ay —==bb,b,, (X)

a, ———bybb,b,,
as ———b,b,b,b,.
Asagidaki trivial olmayan ayriliglari alanq:
By =(by)(b) = (by)By;
By =(b))(b,b,) = B, (b,0,); B; =(b,b,)(b,);
By =(b,)(b,)(D,b,) = (b,) B, (b,),);
B, =(by)(bb,b,) = (b,)Bs;
B, = (byby)(b,b,) = B, (byb,); By = (bybyb,)(by);
Bs = (b,)(b,0,0,) = (b,b,)(b,b,) = (D,0,b,)(b,).
Agkardir ki, L, ={A,b,,b,b,,b,b,b,} ve onunla agagidaki
ayriliglar baglidir:
B, =(b,)By;
By = B,(b,b,);
B, =(b,)B,(b,b,); B, =(b,)Bs; B, = B,(b,b,);
Bs = (b,)(byb,0,) = (b,0,)(b,b,) = (b,0,0,)(b,).

Naticade A teps noqtesinden kegan istigamatlonmis dévri ol-
mayan ['(Z£) qgrafini aling:



Demali, £ sxemi ilo tayin edilon alifba kodlagdirmasi
garsiligh birgiymtlilik xassasina malikdir.
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CALISMALAR

3.1. U ={a,,a,}, L=1{b,,b,} elifbalar ve asagidaki sxemlorlo

alifba kodlagmalari verilib. Bu sxemlar U¢lin dekodlasdir-
manin birgiymeatliliyini tayin etmali.

a, —b a, —bb a, —bb a, —b
1 1 1 2 1 11 3 1 1¥2 4 2 1
){az —-bb, ){az —byb, ){az —byb, ){az —byb,

3.2. U={a,,a,,a5},L =1{b,,b,,bs} slifbalar ve agagidaki sxem-

la tayin edilon alifba kodlagmasi verilib. Bu sxem agin de-
kodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

a, — b
a, —bb,
ay —byb,

3.3. U ={a,,a,,a5},L ={b,,b,,b;} slifbalar ve agagidaki sxem-
Is toyin edilen alifba kodlagmasi verilib.

a, —bb,
a, — bbb,
ay — byb;

Asagidaki kodlar G¢ln dekodlagdirmanin birgiymatliliyini tayin
etmali:

1) bybyb,bibyb,bybibsb,y;
2) byb,bybybybybybybibsb, .
34.U=\{a,,a,,ay,a,,as}, L=1{b,b,,b;} slifbalan ve asag-

daki sxemle teyin edilen slifba kodlagmasi verilib.

a; —bb,

a, — bbyb,

ay —byb,

a, —bb,b,bs
as —b,b,b,b, b,
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Asagidaki kodlar G¢ln dekodlagdirmanin birgiymatliliyini tayin
etmali:

1) bybsbybyb,byb3bIb,

2) bb,bbsb,b,bb,b,bib, b, .

3.5. U ={a,,a,,ay,a,,as}, L =1{b,,b,,b;} olifbalan ve agag-
daki sxemle tayin edilen slifba kodlagmasi verilib.

a, —b
a, —byb,
ay — bbb,

a, —b,bb,b,
as —b,b,b,b,

Asagidaki kodlar G¢ln dekodlagdirmanin birgiymatliliyini tayin
etmali:

1) byb,b,b,b,b,b,b,bibyb,;
2) b,bbb,bybibybbyb, .
3.6. U =\{a,,a,,ay,a,,as}, L =1{b,,b,,b;} slifbalar ve asagida-

ki sxemls teyin edilen slifba kodlagmalari verilib. Bu sxem-
lar tguin dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

a, —bb, a, — b,

a, —b,b, a, —bb,
1) sa, — bbb, 2) ya; —b,b,

a, —bb,b, a, — bbb,

as —b;b, as —byb,

3.7. U ={a,,a,,ay,a,,as}, L ={b,,b,,b;} slifbalari ve asagida-

ki sxemlarla teyin edilen slifba kodlagsmalari verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.
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a, —bb,
ay —bsb,
a, — bbb,

as — byb,b,b,
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a, —b,b,
a, —bsbb,
2)3a; —b,byb,
a, —bby
as — bbb,

3)

a, — b,b,
a, — bbb,
a, —bb,
a, — bbb,
as —bsb,

3.8. U =\{a,,a,,a5,a,,a5}, L =1b,,b,,by} olifbalan ve asag-

daki sxemlarle tayin edilon alifba kodlagmalar verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

1)

a; —byb,
a, —byb,
ay —byb,b,
a, —b,bb,
as —byb,

2)

a; — b,

a, —byby
ay —bb,
a, —byb,b,
as —byb,

3)

a; —b,b,

a, —bybsb,
ay —bsb,

a, —bsbyby
as — bbb b,

3.9. U =\{a,,a,,ay,a,,as}, L =1b,,b,,b;} olifbalan ve asag-

daki sxemlarle tayin edilon alifba kodlagmalar verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

1)

a; —bb,
a, —bsbyby
ay — bbb,
a, —b,b,
as —b,b,b,

2)

a, —b,ybs
a, — bbb,
a, —b,b,
a, — b,b,b,
as —bsb,

3)

a, — byb,
a, —b,by
ay —bybsb,
a, —byb,b,
as —bb,

3.10. U ={a,,a,,a5,a4,as}, L =1{b,,b,,b;} slifbalan ve agag-

daki sxemlarle tayin edilen alifba kodlagmalar verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

1)

a, —bs

a, —bsb,
ay —b,by
a, — bbb,
as —bb,

2)

a, —bsb,

a, —b,bbs
ay —bb,

a, — bbb,
as — bb,b,b,

3)

a; —byb,
a, —bibsb,
a, —b,bb,
a, —b;b,
as — bybsb,
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3.11. U =1{a,,a,,a5,a4,as}, L =1{b,,b,,b;} slifbalan ve agag-

daki sxemlarle tayin edilen alifba kodlagmalar verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

1)

a; —bsb,
a, —bb,b,
ay —bsb,
a, — bbb,
as — byb;

a, = byb;
a, —bsb,
2)<ay —b,b,b,
a, —bbyb,
as —b,bs

3)

a, —bs

a, —bsb,
az —bybs
a, — bbb,
as —byb,

3.12. U ={a,,a,,a5,a4,as}, L =1{b,,b,,b;} slifbalan ve asag-

daki sxemlarle tayin edilon alifba kodlagmalar verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

1)

a, —bsb,

a, —b,b,b,
a3 —bb,

a, —bbyb,
as —bb,b,b,

a; —byby
a, —bbb,
2)a; —bybyb,
a, —bsb,
as — bybyb,

a, —bb,
a, —bb,b,
3)3a; —bsb,
a, —bybsb,
as — byb;

3.13. U =1{a,,a,,a5,a4,as}, L =1{b,,b,,b;} slifbalan ve agag-

daki sxemlarle tayin edilon alifba kodlagmalar verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

1)

a; —bb,
a, —bsb,
az — bbb,
a, — bbb,
as —byb,

2)

a; —b,

a, —bsb,
az = byby
a, — b,b,b,
as — b,b,

3)

a, —bb,

a, —b,bb,
ay —bb,

a, — bbb,
as — bibyb,by

3.14. U =1{ay,a,,a3,a,,as}, L =1{b;,b,,b;} elifbalan ve asagi-

daki sxemlarle tayin edilen alifba kodlagmalar verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.



a;, —bsb,
a, —b,bs
1)<a; — bbb,
a, — bbb,
as —bsb,
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a, —bs

a, —bb,
2)<ay —bsb,

a, — bbb,

as —b,b,

a; —byby
a, —byb,bs
3)qa; —bybsb,
a, —bsb,
as —bb,b,

3.15. U ={a,,a,,a5,a,,as}, L =1{b,,b,,b;} slifbalan ve agag-

daki sxemlarle tayin edilon alifba kodlagmalar verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

1)

a; —bb,
a, —b,b,b,
ay —b,b,
a, — bbb,
as — byb,

a, —byb,
a, — bbby
2)<ay —bb,
a, —byb,b,
as —b,by

a, —b;b,
a, —b,bb,
3)qya; —bb,b,
a, —bby
as — b,b;b,

3.16. U ={a,,a,,a5,a,,as}, L =1{b,,b,,b;} slifbalan ve asag-
daki sxemlarle tayin edilon alifba kodlagmalar verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

1)

a, —b,by

a, — bbb,
a, —b,b,

a, —b,bsb,
as —b,b,b,b,

a, —byb
a, —b,b,b;
2)<ay —b,b,
a, — bbb,
as —b;b;

a, — b,b,
a, —bb,
3)qa; — bbb,
a, —b,b,b,
as —b,b,

3.17. U =1{a,,a,,a5,a4,as}, L =1{b,,b,,b,} slifbalan ve agag-

daki sxemlarle tayin edilen alifba kodlagmalar verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

1)

a, —bs

a, —bybs
ay —byb,
a, — bbb,
as —byb,

a; —byb,
a, —b,b,b,
2)qaz —byb,
a, — bbb,
as — byb,

a, —byby
a, — bbb,
as —byb,
a, —b,bsb,

as — byb,b,b,
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3.18. U ={a,,a,,a5,a,,as}, L =1{b,,b,,b;} slifbalan ve agag-

daki sxemlarle tayin edilen alifba kodlagmalar verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

a, —b,b, a, —b;b, a, — b,

a, —bsb, a, —b,byb, a, —byb,
1)qa; =b,bby  2)5a;—bbb,  3)<a;—bb,

a, —b,bb, a, —bb, a, — bbb,

as —b,bs as — bbb, as —b,by

3.19. U ={a,,a,,a5,a,,as}, L =1{b,,b,,b;} slifbalan ve agag-

daki sxemlarle tayin edilon slifba kodlagmalar verilib. Bu
sxemlar ugun dekodlasdirmanin birgiymatliliyini tayin etmali.

a, —b,b, a, —bb,
a, — bbb, a, —b,b,b,
1)<a;y —b,bs 2)<ay —bybsb,
a, —b,b,b, a, —b;b,
as —b,b,b,b;, as — bbb,
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IV FOSIL.

DISKRET RIYAZIYYATIN KiBERNETIKAYA
BOzi TOTBIQLORI

§1. Dizyunktiv normal forma anlayisi. Bul funksiyalarinin
minimumlasgdiriimasi masalasi.

Tutaq ki, {x,,...,x,} dayisenler slifbasi verilib.
. o’ a, [+ . . .
Torif. K=x"'&---&x;" (i, #1i,,v # ) ifadesi elementar

konyunksiya adlanir. Burada r adadi elementar konyunk-
siyanin ranqi adlanir. Tarife @sasen 1 sabitini O rangll elementar
konyunksiya gabul edirik.

Torif. D=VK, (K,#K,,i#j), burada K, (i=1s)
i=1

rang! elementar konyunksiyalardir. D ifadasine dizyunktiv nor-
mal forma (d.n.f.) deyilir.
Askardir ki, D d.n. formasi her hansi f(x,,...,x,) bul funk-

siyasini realize edir. | fosilde dediklerimize osaslanaraq,
g6stere bilerik ki, har bir f(x,,....,x,), f # 0 funksiyasi Ggiin

f(x,...,x,) = D sertini ddeyen D d.n. formasi mévcuddur.

Bela d.n.f. kimi, masalen f Uc¢ln m.d.n.f. gétirmak olar:

= VvV x'&.&x)".

Misal 1. Asagidaki cadvalle verilon f(x;,x,,x;) funksiya-

sini nazardan kegirak.
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X, X, X, S (x1,%5,x5)
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Bu funksiyani asagidaki m.d.n.f. seklinde ifade etmak olar:
Dy =X\ X,X5 V XX, X3 V X1 X,X5 V X[ X5X5 V XX, X5

Diger terefden bilavasite yoxlama ile gdstara bilarik ki, bu
funksiya diger bir d.n.f. ilo asagidaki kimi ifade edile bilar:
D, =Xx,x; v x;. Bu misal gosterir ki, mantiq cabri funksiyasi
d.n.f. kimi bir nege formada ifads edils biler. Bununla slagadar
daha alverigli ifadenin secilmasi imkani yaranir. Bunun Ugiln
qurulacaq d.n. formanin mirakkabliyini xarakterize eden sada-
lik indeksi adlanan L(D) indeksini daxil edak.

L(D) funksional Ggun asagidaki aksiomlar 6danir:
I Miisbatlik aksiomu. ixtiyari d.n.f. iglin L(D)>0.
Il Musbetlik aksiomu (vurmaya nazeran). Tutaq Ki,
D=D'vx"K'". Onda L(D)>L(D'vK'").
Il Qabariqliq aksiomu (toplamaya nezsren). Tutaq ki, D
d.nf. Ggin D =D, v D, dogrudur ve D,,D, d.n. formalar
Umumi hadlers malik deyil. Onda L(D) = L(D,)+ L(D,).
IV invariantliq aksiomu (izomorfluga nazeren). Tutaq ki, D'
d.n. formasi, D d.n. formasindan dayisenlarin adlarinin dayis-
dirilmasi ile alinib. Onda L(D")=L(D).

D.n.f. G¢ln sadslik indeksine aid misallara baxaq:
1) L, (D) ile D d.n.formasinda rast gelinen dayigenlerin harf-
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lerinin sayini isare edak. Misal 1-deki D, ve D, gotirsak,
onda onlar ugin L, (D,)=15, L,(D,)=3 olacaq, yeni
D, , D,-o nisbaton sadadir.

2) L, (D) ile D d.n. formasina daxil olan elementar konyunk-
siyalarin sayini isars edek. D, va D, d.n.f. G¢ln askardir
ki, L,(D,)=35, L,(D,)=2 olar, yeni bu indeks manasinda
da D, d.n.formasi D, d.n. formasindan sadadir.

3) Ly(D) ile D d.n. formasinda olan — mantiqi inkar igarslari-
nin sayini isare edsk. D,,D, d.nf. Ggin L, (D,)=7,
Ly(D,) =2, yoni bu indeks manasinda D, d.n. formasi D,

d.n. formasindan sadadir.
Asanligla yoxlamaq olar ki, geyd etdiimiz her ¢ indeks

yuxarida verdiyimiz aksiomlari 6dayir.
Tutaq ki, D=D'v K. Onda | va Ill aksiomlara asasan
L(D)>L(D").

Askardrr ki, {x,,..,x,} dayisenleri slifbasi lizerinde 3" say-

da muxtelif elementar konyunksiyalar (burada bos konyunksiya
avezine 1 sabiti gétlrular) qurmaq olar. Buradan alarnq ki, bu

alifba Uzre n sayda harflarden ibarat d.n.f. sayi 2% baraberdir.
Buna asaslanaraq asagidaki terifi vermak olar:

Torif. f(x,,...,x,) funksiyasini realize eden ve minimal
L(D) sadslik indeksi olan D d.n. formasi L indeksina

nazaran
minimal d.n. forma adlanir.

L, indeksine nazersn minimal olan d.n.f., minimal d.n.f.

adlanacaq. L indeksine nazsran minimal olan d.n.f. an qisa
d.n.f. adlanacaq.
Misal 1-e baxaq:
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1) D, =Xx,x; vx; minimal d.n. formadir. Dogrudan da bu

d.n.f. realize etdiyi f(x;,x,,x;) funksiyasi x,x,,x; deyi-

soenlarindan shamiyyaetli asilidr ve ona gbra da harflarinin
sayl Ug¢dan az olan d.n. forma ils ifade edila bilmaz.

2) D, =Xx,x; v x; on qisa d.n. formadir, glinki onun realize et-
diyi f(x,,x,,x;) funksiyasi ixtiyari elementar konyunksi-
yadan ferqlidir.

3) D,=x,x;vx L, indeksine nazsrsn minimaldir, g¢unki
onun realize etdiyi f(x,,x,,x;) funksiyasi x, ve x; dayi-
sonleri Uzre artmir vo bu deayigenlerin har ikisi ahamiy-
yatlidir. Buna géra de mentiqgi inkarlarin say ikiden az olan
d.n.f. ile ifade edile bilmaz.

Baxacagimiz asas masale, mantiq cabrinin ixtiyari

f(x,...,x,) funksiyasi tglin onun L indeksine nazeren mini-

mal d.n. formasinin qurulmasi masalasidir. Bu masale bul
funksiyalarinin minimumlasdiriimasi masalesi adlanir.

§2. Dizyunktiv normal formalarin sadsalasdirilmasi.

Tutag ki, D ixtiyari d.n. formadr ve D=D'VK,

D=D'vx["K', burada K, D-dan olan ixtiyari elementar kon-
yunksiyadir, D' ise D-ya daxil olan yerde qalan elementar
konyunksiyalardan qurulmus d.n. formadir, x{*, K -ya daxil har
hansi vuruqdur, K' ise K-ya daxil yerde galan vuruglarin
hasilidir. D.n. formalar Ugln mumkin olan asagidaki iki
¢cevirmaye baxaq:

I Elementar konyunksiyanin gixariimasi emaliyyati. D d.n.
formasindan D' d.n. formasina kegid, K elementar kon-
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yunksiyasinin ¢ixariimasi yolu ile yerina yetirilon gevirmadir. Bu
clr gevirma yalniz ve yalniz D'=D serti 6dendikde tayin
olunur.

[I' Vurugun c¢ixarimasi amsaliyyati. D d.n. formasindan

D'v K' d.n. formasina kegid x{* vurugunun cixariimasi yolu

iloe hayata kegirilon gevirmadir. Bu cur ¢gevirma yalniz ve yalniz
D'v K'= D serti 6dendikds tayin edilir.

Torif. | vo Il ¢cevirmalari vasitasile sadslasdirmak mimkin
olmayan D d.n. formasina sadslesdiriimasi mimkin olmayan
(I va Il gevirmalerina nazaren) d.n.f. va ya sadelagmayen d.n.f.
deyilir.

Misal 2. Askardir ki, D = x; v x,x; d.n. formasi verilmis ge-
virmalare nazeran sadslesmayen d.n.f. olacaqdir.

Bu cgevirmalere asaslanaraq d.n.f. Gglin asagidaki sade-
lasdirma algoritmini vermak olar:

1) f(x;,...,x,) funksiyasi Gg¢lin har hansi bir d.n. formani bas-

langic d.n.f. kimi segirik. Bela d.n.f. kimi masalan, m.d.n.
formani segmak olar.

2) Sonra baslangic d.n. formada avvalce toplananlarin, sonra
ise her bir toplananda vuruglarin g¢esidlenmasi aparilir. Bu
cesidlanmaleri d.n.f. yaziligi kimi vermak olar.

Misal 3. Asagidaki cedvaelle veriimis f(x;,x,,x;) funksiya-

sini nazardan kegirak:

X X X3 S (X, x5,3)
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
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1 1 0 1
1 1 1 1

Baslangic d.n.f. kimi bu funksiya Gg¢in onun m.d.n. for-
masini segak va birinci tabii, ikinci ise xtsusi ¢esidlama gaydasi
secgok:

D' =X,X,X;5 V X, X,X5 V XX X5 V X X, X3 V XX, X5 V XX, X5
D" = X,X,X5 V X3X1X, V Xy X1 X5 V XX X5 V XXX, VXX, X
3) Sonra d.n.f. yazilisi soldan saga dogru nazarden kegirilir,
noévbeti K. (i=1,s) hadi Ugln avvelce elementar K, kon-

yunksiyasinin gixariimasi amaliyyatini tatbiq edirlar, ager bu
amaliyyat tstbiq etmsk mumkin deyilss, onda K, kon-

yunksiyasinin x;” (v :I,_r) hadlerini soldan saga dogru ne-

zarden kegirib, x;* vuruglannin gixarilmasi smsliyyatini, bu

amaliyyati tetbig etmak mimkin olduqca tatbiq edirlor.

Bundan sonra nodvbeti elementar konyunksiyaya kegib,
tosvir etdiyimiz prosesi tekraran tetbiq edirlor.

Axirinci elementar konyunksiyanin emalini sona catdirib,
alinan d.n. formani bir de soldan saga doru nazerdan kegirib,
elementar konyunksiyanin ¢ixariimasi amaliyyatini tatbiq edirlor.
Naticede axtarlan d.n.f. alinir.

Teorem 1. Sadelasdirma alqgoritminin tetbigi naticesinda
alinan d.n. formaya, (I va Il ¢cevirmalare nazeran) sadslegsmaya
d.n.f. deyilir.

Misal 4. Misal 3-deki cadvalle verilmis f(x,,x,,x;) funksi
yasl Ugln baslangic d.n.f. kimi onun m.d.n. formasini géturak.
Onun Uglin verdiyimiz D' gesidlenmasini gabul edib, sade-
lesdirma alqoritmini tatbiq edak:

1) x,x,x; konyunksiyasi, agkardir ki, ¢ixarila bilmaz. Lakin

burada X, vurugunu cixarmag olar, bels ki, x,x; =X,Xx,X; v
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VX, X,Xx;. Neticads biz x,x; konyunksiyasini alirq ki, bura-
dan artiq heg bir vurugu ¢ixarmaq olmaz.

2) x,x,x; konyunksiyasini ¢ixarmaq mimkin deyil. Asanligla
goérmak olar ki, bu konyunksiyadan Xx; vurugunu gixarmag
mamkan deyil, lakin X, vurugunu g¢ixarmaq olar. Naticede
X,x; konyunksiyasini aling, onu ise vurugun gixariimasi yolu
ilo sadelagdirmak mumkuin deyil.

3) x,;x,x; konyunksiyasi c¢ixarila biler, ¢lnki Xxx; =Xxx,x;V
VX Xy X5.

4) x,x,x; konyunksiyasi da gixarila biler

5) x,x,x; konyunksiyasi gixarila bilmez. Lakin buradan x, vu-
rugunu gixarmagq olar. Naticede x,x; konyunksiyasini alarq,
buradan ise artiq vuruq ¢ixarmaq miamkin deyil.

6) x,x,x; konyunksiyasi askardir ki, ¢ixarila bilmaz. Lakin on-
dan x; vurugunu c¢ixarmaq olar. Neticeds x,x; konyunk-

siyasini aling, bu konyunksiyani ise artiq vurugun gixarilmasi
yolu ils sadslesdirmak mumkidn deyil.
Nehayst x,x; vxx; vxX; Vx,x; d.nf. aling. Alinan d.n.
formanin konyunksiyalarnn g¢ixariimasi magsadi ile ikinci defe
nazerdan kegiriimasi sadslaegdirma vermir. Demali, D, = x,x; v

VX X3 VX X3 VX,x; d.n. formasi sadslesdirma alqoritminin tet-

bigi naticesinde alinan d.n. formadir.
Homin funksiya tc¢ln onun m.d.n. formasinin diger ce-
sidlanma variantini géturak:
D" =X\ X)X V X3X,X, V X, X, X3 V X XpX5 V X3X, X, V X X, X5 .
Bu d.n. formanin sadalasdirilmasi lG¢tin algoritmin tetbigini asa-
gidaki cedvalle vermak olar:
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Noazordean

o " Omoliy-
Ne D.n.f. va baxilan qayda kegirilon yatin tii)i
kon-siya

kegirilmasi.
X1 X5X3 V X3X, Xy V Xy X X3 V
VX Xy Xy V X3 XXy VX XXy

2. | X5 VXXX, VXXX V X3X;X, | X3-0n gixariimasi
VX Xy Xy V X3 XXy VX XXy

30| B VX, VXXX, V X,X,X3 | X, -nin gixariimasi
VX Xy Xy V X3 XXy VX XXy

41 XX VX, VXX VXXX,V XXy X5 X, -in gixariimasi
V X3X Xy VXX, X5 5

O | X5 VXX, VXX,V XyXs V X3X;X, | X;-Un gixariimasi
V X3XXy VX Xy X5 5
V XXy VX X5 X5 5 gixarimasi

7. | D.n.f.-nin ikinci defe nezarden X, X, ¢ixarmaq
keciriimasi. mumkun deyil
V XyX3 V X)Xy 5 ¢ixariimasi

9 | XXV x;X3 VXX VX Xy s X, X3 gixarmagq

mumkun deyil
10.| 3,3, v X x5 VXX, Vv XX, X)Xy XX
M| X% v XX, vxx,; XX, gixarmaq
mumkun deyil
12.

XyX5 V X1 X5 VXX, 5

algoritm sona gatir
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Belslikla, bu halda sadslesdirma alqoritminin tetbigi naticasinde
D, =Xx,x; v X,x; vx;x, d.n. formasini aling.

Bu misaldan aling ki, sadslasdirme alqoritminin tetbiginin
naticeleri baslangic d.n. formanin gesidlenmasinin segilma-
sinden asilidir. Bels ki, mesalen: L, (D,) =38, L,(D,)=6 va
ya Ly (Dy)# Ly (D,).

Sadelasmayan d.n. formalar mixtslif mirekkablik derace-

sine malik ola biler va xususi halda minimal d.n. formadan
forglena bilar. Buna gére de buradan bele bir sual yaranir ki,

ixtiyari f(x,,...,x,) funksiyasina sadslegdirme algoritmini tatbiq

etmakle, minimal d.n.f. almaq olarmi? Bu suala cavab asagi-
daki teoremla verilir.

Teorem 2. Tutaq ki, f(x,,...,x,) ixtiyari bul (f #0) funksi-

N
yasidirve D =V K, bu funksiyanin (I ve Il ¢evirmaslers nazes-
i=1

ran) ixtiyari sadelesmayan d.n. formasidir, onda f funksiyasi-

nin m.d.n. formanin els bir gesidlanmasi var ki, ondan sade-
lasdirma alqoritmini tetbig etmakle sadslesmayen d.n.f. alinir.

Isbati. f(x,,....,x,) funksiyasi lgin hadd ve vuruglannin
adi qayda ile verilma ardiciligh m.d.n. formasini gétirak:

D= v x"&..&X™,

Tutaq ki, x" &...&x)" —onun ixtiyari hadidir. f(a.,...,a,) =1
oldugundan sadslesmayen d.n. formada he¢ olmasa bir K,
konyunksiyasi var ki, K,(c,,...,a,) =1 6danir, buradan da alirq
ki, K, =x" &...&x," . Burada x" &...& x* hadinds vurug-

larin yerlogsmo ardiciligini elo segok ki, avvelce K;-yo daxil
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olmayan vuruglar, sonra ise K,-ys daxil vuruglar ixtiyari qayda
ilo galsin. Demali, x" &...& x;" = K, - K,y (a0 =(ay,...,0t,)).

Neaticede m.d.n. formanin D’ ile isare edilen har hansi bir
cesidlenmasini alirg. Asanligla gérmak olar ki, D" d.n. forma-
sinda sadalesdirma alqoritmi har bir K, - K,,, konyunksiyasi

ucin mumkun iki naticedan birine getirir: ya bu konyunksiya
cixarilir, ya da o K, konyunksiyasina kegirilir. Buradan alirq

ki, alqoritmin tetbiginin naticesi olan Dl’ d.n. formasi, yalniz D
d.n. formasina daxil olan elementar konyunksiyalardan iba-
rotdir. Diger tarefden D d.n. formasi sadelasmeyan oldu-
gundan D{ = D olmaldir.

CALISMALAR
4.1. Asagidaki funksiya tgtuin minimal dizyunktiv normal forma-
lari qurun.
x| % || AL | L] ] i)
01 0]O0 1 0 1 1 0 1 0 1
010 1 0 1 0 1 1 0 1 0
0 1 010 1 1 0 1 1 010
0 1 1 0O 1 0 1 01 0] O0
1 00 1 OlO0]JO0O]0]O 1 0
1 0 1 1 1 0 1 0 0]O0 1
1 1 010 1 01 0]O0 1 0] 0
1 1 1 0O 1 1 0O 1 1

4.2. Asagidaki dizyunktiv normal formalar sadslasdirin.
1) X1 XX3 V X[ X5X5 V X X5X5 V X X5 X3 V XXy X5
2) X[ XyX3 V X[ X5X3 V X[ XpX5 V X Xy X5

3) X XyX3 VX[ XyX3 VX[ XyX5 V X[ Xy X5



4)
9)
6)
7)
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X1 X5 X5 V X XpX3 V XXy X3 V X X, X5
XXy X5 V X)Xy X3 V XXy X5 V X Xy X5 V XXy X3
XXy XXy V X X X3 X, V X)Xy X3X, V X Xy X3y

X)X X3 Xy V Xy X0 XXy V Xy Xn XXy V Xy Xy XXy V X Xg X Xg V X Xp Xy Xy

4.3. Asagidaki dizyunktiv normal formalar sadeslasdirin.

1)
2)
3)
4)
9)
6)
7)
8)

4.4.

1)
2)
3)
4)
3)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)

XYZVXYZVXYIVXYIVXYZ
XYZVXYZIVXYZVXYIVX)YZ
XyzZVXYZVXYzZVXYzZVXYZ
XYZVXYZVXYIVXYZIVXYZ
XYZVXYZVXYIVXYZIVXYZ
XYZVXYZVXYZIVXYIVXYZ
XYZVXYZVXYZIVXYIVXYZ
XYzZVXYZVXYZVXYZIVX)YZ

Sadslesdirma alqgoritminden istifade edarak, sadalesme-
yan dizyunktiv normal formalari almal:

xXyzt v XyZt v xXyzt v xyzt v Xyzt Vv XyZt Vv XYzt v XYzt
Xyzt v XYZt v xyzt v Xyzt VX yzt VX YZiv XXtV X)Zt v X)Zt
Xyzt VXyZtv Xyzt Vv Xyzt v Xyzt v XVZt v XYzt v XyZt
XYZNV XYZN XYZ NV XYZN XVZ NV XVZV XYZ

XYZVXYZNV XYZV XVZV XYZ V XYZ V XVZ

XYz XYZNV XYZNV XYZNVXYZIV XYZV XVZ

XyZt VvV XYZtv XYzt v XYZtV xyzt v xyzt v Xyzt v Xyzt
XVZt v XYZt Vv XVZt VXVZEV Xyzt Vv Xyzt v xyzt v xyzt
XYZtV XYzt VXYZEV XYZt v XYzt Vv Xyzt Vv xyzt Vv xyzt
XYZtV XYZtv XyZt v XYzt v Xyzt v Xyzt v xyzt v xyzt
xyzt v Xyzt v Xyzt v Xyzt v XyZE vV XYZE N XYzt v XyZt

Xyzt v Xyzt VXyztv xyztVv XyZiv XyzZt vV Xyzt v Xyzt
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13) XyZt v XYzt v XYZtVv XyZtv Xyzi vV Xyzt v Xyzt v xyzt
14) XyZtvXYZiv XyZtv XyZtv xyzt v xyztv Xyzt v Xyzt
15) xyZt v xyzt v XxyzZt v Xyztv Xyzt v Xyzt v xyzt v xyzt
16) Xyzt VXYZIV XyztV XyztVv XyZtV XyZtv XyzZt v XYzt
4.5. Asagidaki dusturlarla verilan funksialar Ggln dizyunktiv
normal formalari qurmall ve onlari sadalasdirmali:

1) (x> y)+(—>7) 15) (Xv y) > t)+z
2) (xvi)&(yvz) 16) (x&y)—>1)+Z

3) (x+1)—>(y+2) 17) (Kvy)+z) >t

4) x>0)v(y—12) 18) (x& y)+1) & (X Vv z)

5) (x> y)&(z+1) 19) (xv y)—>2) > (tv y)
6) (x&y)—>(z—1) 20) (x> 2)v ) > (Vv y)
7) (xvy)&(t+2) 21) (x+y)—>t)+z

8) (x+y)—>(f+2) 22) (xvy)—>it)—>z

9) (x+y+z)—>t 23) (xvy)—=>({Evy)—>z
10) (xvyvi)—>z 24) (xvz)—>(vz)) >y
1) (x+y)—>t)—>z 25) (xvy)+(xvi) >z

12) (XVv y)+2)—>1 26) (xvz)+(xvi))—>(yvz)
13) (xvi) > z)+y 27) (xv)—>z)—>(y+1)

14) (x& V) +1)>Z 28) (x>0)+y)>(z—>y)
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