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Kitab riyazi analizin bir sira toqribi tisullarina hasr olunmusdur. Vasaitds
miixtalif tortibli sonlu forgler, boliinen forqler, morkozi forqler vo onlarin
xassolori, bir-birindon borabor mosafodo vo miixtolif mosafolordo yerloson
diiyiin noqtolori iiglin interpolyasiya ¢oxhadlilori, interpolyasiya diisturlarinin
qaliq hadlerinin giymatlondirilmasi, tarsina interpolyasiya masolalari, adadi
diferensiallama diisturular1, kvadratur diisturlar, kubatur diisturlar, onlarin
xiisusi hallar1 va xatalar1 haqqinda strafli melumatlar verilmis v har bir {isula
aid niimuns misallar hall olunmusdur.

Kitab ali tohsil miiossisolorinin riyaziyyat, mexanika va totbiqi riyaziyyat
ixtisaslari izrs tohsil alan bakalavr vo magistrantlar ii¢iin nozordo tutulmusdur.



MUNDORICAT

G IR S crsesesessesesesssssssesessessssassesessanes 5
FOSIL I. FUNKSIYALARIN INTERPOLYASIYASL.......7
§1.1. Miixtolif tortibli sonlu forqlor.........cccceevvvvieeeiiiiienieee. 7
§1.2. Boliinan forqlor vo onlarin xassalori.......coccueeevveerieeennee. 13
§1.3. Interpolyasiya mosalosinin qoyulusu....................cco....... 18
§1.4. Umumilosmis qiivvot anlayist...........cococveveveveeeeveeeenennnns 19
§1.5. Bir-birindon borabar mosafodo yerloson noqtolor {igiin

Nyutonun birinci (iraliys) interpolyasiya ¢oxhadlisi........ 20

§1.6. Bir-birindon barabor mosafodo yerloson noqtolor {igiin
Nyutonun ikinci (geriyo) interpolyasiya ¢oxhadlisi ......... 28
§1.7. Morkozi forqlor codvoli.......ccccvvieiiviiiiiiiiiiiiieeeieee e, 33
§1.8. Qaussun interpolyasiya coxhodlilori.........cccceeevvveeeennee.. 34
§1.9. Stirlingin interpolyasiya ¢oxhodlisi.........cccceeeveuvveeennnnenn.. 41
§1.10. Besselin interpolyasiya ¢coxhodlisi.........ccceeeeruveeeennnnenn.. 43
§1.11. Lagranjin interpolyasiya coxhodlisi.........ccccevveernineennnee. 49
§1.12. Bir-birindon barabor maosafads yerlogon noqtaler iiciin
Lagranjin interpolyasiya ¢oxhodlisi............cccceeveeininnnnn. 55
§1.13. Eytgenin interpolyasiya SXemi ...........ccccvveeeernreeeenennnnen. 57
§1.14. Lagranjin interpolyasiya diisturunun galiq haddinin qiy-
MAtIoNdIrilmosi .......eeviiiiiiiiiiicee e 64
§1.15. Nyutonun interpolyasiya diisturlar {i¢iin galiq haddinin
Qiymotlondirilmosi ........cccviiieeiiiieeniiee e 67
§1.16. Stirling interpolyasiya diisturunun qaliq haddinin qiy-
MAtIoNdirilmosi .......eeviiiiiiiiiiiee e 69
§1.17. Bessel interpolyasiya diisturunun qaliq hoaddinin qiy-
MAtloNdirilmosi .......eeviiiiiiiiiiiie 69
§1.18. Bir-birindon miixtalif mosafalords yerlogon diiyiin ndg-

tolori liclin Nyutonun interpolyasiya ¢coxhadlisi............. 70



§1.19. Bir-birindon barabor moasafads yerlason diiylin ndqtolori
iclin torsing interpolyasiya..........ccceveeeevciieeeenciiinieeeennne, 75
§1.20. Bir-birindon miixtalif mosafalords yerlogon diiyiin ndg-

tolori liglin torsing interpolyasiya.........cccveeeerevveeeennnnnne. 80
§1.21. Tarsino interpolyasiya tisulunun tonliklorin hollina tot-
DAL ettt ettt e e 82
FOSIL II. ODODIi DIFERENSIALLAMA.........cceueueuee.. 85
§2.1. Nyutonun birinci interpolyasiya ¢oxhadlisino uygun
adadi diferensiallama dUStUIU.....ueeeveeneeeeieeeeeee e, 85
§2.2. Stirlingin interpolyasiya ¢oxhadlisino uygun adadi dife-
rensiallama dUSTUITL.....ooveeeeeeeeiie e 90
FOSIL III. ODODIi INTEQRALLAMA .....cueuvvereverennen. 95
§3.1. Kvadratur diistur anlayisi........ccccoeeveviveeeniiieeesieniieee e, 95
§3.2. Nyuton-Kotes diisturu vo onun xiisusi hallari.................. 99
§3.3. Orta kvadratik yaxinlagmalar ..............cccccovveeeriiirennenns 122
§3.4. Qauss kvadratur disturt ..........ccceeeeeeeeiiiiiiiiiiiieeeeee, 130
§3.5. Cebisev kvadratur diisturu ...........ccoeeeveiiiniiiineciieeeee, 136
§3.6. Kubatur diistur anlayisi.........cccceeeeevieeeeniiieeeieeeiiee e, 141
§3.7. Simpson tipli kubatur dlistur............ccccoeeeviieeriiirienenns 144
15101513 1%4 "0 A 150



GIRIS

Riyaziyyat, mexanika, fizika, geologiya, astronomiya vo hor-
bi mithondisliyin miixtalif saholorindo elo riyazi masalolor mey-
dana ¢ixir ki, bu mosalolori analitik sokildo hall etmok miimkiin
olmur. Bagqa sozlo, kifayot qodor miirokkab tobistli riyazi mo-
sololorin doqiq hollinin tapilmasi qgeyri-miimkiin olur. Belo
hallarda malum toqribi lisullarin komayi ilo hamin mosalalorin
talob olunan daqiqlikle hallinin tapilmasi zorurati yaranir. Bazi
mexanika mosololorindo iso baxilan mosalo Oziiniin miioyyon
cadval qiymatlori ilo xarakterizo olunur vo onun hor hansi noqte-
daki gqiymatinin hesablanmasi tolob olunur. Bu halda iimumiyyat-
lo, doqiq riyaziyyatin molum analitik metodlarinin istifade
edilmosi natico vermir. Biitlin bunlar toqribi hesablama tisulla-
riin totbiqini aktual edir. ©lavo olaraq geyd edok ki, qoyulan
maosololori molum toqribi tisullarla hall etdikdo, demok olar ki,
homigo miioyyon hesablama alqoritmi yaranir. Bu iso homin mo-
sololorin halli prosesinin proqramlagdirilmasmna imkan yaradir.
Dogrudur, MathCad, MatLab, Maple, Mathematica, Matbhics,
SMath Studio ve s. kimi miiasir riyazi proqram paketlorinin ko-
mayi ilo do bir ¢ox doqiq hallinin tapilmast miimkiin olmayan
elmi vo praktiki masalslori hall etmok olar. Lakin nozors almaq
lazimdir ki, biitiin miiasir riyazi proqram paketlori do mohz yiik-
sok doqiqlikli taqribi hesablama {isullar1 osasinda yazilir.

Toqdim olunan dors vasaiti ti¢ fosildon ibaratdir. Birinci fasil
funksiyalarin interpolyasiya mosalalorini, ikinci fosil adadi dife-
rensiallama diisturlarini, {igiincii fosil iso odadi inteqrallama {isul-
larin1 ohats edir.

Bu vosait miialliflorin son illords Azarbaycan Respublikasi
Tohsil Nazirliyi torofindon tosdiq edilmis proqrama uygun ola-
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raq, “Hesablama iisullar1” fonni iizro apardiqlart miihaziralor
osasinda yazilmisdir vo ali tohsil miiassiselorinds riyaziyyat, me-
xanika vo totbiqi riyaziyyat ixtisaslar1 iizro tohsil alan tolobalar,
“Hesablama tisullar1” fonnini todris edon misllimlor vo riyazi
analizin toqribi Usullarini miistoqil dyronmok istoyonlor iiciin
faydali material ola bilor. Vosaitin yazilmasi zamani, alyazma-
larin miizakirasinds yaxindan istirak etdiklori iiciin Baki Dovlot
Universitetinin Hesablama riyaziyyat1 kafedrasmin biitiin omok-
daslarmma dorin togokkiir edirik. Eyni zamanda, doyerli elmi
moslohotlorine géra prof. V.R.Ibrahimova vo dos. Z.B.Seyidova
xiisusi minnotdarhigimizi bildiririk.

Miialliflar
Baki, 2014



FOSIL I
FUNKSIYALARIN iINTERPOLYASIYASI
§1.1. Miixtalif tortibli sonlu farqlor

Tutaq ki,
y=f(z)

funksiyas1 verilmisdir. Az =h ilo arqumentin hor hansi fikso
olunmus qiymotini igars edok.

Ay =Af(x) = f(z+ Az) - f(2) (1
kimi toyin olunmus ifadoyo y funksiyasina uygun birinci tortib
sonlu farq deyilir.

Qeyd edok ki, yliksok tortibli sonlu forqlor do oxsar qayda ils
toyin olunur:

Ay =AA"Ty) (n=23,..).
Moasalan,
Ny =Alf(z+Az) - f(2)] =[f(z +2Az) - f(z + Az)] -

—[f(x+Ax)— f(x)] = f(x +2A2) -2 f(x + Ax) + f(x).
Misal. Ax =1 qobul edorak,

P(z) = z*t
funksiyasi li¢iin biitiin sonlu forqlori qurun.
Holli: Sonlu forqlarin torifine gors aliriq ki,

AP(z) = (z+1)* —2* =
—[z*+Cy -2 1+CF -2 12405z P 1Y) -2t =
=[$4+4$3+6$2+4$+1]—$4 = 41> + 6% +4z+1,
A P(z) =[4(z+1)> + 6(z+1)* + 4(z+1) + 1] — (42> + 622 + 4z+1) =
=47° +1222 +122+4+ 62> + 122+ 6+ 4z + 4 +1—
—42° —62% — 4z -1=122" + 242 +10,



A P(z)=[12(z +1)* + 24(z +1) +10] - (122> + 24z +10) =
=122%+247+12+242+24+10-122% —242—-10=242+48,
A*P(2)=(24(z+1)+48) — (242+48) =247+24 + 48—241— 48 =24 ,

A'"P(z)=0 (n>4 olduqda).
Goriindiiyl kimi, verilmis funksiya ii¢clin dordiincii tortib sonlu
forq sabito barabardir.
Umumiyyaetlo, asagidaki miilahizo dogrudur.
Ogor
P,(z)=agz" +az" " + 2"t ++a,

n doracali ¢oxhadlidirsa, onda A"P, (z)=nlayh" = const olar.
Burada Az =h.

Dogrudan da
AP, (z)=P,(z+h)-P,(z)=ap[(z+h)" —2z" ]+
+af(z+h)" =" N+ ta,[(@+h)-h].

Nyuton binomundan istifado edorok adi motorizolori agsaq,
gorarik ki, AP, (x) asagidaki sokildo n —1 daraceli coxhadlidir:
AP, (z)=boz" " +bz" F +- b, 4.

Burada b, = nhay .
Analoji mithakima apararaq aliriq ki, ikinci tortib sonlu forq
NP, (2)=cor" 2 +ez" 7 ++¢,

kimi n —2 doracali coxhadlidir.
Belos ki,

¢o = (n—1)hby = n(n—1)h%ay.
Eyni qayda ilo aliriq ki,
A'P,(z) =nlagh" = const .
Beloliklo, s >n tiglin
NP, (x)=0



almur.

Misal. Ax =0,5 qobul edorok

Py(2)=(2z~1)°

funksiyasi ligiin ti¢lincii tortib sonlu forqi tapin.

Holli: A"P,(z)=nlagh" diisturuna gora aliriq ki,

A'Py(z)=3!8-0,5° =6-8-0,125=6.

y = f(x) funksiyasi iiciin Ay = f(z+ Ax)— f(z) boraborliyindo
A simvolunu operator kimi gobul etsok, asanligla yoxlamaq olar
ki, bu operator {i¢iin asagidaki xassolor 6donir:

1) A(u+v) =Au+Av;

2) V C sabiti iiglin A(Cu) =CAu ;

3) Vm va n monfi olmayan adodlori iigiin A" (A"y)=A"""y.
(1) diisturuna osason

[+ Az) = f(z) + Af(2)

yazaraq, A-ya simvolik vuruq kimi baxsaq alariq ki,

fz+Az)=1+A)f(z). (2)
Eyni qayda ilo

f(z+nAz)=(1+A)" f(x) 3)
yaza bilarik.

Nyuton binomundan istifads edarak aliriq ki,
f@+nAz)= Y C'A" f(). (4)
m=0

Burada

n(n—1)--[n—-(m-1)]
m! '
Demoli, f(x) funksiyasinin ardicil qiymotlori onun miixtolif

' =

tortibli sonlu forglori ilo (4) kimi ifads olunur.
A=1+A)-1 (5)
eyniliyindon vo Nyuton binomundan istifads etsak,



A'f(@) =[1+8) 11" f(2) = (1+ A)" f(2) = O, (1+8)" 7 f(2) +
+ ORI+ A)" 2 f(@) =+ (=1)" ()
alariq.
Sonuncu barabarlikds (3) diisturunu nozors alsaq:

A'f(x) = f(z+nAz) - C) flz +(n-1)Az]+
+C2 flz+(n—2)Az]—-+(=1)" f(x) (6)
yaza bilarik.
Alnan (6) diisturu f(z) funksiyasinin n tortibli sonlu forq-

lorinin hamin funksiyanim ardicil qiymatlori il ifadosidir.
Bir cox hallarda y = f(x) funksiyasi bir-birindon borabor

mosafodo yerloson z; (i=0,12,...) ndqtalor sistemi vo bu noq-
tolordoki y,; = f(x;) qiymatlori ilo cadval soklindo verilir. Qeyd
edok ki, bir-birindon barabor mosafods yerlogon noqtalor sistemi
dedikds elo noqtalor nozords tutulur ki, bu noqtalor ligiin
Az, =z, —x; =h=const
olsun.
Molumdur ki, y, ardicillidi iigiin sonlu forqlor asagidak: kimi
qurulur:
AY; =Y —Yi>
Ay, = MAy;) = Ay, — Ay,
A'y, = MA" 'y = Ay - Ay,
Sonuncu sistemin birinci barabarliyine asason

Yin =Y TAy; =(1+A)y,
yaza bilorik. Buradan

Yira =1+ M)y =(1+A)y;,
Yirz = 1+ Ay, =(1+A)y,,
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alariq.
Alinan bu ardicilligm axirinct borabarliyino Nyuton binomu-
nu totbiq etsok,

Yien =Y+ Cply; + Coly; +-o 4 Ay,
olar. Burada A"y, -lori y, -lor vasitasi ilo
Ay, =[(1+A) = 1]"y; =1+ A)"y; = CL 1+ A)" Ty, +
FORA+A) 2y =t (D),

Vo ya

1 2
Anyi =Yn+i— Cnynﬂ—l + Cnyn+7l—2 et (_l)n Yi
kimi ifada etmok olar.
Moasalan,

2
A = Yiyo = 2Yns1 Vi
3
ANY;i = Yir3 = 3Yir2 +3Yir1 —Y; VO
Qeyd edok ki, n tortibli A"y, sonlu forqlorini hesablamaq

tglin y; ardicilliginin n+1 sayda y,,v;,1,Yir25---»Y;4, hodlori-

nin qiymatlorini bilmak lazimdir.

Miixtalif tortibli sonlu farqlarin qiymatlorini cadvalle vermok
iiclin {ifiqi vo ya diaqonal sonlu forqlor codvalindon istifado
etmok olverislidir. Bu qiymatlorin {ifiqi vo diaqonal sonlu forqlor
cadvallorinds yerlosdirilmasi qaydast uygun olaraq asagidaki
kimidir:

Ufiqi sonlu farglar cadvali

1 z; Yi Ay; Azyj A3yqz
0 n Yo Ayy | Nyy | Ny,
1 7 Yy Ay, | Ny | Ay
2 T, Ys Ay, | Ny, | Ny,
3 3 Y Ays | Nyy | Ny,

11



Diaqonal sonlu forqlar cadvali

z; Y; Ay, Azyqj A?)yqj
0 o Yo
Ay
1 Iy U Azy()
Ay, Ay
2 Ty Y A2y1
Ay,
3 3 Y

Misal. y=22° -3z +5z-1 funksiyas1 ii¢lin x, =0 qobul
edorok, ~2=0,5 addmmu ilo iifiqi vo diaqonal sonlu forglor cod-
vallorini qurun.

Hblli: Malumdur ki, sonlu farglor tigiin A" P, (z) = nlagh” =
= const disturu dogrudur. Onda verilon misalda

NPy(z)=3tag-h> =312-0,5° =6-2-0,125=1,5
olar. Demoli, bu misal iigiin {ligiincii tortib sonlu forq homisa 1,5
sabitino borabordir. Beloliklo, verilon funksiya liglin zy =0 qo-
bul etmoklo 2 =0,5 addmu ilo biitiin sonlu forqlori hesablayaraq
iifiqi vo diaqonal sonlu farqlor cadvallorini qura bilorik:

Ufiqi sonlu farglar cadvali

i | v | Ay | Ay | Ay,
0 1 2 0 1.5
1| 05 1 2 15 | 1.5
2 | 1 3 3,5 3 1,5
3 15 | 65 | 65 | 45 | 15
4 2 13 | 11 6 1,5

12



Diaqonal sonlu farqlar cadvali

i | vi | Av | Ay, | Ay,
0| 0 1

2
1| 05 1 0

2 1,5
2 | 1 3 1,5

3.5

30 15 | 65

Qeyd edok ki, tifigi sonlu forglor cadvealindo, pillovari xatlorlo
cadvali qurmagq ii¢ilin asas baslangic verilonlor isars olunmusdur.

§1.2. Boliinan forqlar va onlarin xassalori

Sonlu forglor codvalini qurarkon gordiik ki, verilon funksi-
yanin arqumentlorinin qiymatlori bir-birindon barabar masafoda
yerlagir. Yoni arqumentorin ardicil qiymatlorinin forqi hor hansi
bir sabit odado baraber olur. Lakin bozon praktikada arqument-
lorinin qiymatlori bir-birindon miixtalif mosafolorde yerlogon
funksiyanin qiymeotlori {igiin forqlor codvalini qurmaq zoruroti
yaranir. Bu zaman sorbast doyisonlorin qiymotlori sonlu forglor-
don forqli olaraq bir-birinden miixtalif masafalords yerlosir. Belo
hallarda forqlor coadvelini qurmaq tigiin sonlu forglor anlayigmnin
timumilogmasi olan boliinen farqlar iisulu totbiq olunur.

Tutaq ki, [a,b] pargasinda toyin olunmus f(z) funksiyasi vo

bu par¢aya daxil olan ixtiyari zy,,25,...,7, (; # T, 1% 7])

noqtolor sistemi verilmisdir. Asagidaki sokildo toyin olunan
miinasibatloro f(z) funksiyasina uygun birinci tortib boliinon

forqlor deyilir:

13



f(@) = f(zo) |

f(@ys21) =
T — Xy
fla322) = To—1 (1)
f(x,_152,)= f,) = f(x,1) .
Ty =Ty

Indi iso asagidaki miinasibatlors baxaq:

J(@5my) = f(mg52) |

J(xos2y575) =

Ty — Ty
Tn Lr)— J(Xy5T
T3 — I

f($ 5 T, 13T ):f(mn—l;mn)_f(mn—z;mn—l)
n—=2s>%n—1>*n .
Tp —Tp-2

Bu sokildo toyin olunan ifadolor f(z) funksiyasmna uygun

ikinci tortib boliinon forqglor adlanir.
Analoji qayda ilo ixtiyari k+1 tortibli boliinon forqleri, %
tortibli boliinen forqlorin komayi ilo

F, 35557, k):f(xi;xiﬂ;“';xz’+k)_f(xz'—l;xz’;'";xz’+k—1) )
5 ERt ERRRE Rt A

Tivk —Ti-1
kimi qura bilarik.

Qeyd edok ki, sifirinci tortib boliinon forqlorin qiymatlori
f(z) funksiyasmin zy,,,2;,...,2, (z; #2;, i# j) noqtalorin-
daki qiymatlorinag barabardir.

Lemma. Asagidaki boraborlik dogrudur:

k
F@ 3205 i1p) = ZH@(“) (3)

Isbati: Lemmani isabat etmok iiciin riyazi induksiya meto-

14



dundan istifado edocoyik. Aydindir ki, £ =1 oldugda (3) diis-
turu f(z;) = f(z;) eyniliyino gevrilir. £ =2 olduqda isa (3) diis-
turu (1) diisturlar1 ilo tst-iisto diisiir, yoni bu halda boliinon forg-
lorin torifing géro dogruluq almir. Indi iso forz edok ki, lemma

ixtiyari k£ </ ti¢lin dogrudur. Onda
J@y5m35.500) = [(@138,5...57))

f(xl;xz;...;$l+1): ==
T —T

1 I+1 f(xy) 3 i f(ﬂfy) .
= - =T LG

2<i<]+1 1<i<l

Ogor j#1, [+1 olarsa, onda sonuncu boraborliyin sag torofi
uctin

1 1 B 1 _
T — T H (z;—x;) H (x; —x;)
Z#] Z#]
2<i<I+1 1<i<l
(-73,7‘ —-731)—(-73,7 —Zp4) _ 1
(T — ) H (-737_-731') H (-737_-731')
Z#] N Z#] N
2<i<l+l 1<i<I+1

yaza bilorik. Isbat etdiyimiz (3) diisturundan asagidaki noticolor
alinir:

1)Fikso olunmus z;,z,,25,...,2; noqtalori liclin qurulmus bolii-
non forqlor xottilik xassosino malikdir. Yoni
(o firon )@ 2y;. . 52 )=00 fi(215 Ta5 . s T )H00 H (215205 . 52,) -
2)Boliinon forqlor 6z xy,7,,3,...,7;, arqumentlorine nozoron

simmetriklik xassasino malikdir. Yoni arqumentlorin ixtiyari
yerdayismasi zamani boliinan forqlorin qiymoti doyismir.
Forz edok ki, f(x) funksiyasi asagidaki codvollo verilmisdir.

15



-737:‘950‘-731‘332‘963‘3:4‘...‘
f@) | f@o) | fa) | fa) | fay | fa [

f(x) funksiyasinin bu giymotlorino osason qurulmus asagidaki

cadval y = f(x) funksiyasina uygun bdliinon forqlor codvali ad-
lanir:

Boliinan forqlor cadvali
1 tortib 11 tartib 111 tortib 1V tortib
f(z;) | boliinan boliinan boliinan boliinan
forqglor forqglor forqglor forqglor
f(@p)
J(x57))
f(x) J(zosy52,)
f(apz)) J(@o3 215293 23)
f(xy) f(@y529;13) fasa;a;2357,)
f(xa323) (@3 20525524)
f(x3) J(x5m3524)
J(x3514)
f(z4)

Misal. Codvollo verilmis asagidaki funksiya tigiin biitiin
bdliinen farqleri qurun.

.2:7;‘0,2‘0,7‘ 1 ‘1,8‘2‘2,1‘
f(z;) ‘ 103,51 ‘ 118,71 ‘ 124,64 ‘ 130,72 ‘ 135,15 ‘ 137,41‘

Hblli: Verilon funksiya ti¢lin biitiin boliinon forqlori tapmaq
licin (2) diisturundan istifado edok. Ovvolco birinci tortib
bdliinen farqleri quraq:

) f(z 118,71-103,51 15,2
I (A (GO _
T — Iy 0,7 — 0,2 0,5

=304;
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f(xy)— f(z)  124,64—118,71 593
-1,  1-07 03
fz3) - f(xz) _130,72-124,64 _ 6,08

25— 18-1 08
f($4)—f(-733) _135,15-130,72 _ 4,43
Ta-z3  2-18 02
Fagsas) = L@ =S (@) 13741713515 _ 2,26
T — Ty 21-2 0,1
Indi iso ikinci tortib boliinon forqlori tapagq:
f(@320)— f(zg521)  19,7666—-30,4
) — I o 1-02
f(@ysm3) = fl@529) _ 7,6-19,7666
" 1,8-0,7
Sy iwq) = flps23) _ 22,15-7,6
Ty — Ty 2-1
f(xq325) = flx3;04)  22,6-22,15
5 — T3 o 21-18
Ucgiincii tortib boliinen farqlori iso asagidaki kimi tapmagq
olar:

f(x520) =

=19,7666 ;

J(zy5m3) = =7,6;

f(z3;24) = =2215;

=22,6.

f(zgs2y352,) = =-13,2918;

f(x529525) = =-11,0605;

f(@ysm35m4) = =14,55;

f(xy;m4505) = =15.

fCimyim3) = f(@0371525) _
T3 — I
_ —11,0605-(-13,2918)
- 1,8—0,2
f(sa3304) = f(13293%3) _
Tq— I
_ 14,55-(-11,0605)
- 2-0,7
J(@3304305) — f(22373524) _
Ts— 1T,

J (@03 21575503) =

=1,3946 ;

J(@320525504) =

=19,7;

f($2,$3,$4,3}'5) =
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_1,5-14,55
21—l
Analoji qayda ilo dordiincii vo besinci tortib boliinon forqlori
do tapa bilorik:

=-11,8636.

J (@ 2y523524) = (305215755 13) _
Ty — T -
_19,7-1,3946
- 2-02
J(Ty523,045%5) = f(21505, 03, 74)
T5 — T -
_ —11,8636—-19,7
211
J(@15%05m3;, 43 5) — f (05015 T3 T35 T4)
Ts — T -
_ —28,6942 -10,1697
- 2,1-0,2

f($03$1§-7322-7332-734):

=10,1697;

f($1;$2;$3;$4;335)=

=-28,6942 .

f(@os 15293255243 25) =

=-20,4547.

§1.3. Interpolyasiya masalosinin qoyulusu

Sado interpolyasiya mosalosinin qoyulusu asagidaki kimidir:

Tutaq ki, [a,b] parcasinda diiyiin noqtolori adlanan n+1
sayda z4,7,25,...,7, (z; # T, 1# j ) noqtalori vo bu pargada
toyin olunmus hor hansi y = f(z) funksiyasmm zy,z;,2,,...,
z, €[a,b] noqtelor sistemindoki

f@o)=yo. f@) =y, ., [(&,) =1y, (1)

qiymotlori verilmisdir. Elo interpolyasiyaedici F(x) funksiyasi
qurmagq tolob olunur ki,

F(xg) =yo, F(x) =y, ., F(2,)=Y, (2)
olsun.
Interpolyasiya mosalosinin hondesi monasi, y = f(z) funk-
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siyasi Uiglin, verilmis M;(z;,y;) noqtaolor sistemindon kecon hor
hans1 y = F(z) oyrisinin qurulmasmdan ibaratdir (Sakil 1).

I\

=f
", y=Tx)
M n
e n
g T, Z, Z, >z

Sakil 1.

Qeyd edok ki, interpolyasiya maosoalosinin bu ciir imumi
qoyulusu zamani sonsuz sayda holl alina bilor vo ya masolonin
he¢ bir hoalli olmaya bilor. Lakin interpolyasiyaedici F'(z) funk-
siyas1 avozina doracasi n -1 agmayan va

P($0) =Yo> P(xl) =Ys e s P(xn) =Yn

sortini 6doyan c¢oxhadli quruldugda interpolyasiya masalasi bir-
qiymatli holl olunur.
Almmus interpolyasiya diisturu
y=rF(x)
adoton arqumentin diiylin ndqtolorindon forqli z qiymotindo
f(x) funksiyasimin toqribi qiymotinin tapilmasinda istifado olu-

nur. Bu omoliyyat f(x) funksiyasmin interpolyasiya olunmasi
adlanir. Daha doqiq desok, agor z €[z ,z,,] olarsa, onda bu pro-
seso f(z) funksiyasinin interpolyasiyasi, = &[z,,z,] olduqda
iso f(z) funksiyasinin ekstrapolyasiyasi deyilir.

§1.4. Umumilosmis qiivvat anlayis:

Torif. Asagidaki kimi qurulan hasilo z adadinin 7 -ci do-
rocadon iimumilagmis qiivveti deyilir:
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2" = z(z = h)(z = 2h)---[z — (n = Dh]. (1)
Burada A hor hansi sabit ododdir.
Qeyd edok ki, n =0 olduqda #d%=1, h=0 olduqda iso

2" = 2" olur. Indi iso Az=h qobul edorok {imumilosmis
qiivvatlar ticlin birinci va ikinci tortib sonlu forqlori hesablayaq:

Azl™ = (z+ p)M — gl =
=(x+h)x---[rt—-(n-2)h]-2(x—h)--[r—(n—-1)h]=
=z(z—h)-[r—(n=2)h]-{(z+h)~[z—-(n-Dh]}=
=2(z—h)---[z — (n - 2)h]nh = nha!" 1. )

A=A =Anhd N =nh-(n-Dhal"H=nh? (n-1)2l"2.

Riyazi induksiya tisulunun komaoyi ilo isbat etmok olar ki,

A™ =nn =1 [n=k=D*2" M (k=1,2,...,n).

Aydindir ki, k>n oldugda A*zl™ =0.

§1.5. Bir-birindan barabar masafads yerloson noqtalor iiciin
Nyutonun birinci (iraliys) interpolyasiya coxhadlisi

Tutaq ki, y = f(x) funksiyasmnin arqumentin bir-birindon bo-
rabar mosafodo yerloson z; =z, +ih (:=0,1,...,n) noqtalorind
uygun y; = f(z;) qiymatlori verilmisdir. Burada % interpolya-
siya addimudr.

Doracosi n -1 asmayan elo P, (x) c¢oxhadlisi qurmaq tolob
olunur ki, arqumentin x; qiymstlorindo

P (z))=y;, (1=0,1,...,n) (1)
olsun. Aydindir ki, (1) sortini asagidaki kimi do yazmaq olar:
A"P,(zg)=A"yy, (1=0,1,...,m).
Qurulmas: tolob olunan P, (z) c¢oxhodlisini asagidaki sokildo

axtaraq:
P (z)=ay+a(z—zy) +a)(z —z5) (@ — 7))+ a3(z — 2p)(T — 7)) X

20



X(@=xp) +- -+, (T =20 ) (@ —2)) (T =2, _1) . (2)
Umumilosmis qiivvatlorin torifindon istifado ederok (2) boraber-
liyini

P, (x)=ag+a(z— .7;0)[1] +a,(z— .730)[2] +
+azy(x—20) N+ +a, (-1 (2')
kimi yaza bilorik. Goriindiiyii kimi P, (z) ¢oxhodlisini qurmaq
tiglin @; (:=0,1,2,...,n) amsallarmi toyin etmoliyik. (2") bora-
barliyindo z =z, qobul etsok:
By (o) =yo = ag

olar.

a; amsalini tapmaq iiglin (2')-o uygun birinci tortib sonlu
forqi quraq:

AP, () = ajh + 2a,(x — 79 Th +

+3ay(z — 29) P h 4+ na, (x— 2" R
Alnan ifadedo z =z, yazsaq:
AP, (z9) = Ayy = ah.
Buradan iso

1A
alariq.
a, amsalmi toyin etmak ticiin (2")-o uygun ikinci tortib sonlu
forqi yazaq:
AP, () =2h*ay+2-3h2ay(z— 20+ -+ (n=D)nha, (z—a "2 h.

Sonuncu barabarlikde z = z,, ovozlomesi apararaq

AZP,,L (zg) = Azyo = 2!h2a2 , Q) =
alariq.

21



Bu prosesi davam etdirmoklo
A
% (i=0,1,2,...,n)
ith!
yaza bilorik. Qeyd edok ki, burada 0!=1 vo Ny=y.

a; (1=0,1,2,...,n) omsallar1 {i¢lin tapdigimiz bu qiymotlori
(2") baraborliyindo nazora alsaq‘

i

A n
Py =t S )2 P L yo & (a-zp)" (3)

olar. Alinan bu c¢oxhadliys Nyutonun 1nterp01ya51ya coxhadlisi
deyilir.

Aydindir ki, (3) coxhadlisi {iglin qoyulan masoalonin biitiin
sortlori 0donir. Dogrudan da, (3) boraborliyi ilo ifado olunan
P, (x) ¢oxhadlisinin doracasi n -1 agsmir vo

B, (zy) =y,

barabarliyi 6donilir. Eyni zamanda bu ¢oxhadli {li¢iin
2

Ay A"yo
P (z;,)=yo+—(x, —xy) +
o (Z1) = Yo 3 (), —20) TE

(T —zo) (T, —2)) +-- -+

A]f

+ LBE (xk To @), —21) (T —Tp_1) =
:y0+kAyo+k(k l)A2y0+ 4

k(k—-1)...1

+%Akyoz(l+A)kyo=yk (k=1,2,...,n).

Qeyd edok ki, ~ — 0 olduqda (3) diisturu y funksiyas ii¢lin
Teylor ¢oxhadlisina gevrilir. Oz ndvbasindo

AF d*
im == S =y ).
h—0 h dz R
Bundan basqa, aydindir ki,
lim (z — )™ = (z - z,)".
h—0
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Aliriq ki, » —> 0 olduqda (3) diisturu uygun Teylor ¢ox-
hadlisi ilo tist-listo diisiir:
(TL)( 0)
B, (1) = y(20) +y (30)(@ — 1) + -+ T—" (2.~ z9)".
Praktik cohotdon olverigli olmasi {igiin (3) dusturunu nisboton
sado sokildo yazmaq olar. Bu moqgsadlo asagidaki kimi tayin
olunan yeni

doyisoni daxil edok. Onda
(@—2)" (w-2p) (@—m9=h) (—29=2h) [2-29—(i-Dh]
e ; -
=q(qg-D(@q-2)---(¢g—21+1) (=L2,...,n)

olar.
Sonuncu ifadoni (3) diisturunda nozors alsaq:

q(g=1) 2 q(q D---(g—n+l) .,
TA Yot- o ANyg 4

P, (z)=yy+qAyy+

alariq. Burada

T —X
-
(4) diisturu borabor mosafodo yerlogson ndqtolor tiglin Nyu-
tonun birinci interpolyasiya coxhadlisidir.
Ogor (4) disturunda n =1 qobul etsok, Nyutonun xotti
interpolyasiya ¢oxhadlisi alinar:
B(x)=yo +¢Ay, -
Nyuton ¢oxhadlisinds »n=2 olduqda alinan
(g =1
——A
5 Yo

q:

Py (z) =y, +qAy, +

coxhadliyo Nyutonun parabolik vo ya kvadratik interpolyasiya
coxhadlisi deyilir.

Misal. Diiytin néqtelorini z, =0,3, z;, =0,9 vo z, =15 kimi
qobul edorok y=2" —2z funksiyasi tigiin Nyutonun birinci in-
terpolyasiya ¢oxhadlisini qurun.
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Holli: Gorlindiiyli kimi, masalonin sortinds ii¢ dilylin ndqtasi
verilmigdir. Demoli, axtarilan Nyutonun birinci interpolyasiya
coxhadlisi asagidaki kimi iki doracali ¢oxhodlidir:

Py(x) =yo + Ay, + Q(qz 1= 2y,

Indi iso verilon funksiyanin diiyiin noqtolorindoki qiymot-

lorini hesablayaq vo uygun sonlu forqlor cadvelini quragq:

Z; Yi Ay; Azyi
0 0,3 0,631
-0,565
1 0,9 0,066 0,327
-0,238

2 1,5 |-0,172

Aydmndir ki, 2 =0,6. Onda
Tr—x _T- 0,3
h 0,6

q:

yaza bilarik.
Demoli,
9D po,, _

Po(@) =0 +ahyo + = 0=

3:—0,3_[3:—0,3_

= 0,631+ 12 2 3. (056520 | 06

9

)
-0,327 =

2>=0,62+0,09 0,62-0,18
06314205652 401695 036 036 307-
0,6 2
=0,454162> —1,4866x +1,036125.
Bu iso verilon funksiyaya uygun Nyutonun birinci interpol-
yasiya ¢oxhodlisidir.
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Dogrudan da,
P,(0,3)=0,45416-0,3%~1,4866-0,3+1,036125=0,6310194 x5/, ;
P,(0,9)=0,45416-0,9°—1,4866-0,9+1,036125=0,0660546 ~ y, ;
P,(1,5)=0,45416-1,5*~1,4866 -1,5+1,036125=—0,171915~ 1/, .

Misal. Nyutonun birinci interpolyasiya ¢oxhadlisinin kdmayi
ilo ilk » natural adodin kvadratlar1 comini tapin.

Hblli: Malumdur ki, ilk n natural adadin kvadratlar: comi

S, =17 +22 43"+ 4n?
kimidir. Onda
AS, =8, -
yaza bilorik. Buradan aliriq ki,
NS, =2.

Demoli, S, 7 -5 nozeren ii¢ doracali goxhadlidir. AS, vo A’S,

S, =(n+1)’

forqlorini toyin etmok {iglin, S}, S, vo S; qiymatlorini hesab-
layaq:

S, :Sl+22 =1+4=5,

S;=8,+3>=5+9=14.
Onda

AS, =5-1=4,

AS,=14-5=9,

A’S, =AS, —AS,=9-4=5,
Vv

NS, =2.

Burada ¢ = nT—l =n—1 oldugunu nozors almaqla Nyutonun bi-

rinci interpolyasiya ¢oxhadlisini tatbiq etsok alariq ki,
S =1+4(n—1)+ 5(”‘1;(”‘2) + 2(”‘1)(”6‘2)(”‘3)
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vo ya
S = %n(n LD)2n+1).

Misal. Nyutonun birinci interpolyasiya coxhadlisindon
istifado edorok, asagidaki codvallo verilmis funksiyanin x=0,26

va = =0,53 noqtalorindaki qiymatlorini hesablayn.

x; \ 0,2 \0,4\ 0,6 \0,8 \

1

SOy | 135 | 17 | 2,08 | 2,46 |

Holli: ©vvalco, verilon funksiyanin x = 0,26 ndqtosindoki
qiymatini tapaq. Cadvoldon goriindiiyli kimi, verilon funksiyanin
dord diiylin ndqtesindoki qiymotlori molumdur. Yoni axtarilan
Nyuton ¢oxhadlisi asagidaki kimi ti¢ doracoali coxhadlidir:

-1 -D(g-2
Py(@) =y + g + LDy, + L= 0y

2!
Digar torafdon do h =0,2 oldugundan
_026-02 _ 0.3
0,2
yaza bilarik.

Indi da, verilon funksiyanm diiyiin ndqtolerindoki giymatlo-
rind uygun sonlu forqlor cadvalini quraq:

Z; Yi Ay, Azyi A3yi
0 0,2 1,35
0,35
1 0,4 1,7 0,03
0,38 -0,03
2 0,6 2,08 0
0,38

3 0,8 2,46
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Demoli,

-1 ~1)(g-2
P,(0,26) =y, + qAy, + ‘-’(qz' ) a2y, + 44 ;(q ) by, =

~1.3540.3-035 +W-0,03 +

+03:03 _61)(0’3 ~2) -(—0,03) =
=1,35+0,105-0,00315-0,001785 =
=1,450065.

Belsliklo, aliriq ki, P5(0,26) =1,450065 .

Indi iso verilon funksiyanin z =0,53 ndqtoesindoki qiymotini

hesablayaq. Bu noqto [0,4;0,6] parcasina daxil oldugu {igiin
diisturda, funksiyanin baslangic y, qiymati ovozino y;, Ay, Vo

A2y0 sonlu forqlori avozing iso uygun olaraq Ay, vo A2y1 forg-
lorini gotiiracoyik (Cadvaldo altdan qosa xott ¢okilmis forglor).
Onda
q(g=1) »2
T) Ay,

Funksiyanin verilon noqtodoki qiymatini tapmaq iiglin avval-
cd ¢ -nu tapagq:

Py(z) =y +qAy, +

_053-04

=0,65.
0,2

Buradan

0
P,(0,53) =y, +gAy, Jr%&y1 _

:1’7+0’65'0’38+W'0:

=1,7+0,4199+0=2,1199.
Belaliklo, aliriq ki, P5(0,53)=2,1199.
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§1.6. Bir-birindan barabar masafads yerloson noqtalor iiciin
Nyutonun ikinci (geriy?) interpolyasiya coxhadlisi

ovvolco geyd edok ki, agor codvollo verilmis funksiyanin
toyin oblastinin hor hans1 ndqtesindoki qiymetinin tapilmasi
zamani, arqumentin verilon qiymati cadvalin sonlarindaki diiyiin
noqtalori arasinda yerlosorso bu zaman Nyutonun birinci (iraliyo)
interpolyasiya coxhadlisinin totbiq olunmasi olverigli olmur.
Daha doqiq desok, bu halda mosolonin hallinin tapilmasinda
nazars carpacaq qador xataya yol verilir. Bu gatismazlig1 aradan
qaldirmaq ti¢lin bir-birindon borabar mosafods yerlogon noqtolor
iiclin Nyutonun ikinci (geriya) interpolyasiya diisturundan isti-
fado edilir. Indi iso bu diisturun qurulmasina baxagq.

Tutaq ki, bir-birindon barabor mosafods yerlogon

z; =xy+ih (:=0,1,2,...,n)
qiymatlorinds, y = f(z) funksiyasinin
y,=f(z;) (=0,1,2,...,n)

qiymatlori molumdur.

Inerpolyasiyaedici ¢oxhadlini asagidaki sokildo axtaraq:
B (@)=ag+a(v—1,) + 0 (3 =2, ) (2 =2, 1)+ a3(3 =2, )(2 =7, ) X

X(x—z, )+ +a,(x—z,)T—7,_ ) (T—1)).
Bu ¢oxhadlini imumilogmis qiivvatlorin kdmayi ilo
Pn(x) = a’O + a ($ - xn)[l] + ap ($ - xn—l)[Z] +

+ay(z -z, )+ +a,(z—z)"™
kimi yazagq.
Aydmdir ki, P,(z) coxhodlisini qurmaq {glin aq,a, a,,
as,...,a, omsallarini elo segmoliyik ki,
P (z)=vy;, (:=0,1,2,...,n)
barabarliyi homiso dogru olsun. Qeyd edok ki, burada asagidaki
barabarliyin dogru olmas1 zoruri vo kafidir

AiPn(xn—i) = Aiyn—i (Z = 0’1’2""’77')' (2)
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(1) diisturunda z = z,, qobul etsok:
Pn(mn) =Yn = Qo>
buradan isa
ay =Yp
alariq.
Sonra (1) borabarliyinin sol va sag taraflari ti¢lin birinci tortib
sonlu farqleri yazaraq:

AP, (z) = ay-1h+ay - 2h(z -z, )M +ay-3h(z—x, 5+
+ay -4z -z, )P+ ta, nh(z—z)" Y,
Sonuncu boraberlikdo z =x,_; qobul etsok vo (2) miinasibotini
nozorg alsaq:
AP, (x,_y) = Ay, =ah

olar.

Demoli,
Ay

h

Analoji olaraq (1) boraborliyinin sol vo sag toraflori tigiin ikinci
tortib sonlu farqlori quraraq alariq ki,

NP, (2)=a,-2h% +ay-3-2h% (z — 2, ) +
+ay- 430w —z) -+ a, n(n—DA (z -z
Burada z = z,,_, qobul edorok
A2Pn (xn—2) = A2yn_2 =0ay- 2'h2

a

Vo ya
a = Azyngz
2Lh
alariq.
Goriindiyii kimi, a; (¢=0,1,2,...,n) omsallarmnin tapilma-
sinda miioyyon ganunauygunluq var. Riyazi induksiya {isulunun
kdmayi ils asanligla gostormak olar ki,
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Al
a; ==l (1=0,1,2,...,n).
i+h'
Nohayat, a; omsallarmm tapilan qiymatlorini (1) diisturunda
nozors almagqla

AY, Ny,
P, (x)=y, +£($_xTL)'F#(x_xn)(x_xn—l)'F

I'h
A3yn—3
+ —3(37 - an)(ﬂi - an_l)(ﬂi - l“n—z) oot
3h
n
+ 2 0o ) @
yaza bilarik.

Alman (4) diisturu bir-birindon borabor mosafodo yerloson
noqtolor tiglin Nyutonun ikinci (geriyo) interpolyasiya diisturu
adlanir.

Indi iso bu diisturu praktik cohotdon daha olverigli sokildo
yazaq. Tutaq ki,

Onda
m_;n_1:$_$;+h:q+l, %:q+2 Vo S.

Sonuncu ifadslori (4) diisturunda nazars alsaq
q(g+1D) Ny L+ 9(g+1(g+2) ,3
2! 3!
+1)---(g+n-1) , ,
alinar. Bu iso Nyutonun ikinci interpolyasiya ¢oxhadlisinin on
cox istifado olunan goklidir.

Misal. Diyiin noqtolerini z, =12, ;=16 vo z, =2 kimi

Pn,(m) :yn,+qun,_1+ yn_:), +...+

qobul edorok, y =+/x+1 funksiyasi {iciin Nyutonun ikinci inter-
polyasiya ¢oxhodlisini qurun.
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Holli: Masalonin sortindo ii¢ diyiin ndqtoesi verilmisdir.
Demoli, qurulmasi tolob olunan Nyutonun ikinci interpolyasiya
coxhadlisi agsagidaki kimi iki doracali ¢oxhodlidir:

+1
P,(z) =y, + Ay, + %Azyo .

y=+x+1 funksiyasinin verilon diiyiin noqtslorindaki qiy-

motlorini hesablayaq vo uygun sonlu forqlor codvalini quraq:

; Y; Ay; Ny,
0 1,2 1,483
0,129
1 1,6 1,612 -0,009
0.12

2 2 1,732

Goriindiiyii kimi, A =0,4. Onda
_rmt _w=2
h 0,4
yaza bilarik.
Demoli,

+1
Py(z) =y, + Ay, + %Azyo =

.7:—2_(.7:—2 ]
_1732+5=2.012+ 04 \ 04 -(—0,009) =

9

=-0,0281252% +0,423752 + 0,997 .

Bu iso y =42 +1 funksiyasma uygun Nyutonun ikinci inter-
polyasiya ¢oxhodlisidir.
Dogrudan da,

P,(1,2) =-0,028125 1,22 +0,42375-1,2+ 0,997 = 1,465 ~ Yo
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P,(1,6) =—0,028125-1,6> +0,42375-1,6 + 0,997 = 1,603 ~ ; ;
P,(2)=—0,028125-2% +0,42375-2+ 0,997 =1,732 ~ y),.

Misal. Nyutonun ikinci interpolyasiya coxhadlisini tatbiq
edorok asagidaki codvalle verilmis funksiyanin z = 0,44 noqte-

sindoki qiymatini tapin.
r, | 04 |-01] 02 ] 05|
f(z)) | 0,324 0,846 | 1,286 | 1,674 |

Holli: Codvoldon goriindiiyli kimi, funksiya dord diiyiin ndq-
tosindoki qiymatlori ilo verilmigdir. Demoli, uygun Nyuton ¢ox-
hadlisi asagidaki kimi ti¢ doracali coxhadlidir.

Py(x)=y; + Ay, + —Q(q; D oy, 2axNg+2) 13),(q +2) Wy,
Diiylin néqtolori arasindaki addim, ~ =0,2 oldugundan, aliriq
ki,
r—z3 _0,44-0,5 _
Ao 03
Indi iso verilon funksiyanin diiyiin ndqtolorindoki qiymot-
lorino uygun sonlu forqlor codvalini quragq:

q= -0,2.

i Z; Y; Ay, AZ%, A3"J7;
0 -0,4 | 0,324

0,522
1 -0,1 0,846 -0,082

0,44 0.03
2 0,2 1,286 -0,052

0.388
3 0,5 | 1674

Demoli,
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+1 +D(g+2
Ps(0,44)=y3+qu2+—Q(q2' )A2y1+—Q(q ;'(q )A3yoz

1674+ (020388 0D CO2D)

-(~0,052) +

~0,2)-(=0,2 +1)(—0,2+2)
6
= 1,674 —0,0776 +0,00416 - 0,00144 = 1,59912..

Nohayat, aliriq ki, 7(0,44)=1,59912.

+( -0,03 =

§1.7. Moarkazi farqlor cadvali

Molumdur ki, Nyutonun interpolyasiya ¢oxhalilorini qurarken
adoton funksiyanin baslangic qiymotlorino nozoron bir torofdo
(yuxarida vo ya asagida) yerloson sonlu forqlordon istifads edilir.
Yoni bu disturlar birtorofli xarakter dasiyir. Lakin bir ¢ox
hallarda elo interpolyasiya ¢oxhadlilori qurmaq zerurati yaranir
ki, bu funksiyanin baslangic z, vo y, qiymotlorino nozoron av-

volki (yuxaridaki) vo sonraki (asagidaki) sonlu forqlordon do
istifado etmok lazim golir. Masalon, z, vo y, baslangic verilon-

lor olduqda Ay_;, Ay, Azy_l va s. kimi sonlu forqlor do inter-

polyasiya ¢oxhodlisino daxil ola bilor. Bu ciir qurulan forqlors
morkazi forqlar deyilir. Qeyd edak ki, burada
z; =xy+th (1=0,x1,£2,...), y;, = f(z;),

Ay =Y —Yis By = Ay —Ay; Vo s,

Morkazi forqlorin kdmayi ilo qurulan interpolyasiya ¢oxhad-
lilori, morkozi forqli interpolyasiya ¢oxhadlilori adlanir. Bels in-
terpolyasiya ¢oxhadlilorino Qauss, Stirling vo Bessel ¢oxhadli-
lorini misal gostarmok olar.

Asagidaki codvaldo morkozi forqlorin qurulma qaydasi gos-
torilmisdir:
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X ) & A%y Ay Aty Xy A5y
Xy V-4
Ay 4
xs | oy Ay,
Ay; Ny,
X_5 Y2 z.\"_\_; .'_\"1__,
Ay » A 3 Y Yoy
Xy Y A’ Y2 Ay Ny,
Ay, ASJ'I—E P ASJ 3
% | Yo Ay Ay, A%y_;
Ay Ny, Ny,
¥ i n Ny, Ay, 8y,
Ay &y, Ny,
X3 ¥ A ) A 0
Ay Ny,
e Y3 A B
Ays
X Ya

§1.8. Qaussun interpolyasiya coxhadlilori

Tutaq ki, 2n+1 sayda bir-birindon borabor mosafodo yer-
logon
.T_n,l'_(n_l),...,.T_l,l'o,l'l,...,.Tn_l,l'n,

diiyiin ndqtolori verilmisdir.
Qeyd edok ki, burada
Az, =z, —x; =h=const [i=-n—~(n-1),..,n-1]

vo y = f(z) funksiyasinin bu diiyiin ndqtolorindoki
y,=f(z;) (1=0,£1,£2,...,%£n)
qiymatlori molumdur.
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Doracosi 2n -1 asmayan elo P(x) g¢oxhadlisi qurmaq tolob
olunur ki,
P(.Z‘Z) - yl (7/ = O,il,iz,...,in)
olsun.
Sonmuncu sortdon ¢ixir ki, ¢ vo k-nin ixtiyari uygun
qiymatlori {igiin
AN P(z;) = Ay, (D
barabarliyi dogrudur.
Tolob olunan P(z) ¢oxhadlisini asagidaki kimi axtaracagiq:
P(z)=ay+a(x—z4)+ay(x—29))(x —2)) + a3(x —2_; (T — ) ¥
X (2 = y)+ag (2 =2 ) (@ = 2) (@ — 2, ) (T = 2y) +as(z —2_) %
(@ =z ) )@ =z (@ — )T =)+ + gy (T—T_5_p))
c(@—r )@ -z )@ —3)) (X =Ty y) + Gy, (T — fE—(n—n)' -
(@ —r )@ 2@ —3y) (@ -, )@ —,) (2)
(2) diisturunu imimilosmis qlivvatlorin komoyi ilo asagidaki
kimi yazaq:
P(z)=ay+a,(z —.730)[1] +a,(z—1 )[2] +a3(z—2_, )[3] +a4(z—2x_, )[4] +
oot a2n—1(x —T_(n-1) )[2n—1] +ay, (z— L_(n-1) )[2n] . (3)
Sonuncu beraborlikde a; (:=0,1,2,...,2n) omsallarin1 Nyuto-

nun interpolyasiya ¢oxhadlisini daxil edorkon istifado etdiyimiz
iisulun komoyi ilo toyin edorak vo (2) diisturunu nozors almagla

Ay Ay Ay
aO:yOv a’lz_oa azzizla a3:L313
11h 2 31
2n—1 ;
. :A4'IJ_2 . _ An y—(n—l) . _ A2ny_n
ot T T ooy T )
yaza bilarik.
Indi iso
_ T 7%
T
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kimi yeni doyison daxil edok vo ¢ -niin bu qiymotini (1) diistu-
runda nazoro alaq. Onda

P(2)=yy + qAy, + % Ny, + 1);1'(q Dy,
AJaDaa=h@=2) o, | @+ DeeDG=2) s,
4! 5!
_|_..._|_(Q+n_1)"'(q_n+l)A2n—1 ( 1)+
2n-1)! -
+ (q+n_(;))'(q_n) A2ny_n (4)
n)!
Vo ya
(2] [3] [4]
P(z) = yo+ ¢Ayp+ q_Azy_l + (Ch) A3y_ + (R A4y_2 +
2! 3! 41
_p2n-1] _\[27]
+...+MA2TL—1 (q+n l) A2fly_n (4!)

Q2n—1)! YT

alariq.

Qeyd edok ki, burada

r=1y+¢h vo ¢ =g(g-1)--[g-(m-1)].

Alinan (4) vo (4") coxhadlilorino Qaussun birinci interpolyasiya
coxhadlisi deyilir.

Misal. Qaussun birinci interpolyasiya ¢oxhadlisinin komoyi
ilo, asagidaki coadvallo verilmis funksiyanin x = 2,34 ndqtesin-
doki qiymotini tapin.

r, | o8 | 12| e | 2 |24 28] 32 |
f@) | 0,72 1093 | 0,99 | 091 | 0,68 | 0,34 | 0,06 |

Holli: Codvoldon goriindiiyii kimi, funksiya yeddi diiyiin
noqtosindoki qiymatlori ilo verilmisdir. Bu o demokdir ki, uygun
Qauss ¢oxhadlisi asagidaki kimi alt1 doracali ¢oxhadli olacaq:
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N (¢ +1Dg(g-1) A

-1
P(z) =y, + Ay, + %Azy_l 3 (R

L (a+Da(g-1)(g-2) Aty + (g+2)(g+Dg(g—1(g-2) Ay_+
4! 5!
Llg+2)(g+ l)q(q67 D(@=2)(q=3) vy
Goriindiiyii kimi, A =0,4. Onda aliriq ki,
¢= T-Ty _234-2
h 0,4
Indi isa, verilon funksiyanm qiymatlorino uygun forqlor cod-
volini quraq:

=0,85.

i m | v | Ay | Ny | By [Ny | By | A
308072
0,21
2112|093 20,15
0,06 0,01
1] 1,6 | 0,99 20,14 -0,02
20,08 20,01 0,07
0o 2 |091 20,15 0,05 0,11
-0,23 0,04 20,04
1|24 068 0,11 0,01
20,34 0,05
2 |28 034 20,06
0,4
3|32 |-0,06
Demoli,

P(234) ~ 0,91+0,85- (—0,23)+%-(—0,15)+

37



L (085+1)-085-(085-1) o

3
, (0.85+1)-085- (3,85 —DO85-2) 95+
, (085+2)(085+1)- 0,58'5 (085-DO85-2) /4 04y +
. (0,85+2)(0,85+l)-0,85'(385—1)(0’85_2)(0’85 =3 (o1n=

=0,91-0,1955+0,095625-0,0015725 +
+0,000452 -0,000258 + 0,000253 = 0,8089995 .
Beloliklo, aliriq ki, P(2,34) = 0,8089995.
Goriindiiyti kimi Qaussun birinci interpolyasiya ¢oxhadlisinda
Ayg, Azy_p A3y_1 ) A4y_2 ) Asy_z ) A6y_3a .
morkoazi forqlori istirak edir.
Qaussun ikinci interpolyasiya ¢oxhodlisino daxil olan morke-
zi forqlor iso analoji olaraq
Ay_1 s Azy_1 > A3y_2 > A4y_2 > Asy_3 > A6y_3 PP
kimidir.
Qaussun ikinci interpolyasiya ¢coxhadlisi asagidaki sokildadir:

+1 +1 -1
P(.CE) =Y + qu—l +(qz—')qA2y_1 + (q )3q'(q )A3y_2 +

N (g+2)(q Z'l)q(q—l) A

et (q+n_1)"'(q_n+l)A2n—1y_n +
(2n -1)!

q+n)(q+n—1)-~(q—n+l)Azn 5)
(2n)! "’

Yot

+ .

N

Vo ya

+ +B!
P(r)=y,+qAy_, +(QT,)A21/_1 +(QT')A3 (s
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[4] _1)2n-l]
41 (2n —1)!

Jlaen)™ o,
(2n)! -
Burada z =z, +qh.

(5")

Misal. Qaussun ikinci interpolyasiya ¢oxhoadlisindon istifado
edorok asagidaki codvallo verilmis funksiyanin x = 2,24 noqte-

sindoki qiymotini hesablayin.
r, | LU 14| L7 |2 |23 26| 29 |
fz) | 105 [ 118 | 131 [ 141 | 152 | L6l | 170 |

Holli: Misalin sortindon goriindliyii kimi, funksiya yeddi
diiyiin noqtesindoki qiymotlori ilo verilmisdir. Demoli, uygun
Qauss ¢oxhadlisi asagidaki kimi alt1 doracali coxhadli olacaq.

+1 +1 -1

2! 3!
L+ 2)(@+De(g—D) 44 y, +
4
Llg+2) g+ 1);1'(q —D@=2) s,
L (g+3)(g+2)(q ;l)q(q —D@=2) vy
Askardir ki, ~ =0,3. Onda
g=F"%0 224-2 _ 44
h 0,3
yaza bilorik.

Indi iso funksiyanin giymeotlorina uygun meorkozi forglor cad-
valini quraq:
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il |y | Ay | Ny | By | Ay | KXy | A,
31,1 | 1,05
0,13
2|14 | 1,18 0
0,13 -0,03
-1 1,7 | 1,31 -0,03 0,07
0,1 0,04 -0,14
0| 2 | 141 0,01 -0,07 0,26
0,11 -0,03 0,12
1|23 11,52 -0,02 0,05
0,09 0,02
2 12,6 | 1,61 0
0,09
31291 1,70
Onda
P(2,24)~1,41+0,8-0,1 +w 0,01+

(0810505 D o004

N 0,8+ 2)(0,é +i') -0,8-(0,8—1) (=0,07) +

L (08+2)08+1)- 05030082 (g4,

N (0,8+3)(0,8+2)(0,8 +61') -0,8-(0,8-1)(0,8—-2) 0,26 =
=1,41+0,08+0,0072-0,00192 + 0,002352 —

—-0,00112896 +0,001327872 =1,497830912.
Belolikla, P(2,24) ~1,497830912.
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§1.9. Stirlinqin interpolyasiya ¢oxhadlisi

Qaussun birinci va ikinci interpolyasiya ¢oxhadlilorinin adadi
ortasini tapsaq asagidaki ¢oxhodli alinar:

Ay +Ay ¢ o @) Ny + 8y,

P(z)=1yy+q ————2
(z)=yo+q > o) Ya 3 >
2,2 2 2 2 2 2 5 5
L) 9@ =N =2T) Ayt A, |
4! 3! 2
202 12y/.2 A2
Al 16?(q 2 )A6y_3+...+
L 9@ =)@ =2°)@* =3¢ ~(n=1)*]
(2n-1)!
2n—-1 2n-1
XA” y_, +A" y_(n_1)+
2
L@ =10 -2°)(¢" =3 [¢" ~(n=1’] o0
Yn -
(2n)!

Bu coxhaodliya Stirlingin interpolyasiya coxhadlisi deyilir.
Burada

Gorlindiyii kimi
P(z,))=y, t=0,£1,x2,...,+n).
Misal. Stirlingin interpolyasiya c¢oxhadlisindon istifado et-
moklo asagidaki codvallo verilmis funksiyanin x =2,15 noqto-

sindoki qiymatini tapim.
g |02 o7 |12 | 7] 22 ] 27 |32 |
f(z) | 0,75 | 023 | 0,11 [-0,15| 0,19 | 1,09 | 2,79 |

Holli: Cadvaldon goriindiiyli kimi, funksiyanin yeddi diiyiin
noqtosindoki qiymatlori ilo verilmisdir. Onda uygun Stirling ¢ox-
hadlisi asagidaki kimi olar:
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3 3
Ay + Ay +£A2y 1+Q(qz—12)_Ay—z+Ay—1+

P(zx)=yy+q-
@) =yo+¢- =7 2 3 2
2,2 2 2 2 2 2 5 5
+MA4y_2+Q(Q —10g"=27) Ays+Ay,
4 5! 2
2,2 2 2 2
L4 (¢ —17)q" -2 )A6y_3.

6!
Sorto goro h =0,5. Demoali,

0= T—Ty _2,15-17 _ 0.9
h 0,5
yaza bilerik.

Indi iso verilon funksiya {i¢lin uygun forqlor cadvalini quragq:
1| % Yi Ay; Azyi A3yi A4yi Asyi A6yi
-310,21 0,75

-0,52
-210,7 0,23 0,18
-0,34 0,12
-1]1,2|-0,11 0,3 -0,04
-0,04 0,08 0,14
01]1,7-0,15 0,38 0,1 -0,18
0,34 0,18 -0,04
1122|019 0,56 0,06
0,9 0,24
212,71 1,09 0,8
1,7
3132|279
Buradan
P(2,15) ~ ~0,15+0,9. 20041034 09"

0,38+
2!
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L, 0.9:(09% -1 0,08+0.,18  09°(0,9°
3| 2 41
L 09 (0.9° —1)(0,9° —4) 0,14+(=0,04) s
5! 2
. 0,9%(0,9% —1)(0,9°
6!
=—0,15+0,135+0,1539—0,003705 + 0,00064125 +

- 0,1+

—4) -(-0,18) =.

+0,0002272875-0,00012273525 = 0,13594080225 .
Belolikla, P(2,24) = 0,13594080225.

§1.10. Besselin interpolyasiya ¢oxhadlisi

Mexanikada meydana ¢ixan bir ¢ox mosalolorin holli zamani
totbiq olunan interpolyasiya ¢oxhadlilorindon biri do Besselin
interpolyasiya ¢oxhadlisidir. Bessel interpolyasiya ¢oxhodlisini
qurmaq {i¢iin Qaussun ikinci interpolyasiya ¢oxhadlisindon isti-
fado edacayik.

Sabit A addimi ilo, 2n + 2 sayda borabor mosafods yerlogon

$_n,$_(n_1),...,$_1,$0,$1,...,$n_1,$n,$n+1
diiyiin noqtalerini gotlirok. y,=f(z;) (i=—n,...,n+1) ilo y=f(z)
funksiyasinin verilon diiyiin noqtslorindeki uygun qiymsotlorini
isaro edok. ©Ogor baslangic qiymetlor kimi z=2z, vo y=y,
se¢sok, onda z;, (k=0,£1,£2,...,2n) diylin ndqtelorindon is-
tifado edorak

+1 +1 -1
P()=yy +qhy, + 4002 @+ Daa=D o

2! 3
Lla+2)(q Z'l)q(q—l) Aty 4ot
+(q+n_l)"'(q_n+1)A2n—1y_n+
(2n-1)!
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(q+n)(q+n )---(g—n+1) Ny
(2n)!

(1)

alariq.

Indi iso baslangic giymetlori x =, vo y =y, kimi segok vo
Ty (k=0,x1,£2,...,+n) dilylin ndqtelorindon istifado edok.
Onda

T—x, xT—-T9—h

_ — g1
h I 1

olar. Bu zaman (1) diisturunun sag torofindoki biitlin forqlorin
indekslori bir vahid artir. (1) diisturunun sag torofindoki ¢

ovozino ¢—1 yazsaq vo biitiin sonlu forqlorin indekslorini bir

vahid artirsaq asagidaki kimi kdmokei interpolyasiya diisturunu
almis olariq:

P(z) =y, + (g~ DAy, + q(q2 1)A2y a@=Dg=2) 3,

3!
N (g +1)q(q4—' D(g—2) Aty + (g +1Dq(q— 1;(q 2)(q-3) Ky +
—2)e-(q— -
* e n(zn)_ 1)(!61 & A ly—(n—l) +
(q+n_1)"'(q_n) 2n
+ ) Ay, 2

Qaussun birinci (iraliyo) interpolyasiya diisruru ilo (2) diis-
turunun odadi ortasini taparaq sads ¢evirmolor aparsaq:
2 2
Yoty 1) qg—1) A%y +A%y,
P(x —— Ay + . +
@ =2 0 gLy + 2L -

. O Ny, 20=DaDE=2)

3! 4!
lj
. [q— a@-D(g+1)@-2)
Ay, '2"A Y4 n 2 5 Asy_2 +
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L A@-D@+D@-2)g+2)¢-3) Nys+Ay,
6! 2

L g=D(g+D(g=2)(g+2)---(g=n)(g+n-1) Ny K"y
(2n)! 2
[q—;jq(q—l)(q+1>(q—2)(q+2)---(q—n)(q+n—1)
Qn+1)!

olar. Burada ¢ = v —hmo .

o4

+

+

A27L+1y_n (3)

Alnan (3) diisturuna Besselin interpolyasiya diisturu deyilir.
Besselin interpolyasiya diisturu adlanan (3) diisturunun ¢ixariligi
qaydasmdan goriiniir ki, alinan ¢oxhadlinin qiymatlori y = f(x)
funksiyasinin 2n + 2 sayda

Lops T (n=1ys=>T15L0sLys5 s Ty 15 L5 Ly ]
diiyiin ndqtolorindoki qiymatlori ilo iist-iisto diisiir.

Xiisusi halda (3) diisturunda n =1 olduqda Besselin asagida-
k1 kvadratik interpolyasiya diisturu alinir:

P(z) =500 AY0 +(q 1] Agy+ q(g=1)  Ayy—Ay_,+Ay—Ay,

2 ) 2 2

Vo ya
P(z)=yy+¢Ayy — q(Ay, — Ay_y).

Burada ¢, = @

Goriindiiyl kimi Bessel diisturunda tok tortibli sonlu forqlori
0ziindo saxlayan biitiin hadlordo ¢—1/2 vurugu istirak edir. Ona

goro g —1/2 olduqda (3) diisturu kifayot qodor sadolosir:
plZTotu) Yoty 1 Ny + Ny, N
2 2 8 2
+ 3 A4y_2 + A4y_1 5 A6y_3 + A6y_2 .
128 2 1024 2

o4
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pcry B35 Cn o DF Ny Y
27" (2n)! 2
Bessel diisturunun bir xiisusi hali da orta interpolyasiya diis-
turu adlanir. 9gor (3) diisturunda ¢ —1/2 = p ovozlomosi aparsaq
Bessel diisturu asagidaki kimi simmetrik soklo diigor:

( 2 lj ( 2 lj
p— 2 2 pp—
P($)2M+pAy0+ 2'4 _Ay_le % . J 4 A3y_1+

i) e, i)
4 4) Ay, +Ay, 4 4 w5yt

4! 2 3!

2 1Y.2 9Y.2_ 25
(p 4)(1? 4)(1? 4)A6y—3+A6y—2+_.

6! 2

1 2n—1)?
] gy
+ _A y—n+A Y—n+l +

(2n)! 2

) e i

Qn+1)! Yonir:

1 Ty + T
=—|z- .
P h[ 2 ]

Misal. Besselin interpolyasiya c¢oxhadlisini totbiq edorok,
asagidaki cadvello verilmis funksiyanin z =1,26 ndqtoesindaki

qiymatini hesablayin.
r | 091030309 ] 15| 21| 27|
flz) | -126] 021 | 1,83 | 3,67 | 5,82 | 849 | 11,9 |

+

+ -+

+

(3')

Burada

Holli: Cadvolo gors diiyilin noqtolorinin say1 yeddidir. De-
moli, uygun Bessel ¢oxhadlisini asagidaki kimi yaza bilorik.
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+ 1 —1) Ny +A
P(x):y02y1+(q_E]Ay0+Q(q2 ) Yy 12 y0+

1
— L lg(g -1
(q zj“q o o= Da D =2) Ay, + Aty
Y1+ +
3| 41 2

(42 Jata=ia+Da-2)
5!

Aydndir ki, ~ =0,6. Onda
¢= T—Ty _ 1,26 -0,9 _

h 0,6

+

+ Asy_z .

0,6

alariq.
Indi iso codvallo verilmis funksiya {iciin uygun forqlor cod-
valini quraq:

il om |y | Ay | Ny | By | Ny | Ky | Ny,
3[-09[-1,26
1,47
2]-03 1021 0,15
1,62 0,07
103 | 1,83 0,22 0,02
1,84 0,09 0,1
0] 09 | 3,67 0,31 0,12 20,21
2,15 0,21 0,11
1] 1,5 582 0,52 0,01
2,67 0,22
2| 2.1 | 849 0,74
3,41
3027 | 11,9
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Buradan

P(1,26)z@{o,m%}.z,mwx

1) 06-(06-
0,31+0,52 (0’6 2) 0.6-(0.6-1)
X +

-0,21+
2 31
L 06:(0,6-DO06+D(06-2) 0124001,
4! 2
(0,6 - lj 10,6 (0,6 - 1)(0,6 +1)(0,6 — 2)
+ 2 5 (=0,11) =

=4,745+0,215-0,0498 - 0,0042 +
+0,001456 -0,00004928 = 4,90740672 .

Beloliklo, P(1,26) = 4,90740672 .

Qeyd. Sabit addimli interpolyasiya diisturlarinda sonlu forg-
lorin se¢ilmo qaydas1 agagidaki cadvelo uygun yerina yetirilir:

X ¥y Ay Ay | Ay Aty Qeyd
: 2 3 Nyutomun ik_i.nci
X Yo, Ay, Ny_y interpolyasiya
AV, A3y_ ’ diisturu
X1 Yo Aly_, Ay_,
Ay Ay ,
X Yo Ay, NG ,— 7 Stirling diisturu
--F>Ayg=1-1---F>A%y_ - +--1----> Bessel diisturu
X M A%y, Ay
Ay Ay,
X 2 Ay Ay
Ay, Ay, Nyutonun birinci
x5 Vs A{v, A} » inter?olyasiya
= disturu
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§1.11. Laqranjin interpolyasiya coxhadlisi

Bilirik ki, interpolyasiya masalasinin halli zamani diiylin noq-
tolori bir-brindon borabor mosafodo yerlogorso, onda bu moso-
lonin halli {iglin Nyutonun birinci vo ikinci interpolyasiya diis-
turu, Qaussun birinci va ikinci interpolyasiya diisturu, Stirlinqin
interpolyasiya diisturu vo ya Besselin interpolyasiya diisturu
totbiq olunur. Lakin bozon elo interpolyasiya masoalolorino rast
golinir ki, bu masalolords diiyiin noqtolori bir-birindon miixtolif
mosafolordo yerlogir. Bu halda yuxarida sadalanan {isullardan
istifado etmok miimkiin olmur. Diiyiin ndqtslori arasindaki me-
safo sabit olmadiqda daha iimumi interpolyasiya diisturu olan
Lagranjin interpolyasiya diisturundan istfado olunur.

Tutaq ki, [a,b] parcasinda arqumentin n+1 sayda miixtolif
T, T1sTse-os Ty, (T; # T, ©# j) qiymatlori va [a,b] pargasinda
toyin olunmus y = f(x) funksiyasmin bu noqtolordoki

J@o)=vo, [@) =y, -, f(z,) =y,
qiymatlori verilmisdir.

Doracosi n -1 agsmayan elo L, (z) coxhodlisi qurmaq tolob
olunur ki, bu ¢oxhadlinin z,2,z,,...,z, diyiin néqtolorindoki
qiymatlori ilo f(x) funksiyasmin qiymotlori iist-iists diigsiin
(Sokil 2). Yoni L, (z;)=vy; (:=0,1,2,...,n).

y=rte)

B

<

R

[
)

‘H [~
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Ovvolca qoyulan masalonin xiisusi halina baxaq. 3p,(z) ¢ox-
hadlisi quraq ki,

pz’(mj)ZSz'j :{ (1)

olsun. Burada 6;; Kroneker simvoludur. Bu ¢oxhadlinin qiymati

1, i=7 olduqda;
0, 7# 7 olduqda

n sayda To,Ty,...,T; |, Tji1s--»T
gundan

pi(@) =Ci(@ =)@ —2)) (=2 )&= 7;,) (2 —2,) (2)
yaza bilorik. Burada C; har hansi sabit omsaldir. (2) diisturunda

n_1»T, noqtolorindo sifir oldu-

x =x; qobul etsok vo p,(z;) =1 oldugunu nozars alsaq:
Ci (s = 2)(@; =31 (25 = 2 W& = Tiyy) (2= 3,) =1
alariq. Buradan
1

(2; =)@y = 2y) - (@ = 2 )@ = 1) (2, = 2,)

i
olar.

C; -nin tapdigimiz qimatlorini (2) diisturunda yerins yazsaq:
(‘Zl _‘ZIO)(‘ZI _‘le). : (‘Zl _‘ZIZ'—I)(‘Z‘ _‘ZIZ'+1). ) (‘Zl _‘ZITL) (3)

(@; =z )@; —2) (2 2 N2 — 2, y) (2 — 2,

p;(z) =

alariq.

Indi iso L,(z;)=y;, (:=0,1,2,...,n) sortini ddoyon L, ()
coxhadlisinin qurulmasi masalosine baxaq. Bu ¢oxhadlinin iimu-
mi sokli asagidaki kimidir:

L,(x)=>Y p(2)y; -
i=0

Sonuncu boraborlikdon aydindir ki, qurulan L, (z) ¢oxhod-
lisinin doracosi n -1 agmir. Homginin (1) diisturuna goro

Ln(iﬂ_j) = Zpi(x_j)yi = p_j(x_j)y_j =Y (j=0,1,2,...,n).
i=0
p;(z) -lorin (3) diisturundaki qiymeotini (4) beraberliyindo nozoro
alsaq:
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- (z—zp)z—13)) (v -2 )22, (T2,
iz0 (@i=xo) (@ —m) - (3= 2 )@= Ty (2= 2,
olar.

Alinan (5) diisturuna bir-birindon borabar olmayan mosafaodo
yerlogon diiylin noqtolori iiclin Laqranjmn interpolyasiya diisturu
deyilir.

Indi iso isbat edok ki, bu qayda ilo qurulmus Laqranj ¢ox-
hadlisi yeganadir. Oksini forz edok. Forz edok ki, dorocasi n -i
asmayan vo L, (z) ¢oxhodlisindon forqli olan HE,L(LE) coxhadlisi
var ki, bu ¢oxhadli ti¢iin do

L(z)=y (i=0,1,2,...,n),
miinasibatlori dogrudur. Yoni L, (z) ¢oxhodlisi ilo eyni sortloro

malik olan, lakin L, (z) ¢oxhodlisindon forqli olan ikinci Ijn ()

coxhadlisi do var. Bu coxhadlilerin forqli olmasi forziyyssino
osason

Qu(@) =L, (2)~ L, (),
yaza bilorik. Aydindir ki, @),(x) coxhadlisinin do dorocasi n -i
asmir vo bu ¢oxhodli n+1 sayda z,,z,,2,,...,2, noqtoelorinin
har birinds sifra ¢evrilir. Yoni
Q,(z;)=0 (¢=0,1,2,...,n).
Buradan cabrin asas teoremina gors aliriq ki,
L,(x)=L,().

Xiisusi halda, ogor diiylin noqtalori bir-birindon eyni mosafs-
do yerlosirso, onda Laqranjin interpolyasiya ¢oxhodlisi, Nyuto-
nun uygun inerpolyasiya ¢oxhadlisi ilo tist-iista diigiir.

Qeyd edok ki, (5) Lagranj diisturunu nisbaton sado sokilds do
yazmagq olar. Bunun ii¢iin asagidaki isaralomoni aparaq:

I, () = (@ -zg) (@ —2)) (2 —2,). (6)
Sonuncu barabarliyin hor torafini x -0 gors diferensiallasaq:

H'n+1(.73) = Z(x —zo)x—27) (T~ a;j_l)(g; — g;jH). (z-1,)
j=0
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alariq. Burada z =z, (¢=0,1,2,...,n) qobul edaorok:
HZH(%)ZZ(%_%)(%_%)"'(%—%—1)(%—%+1)'"(%—%) (7)

=0
yaza bilarik.
(6) vo (7) ifadalorini (5) diisturunda nozors alsaq:
L,(x)= Hn+1($)z — (m ) @—2) (5)
olar.
Indi iso Laqranjmn interpolyasiya ¢oxhadlisinin iki xiisusi ha-
lina baxaq:

1) (5) diisturunda n =1 gobul etsok, onda iki miixtalif dii-
yiin noqtosi alinar. Bu halda Laqranj diisturu homin néqtolordon
kegon diiz xottin tonliyino ¢evrilir. Yoni bu halda Laqranj diisturu

y= x_byo + Ly, = Iy()
a—b b—a
kimi olar. Burada a vo b homin ndqtolorin absisloridir.
Bu ¢oxhadliyo bozon Laqgranjin xotti interpolyasiya ¢oxhod-
lisi deyirlor.

2) (5) diisturunda n =2 qobul etsok, onda Laqranj diisturu

ic miixtolif noqtodon kegon parabolanin tonliyina ¢evrilir. Yoni
_(z=b)(z-c) Yot L@-a)(z=—o) y+ L (@=a)z-b) vy = Ly(x),
(a—b)(a—-0) (b—-a)b—-c) (c—a)(c—b)
burada a, b vo ¢ verilon ndqtolorin absisloridir.
Bu ¢oxhadliys iso bozon Laqranj parabolik (kvadratik) in-
terpolyasiya ¢oxhadlisi deyirlor.
Misal. Diiyiin noqtolorini z, =1, ;=4 vo z, =9 kimi qo-

bul edorak, y =z funksiyasi {iclin Laqranjin interpolyasiya

coxhadlisini qurun.
Holli: ©vvalca, verilon diiylin ndqtalorinde funksiyanin qiy-
motlor cadvalini quraq:
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v |ov o2 s

Aydindir ki, axtarilan ¢oxhadli iki doracali ¢oxhadli olacaq-
dir. Yoni bu halda Lagranjin parabolik interpolyasiya ¢oxhodlisi
alinir. Demoli,

r—x))(z—2 r—zy)T—2
Lz(x): ( 1)( 2) 0+ ( 0)( 2) :
(g — 2 ) () — %) (2 — o )(2) — ;)
e @ A@-9) | @D@9)
(23— w0 )22 — 1) 1-41-9)  (4-D4-9)

L @=D@=4) ;_2?-132+36 , 2(z* =10z +9) N

9-DH(9-4) -3-(-8) 3-(-5)
3@’ =50+4) —o’ 4257436 _ 1 2,25 3
8-5 60 60 60 5

Bu iso verilon funksiyaya uygun Laqranjin parabolik inter-
polyasiya ¢oxhadlisidir. Dogrudan da,

1 2 25 3
L()=—L.2+25. 9.3 1=y .
(D= T g 1T5715%

1 2 25 3
L () =— 4" +=4+==2=y;
=% 60 5 Y

1 2 25 3
L,(9)=———9"+==.9+2=3=7y,.
2=~ 507" ¥2

Misal. zy=0, =1, z, =2, 23 =3 dilyiin noqtelorindon vo
f(x)=2" funksiyasmm uygun qiymatlorindon istifado edorok,
Lagranjin interpolyasiya ¢oxhadlisinin komoyi ilo 32 ododinin
onluq qiymatini tapin.

Holli: Aydmdir ki, f(x)=2" funksiyasinin, verilon diiyiin
noqtolorindoki uygun qiymotlori f(zy) =1, f(z) =2, f(z,)=4
vo f(z,) =8 kimi olar. Demoli, axtarilan Laqranj ¢oxhadlisi li¢

doaracali ¢oxhadlidir. Yoni
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_ (z—2)(x—7,)(T—13) + (z— 7)) —2,))(T—13)
[ v e e s v
N s e N P G N G G I

RS o e S s e
(z—xp)(@— 1) (T —13) (=7 —1)) (T — 1) _
' (=3 )2y — 1) (T —23) f@) (23— 2 ) (23— 21 ) (23— 23) /()

_(@-DE-2)(z-3) 14 (z-0)(z-2)(z-3) o
(0-1)(0-2)(0-3) 1-0)1-2)1-3)
L (2=0@-D@-3) , @-0@-DE@-2) . 15 5
2-0)2-1)(2-3) 3-0)3-1)(3-2) 6 6
32 adadinin toqribi qiymatini tapmaq ii¢iin aldigimiz Lag-
ranj coxhadlisindo x -in ovozino 1/3 yazsaq:

3
Y2=2"3x L{lj :l(l] +§(l)+1 :18%4 ~1,28395

3) 6\3 6\3

z+1.

alariq.

Qeyd edok ki, 32 adadinin toqribi qiymaotini, diiyiin ndqte-
lorini 2,=0, z,=1, z,=8 vo ;=27 kimi gotiirorok, fx)=z
funksiyasi ti¢lin Laqranj ¢oxhadlisini qurmagqla da tapmaq olar.
Lakin bu halda qurulan interpolyasiya coxhadlisinde z -in
ovozing 2 yazmaq lazimdir.

Misal. Laqgranjin interpolyasiya ¢oxhadlisindon istifado ede-
rok, asagidaki coadvalls verilmis funksiyanmn z =0,7 ndqtesin-

doki qiymotini tapin.
m | o5 | 12 | 17 | 26 | 3 |
fz) | 0414 | 0,103 | 0,15 | 0863 | 2 |

Holli: Codvoldon goriindiiyii kimi, verilon funksiyanin beg
diiyiin noqtosindoki qiymotlori molumdur. Yoni axtarilan Laqranj
coxhadlisi agagidaki kimi dord doracali coxhadlidir:
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(@ —z)(@—2,)(@—23) (T —24)
L0 (o =2 )(g — 1) (g = 23)(Tg —4) Hw)e
N (-2 )@ -2 (T —23)(T—T4) fa)+
() = 2 (@ — 2 ) (@) — 23)(2) —24)
(z—zg)@—2) )T —23)(T—TY)
(2 =20 )2 =2 )2 —23)(2 —74)
(@—zg)@—2) (T — 2 (T—T4) F(ay) +
(3 = 20)(w3 = 21)(23 —22)(73 = 24)
(& —2)(@ — 21 )(z — 25 )(@ — 23) Fla,) =
(24 =204 — 21 )24 = 2)(24 — 23)
_ (0,7-1,2)(0,7-1,7)(0,7-2,6)(0,7-3)
(05— 1,2)(0,5-1,7)(0,5-2,6)(0,5-3)
N (0,7-0,5)(0,7-1,7)(0,7-2,6)(0,7-3) (<0.103)+
(1,2-0,5)(1,2-1,7)(1,2-2,6)(1,2-3)
N (0,7-0,5)(0,7-1,2)(0,7-2,6)(0,7-3) (<0.15
(1,7-0,5)(1,7-1,2)(1,7-2,6)(1,7 -3)
N (0,7-0,5)(0,7-1,2)(0,7 -1,7)(0,7-3)
(2,6—-0,5)(2,6 -1,2)(2,6 —-1,7)(2,6 - 3)
N (0,7-0,5)(0,7 -1,2)(0,7-1,7)(0,7 - 2,6) oo
3-0,53-1,2)(3-1,7)(3-2,6)
=0,2051-0,102+0,0934 +0,1875-0,1624 = 0,2216.
Belolikls, aliriq ki, f(0,7)=0,2216.

f(@y)+

9

)+

9

§1.12. Bir-birindon barabar masafods yerlaoson noqtalor
iiciin Laqranjin interpolyasiya coxhadlisi
Tutaq ki, y = f(z) funksiyasimin, arqumentin bir-birindon bo-
rabar mosafodo yerloson z;, =z;_;+h (:=1,2,3,...,n) noqtolo-
rind uygun y; = f(z;) qiymatlori verilmisdir. Aydindir ki, diiyiin
noqtalori bir-birindon barabar masafods yerlosdiyi tigiin
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ml—mozmz—mlz-..zm — T
yaza bilorik. Bu halda,

isarolomosindon istifado edorok,
pi(@) = (@—z)@—2) (=2 )T —7y) (T T,)
(@ =)@ —2) (@ = W& = 2ipy) (3 — 2,
_th(th—h)---[th— (i —Dh][th—(i+1)h]---(th—nh)
- ih(i—1)h---h(=h)---[~(n —i)h] -
_it=D--(t-n) (D" _(-1y-ic 1 tt=1---(-n)

t—1 (n—1)! t—1 n!

yaza bilorik.
Beloliklo, aliriq ki,

($) L ($0+th) ( l)n t(t 1) (t n)Z( 1) rLyI, ,

burada y, = f(z;).
Misal: Asagidaki cadvoldo f(z) =2 + N funksiyasmin bir-

birindon barabar masafads yerloson bir nega diiyiin ndqtesindoki
qiymatlori verilmisdir. Laqranjin interpolyasiya ¢oxhadlisindon
istifado edorak, bu funksiyanin x = 0,34 ndqtesindoki qiymatini
tapin.

z, \ 0,2 \ 0,4 \ 0,6 \0,8\

f(z;) | 0487 | 0792 | 1,135 | 1,534 |

Holli: Gorlindiiyli kimi, codvealdo funksiyanin dord diiyiin
noqtosindoki qiymatlori verilmisdir. Demoli, uygun Laqranj ¢ox-
hadlisi

L3(-T) L3(-T0 +th) ( 1)3 t(t 1)(t3'2)(t 3)2( 1) f3ytz
’ i=0 -
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_=DE=2)t=3)| 10 G, 1. O, 2 Ciun
- 3 {( LR A R

) Gé’ﬂ __H=D(E-2)(-3) {@ TR

3 6 tot—1 t-2 t-3|
t—D(t-2)t-3 t(t-2)t-3
D=2 =23
6 2

tEt—1)(t-3) tt-1t-2)

— . + .
> Yo 6 Y3

kimi olar.

h=z,—z,_,=02 (:=1,2,3) oldugundan,
_T—% _034-02

h 0,2

t =0,7

yaza bilorik.
Beloalikls aliriq ki,

L(0,34) ~ — &7 = 1)(0’76‘ DO7=3) 487+
L0707 —22)(0,7 =3) 797 0707 —21)(0,7 _3)

L0707 ‘61)(0=7 —2) 1,534 =0,0728065+ 0,276276 +

+0,2741025+0,069797 = 0,692982 .
Dogrudan da,
£(0,34) = 0,34% +,/0,34 ~0,1156+0,583095 = 0,698695 .
Qeyd edok ki, diiyiin ndqtolorini bir-birino kifayst qodor
yaxin gotlirmokls vo onlarm saymi artirmaqla, alinan taqribi qiy-
mat ilo doqiq qiymat arasindaki forqi azaltmaq olar.

1,135+

§1.13. Eytgenin interpolyasiya sxemi

Ogor z; (¢=0,1,2,...,n) diiylin néqtolori bir-birindon miix-
tolif mosafolordo yerlosirso vo L, (z) interpolyasiya goxhodlisi-
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nin analitik ifadesi deyil, mohz onun hor hansi1 z ndqtesindoki
qiymatinin tapilmasi tolob olunursa, onda Eytgenin interpolya-
siya sxemindon istifade etmok daha slverigli olur. Bu sxema goro
interpolyasiya ¢oxhadlisinin hor hansit z ndqtosindoki qiymati
miloyyon oxsar proseslorin ardicil totbiq olunmasi vasitasi ilo
tapilir.

Asagidaki sokildo ifadoys baxaq:

Yo To—T
h -z
Ly (z) =———.
T =Ty

Aydmdir ki, Ly (xz) coxhadlisi, -0 nozoron bir doracoli
coxhodlidir. Burada z =z, qobul etsok:

Yo 0
S B
Lyi(zo) = =Y
0 )
olar.
Analoji olaraq, = = z; yazmagq]a,
Yo Lo~
Yi 0
Ly(z)=——=y
Ty =Xy
alariq.

Askardir ki, x, vo z; ndqtolorindoki qiymatlori, uygun ola-
raq y, vo ¥, adadloring barabar olan bu ciir bir deracali coxhad-

lilor yegano sokildo qurulur. Demoli, qoyulan interpolyasiya
mosoloasi, iki diiyiin ndqtasi vo bu noqtolordoki qiymatloring gors
Ly, (z) ¢oxhodlisi vasitesi ilo birqiymotli holl olunur. Basqa

sozlo, bu halda L) (z) g¢oxhodlisi, verilmis z, vo z; noqte-
lorindoki qiymetlori, uygun olaraq y, vo y, olan Laqranjin xatti
interpolyasiya ¢oxhadlisina ¢evrilir. Dogrudan da,
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- T —T)Yy—(xyg—
Ly (2) = b _ @ —2)yo — (2o — )y _
T — I T —
T —T Ty —T T -2 T =T B
= Yo — "= Yo — -y =Li(2).
T — T T — T Ty — T, T — T

Qeyd edok ki, L;,(z), Ly;(z) vo s. coxhadlilorini do asagi-
daki gaydaya uygun qurmagq olar:

1 Y; T, —T
Lz‘,z‘+1(37) =—" "' ' .
Tig1 =% |Yis1 Ti1— 2
Indi is9,
Ly (z) my—x
Liy(z) xy—x
Lyp(2) =

Ty~ X
ifadesine baxaq. Aydindir ki, bu ¢oxhadli, z -0 nazaron iki do-
rocoli ¢oxhadlidir. Yuxarida oldugu kimi, avvelco z =z, qobul
etsak,

Yo 0
Liy(xg) x -

1
Loy (1g) =——

Ty =Ty

=Y

alariq.
Eyni qayda ilo, z =z, vo = =z, avazlomolori aparsaq, uygun
olaraq

1 Y Ty—T
Loy (2)) = oo =
Ty =T |Y1 T2~ T
%)
1 Ly () zy—2x
Loy (2y) = o2 0 =Y
yaza bilarik.

Beloliklo aliriq ki, Lj;,(x) ¢oxhodlisi verilmis z,, z; vo z,
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ndqtolorindoki qiymatlori, uygun olaraq y,, y; vo vy, odadlorino
barabar olan Laqgranjin kvadratik interpolyasiya coxhadlisi ilo
iist-tisto diisiir.

Li»3(z), Lys4(z) vas. coxhodlilori iso

Li i1 () Z;

7

Li+1,i+2 () Typ—=

1 -

Li,i+1,i+2 (z)=

i+2 T
qaydasina uygun qurulur.

Bu prosesi analoji qayda ilo davam etdirsok, aliriq ki,

1 | Lo.ny(®@) 39—z
Loy...p (1) =—— (22 (=D 0
1230 (L) T, T

T, — T
diiylin ndqtolorindoki qiymatlori,

n
Bu iso, zy,7,2,,...,7,
uygun olaraq y,,9;,%5»-..,Y, odadlorind borabor olan » daracoli
Lagranjin interpolyasiya ¢oxhadlisidir.

Belo sxemlorlo qurulan hor bir Lj;,5.,(z) ¢oxhadlisi,
Lo1p...i—1y(®) v Lyp3..1 (2) coxhadlilorinin vasitasi ilo ifads olu-
nur. Xiisusi halda, L,,(z) ¢oxhadlisi do 6z névbesinda y, vo y,
qiymatlorinin kdmayi ilo qurulur.

Interpolyasiya ¢oxhadlilorinin bu ciir qurulma sxemi Eytgen
sxemi adlanir.

Eytgen sxemi vasitosi ilo ifado olunan interpolyasiya ¢ox-

hadlilorinin qiymotlorinin hesablanmasi asagidaki codvolo uygun
aparilir.

Ti|Ysy| L= Livi | Licgsioni| Lisioii| Ligizioi,
Zo|Yo| Lo~
Yy | z—x | Ly(x)
Ty Yy | Ty = | Lip(@) | Lopa(2)
T3|Y3 | 3= | Ly3(@) | Lyp3(2) Liy23(2)
Ty|Ys| Tg—7 | L3g(2) | Ly3a() Ly () Ly1234(2)




1
Vo

neg¢d diiyilin noqtasindoki qyimatlori verilmisdir.

Misal. Asagidaki codvoldo yzx/; - funksiyasmin bir

z | 04 | 09 | 12| 14 ] 2 |
y; | 0,948 | -0,105 | 0,183 | 0,388 | 0,707 |

Eytgen sxemindon istifado edorok bu funksiyani interpolyasiya
edin.

1
Jz
funksiyasinin bes dilyiin noqtosindoki qiymotlori molumdur. De-
moli, bu funksiyani interpolyasiya etdikdo dord doracali goxhadli
alinacaq. Verilon funksiya ii¢iin uygun Eytgen sxemini totbiq
etsok:

Holli: Mosolonin sortindon goriindiiyii kimi y:\/_ —

Yo To—T -0948 04—z
—z| [-0105 09-
Lyy(z) =1 D701 Tl o _0,8112+0,8432;
T — X 0,9-0,4
Y T -0,105 09—z
- 0183 12—
Ly(z)="Y2 2771 Tl 0,969 +0,961;
T, — 1 1,2-0,9
Yoy Tp—7T 0,183 1,2-=z
—z| (0388 14—
Lyy(z) =13 B o 1,047+1,025z
T3— 1T, 1,4-12
Y3 T3—X 0,388 L4-=z
—z| 0707 2-
Ly, () =124 a1 L 0356+0,5322:
Ty — T3 2-14
~0,8112+0,843z 04—z
Lip(z) zy—z| | -0969+096x 12-z|

Ty — Ty 1,2-0,4

Ly(z) zy—2x

Loy (2) =
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~—0,732+ 0,587z + 0,146z ;

L) 1 -x ‘ ~0,969+096x 09—z

Ly (z) 23— -1,047 +1,025x 14-=x

Ly (z) = ~
123(7) P 1,4—0,9
~ —0,829+ 0,687z +0,13z2;
Lyy(z) zy-7 ‘ ~1,047+1,025z 1,2z
Ly(x) z,—z -0,356+0,532x 2-=z
L234($) — 34( ) 4 — ~

Ty — Ty 2-1,2
~ 2,084 +2,6282—0,61613>;
Loa(t) 29— |-0,732+0,5872+0,1462% 04—z
Ly (z) z3—2 —-0,829+0,687x+0,1 3q2 14—z
L0123(-73): =
T3 — Xy 1,4—0,4
~ —0,6932+ 0,452 +0,25242> —0,0162° ;

Liyy(r) m—z| |-0829+0,6872+0,132° 09—z
Lysy(z) m4—2| [-2,084+2,6280-0,6162> 2z
Liysu(z) = =
Ty — I 2— 0,9
~ 0,198 2,042z +2,505z% — 0,678z° .
Beloliklo,

~
~

~
~

1
Ty — T

Lyjps(z) xp—x
Lypza(z) 24 -2

Lyip34(2) =

1

_ 1-0,6932+0,452+0,25242°-0,0162°  0,4—z| _
2-04

0,198-2,0422+2,50522-0,678z>  2-z

~-0,916+1,63z —1,8682> +1,5572° —0,4142* .

Indi do hesablamalarin dogrulugunu yoxlayaq:
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L,(1,2)=-0,916+1,63-1,2—1,868-1,2%+1,557-1,2°~ 0,414 -1,2% =

=0,182105599 =/, ;
L,(1,4)=-0916+1,63-1,4—1,868-1,4*+1,557-1,4°~0,414-1,4* =
=0,386705599 ~ y5;
L,(2)=-0916+1,63-2-1868-2% +1,557-2° —0,414-2* =
=0,704000000 = 7, .

Misal. Asagidaki codvaldo y:% funksiyasinin bozi qiy-
motlori verilmisdir.

z| 04 | 09 |12 ] 14| 2 |

y;| -0,948 | -0,105 | 0,183 | 0,388 | 0,707 |

Eytgen sxemini totbiq ederak & =10 doaqiglikls, 3/2,34 adodi-
nin taqribi qiymaetini tapin.

Hblli: Verilmis funksiya {ligiin x = 2,34 gobul etmoklo Eytgen
sxemini totbiq etsok, alariq ki,

Ly, (2) =

Ly (z)=

Ly (2) =

Lyy(z) =

Yo To—Z 1,125 1,8-2,34
Y - 1,181 2,3-2.34 _ 118548
T, — I, 23-1,8
Y - 1,181 2,3-2,34
- 1,201 2,5-2,34
Yy THh—X ,20 5-23 1185
T, — 25-2,3
Yy TH—X 1,201 2,5-2,34
- 1,2 29-2,34
Y3 T3—T 237 29-23 _ 11866
T3 — Ty 29-25
Y3 T3—T 1,237 2,9-234
Ys Ty~ 1,285 3,5-2,34 11922
Ty — T3 3,5-29
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1,18548 1,8—2,34
Lypy(@) = L) z-z _ L185  2,5-2,34 ~L185109714.
Ty — T 2,5-18
Sonuncu hesablamadan sonra
| Lotz (2) = Loy (2)| =| Lo12(2.34) — Ly (2,34)] =
1,185109714-1,1 8548| =0,000370286 < &
sorti 6dandiyindan prosesi dayandiririq va aliriq ki,

2,34 ~1,185109714 .

Ly (z) zy—x

~
~

§1.14. Laqranjin interpolyasiya diisturunun
qalq haddinin qiymatlondirilmasi

Biz artiq z,2,2,,...,2, (T 27, 1#]) diiylin ndqtolorindoki

Yo =1(o), yi=f(@), ., y, =[f(z,)
qiymatlori molum olan y = f(z) funksiyas: liglin qurulan L, ()
Lagranjin interpolyasiya ¢coxhadlisinin qurulmasi il tanis oldug.
Belo bir sual yaranir y = f(x) funksiyas: ii¢lin qurulan L, (z)

Laqgranj ¢oxhadlisinin diiylin noqtslorindon forqli ndqtelordoki
qiymatlori, verilon funksiyanin hamin ndqtolordaki qiymatlorina
nd godor yaxindir? Basqa sozlo,

Rn(x) = f(x) - Ln(x)
funksiyasinin qiymoti sifirdan no qodor forqlonir? Bu yaxinlagma
doracasini tayin etmok mogsadi ilo f(z) funksiyasina slavo moh-

dudiyyatlor qoyaq. Daha doqiq desok, tolob edok ki, y= f(z)
funksiyas1 [a,b] parcasinda n+1-ci tortibo qodor kosilmoz

toromolora malikdir. Sonra iss asagidaki kimi kdmokei funksiya
daxil edok:

w(z) = f(x) =L, (z) - kIL, (). (1
Burada I1, | (z)=(z—zy)(x—2;)--(z—x,), k 159 sabit omsaldur.

Aydmdir ki, w(z) funksiyas1 z,,2;,2,,...,7, noqtolorindo

n
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n +1 dofo sifra gevrilir.
Indi iso £ omsalin elo segok ki, u(x) funksiyast [a,b] par-

casmnin interpolyasiya diiyiinlorindon forqli olan ixtiyari qeyd
olunmus z ndqtesindo (n + 2) -ci koko malik olsun. Bunun {i¢iin
f('f) = Ln(‘f) _an+l('7_:) = 0 5
yazmagq kifayotdir.
Buradan aliriq ki, IT,,,,(Z) # 0 olarsa

1_[n+1 (.73)
k -nin bu ciir secilmis giymotlorindo u(z)-in pargasinda n +2
sayda kokii var vo u(z) funksiyasi

%y, 7], [21,2,], ... [2;,2], [T,z 4], ..., [2,y» 2, ]
par¢alarmin hor birinin sonunda sifra barabor olur (Saokil 3).

g y=uz)

Sakil 3.

Bu parcalarm her biri {igiin Roll teoremini tatbiq etsok, alariq
ki, u'(z) goxhadlisi [a,b] parcasinda (n+1)-don az olmayan

sayda koko malikdir. Daha sonra, '(z) toromasi {igiin yenidon
Roll teoremini totbiq etsok gorarik ki, »"(z) ikinci tortib toromo
[a,b] parcasinda on az n dofs sifra ¢evrilir. Bu mithakimoni da-
vam etdirmoklo aliriq ki, «™™(z) téromesinin [a,b] parcasinda
he¢ olmasa bir kokii var. Bu kokii & ilo isara edok. Onda

u"(E)=0 olar.
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(1) diisturuna goro LV (2) =0 vo TV (2) = (n+1)! oldu-
gundan
w " (z) = F D (@) — k(n +1)!
yaza bilarik.
x =& qobul etsok alariq ki,

0=F"D(E) —k(n+1)!.
Buradan
_"©
C (n+D)! ®)
(2) vo (3) diisturlarmin sol toroflori eyni oldugundan
J@) - L@ _ "V
I,,,(7) (n+1!

olar. Yoni

N Aasl( T
x)—L,(r)=—">"==11_,,(X). 4
(@) - L, (%) (i1 1)! n41(T) 4)

x noqtosi [a,b] parcasinda yerloson ixtiyari ndqto oldugun-
dan (4) diisturunu asagidaki kimi yazmagq olar:

(n+1)
R,(2) = f(2) - Ly(0) = — 1, (a). 5)

(n+1)!
Burada & €(a,b).
Qeyd edok ki, (5) diisturu [a,b] pargasina daxil olan biitiin
noqtalar iiclin dogrudur.

M

n+l = max

(n+1) ‘
T
a<x<b f ( )

isarolomasi aparsaq, Laqranjin interpolyasiya ¢coxhadlisinin xata-
s1 liglin asagidaki qiymotlondirmoni alar1q

A, =)=, 0] < i,

(6)

burada

I, (@) = (2 = 2) (@ —2) (2 ~2,) - (6')

66



Misal. y = N funksiyasi iigiin, diiylin noqteletini x, =100,
z; =121 vo z, =144 kimi se¢moklo, Laqranjin interpolyasiya
coxhadlisinin komayi ilo +/115 adadinin onluq qiymetini tapin

va xatan1 qiymatlondirin.
Holli: ©Ovvalco y =z funksiyasmin {igiincii tortibo godor

toromolorini tapaq:

1 L ;2 3 -2
i:_$2, ”:——.732, ”’:—.732.
y > y 4 Yy 2
Onda 100 < z <144 ndqtaleri tiglin
" 3 1 3 -5
M; = max == ==-10
3 100<s<144 b 8 V1005 8

yaza bilarik.
(6) diisturundan istifads edorak aliriq ki,

|R)| :%-10‘5-%-|(115—100)(115—121)(115—144)| =

=1 .1075.15.6.29~1,6-1073.
16

§1.15. Nyutonun interpolyasiya ¢coxhadlilari ii¢ciin
qalq haddinin qiymoatlondirilmasi
OLar T, T, Ly,-, L, (T T, 1#]) diiyiin noqtolori bir-

brindon barabor masafods yerlogorso, yoni
-z, =h (=0,1,2,...,n-1)

olarsa, onda

isarolomosi apararaq, molum

(n+1)
R, () = f(@)~ L (1) =—E 11, )
(n+1)!

diisturuna asason
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Rn (.73) _ hn+1 Q(q - 1) : '(q - n) f(n+1) (5) (1)
(n+1)!

yaza bilorik. Burada & baxilan z ndqtosi ilo z,,2,2,,...,T

n
diiyiin noqtolorinin hor hansi biri arasinda yerlogon noqtadir. (1)
diisturu Nyutonun borabor addimlar ii¢lin birinci interpolyasiya
coxhadlisinin qaliq haddini ifads edir.

Analoji qayda ilo

(n+1)
R, (z)=f(z)-L,(z)= M

(n N l)! Hn+1($)

, r—-z, .
diisturunda ¢ = - ovozlomasi aparsaq,

Rn (.73) _ hn+1 Q(q + 1) : '(q + n) f(n+1) (5) (2)
(n+1)!

diisturunu alariq. Burada da & baxilan z ndqtesi ilo z(,7,

Z5,...,%, diylin noqtelorinin hor hansi biri arasinda yerloson

noqtadir. Bu diistur Nyutonun borabor addimlar {igiin ikinci
interpolyasiya diisturunun qaliq haddinin ifadosidir.

Misal. f(x)=sin(z) funksiyas: {i¢iin diiylin noqtelorini z,=0",
=5, z,=10", 23 =15, 2, =20° vo z, =25" kimi se¢gmoklo

Nyutonun birinci interpolyasiya ¢oxhalisini qurarkon yaranan
xotant qiymotlondirin.

Holli: Aydmdrr ki, f©(z)=—sin(z). Onda ‘ f(6)(x)‘ <1. De-

mali, (1) diisturuna asason
: 1
|sin(z) - Ps (.7;)|sa

S G G G
Yr-——lr-——=|z-—=|rz-——=|r—==
! 36 18 12 9 36
yaza bilarik.

Masalon, z=12"30"=arc0,21816 oldugda
|sin (z) - P5(2)] <2,2-107

alariq.
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§1.16. Stirlinq interpolyasiya diisturunun
qahq haddinin qiymotlondirilmasi

Ogor verilon funksiyanin analitik ifadosi molumdursa vo
x €[z, —nh, z, + nh] olarsa, onda Stirlinqin interpolyasiya diis-
turunun galiq hoddi asagidaki kimi olar:

20+ p(2n+1)
Ry ) = Bt = =2 =30 ),
burada
q= :E—hmo vo & e[z, —nh,xzy+nh].

y = f(z) funksiyasinin analitik ifadosi molum olmadiqda iso
kifayot qodor kigcik ~ addimi iiglin Stirling interpolyasiya diis-
turunun galiq haddi

A2n+1 2n+1

y—n—1+A

2-2n+1)! - q(q2_12)(q2_22)(q2_32) . .(q2_n2)

R, ()~

kimi tapilir.

§1.17. Bessel interpolyasiya diisturunun
qalq haddinin qiymoatlondirilmasi

Ogor y = f(x) funksiyasi analitik sokildo verilmigdirso vo
x €[z, —nh, zy +(n+1)h] olarsa, onda Besselin interpolyasiya
diisturunun qaliq haddi

p2n+2 p2n+2) )
2n+2)!

R, (z)= 9(¢*~1°)(¢*=2%)-(¢"~n>)[g— (n+1)]

kimi olar. Burada
_ X7 %

q vo & elzy—nh, xy+(n+1hA].
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Funksiya cadvallo verildikds iso kifayat godor kigik h addimi
iicin Bessel interpolyasiya diisturunun qaliq hoddi asagidaki
kimi tapilir:
—= - -1 =2%)--(¢"—n")[g—(n+1)].
22t 2)] q9(q" 1)@ =27)++(¢" —n)lg—(n+D)]

Xiisusi halda, ¢=1/2 olarsa, morkozo interpolyasiya ii¢lin
asagidaki xota alinir:

_BCNIE) |yt [L3:5 QDY

R, (2)=

n (2 + 2)| 22n+2
vaya
zA2”+2y_n_1+A2”+2y_n 1y, [1-3-5- (2n+l)]
" 2-(2n+2)! p2n+2
Ogor

qg=p+1/2
ovozlomasi aparsaqg, onda Bessel interpolyasiya diisturu iigiin qa-
liq hadd asagidaki soklo diisor:

Ry(2) - (f“ 5 Tasls Y 2—%}---%—%}

§1.18. Bir-birindon miixtalif masafslords yerloson
diiyiin noqtalori iiciin Nyutonun interpolyasiya ¢oxhadlisi

Boliinen farqlor anlayisindan istifado edorok, Laqranjin inter-
polyasiya ¢oxhadlisini, Nyutonun birinci interpolyasiya ¢oxhad-
lisino analoji olan sokla gotirmak olar. ©Ovvalco asagidaki lem-
mani isbat edak.

Lemma. Ogor y=P(z), n doracali ¢coxhadlidirse, onda bu
coxhadliyo uygun (n+1)-ci tortib boliinon forq eyniliklo sifra
barabardir. Yoni

[z 20 25255..52,]=0
eyniliyi bir-birindon forqli olan istenilon z,z,,%,,...,z, odadlor
sistemi {ligiin dogrudur.
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isbati. Dogrudanda, ogor P(z), m doracoli ¢oxhadlidirso,
onda
P(z) - P(z)
T -

[2570]= = P(1;1),

x -9 nazaran n daracali goxhadli olar. Buradan aliriq ki,
P(z;zq) — P(zg;7:)
T -
coxhadlisi do 6z ndvbasindo x -9 nozoron n doracali coxhadlidir.
Homginin, P(z;2))—P(zy;2,)=P(x;2y)—P(2;2,) ¢oxhadlisi,

[z;70;1]= = P(z;%057)

r =2, kimi koko malikdir. Beloliklo, Bezu teoremino osason
aliriq ki, P(x;2y)— P(xy;z;) ¢oxhadlisi,  —z; ikihodlisino qa-
ligsiz boliiniir. Analoji mithakimslor aparmagqla aliriq ki,

[z;205..50,_1 1= P(z;205..52,_1)
sifir doracali ¢oxhadlidir. Yoni

P(z;zy;...52,.)=C".

Buradan
c-C

r—x

[z;205...52,] = =0.

n

Lemma isbat olundu.
Indi iso forz edok ki, P(z) Lagranj coxhadlisi elo n doracoli

coxhadlidir ki,
P(z)=f(z)=y;, (i=0,1.2,....n). (1)
Burada y = f(z) verilon funksiyadir.
P(z;zy), P(z;205%), ... , P(2;2;5...52,) ilo P(z) ¢oxhad-
lisina uygun boliinen farqlori isars edok. Onda
P(zysap) =[zg 52,15
P(zgsay52y) =[x0521 52515

2)

P(zy;z5..57,) =[x9525.. 52,

olar. Yuxarida isbat etdiyimiz lemmaya gors iso
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P(z;205...52,) =0 3)

yaza bilorik.
Onda boliinen farqlorin torifine asason
P(z)-P(z
T — T,
olar. Bu diisturdan
P(z)=P(zy)+ P(z;7)(x — ) (5

yaza bilarik.
Eyni zamanda, boliinan forqlorin torifinden aliriq ki,

P(z;zy;..52,,1) — P(xo5..52,,)

P(z;xy;..52,,) =
r—z,

Onda
P(z;xy;..52, ) = P(zy;...52,,) +(x —2,))P(x;2));...57,,) . (6)
Burada m=1,2,...,n.
(6) diisturunu (5) diisturunda nozors alsaq:
P(z)=P(z) + P(x;20)(x = 1) =
= P(zy) + P(zg;2))(x — 29) + P(2520 ;2 (T — 7 ) (T — 7)) =
=P(zy)+ P(zy;2)(x — ) + P(2) 521 525 )@ — 2 (T — 7)) +
+.o .+ Py o) @ -2 (@ —2) - (x—x, ) +
+ P(z;2y5..520,) ) (@ — 2 (@ —2¢) - (T — )
olar.
Aldigimiz sonuncu diisturda (2) va (3) barabarliklorini nozara
alsaq:
P(z) =yo +[xo;21(x — x9) + [0 3252, )(2 — 2 )@ —2)) +--- +
+zg sz s, (@ -z @ —30) (T — ) (7)
alnar.
(7) disturuna bir-birindon miixtolif mosafolordo yerloson

diiyiin noqtalori ligiin Nyutonun interpolyasiya diisturu deyilir.
Bu diisturun xotas1 asagidaki kimi hesablanir:

(n+1)
R(2)= f(2) - P(2) = L—E) (¢~ ) - 2y) (2~ 2,) . (8)
(n+1)!
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burada & baxilan z noqtosi ilo z,z,,2,,...,2, diyiin ndqtelo-
rinin hor hansi biri arasinda yerlogon noqtadir.
Misal: Asagidaki cadvaldo f(z) =2 + 2z funksiyasmm bir-

birindon miixtalif mosafolords yerlogon bir ne¢o diiyiin ndqtosin-
daki giymatlori verilmisdir. Funksiyanin bu qiymatlorine asasan
Nyutonun interpolyasiya ¢oxhadlisini qurun.

| 02 | o5 | 09 | 11 |

fz) | 0487 | 0957 | 1,759 | 2,259 |

Hblli: Verilon funksiya ii¢lin oavvoalco birinci tortib bdliinon
forqlori quraq:
f(@) = f(x) _0957-0,487

Zo>Tp) = =1,567;
To:m) P 0,5-0,2
f(xl 7-7;2) — f(xz) B f(xl) — 13759 — 03957 — 2,005 :
T, — I 0,9-0,5
f(xz ,.Z':;,) — f(.Z':},) _f(xz) — 23259 _13759 — 2’5 )
T3 — Ty 1,1 — 0,9
Sonra isa ikinci tortib boliinon forqlori tapaq:
Fagsay:my) = LEBT) =S @osm) 200521567 _ ) 6.
Ty — T 0,9-0,2
f@uxﬁxﬂzfﬂxyxﬁ—f@ama):25—2p05:0£25.
T3 — @ 1,1-0,5

Ucgiincii tortib béliinan farqi ise asagidaki kimi tapmagq olar:
S5 2p323) = (205315 75) _ 0.825-0,625
Ty — 1, 1102
Onda (7) diisturuna gors aliriq ki,
Py(z) = yo + f(2g ;20T = xp) + [ (2571 52,) (T — 2 )T — 7)) +
+ [ (@o321325 3 23)(@ — 2)(@ — 2 )T —25) =
=0,487+1,567-(z-0,2)+0,625-(x - 0,2) - (z - 0,5) +

f(@p; 15753 25) = =0,222.
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+0,22-(2-02)-(z—0,5)-(z—0,9) =
=0,222° +0,2732% +1,2901z + 0,2163..

Bu iso verilon funksiyaya uygun Nyutonun interpolyasiya
coxhadlisidir. Dogrudan da,

P,(0,2)=0,22-0,2°+0,273- 0,22 +1,2901-0,2+0,2163=0,487=f () ;
P,(0,5)=0,22-0,5°+0,273-0,5°+1,2901-0,5+0,2163~0,957=f () ;
P,(0,9)=0,22-0,9°+0,273-0,92+1,2901-0,9+0,2163~1,759= f(z, ) ;
Py(1,1)=0,22-1,13+0,273-1,1*+1,2901-1,1+0,2163~2,259= f(z,) .

Misal: Nyutonun interpolyasiya ¢oxhodlisindon istifado edo-
rok, asagidaki codvallo verilmis funksiyanin z = 0,62 noqtasin-

daki qiymatini tapin.
r, | 0407 ] 13| 15| 1,9 |
f(z;) 10,792 | 1,327 | 2,831 | 3,475 | 4,988 |

Hblli: ©vvalca verilon funksiya tigiin boliinon forqlor codvoe-
lini quraq:

1 tortib Il tortib | I tortib | IV tortib
i |z | f(z;) | boliinan | boliinan | bolinan | béliinan
forglor forglor forglor forqglor
0 0,4 (0,792
1,783
1 10,7 |1,327 0,804
2,507 0,079
2 1,3 (2,831 0,891 -0,027
3,22 0,039
3 11,5 (3,475 0,938
3,783
4 11,9 |4,988

Demoli, bu misalda bir-birindon miixtalif mosafolords yerlo-
son diiylin noqtalori ligiin Nyuton diisturu (7) asagidaki kimi olar:
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P(z) = yo + f(zg;2)(x = 2o) + [ (2052132 — 2 )T — 2) +
+ (@37 5055 23)(@ — 3o )@ — 2y (@ —2y) +
+ (22152 52350 (@ — T (@ — 2 ) (T — 2, (T —23) .

Beloliklo, aliriq ki,

P(0,62)=0,792 +1,783-(0,62-0,4) + 0,804 - (0,62 - 0,4) x
x(0,62-0,7)+0,079-(0,62-0,4)(0,62-0,7)(0,62-1,3) -
-0,027-(0,62-0,4)(0,62-0,7)(0,62-1,3)(0,62-1,9) =
~ 0,792 +0,39226 - 0,0141504 + 0,0009945 —
—-0,0004136 ~1,170641.

§1.19. Bir-birindon barabar masafods yerloson
diiyiin noqtalori iiciin tarsing interpolyasiya

Tutaq ki, y= f(z) funksiyas1 coadvallo verilmisdir. Interpol-

yasiya ¢oxhadlilorinin kdmayi ilo funksiyanin verilmis qiymotina
goro arqumentin uygun qiymatinin tapilmast mosolosi torsino
interpoliasiya masolosi adlanir.

Bir-birindon barabar mosafods yerloson diiyiin ndqgtslori tigiin
torsino interpolyasiyaya baxaq. Bu halda adoton ardicil yaxin-
lagma tisulundan istifads olunur.

Forz edok ki, f(z) funksiyasi artan funksiyadir vo bu funksi-

yanm verilon y qiymeoti, vy, = f(z,) vo y; = f(x;) noqtelori ara-

sinda yerlogir. Nyutonun birinci interpolyasiya ¢oxhadlisindoki
P, (z)-1, y-loovoz etsak:

A Az n
y=vo+ = L0t = Calg=D+ o+

aliriq. Buradan ¢ =¢(q) yaza bilorik. Bels ki,

n'o g(g—1)---(g—n+1)
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y-yo Ay A'y,
=2 90— 90 sg—1)—-——ZL g(g=1)---(¢—n+1).
o(q) A 2Ay, q(g—1) A, q(g—1)---(q )

Baglangic yaxinlagma kimi

qobul edok. Onda
qTTl:(D(an—l) (m :1,2,3,...). (1)
Tg,T),%y,...,T, €[a,b] olduqda kifayst qodar kicik # addimi

iiciin f(z) e C""V[a,b] olarsa, onda (1) soklindo qurulan itera-
siyalar ¢ daqiq hallins y1gilir. Yoni

lim ¢, =q.
m—>00

Burada ¢ ilo doqiq hall isars olunmusdur.

Praktiki hesablamalar zamani1 bu proses tolob olunan daqiqlik
alinana qodor davam etdirilir. Tolob olunan daqiqlik alindiqda,
axirinci iterasiya mosolonin toqribi holli kimi qobul edilir. Yoni

q=q,

burada ¢, sonuncu yaxmlagmadir.
Bu yaxinlagmalarm kémoyi ilo ¢ -nii tapdiqdan sonra
T—To _

3 q

barabarliyinden
T =1y +qh
tapilir.
Misal. Asagidaki cadvaldo y =cosz funksiyasinin miioyyon
daracalordoki qiymaotlori verilmigdir. Torsing interpolyasiya vasi-

tosi ilo y = cosz = 0,84 olduqda, x-in uygun qiymaotini tapin.
z, | 30 | 35 | 40 | 45 |
y, | 0.866 | 0,819] 0,766 | 0,708 |

76



Holli: Funksiyanm verilon qiymotlorino asason forqlor cod-
valini quraq:

T Y, Ay; Ay, Ny,
0 30 0,866
-0,047
1 35 0,819 -0,006
-0,053 0,001
2 40 0,766 -0,005
-0,058

3 45 0,708

y=0,84 ododi 0,866 vo 0,819 ododlori arasinda yerlosdiyi
tiglin y, = 0,866 qobul edorak
Y-y _0,84-0,866
Ay, —0,047
yaza bilorik. Sonra isa

90 ~0,5532

3

2
Y=% Ay Ay,
=2 J0_— 90 nig-1)— ~Dg-2
o(q) Ay 2Ay, q(g—1) Ay, q(qg—1)(g—-2)

disturundan istifada etmoklo

-0,006
= =0,5532———>——
q =¢(qy) 21(~0,047)
0,001

©31.(=0,047)
= 0,5532 +0,0157767936 + 0,0012681036 = 0,5702448972 ~
~0,5702,

7 =¢(q)=0,5532 -

0,001
31-(=0,047)

-0,5532-(0,5532-1) -

-0,5532-(0,5532-1)(0,5532-2) =

—-0,006

-0,5702-(0,5702 -1) -
21-(-0,047)

-0,5702-(0,5702-1)(0,5702—-2) =
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=0,5532+0,0156428911+0,0012426915 =

=0,5700855826 ~ 0,57
alariq.

| q — q1| forqi kifayot godor kicik odad alindigindan ¢ =0,57
qobul eds bilorik. Onda

r=15+qh=30+0,57-5=32285.

Beloliklo, aliriq ki, verilmis funksiyanin y = 0,84 qiymotino

arqumentin z = 32,85 qiymati uygundur.

Misal. Asagidaki codvoldo y :% _[ e’dr inteqralmin miioy-
o
yon noqtolordoki qiymatlori verilmisdir. Torsina interpolyasiya-
nin komoyi ilo y =1,57 olduqda, arqumentin uygun qiymotini
hesablayin.
z, | 039|041 043 | 045 | 047 | 0,49 |
y; | 1,346 | 1,429 ] 1,516 | 1,603 | 1,693 | 1,784 |

Holli: ©vvalca, funksiyanin verilon qiymatlorine uygun forg-
lor cadvelini quraq:

L Yi Ay; N Y A3y,t- A Y;

0 | 039 | 1,346
0,083

1 0,41 | 1,429 0,004
0,087 -0,004

2 | 043 | 1,516 0 0,007
0,087 0,003

3 | 045 | 1,603 0,003 -0,005
0,09 -0,002

4 | 047 | 1,693 0,001
0,091

5 1 049 | 1,784
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y =1,57 adadi, funksiyanm codvaldoki 1,516 va 1,603 adad-
lori arasinda yerlogdiyi {iglin, arqumentin baglangic qiymati kimi
z, = 0,43 gotiirmok olar. Bu misalin halli {iglin Besselin inter-
polyasiya diisturunun agagidaki soklindon istifade edacoyik:

. (pz—lj Ny A2 p( ? lj
P(x)z%+pAyO+ > 4/, y_lz Yo , 3 4 A3y_1.

Artiq molumdur ki, z, =0,43, h =0,02 vo y=1,57. Bu qiy-
matlori yuxaridaki diisturda nozars alsaq:

1,516 +1,603 p*-0.25) 0+0,003
2 2

1,57 = +0,087p+(

2
+ 272029 g 603

Vo ya

1,57~1,5595+0,08 7p+0,00075(p*—0,25)+0,0005 p(p>—0,25) (1)
olar.

(1) miinasibatinin hor torafini 0,087 odadino bolorok p do-

yisonini ayirmagqla

p ~0,12069—0,00862- (p* —0,25)—0,00574- p(p> —0,25) (2)
yaza bilarik.

p parametri liglin birinci yaxinlagma kimi

p; = 0,12069
ododini gotiirok. Sonra iso p; birinci yaxinlagsmasi (2) bora-
barliyindos nozors almagla ikinci yaxinlagsmani hesablayaq:

Py = 0,12069—0,00862- (pi —0,25)—0,00574- pZ (pi —0,25) =
=0,12069 — 0,00862 - (0,12069 —0,25) —
~0,00574-0,12069% - (0,12069% —0,25) = 0,12274.

Analoji qayda ilo p, igiin tapdigimiz bu adodi (2) miinasi-
batindo yerino yazaraq
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Py ~0,12069—0,00862- (p3 —0,25)—0,00574- p3(p3 —0,25) =
=0,12069 — 0,00862 - (0,12274% —0,25) —

—0,00574-0,12274% - (0,12274% —0,25) = 0,12274
alariq.

Goriindiyii kimi, p, vo p; parametrlorinin qiymatlori bir ne-
¢o onluq isara doqiqliyi ilo bir-birino barabordir. Demoli, itera-
siya prosesini burada dayandirmaq olar. Yoni p =0,12274 qobul
eda bilorik. Onda

g=p +% —0,62274

olar.

Beloliklo, aliriq ki,

r =1zy+qh=0,43+0,62274-0,02 = 0,4424548 .

Biz borabor addimlar iiglin torsino interpolyasiya masolosinin
halli {igiin iterasiya iisulunu, yalniz Nyutonun birinci interpol-
yasiya diisturuna totbiq etdik. Qeyd edok ki, bu lisulu tamamilo
analoji qaydada, Nyutonun ikinci interpolyasiya diisturuna, Stir-
lingin vo Besselin interpolyasiya dusturlarina da totbiq etmok
olar.

§1.20. Bir-birindon miixtalif masafslords yerloson
diiyiin noqtalori iiciin tarsing interpolyasiya

Bir-birindon miixtolif mosafolordo yerloson z,2,,...,7,

(z; # x;, 1# j) diyiin ndqtalori Gi¢lin torsind interpolyasiya mo-

solasi, bilavasito Laqranjin interpolyasiya ¢oxhadlisinin komayi
ilo hall olunur.
Bunun iiglin ¥ monoton funksiya oldugda Laqranjin inter-

polyasiya ¢oxhadlisinde y -0 sorbast doyison, z-o iso funksiya
kimi baxmagq kifayatdir (Sokil 4).
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Sakil 4.

Bagqga sozlo, Lagranjin diisturunda y vo z doyisonlorinin
rollarini doyismok lazimdir. Yoni
~ W=v)W=y) Y=y DY =) W=¥,)
T = -z . (1)
20 Wimy)Wi—y) - W= Y)Y = Vi) - (Y= U)
Burada y; = f(z;) (:=0,1,...,n).
Eyni zamanda, bir-birindon miixtolif mosafslords yerloson
diiyiin noqtalori iiglin Nyutonun interpolyasiya ¢oxhadlisindo v -i

arqument, x -1iso funksiya kimi qobul edorok
T =0+ [Wosy)W —Yo) + S Wosv1592)W — Y)Y —y) +
ot fWos Y Y5 Y)W = Y)W = Y)W — Ypy) (2)
yaza bilorik.

Burada f(yo:v1), fWos¥i5%2)s s f(Wos¥is.-5¥,) uygun
boliinen forqglordir.

Misal. Asagidaki codvaldo y =2" + 2z funksiyasinin miioy-
yon qiymatlori verilmisdir. Torsino interpolyasiya {igiin Laqranj
diisturundan istifade etmoklo y=4,5 olduqda, z-in uygun
qiymatini tapin.

z, | 034 | 085 | 1,08 | 1,72 |
y; | 1,9458 | 3,5025 | 4,2741 | 6,7343 |
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Hblli: Funksiyanin verilon qiymatlorini (1) diistunda nozoro
alsaq:

- (4,5-3,5025)(4,5-4,2741)(4,5-6,7343) .
(1,9458-3,5025)(1,9458 — 4,2741)(1,9458 — 6,7343)

(4,5-1,9458)(4,5-4,2741)(4,5-6,7343)
(3,5025 —1,9458)(3,5025 — 4,2741)(3,5025 — 6,7343)

(4,5-1,9458)(4,5-3,5025)(4,5-6,7343) _
(4,2741-1,9458)(4,2741-3,5025)(4,2741-6,7343)

(4,5-1,9458)(4,5—3,5025)(4,5—4,2741) _
(6,7343—1,9458)(6,7343 —3,5025)(6,7343 - 4,2741)

~1,1445919545

aliriq.

9

9

9

~
~

9

Demoli, y=2"+2z funksiyasinin y=0,45 qiymotino
arqumentin z =1,1445919545 qiymoti uygundur.

§1.21. Tarsing interpolyasiya iisulunun
tonliklorin hallina tatbiqi

Tutaq ki,
f(@)=0
tonliyi verilmigdir.

Bu tonliyi hall etmok ii¢lin torsing interpolyasiya tisulundan
istifado etmok olar. Bunun ti¢lin y = f(x) funksiyasmin qiymat-
lor cadvalini tortib etmok vo x -in qiymatlori iiclin uygun sonlu
forqlor codveolini qurmaq lazimdir. Sonra iso torsino interpol-
yasiya Usulunu totbiq edorok, y =0 qobul edib, axtarilan z-in
qiymati tapilir.

Misal. Torsing interpolyasiya li¢iin Laqranj diisturundan isti-
fado edorok
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2 +222-2=0
tonliyinin toqribi hollini tapin.
Holli: Tonliyin sol torofindoki funksiyam f(z) =z + 227 -2

kimi igaro edok. Verilon tonlik {i¢ doracali tonlik oldugu iigiin
aydindir ki, onun ii¢ miixtalif kokii olacaq. Bu kdklorden hor
hans1 birinin yerlosdiyi par¢ani tapmaq ticin f(z) funksiyasinin
isarasinin doyisdiyi araliglar1 miioyyon edok:

z |-t ]po | ]|
sgnf(a:)‘ ‘ - ‘ - ‘ + ‘ ‘
Goriindiyl kimi, f(x) funksiyasi [0,1] pargasinda 0z isaro-

sini doyisir. Demali, verilon tonliyin bu parcada bir hoqiqi kokii
var. Bu kokiin toqribi qiymatini tapmagq ti¢iin f(x) funksiyasinin

[0,1] parcasinin bir ne¢o ndqtasindoki qiymotini hesablayaq:

;| 0345 | 0624 | 0812 | 0,846 |
f(z;) | -1,7221 | -0,9783 | -0,1459 | 0,0369 |

€

Indi iso y = f(z)=0 gotiirorok, torsino interpolyasiya ii¢iin
Lagranj diisturundan istifado edok:
N (0—(-0,9783))(0—(-0,1459)(0—-0,0369) _
- (-1,7221+0,9783)(-1,7221+0,1459)(-1,7221-0,0369)

(0—(~1,7221))(0—(~0,1459))(0— 0,0369) _
(~0,9783+1,7221)(~0,9783+0,1459)(0,9783 - 0,0369)

(0—(—1,7221))(0—(~0,9783))(0—0,0369) _
(~0,1459+1,7221)(~0,1459+0,9783)(-0,1459—0,0369)

(0—(~1,7221))(0 - (—0,9783))(0— (~0,1459))
(0,0369+1,7221)(0,0369+0,9783)(0,0369+0,1459)

~ 0,00081+0,00992 +0,21047 +0,63704 = 0,85824 .

0,345+

9

9

~

9
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Aliriq ki,
2 +222-2=0
tonliyinin [0,1] pargasinda yerlogon kokiiniin toqribi qiymaoti
x =~ 0,85824 kimidir. Analoji qayda ilo tonliyin digor koklorini

ds tapmaq olar.
Qeyd edak ki, bu tonliyin kdklorinin toqribi qiymatini tapar-

kon, torsino interpolyasiya iiclin Nyuton diisturlarindan da isti-

fada etmok olar.
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FOSIiL II
ODODI DIFERENSIALLAMA

§2.1. Nyutonun birinci interpolyasiya ¢coxhadlisins uygun
adadi diferensiallama diisturu

Ovvalco adadi diferensiallama mosalosinin qoyulusuna baxagq.

Bir ¢ox praktiki masololorin holli zamani, codvallo verilmig
y = f(z) funksiyasinin tolob olunan tortibdon toromosinin tapil-
mas1 zoruroti yaranir. Bundan olava bozon f(x) funksiyasinin
analitik ifadosi elo miirokkab gokildo verilir ki, bu funksiyanin
birbasa toromosinin tapilmasinda miioyyon ¢otinliklor omolo go-
lir. Bu ¢otinliklori aradan galdirmaq tigiin ododi diferensiallama
iisulundan istifado olunur. ©dadi diferensiallama diisturunu daxil
etmok li¢iin hor hansi [a,b] pargasinda toyin olunmus f(z)

funksiyasi uygun P(x) interpolyasiya ¢oxhadlisi ilo ovoz olunur.
Aydindir ki, bu zaman o <z <b li¢lin

['(z)=P'(z)
barabarliyi 6donir.
Qeyd edok ki, yiiksok tortibli téromolorin tapilmasi {igiin do
eyni qaydadan istifade olunur.
Ogor P(z) interpolyasiyaedici ¢goxhadlisi tiglin

R(z) = f(x)-P(x)
xatast molumdursa, onda bu funksiyanin P'(x) téromoesinin xata-
s1ugun
r(z) = f'(z)- P'(z) = R'(z)

alarig. Yoni interpolyasiyaedici funksiyanin toromesinin xatasi
bu funksiyanin xotasinin téromosino borabordir. Bu miilahizo
yiiksok tartibli toromelar {i¢iin do dogrudur.

Indi iso Nyutonun birinci interpolyasiya ¢oxhodlisine uygun
olan adadi diferensiallama diisturlarinin ¢ixarilisma baxaq.

Tutaq ki, [a,b] parcasinda toyin olunmus vo bir-birindon bo-
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rabar mosafods yerloson z; (¢=0,1,2,...,n) diiylin ndqtelorin-

doki y,=f(x;) qiymotlori molum olan y(x) funksiyas: verilmis-

dir. [a,b] pargasinda toyin olunmus y funksiyasinm y'= f'(x),

y" = f"(z) vo s. toromalorini tapmaq tgiin verilmis funksiyani

bir-birindon borabor mosafodo yerloson zy,z,,7,,...,7;, (K<n)

diiyiin noqtalori sistemi {igiin qurulmus Nyutonun birinci inter-

polyasiya ¢oxhadlisi ilo ovaz edok. Onda
y(@) =y + qAy, +

B VR

4!
yaza bilorik. Burada
=" o h=g,,, -z, (i=0,1,2,...,n).
(1) diisturundaki métorizolori agsaq alariq ki,
=g L =3¢ +2 3
Y(@) =yo + @Ay + == Ayo + Ayo +
4 3 2
L4 —6q” +11q _6qA4y0 e
24
(1) boraborliyinin hor torafini diferensiallayaraq,
dy _dy dg_1 dy
dr dg dr h dq
ifadosini alinan téromolords nozors alsaq:
2
y@ﬂ:%A%+Zzlﬁ%+2L—@izﬁm+

3 2
+2q -9q +11q—3A4
12

Yo

“%;DA@0+“Q_29_2%§%+

(1)

(1)

)

Analoji olaraq (2) borabarliyinin hor torofini yenidon dife-

rensiallayaraq vo
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" diy) _dy") d
V(z) = (W) _dy) dg

dz dg dx
ifadosini toromolordo nozors alsaq:

y' (@) = = Nyo +(g—1D)Ayq +

yaza bilarik.

Bu prosesi davam etdirmaklo, y(z) funksiyasinin istonilon
tortibdon toromesinin hesablanmasi ti¢lin diistur qura bilorik. Ali-
nan bu diisturlara Nyutonun birinci interpolyasiya ¢oxhadlisino
uygun olan adadi diferensiallama diisturlar1 deyilir.

Qeyd edak ki, bozon verilmis y(z) funksiyasmm, z; (¢=0,1,
2,...,n) diyiin noqtolorindoki qiymatinin tapilmasi tolob olunur.
Bu halda odadi diferensiallama diisturlar1 xeyli sadolosir. Belo
olduqda, hor bir diiylin ndqtesini baglangic ndqto kimi gotiirmok
olar. Demoali, (2) va (3) diisturlarinda =z, vo ¢=0 qobul etsok

A2 A N A
y(x())— ( y y0+ yO_ y0+ yO__“ (4)

6¢> —18¢+11

Aty +-- 3
12 Yo (3)

2 3 4 5
\)
11 6

"(20) = —| Ay — Ny + = Arys =2 Nyq + - ] 5
y(o)h(yo Yo 12 yosyo (5)

diisturlar1 almnar.
Ogor P, (x) ¢oxhadlisi, Ay, A2y0 y e s Akyo sonlu forqlorini
0ziindo saxlayan Nyutonun interpolyasiya ¢oxhadlisidirss vo
Ry (z) = y(z) - F.(x)
uygun xota olarsa, onda téromo ticiin xota diisturu agsagidak: kimi
olar:

Ri(2) =y (1)~ P(x).
Molumdur ki, Nyutonun birinci interpolyasiya diisturunun
xatas1 asagidaki kimi tapilir:
(z— -730)(-73 7)) (T — -73k) (k+1)
R =
(2) = o GE
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k+1 (@ =1)---(g—k) y 4D
=h Y ().

Burada ¢ baxilan z noqtesi ilo zy,z;,2,,...,7, diylin ndq-

tolorinin har hansi biri arasinda yerlogon néqtadir.
Demoli, sonuncu barabarlikdon, y(m) e C**2) qobul etmoklo

oy ARy dg _ p (k+1)
Ry (z) = do e et 1)'{ (5) [Q(q )---(¢-k)]+
+q(q—1)-~-(q—k>d—[y<’“+”(e:>]}
q
yaza bilorik.

Buradan z =z, vo ¢ =0 qobul edorok
d
22D =2) (@B =D
oldugunu nozors alsaq:

R (xo) =(—1)'“#y('“”(é) (6)

alariq.

Qeyd edok ki, bir ¢ox hallarda y**V (&) komiyystini qiymot-
londirmak ¢atin olur. Ona gora do bu komiyyati qiymatlondirmak
iiclin A -m kifayot qodor kicik qiymotlori liclin asagidaki miina-
sibatlordon istifado etmok daha olverislidir:

4l Ak+1y
+
O R
Beloliklo,
kE+1

Analoji tisulla, ikinci tortib y"(x,) toromesi tigiin do R} (z)

(0)~—( D

xatasini tapmaq olar.
Misal. Nyutonun birinci interpolyasiya ¢oxhadlisino uygun
odadi diferensiallama diisturunun kdmayi ilo asagidaki cadvello
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verilmig funksiyanin z =1,47 ndqtesinde birinci va ikinci tortib
toromalorini hesablaym.

v |12 | 7 | 22 | 27 | 32 |

y; |0,1823]0,5306 | 0,7885 | 0,9932 | 1,1632 |

Holli: Coadvoldon goriindiiyii kimi, verilon funksiyanin bes
miixtalif diiylin ndqtasindoki qiymatlori molumdur. Demsli, bu
misal {igiin (2) va (3) diisturlarini

, 1 20-1 3¢° —6g+2
y(m)zE{Ayo+ q +%

3
Ny, Nyo +

3 0,2 _
+2q 9q12+11q 3A4y0}

V3

" 1 6q> —18¢ +11
y'(2) = 5| Ay + (= DAy + LT A"y,
h 12
kimi yaza bilorik.
Indi do verilon funksiyanin diiyiin noqtolorindoki qiymot-

lorino uygun sonlu forglor codvalini quragq:

L Y Ay; Azyi A3yi A4yi
01,2 10,1823
0,3483
1| 1,7 | 0,5306 -0,0904
0,2579 0,0372
2|22 10,7885 -0,0532 -0,0185
0,2047 0,0185
312,710,9932 -0,0347
0,17
4 |3,21]1,1632
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Aydmndir ki, 2 =0,5. Onda
¢= rT—2y _1,47-12
h 0,5

=0,54.
Beloalikls aliriq ki,
1
'(1,47) ~ — 0,3483 +
y (147 =5 5[

9

%-(—0,0904”

2
300542 -6:05442 (00

) 3_0. 2 . —
L2054 -9 O,T; +11-0,54 3.(_0,0185)}

=2-(0,3483-0,003616-0,00226424 —0,000972064) =
=0,682895392

V3

y"(x) = é[— 0,0904 + (0,54 —1)-0,0372+

9

L 6:0,54° ~18-0,54+11
12
Qeyd edok ki, yuxarida gostorilon gaydaya analoji olaraq,

Nyutonun ikinci interpolyasiya ¢oxhoadlisino uygun olan adadi
diferensiallama diisturlarin1 da almaq olar.

: (—0,0185)} ~0,44873052.

§2.2. Stirlinqin interpolyasiya ¢oxhadlisina uygun
adadi diferensiallama diisturu

Nyutonun interpolyasiya ¢oxhadlisino uygun olan ododi
diferensiallama diisturlari, adston, = >z, olduqda totbiq olunur.

Basqa sozls, bu diferensiallama diisturlarinda funksiyanin vo
qurulan sonlu farglerin cadveldaki yuxar1 qiymetlorindan istifado
olunur. Bu isa bir sira praktiki mosslolorin holli zamani olverissiz
olur. Belo hallarda hallin daqiqliyini artirmaq {i¢iin morkozi forq-
li interpolyasiya ¢oxhadlilorindan istifade etmok daha magsado-
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uygundur. Ciinki, morkozi forqli interpolyasiya ¢oxhadlilorinda
x <z, olduqda da, yliksok doqiqlikli diferensiallama diisturlari

almaq olur. Bu ciir diisturlar morkazi forqli adadi diferensiallama
diisturlar1 adlanir.

Tutaq ki, bir-birinden boraber z;,, -z, =h (¢=0,1,2,...)

masafosinds yerlogon
cees @3y T_y Ty, Ty Lps Ty Ty

dilyiin noqtolori sistemi vo bu noqtelordoki y,; = f(z;) qiymotlori
moalum olan y = f(x) funksiyas: verilmisdir.
_ T 7%
)
oldugunu nozoro almagqla, verilmis f(z) funksiyasini Stirlingin
interpolyasiya ¢oxhaodlisi ilo ovoz etsok:

q

2 2
-1
y(@)=yo+ Ay | +%A2y_1+%

2

2,2
q(q' D o4

3
BEE AT

2
2 2 A2 202 12y 2 A2
-1)(¢" -2 -1 -2
q(¢" —D(q )Asy o+ 4 (g )(g )A6y_3+-~- (1)
s - 6!
yaza bilorik. Burada alinan diisturun nisbaton sado olmasi iigiin
asagidaki ovozlomolor aparilmisdir:

Yot

+

Ay_+ Ay
Ay_l :—12 2,
2
By Ny Ny
Yyz=—7—"-" >
_5 2
Ny 5 +A
Ky s = Y3+ 2Y-2 o
_E 2
(1) diisturunda
dg _1
dx h

barabarliyini nozors alsaq:
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2 3¢° -1 3 2¢° —q 44
y(-r)—h Ay | +oNy_ + TAy_;+—Ay_z+

5 5 12
4 2 5 3
+5q —15¢q +4A5y 5_|_3q —10q +4qA6 2)
120 - 360
)
" 6q2—1 4
z) = Ay + g Ay +
y'(x)= % ( Yty 3 o A2
2¢° =3¢ s 15¢* =30¢° + 4 ¢ ,
+—=—A + A 4. 2
T 360 U3 (2)
alariq.

Aldigimiz (2) vo (2') diisturlaria Stirlingin interpolyasiya
coxhadlisine uygun ododi diferensiallama diisturlar1 deyilir.
Xiisusi halda ¢ =0 olarsa, onda (2) vo (2") diisturlar1 uygun

olaraq, asagidaki soklo diisor:

1.3 1 .5
r)=—| Ay , —=Ay  +—A 3
y'(x) (y; 6 y3 30 y; ] 3)
Va
" 1 4 1 6
=— | Ay ——AYy_, +— NSy +- 3
y'(x)= ( Y1~ A2 T A Y- ] (3)

Misal. Stlrhnqln interpolyasiya g¢oxhodlisino uygun ododi
diferensiallama diisturundan istifado edorok, asagidaki codvollo
verilmis funksiyanin z =1,24 ndqtesinde birinci va ikinci tortib

toromalorini hesablaym.
z, | 03 | 07 | L1 | L5 | 19 |
y, | 04577 | -0,3466 | 0,1612 | 1,0253 | 2,2316 |

Holli: Cadvalds funksiyanm bes miixtalif diiyiin ndqtosindoki
qiymatlori verilmisdir. Demoli, bu misal {i¢iin (2) vo (2') diis-
turlar1
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Ay_i+A 2.1 Ny ,+A 3
y'(x):l(w_i_quy +3q 1 Yot y71+2q q .4

A

h 2 16 2 2 7

\)
3 3 2
" 1| .2 ANy ,+Ay,  6¢° -1 4
r)=—|ANy_+q- + Ay

y'(z) hz( Y T4q 5 D Yo

kimi olar.

Indi iso uygun sonlu farqlor codvalini quraq:

)

L Yi Ay; Azyi A3yi A4yi
01031 -04577
0.1111
10,7 | -0,3466 0,3967
0,5078 -0,0404
2| 1,1 | 0,1612 0,3563 0,0263
0,8641 -0,0141
3115 1,0253 0,3422
1,2063
4119 | 22316

Cadvoldon goriindiiyii kimi, A =0,4. Onda
¢= T—1Ty _124-11
h 0,4

=0,35

yaza bilorik.
Belolikls aliriq ki,

J24y~ L (0,5978+O,8641

1035035634 3°035 =1,

0,4 2

(£0.0404) + (-0,0141) 2. 0,35°-0,35
2 12

~2,5-(0,73095 +0,124705 + 0,0028726 — 0,0005791) ~

~2,14487113

-0,0263] ~
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Vv

y"(1,24) ~ 0% (0,3563 +0,35-

9

(=0,0404) +(=0,0141)
2
2
N % . 0,0263] ~6,25-(0,3563-0,014315 -

—0,000580792) = 2,1410362 .
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FOSIL I
ODODi INTEQRALLAMA
§3.1. Kvadratur diistur anlayisi

Bilirik ki, ogor f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda kosilmoz-
dirso vo onun F'(x) ibtidai funksiyasi molumdursa, onda verilon
f(z) funksiyasinin [a,b] parcasina uygun miisyyon inteqralmni
Nyuton-Leybnis diisturu adlanan

b
[ f@)dz=F ()~ F(a) (1)

diisturu ilo hesablamaq olar. Burada F'(z) = f(x).
Lakin bir ¢ox hallarda y = f(x) funksiyasi elo miirokkob so-
kildo verilir ki, onun F(x) ibtidai funksiyasini molum elementar

funksiyalarin komayi ilo ifads etmok miimkiin olmur. Bu zaman
verilon funksiyanin miioyyon inteqralini hesablayarkon (1) diis-
turunu totbiq etdikdo, bir sira ciddi ¢atinliklor yaranir, bozon iso
imumiyyetlo, miimkiin olmur. Bundan basqa, praktik masalale-
rin holli zaman1 meydana ¢ixan funksiya ¢ox vaxt codvallo ve-
rildiyindon, homin funksiya ii¢lin ibtidai funksiya anlayis1 artiq
monasiz olur. Qeyd edok ki, analoji ¢atinlikloro ¢oxqgat inteqral-
larin hesablanmasi zamani da rast golinir. Ona goéro do belo
miloyyan inteqrallar1 hesablamaq ti¢lin odadi iisullardan istifada
olunur. Funksiyalarin ododi inteqrallanmasi zamani bir gayda
olaraq inteqralalt1 funksiyani verilon pargaya daxil olan vo bir-
birindon barabar masafods yerloson noqtolordoki qiymotlorindon
istifado olunur. Qeyd edok ki, birqat inteqrallar1 adadi tisullarla
hesablayarkon totbiq olunan diisturlara kvadratur diisturlar, ikigat
inteqrallar {i¢iin totbiq olunan diisturlara iso kubatur diisturlar
deyilir.

Kvadratur diisturlar1 totbiq edorkon, ovvolco [a,b] parga-
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sinda toyin olunmus y = f(x) funksiyasi, nisbaton sado sokildo
olan uygun interpolyasiyaedici ¢(x) ¢oxhadlisi ilo ovoz olunur,
sonra iso

b b
J f@)dz = [p(a)d @)

qobul edilir.
Ogor f(x) funksiyasi analitik sokildo verilorso, onda (2) diis-

turu ligiin xotan1 qiymatlondirmok zoruridir.
Indi iso ododi inteqrallama {i¢iin Laqranjin interpolyasiya
diisturunun istifado olunmasina baxagq.
Tutaq ki, y = f(x) funksiyasmin [a,b] pargasinda yerloson
T>TysTyseees Ty (T; 2 X5, 1#]) noqtolor sistemindoki uygun
f(xz'):yz' (7;:071323-“377') (3)
qiymatlori malumdur vo

b
J. f(x)dx

inteqralimin toqribi qiymatinin tapilmasi tolob olunur.

Bilirik ki, funksiyanm verilmis y, (¢=0,1,2,...,n) qiymot-
lorino osason Laqranjin borabor addimlar ii¢iin interpolyasiya
coxhadlisini asagidaki kimi yazmagq olar:

& IT, . ,(x)
L — n+l 1. 4
) ; (z _xi)H”rL+1($i)gL )

Burada
I, () = (@ -zg)(z—2))(z—x,)
\)
L (z)=y (:1=0,1,2,...,n).
Verilon f(z) funksiyasmi L, (z) ¢oxhadlisi ilo ovoz etsok:

b b
[f@)dz = [ L, (2)dz+R,[f] (5)
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yaza bilorik. Burada R, [f], (5) kvadratur diisturunun qaliq had-
didir.

(4) ifadosindon istifado etmoklo asagidaki toqribi kvadratur
diisturu alariq:

b n
[ydz =3 Ay, (6)
" i=0
burada
b
A= Moai® G i=0.1.2....m). (7)

" (z =z, (z;)

Qeyd edok ki, a vo b inteqrallama sorhodlorinin 6zlori do
diiylin néqtoleri sistemina daxil olduqda, (6) diisturu “qapali tip”
kvadratur diistur, oks halda iso “agiq tip” kvadratur diistur adla-
nir. Onu da qeyd etmok lazimdir ki, (6) kvadratur diisturundaki
A, omsallar1 y = f(z) funksiyasinin se¢ilmosindon asil1 deyil vo
bu diistur ixtiyari n daracali ¢oxhadli {iciin daqiq odenir, yoni

b b
j L, (z)dz = j f(z)dz . Xiisusi halda, y=2" (k=0,1,2,...,n)

olduqda, (6) diisturu iigiin R, [z¥]1=0 (k=0,1,2,...,n) olar.

(6) kvadratur diisturunda y = 2k (k=0,1,2,...,n) gobul et-
sok, Ay, 4, ... ,A, omsallarmi toyin etmok ii¢lin asagidaki kimi
n+1 sayda xatti tonlikdon ibarat sistem alariq:

=34
1=0
I = ‘41'$Z"
=2 , ®)

n
In = ZAz$zn >
1=0
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burada

b
bk+1_ k+1
I, =jx’fdx =k—+‘; (k=0,1,2,...,n).
a

Aydimndir ki, (8) sisteminin determinanti
i>j '
kimi Vandermond determinantidir.

Misal:
1

1 1 3
[yde = Aoy(—) +A1y(—j + Azy(—) 9)
0 4 2 4
kvadratur diisturunda A;, A, vo A, omsallarmi toyin edin.
Holli: Verilon diisturda y =2" (k= 0,1,2) gobul etsok ala-
r1q ki,
1 1 ! 1 !
J.dle, J.xda::—, J.xzdx:—.
0 0 2 3
Sonuncu barabarliklorin hor birini verilon diisturda nozara
alsaq:

3 1

4 2’
Lo+ da+24,=1
16 4 16 3

sistemini yaza bilorik.
Beloliklo, aliriq ki,

2 1 2
AOZE, AIZ—E Vo Azzg.

e ple 3

1 1
—Ay+=A+=A, =
4 0 7 1 2

Demoli,
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Aldigimiz sonuncu diistur, “agiq tip” kvadratur diisturdur vo
doracasi ikini agmayan biitliin ¢oxhadlilor iiglin doqiq Odanir.
Asanligla yoxlamagq olar ki, bu diistur y = 2> olduqda da doqiq

natico verir. Yoni (10) diisturu {i¢ doracali ¢oxhadlilor iigiin do
doqiq 0donir.

§3.2. Nyuton-Kotes diisturu va onun xiisusi hallar

Tutaq ki.
b
[ f@)dz (1)

inteqralini hesablamaq talob olunur.
Interpolyasiya diiyiinlarini
z; =xy+th (1=12,..,n)

kimi gotiirok. ©gaor z, =a olarsa, onda z, =z, +(n+1)h goti-
rocoyik. Bu halda [a,b] parcast m+1 sayda borabor hissoyo
boliiniir vo a, b noqtolori diiylin noqtalori sistemino daxil ol-
murlar. z, =a—h olduqda iso b=z, +nh gotirilir. Bu halda
[a,b] pargasi n—1 sayda hissoyo boliiniir vo a, b ndqtolori dii-
yiin noqtalori sistemina daxil olurlar.

(1) inteqralinda a =z, +(1-k)h, b=z, + (n+k)h gotirok.
Bilirik ki, £ =1 olduqda alinan diistur aciq tipli, £ =0 olduqda
iso qapali tipli olur.

F(y) = f(zy + hy) ilo isars etsak, (1) inteqrali asagidak: soklo

diisor:
n+k

b
[f@)dz =h [F(y)dy.
a 1-k

Bir-birindon barabar mosafodos yerloson diiyiin ndqgtslori ticiin
Lagranjin interpolyasiya diisturunu yazaq:

F(y) :Ln(y)+(y_1)(y_2)"'(y_n)F(yvlvzv""n)v
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v~ W-Dy=2)..(y—i+Dy—i=D..(y=n) .
Ln(y)‘é G D-Dd(Dli—m) L@

Onda
n+k n

b

R D=y =i+ Dy —i= D).y =) ,,

{ / ('”)dx_hlL; -0G-Dd-Dlimm) W
n+k

+h [(y=Dy=2)..(y =W F(Y,1.2,....n)dy =
1-k
n+k . .
o D@ =2)..(y—i+D(y—i=1)...(y—n) ,
—hZ[lk G—1)(i—2).1-(=1).(i—n) dyJF(m

1=1

n+k
+h [(y=Dy=2)..(y =) F(y,1.2,...,n)dy =
1-k
n+k
N n-i =Dy —2)..(y—n) :
=h -1 dy |F'
izl[ljk( T y} O+

=(b-a)Y. Jf(a+ih) + R,
i=1
alariq. Burada
n—i n+k
S _ (=D f(y—l)(y—m...(y—n)dy
M (=14 2R) =D (n—0)! y—i ’

n+k

RTL.k =h J.(y - 1)(y - 2)('!! - n)F(yvlvzvan)dy
1-k
Beloliklo,

b n
[f@)de=®-a)) J0 fa+ih) + R,
a i=1

yaza bilorik. Bu diistura Nyuton-Kotes diisturu deyirlor.
Qeyd edok ki, J Z(T,? omsallar1 a,b vo f(x)-don asili olmayan
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omsallardir vo onlar1 bir dofo hesablamaqla sonraki borabor-
liklordo istifado etmok olar. Bu omsallar iigiin asagidaki xasso
dogrudur:

‘]z'(fl? = g—z’+1,k-
Dogrudan da,
- 1
S (0" I =D=2)--y=n) ;.
T -1 2k (-G =D L y—nie]

inteqralinda y =n +1—2 ovozlomosini aparsaq:

m ™! T (n=2)(n=2=1)..(z+1) , _

n—i+l,k — NV X Z =
(n—1+2l<:)(n—z)!(z—l!)n+/f 1—2

(-1 TEDE=.on) s

C (n=142k)(n—i)(i-1)! Z—1i
oldugunu alariqg.

Indi iso Nyuton-Kotes diisturunun bazi xiisusi hallarina baxaq
vo bu xiisusi hallar {iciin f(z) funksiyasi {izorino olave sortlor
qoyaraq qaliq haddin ifadslorini qiymotlondirok.

ovvolco forz edok ki, n =1 (k=0). Bu o demokdir ki, [a,b]
parcasinda yalniz bir diiylin ndqtoesi var vo bu ndqto pargani
yartya boliir. Yoni

a+b
x = )
Bu halda:
b
Ly(@) = f[” . ]
olar. Onda
b
jf(x)dxz(b—a)f(a;b)+1~z1. @)

b
Moalumdur ki, J. f(z)dz inteqralmin qiymati uygun oyrixotli

a
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trapesin sahasino baraberdir (2) diisturundan aliriq ki,
j fla)dz~ (b~ a)f[” *b]

Bu onu gostorir k1, oyrixatli trapesin sahasi ovozino oturacagi

b—a, hiindiirliyl iso ]{a;—b] olan diizbucaqlinin sahosi go-

tiirtiliir (Sokil 5).
v A
=f(x)
o y=I2
)

fa)

0 a %b b ?

Sakil 5.

Buna goro ds (2) diisturuna sado diizbucaqlilar diisturu deyirlor.

Misal. _[ > inteqralini sada diizbucaqlilar disturu ilo he-

04+ z?
sablayaraq, alinan naticoni doqiq qiymatlo miigayiss edin.

Holli: ©vvales, sada diizbucaqlilar diisturunu totbiq edarok
verilon inteqralin togribi qiymatini tapagq:

d:v 2+0 1 1
~(2-0 ( ) 2-f(h)=2- =2-—=04.
)f f R s
indi iso verilon inteqralin doqiq qiymotini hesablayagq:
2 2
1

1
j dx =—ﬂm@£ =—=0,5.
2 21, 2

2

p4+x
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Goriindiiyl kimi, verilon inteqralin toqribi qiymati onun do-
qiq qiymatindon 0,1 godor forqlonir. Bu iso, sads diizbucaqlilar
diisturu ti¢iin boyiik xota hesab olunmur.

Indi, sads diizbucaqlilar diisturunun qaliq hoddini hesablayag.

Forz edok ki, f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda iki dofo dife-

rensiallanandir. Onda Teylor diisturuna asason

)
f(a:):f(a;b]+f'(a+b](x a+b] e’

2 2
+b

burada & [a,b] vo x ilo & noqtalori arasinda yerlogir.

Demoli,

b b 2
_[f(a:)dac :f(a;b](b—aHRl, R, :%!:f”(é)(x— a;b] dz.

Orta qiymot hagqindaki teoremdon istifado edorok aliriq ki,

3
_ M ‘[( a+ b] dr = (b_—a)lu, ue {H}Jf f"($),qu f"($):|

24
Onda

b-a > "
= . ne@y.

b—a kicik adod olmadigda (2) diisturundan istifado etmok
olverisli olmur. Buna gors do, adston, [a,b] parcasini m borabor
hissoya boliib, hor kicik parga iiclin bu diisturu totbiq edirlor. Bu

halda

! h 3h @m-Dh)|, (- a)
J.f(x)dx:/{f(a+5+ a+?]+...—|—f(a+ 5 ] S M,

oldugunu aliriq (Sakil 6). Burada h _b-a vo M,=max | f"($)|
m

a<z<b

Aldigimiz bu diistura, timumilosmis diizbucaqlilar diisturu
deyilir.
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vA
y=f(=)
f@n) F----——mm e A -

f T 1t T _|
ot ] =t
f (@2
f(.z',s.z';' -

f(931) -1

£ 1

fxo +

0

N

Misal. m =35 gotiirmakla, J. 1+2'75: dx inteqralini iimumilog-
3z +

mis diizbucaqlilar diisturu ilo hesablaym.
Holli: Sorts géro m =5 oldugundan verilon inteqral {igiin
timumilosmis diizbucaqlilar diisturunu

if(x)dwzh[f(a+gj+f(a+%]+ +f( (257 ﬂ:
o) fer ) )o ) 2)

kimi yaza bilorik. Digar torofdon, m =5 oldugu ti¢iin alariq ki,

p=b=e_1=0_g;.
m 5

Indiiso f(z)= 1+2z funksiyasinin
3z+5

0,2
+

=0

h =0,1;
2
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noqtalorindaki qiymatlorini hesablayaq:
1+2-0,1 12
0,)=—""="=»
FOD 3-0,1+5 53
1+2-03 16
03))=—"""=—x
J03) 3:03+5 59
f(0.5) =203 _ 4 L g307;
3-05+5 13
f(0,7)zwzﬁz0,33;
3.0,7+5 71
1+2-09 4
0,9)=——==—~0,36.
109 3-:09+5 11

Tapilan bu qiymatlori imumilosmis diizbucaqlilar diisturunda
nozors alsaq:

0,22;

0,27;

1
[132L 40 % 020£(0) + £(03) + £(0.5) + £(0,7) + £(0.9)] =
03T +5

=0,2[0,22+0,27 +0,307+0,33+0,36] = 0,2974
alariq.

Bilirik ki, diizbucaqlilar diisturunda xata
(b-a)’
24m*

kimi qiymotlondirilir. Burada M,= max | f”(m)|. Demoli, xotani
a<z<b

Rl =

M,
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hesablamagq ii¢lin, ovvalco verilon funksiyanin ikinci tortib toro-
mosini vo bu téromonin [0,1] parcasindaki maksimumunu tap-

maq lazimdir. Beloliklo,

!

v (1+22) 7
f(x)_(3x+5] CGBz+5)?]

!

f,,(x):{ 7 ] 1262+120 _42G2+5) _ 42

3z +5)* Gz+5)*  Gz+5*  GBz+5)’
42 42
M —ma 4 ma = )
27 pea |f ($)| 0<rel 3z +5)° 125
Demoli, B, = 1= 0" 42 _ 1L 42 4056

24.52 125 600 125

Qeyd edok ki, sado diizbucaqlilar vo imumilogmis diizbucag-
lilar diisturu ilo yanasi, bazon sol (Sakil 7) vo sag (Sakil 8) diiz-
bucaqlilar diisturundan da istifade olunur. Bu diisturlar uygun
olaraq asagidak1 kimidir:

b
[f@)dz ~ h-[f(a)+ fla+ D)+ fa+h)+...+ fa+(m=Dh)];

v A

f@n)
f(zm-l) T

@) A
f@)

y=f(z)

S@o)
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b
If(x)dxz h-[fla+h)+ f(a+2h)+ f(a+3h)+...+ f(a+mh)].

v A

y=f(z)
fan o
f(xm-l) - —— | :
fx)4------- : :
I | |
fxy+-- : : :
! I I |
! | l I
fEaq- : | : :
! [ | | !
! | | | |
! ! I o o o ! I
O o & & 4w b T

Sakil 8.

Indi iso miioyyon inteqrallarin toqribi qiymatinin tapilmasi
ticiin istifado olunan diizbucaqlilar iisulunun hondosi interpre-
tasiyasini verok.

Sol diizbucaqlilar tisulu hondoasi olaraq bir torofi h=z,,,—z;
(:=0,1,2,...,m—1), diger torofi iso f(z;) ododlorino boraber
olan diizbucaqglilarin saholori comi kimi ifado olunur (Sokil 7).
Dogrudan da, sokil 7-ys asason aliriq ki,

b
[ F@)dz = (2 =20) - f(20) + (2 =) fl@) ++-+

+ (xm—l - -Tm—z) ) f(xm—z) + (xm - xm—l) ) f(xm—l) .
Sonuncu barabarlikda
h=z,,-z;, (:1=0,1,2,....,m-1)
&)
To=a, ry=a+h, ..., z,_ =a+(m-1)h
oldugunu nozars alsaq:
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b
[ F@)dx = hf o)+ hf )+ -+ Bf @)+ 1f (3, ) =

=h-[f(zo)+ f(x) ++ [(@,,_5) + [(@,,)] =
=h-[f(a)+f(a+h)+--+ f(a+(m—2)h)+ f(a+(m—1)h)]
alariq. Bu isa sol diizbucaqlilar diisturudur.

Sol diizbucaqlilar diisturunun totbiqi zamani verilon inteq-
ralin toqribi qiymati, onun doqiq qiymatindon strixlonmis (Sokil
7) saholorin comi qodor forqli olur. Yoni xota strixlonmis
sahalorin comino borabor olur. Bu xotani diiylin ndqtelorinin
sayini artirmaqla kafi godor kigiltmok olar.

Sag diizbucaqlilar lisulu hondosi olaraq toroflorindon biri
h=z,—z,_, (1=1,2,...,m), digori iso f(z;) ododlorino barabar
olan diizbucaqlilarin sahoslori comini 6ziinds oks etdirir (Sokil 8).
Hoqigaten do, sokil 8-o asason:

b
[ F@)dw = (2 —0) f(@)+ (@, =) ) +--+

+ (xm—l - -Tm—z) ) f(xm—l) + (xm - xm—l) ) f(xm)
yaza bilorik.
Aldigimiz barabarlikde

h=z,—z,_, (i=1,2,...,m)
Vo
Ty =a+h,z,=a+2h, ..., z,, =a+mh
miinasibatlorini nozors alsaq:

b
[ f@)da ~ hf(a) + hf(y) ++ o+ hf (2, 0) +hf () =

=h-[f(@)+ f(@) + -+ f(@, ) + f(@,)] =
=h-[f(a+h)+f(a+2h)+---+ f(a+(m—-1)h)+ f(a+mh)]
alariq. Beloliklo, biz sag diizbucaqlilar diisturunu almis olurugq.

Odadi inteqrallama ii¢lin sag diizbucaqlilar diisturunu totbiq
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etdikdos verilon inteqralin toqribi qiymati onun doqiq qiymatindon
strixlonmis (Sokil 8) saholorin comi godor forqli olur. Basqa
s0zlo, bu halda xata strixlonmis sahalorin comina barabar olur.
Bu iso kifayot qodor ciddi xota hesab oluna bilor. Lakin diiyiin
noqtalorinin saymi artirmaqla bu xotani nazora ¢arpacaq qader
azaltmaq olar.

Umumilosmis diizbucaqlilar iisulu handasi olaraq, toraflorin-

don biri z,,,—z; (:=0,12,...,m—1), digor torfi iso f[—xi+2xi+1]

adadlaring borabar olan diizbucaqlilarin saholori comi kimi ifado
edilir (Sokil 6). Dogrudan da, sokil 6-ya osason:

If(x)dx (2~ p)- f[%”l}(xz—xl)-f[%?2]+...+

+(xm_1—xm_z>-f[%-2—”m]+(x Tyt f[ m=1* T, jz

2
2_331]_'_..._'_

=(n —xo)'f[xo + 4 ;%]4'(-732 —~731)'f[-731 +

xT -
+ (xm—l - xm—2) : f[xm—2 + %] +

+ (xm - xm—l) : f[xm—l + %]

yaza bilarik.
Aldigimiz barabarlikde
h=z,,-z;, (1=0,2,....m-1)
Vo
To=a,r,=a+h, .., z, =a+mh
miinasibatlorini nozors alsaq:

j.f(x)dxzhf(xo )+hf(g:1 2)+ +hf(m1+%):
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= hf(xo +%)+hf(xo +%}+-~-+hf(xo +Mj =
= h-{f(a+%)+f(a+%)+-~-+f(a+wﬂ

alarig. Aldigimiz bu diistur iss timumilogmis diizbucaqlilar diis-
turudur.

Miioyyon inteqrallarin toqribi qiymetini hesablamaq iiciin
iimumilosmis diizbucaqlilar diisturunu totbiq etdikdo, verilon in-
teqralin toqribi qiymati ilo onun doqiq qiymati arasindaki xata,
strixlonmis vo six strixlonmis (Sokil 6) hissolorin sahoalorinin
forqi godor olur. Basqa s6zlo, iimumilosmis diizbucaqlilar diis-
turu ilo inteqrali hesablayarkan itirilon (six strixlonmis hissa) vo
qazanilan (strixlonmis hissa) hissolorin saholori demok olar ki,
bir-birini konpensasiya edir. Bu iso iisulun xotasinin kifayot
qodor az olmasina sobab olur.

Bu miihakimalordon belo ¢ixir ki, imumilogmis diizbucaqlilar
diisturunun xotast sol va sag diizbucaqlilar diisturlarinin xotala-
rindan az oldugu ii¢lin miioyyan inteqrallarin toqribi qiymetinin
hesablanmasi zamani imumilosmis diizbucaqglilar diisturundan
istifado etmok daha olverislidir.

Indi iso forz edok ki, n =2 (k =0). Burada k=0 yazilisy, a
va b noqtalorinin 6zlorinin do diiyiin ndqtaleri olmasini, n =2
yazilist is9, [a,b] parcasinda iki diiylin ndqtosinin oldugunu gos-
torir. Yoni z; =a, , =b. Bu halda

Ly() = 5721 (b) + £=b f(q).
—-a a—>b

Onda

b b
[ f@)de = [ L (@)do + By,

b—

2a[f(a)+f(b)]+Rq,

b
J f@)dz =
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b v, b
R, :J.(x—a)(x—b)f(a:;a;b)dx :%J‘(x—a)(x—b)dx =

_(b —Cl)3 "
> (), n €la,b].

Beloliklo,
b 3
J1@is =2t @+ sen-C= . )

Buradan da

b—

2a[f(a)+f(b)]-

b
Jf@)dz =

b
Bu onu gostorir ki, J. f(z)dz inteqralin toqribi qiymati kimi
a
trapesin sahasi gotiiriiliir. Buna gora do (3) diisturuna sado tra-
peslor diisturu deyirlor (Sokil 9).

y=f(x)
A=A

f(a) 1

0 ry
[ d
Misal. _[ 2—35 inteqralini sado trapeslor diisturu ilo he-

07 —6x+9

sablaym va alinan toqribi qiymati doqiq qiymatls miigayise edin.
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Holli: ©vvalco, sads trapeslor diisturunun kdmoayi ilo verilon
inteqralin toqribi qiymatini hesablayaq:
1

dx _1-0 1 _
J - <00 ¢ f1= 1 11O+ £

21[2 1 e ] }:l[hl} 13 018,
C200°-6:0+9 1°-6-1+9] 219 4] 72
Indi iso verilon inteqrahn doaqiq qiymatini tapaq:
Jodo (o 1111
0T —6.7:+9 o(T— 3) x - 3 2 3 6
Goriindiiyli kimi, Verllgn inteqralin toqribi qiymseti onun
PR - 13 1_1 -
doqiq qiymoatindon — ——=—=~ 0,014 godar forqlonir. Bu xota,
qiq qry 6 1 q q
sado trapeslor diisturu ii¢lin normal xata hesab olunur.
Diizbucaqglilar diisturunda oldugu kimi, trapeslor diisturunda
da, b-a kafi godor kigik odod olmadiqda [a,b] parcasini m
barabar hissoya bolorok, alinan hor parga ii¢iin bu diisturu totbiq
edirlor. Onda

b
[ f@)da :%[f(a)+ 2f(a+h)+2f(a+2h)+..+

(b_a)3 "
+2f(a+(m-Dh)+ f(D)]—~———=-1"(E) [£e(a,b)]
12m

Vo ya

b
[ r(@)da :h[w+f(a+h)+f(a+2h)+...+

(b-a)’
M,.
12m2 3

+f(a+(m —l)h)} -

Burada h = b

vo M, = max |f"($)|
m alx<b

Aldigimiz sonuncu diistur, imumilogmis trapeslor diisturu ad-
lanir (Sokil 10).
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yA

fa)f-----m o - y=f(z)
f@m)4-----— - !
fdd----< : :
1 | . ! !
f(-’l?o) ! : : : :
| 1 1 | |
T
i i | | |
L e

) [CET R T S S

Sakil 10.
3x+5

1
Misal. m =5 gotiirmoklo, j
0 2x+4
mis trapeslor diisturu ilo hesablayn.
Holli: m =5 oldugundan verilon inteqral tiglin imumilosmis
trapeslor diisturu

dx inteqralmi, imumilos-

b
| f(x)da;zh[w+ Fa+h)+ fa+2h)+..+ f(a+(5—l)h)} =

:h[M+f(a+h)+f(a+2h)+f(a+3h)+f(a+4h)}

kimi olar. Homginin, m =5 oldugu ii¢iin:

p=b=e_1=0_g;.
m
g 3z+5
Indiiso f(z)= Y
a=0;
a+h=0+0,2=0,2;
a+2h=0+2-0,2=0,4;
a+3h=0+3-0,2=0,6;
a+4h=0+4-0,2=0,8

funksiyasinin
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Vv

b=1
noqtalorindaki qiymatlorini hesablayaq:
3-0+5_5
= ~1,25;
1= 2.0+4 4
f(oz)_M:ﬂzLy;
2:02+4 11
f(04)_ﬁ 31 ~1,29:
2:04+4 24
f(()@_M 17 ~1,30;
2-0,6+4 13
3-08+5 37
0,8 ——=—z1,32;
f08) 2-08+4 28
3-1+5_4
= ~1,33.
fh= 2.1+4 3

Bu qiymotlori timumilogmis trapeslor diisturunda nozors
alsaq'

3x+5d ~02[M+f(02)+f(04)+f(06)+f(08)}
2.73+4

~02- [% 1274129413+ 1,32} = 026,47 =1294 .

Artiq malumdur ki, trapeslor diisturunda xota

I a)
RZ 12m 2 3
kimi hesablanir. Burada M, = max | f”(m)| Demoli, xatan1 qiy-

a<z<b
motlondirmok ii¢lin, avvalco verilon funksiyanin ikinci tortib to-
romoasini vo bu téromonin [0,1] par¢asindaki maksimumunu tap-

maq lazimdir. Onda
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f,(x):(3x+5]': 2

20+4)  (2u+4)°
" _ 2 16 +32 8(2$+4)_ 8
J'(@) = 2| T A 47 3°
Qx+4) 2z +4) Qx+4) Qx+4)
14 8 1
M, = max T max |—-——| ==
= |7 @)= Qu+4)| 8
olar.
Beloliklo,

1-0)° 1 11
=— == = ~-0,00042.
2 12.52 '8 300 8

Indi do, ododi inteqrallama trapeslor iisulunun hondosi inter-
pretasiyasini verok.

Trapeslor iisulu hondesi olaraq, hiindiirliyti &=z, —z;
(:=0,1,2,...,m—1), oturacaqlar1 iso f(z;) (¢=0,1,2,...,m)
adadlaring barabar olan diizbucaqli trapeslorin sahalori comi kimi
ifado olunur (Sokil 10). Dogrudan da, sokil 10-a goro

J'f( Yz ~ M (z, _-730)4'%'@2 —z) e+
SRLCTRIEY I Y HRIES 5 R
yaza bilarik.

Sonuncu barabarlikdo
h=z,,-z;, (:1=0,1,2,....,m-1)
Vo
Tg=a,r,=a+h,z,=a+2h, ..., x,, =a+mh=0

miinasibatlorini nozors alsaq:
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b
J F@xde = 2L f @)+ £+ f@)+ Fea) + )+
+ f(a:m—l) + f(a:m—l) + f(a:m)] =
Z%'[f(ﬂfo) +2f(x) +2f(z)) +--- 4 2f (2, ) + f(2,)] =

:h-[W*—f@a)+f(-73z)+"'+f($m—1)} -

=h-[Mwuﬁm+-.-+f(a+(m—1)h)}

alarig. Bu iso iimumilogmis trapeslor diisturudur.

Miiayyan inteqrallarin toqribi qiymatinin tapilmasi ii¢iin timu-
milosmis trapeslor diisturunu totbiq etdikdo, verilon inteqralin
toqribi qiymati, onun daqiq qiymotindon strixlonmis (Sakil 10)
saholorin comi qodor az olur. Yoni bu halda xota strixlonmis sa-
hoalorin comino borabor olur. Qeyd edok ki, imumilogmis tra-
peslor diisturunda kifayot godor ¢ox sayda diiyiin ndqtolori gotiir-
moklo, meydana ¢ixan xotani ohomiyyatli dorocodo azaltmaq
olar.

Nohayot, n =3 (k =0) qgobul edok. Burada k£ =0 yazilisi, a

va b noqtalorinin 6zlorinin do diiyiin ndqtaleri olmasini, n =3
yazilist iso [a,b] parcasinda

L =a, Tr= , T =b
1 2 > 3
kimi li¢ diiylin noqtosinin oldugunu gostarir.
a+b

Bu halda a, vo b diiyiin noqtolori ligiin parabolik Lag-

ranj ¢oxhadlisi asagidaki kimi olar:
(m— a;b)(x—b)
Ly(r) =32t f(a)+
(a ~a 5 )(a —-b)
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N (z—a)(z-0b) 7 a+b N
)

(a+b )(a+b
—-a -b
2 2

Onda

b b
[f@)dz = [ L, (@)dz + R,

a a+b
[f(a)+4f( : )+f(b)}+R3, )

Ry =i(x—a)(g;— a;bj(x—b)f(x;a;a;b;bjdx. (5)

(4) diisturuna sado Simpson diisturu deyirlor.
1

} F(z)de =2

6
Misal. j L 5 1 s inteqralini sado Simpson diisturu ilo hesab-
0x°+1
layaraq alinan toqribi qiymati doqiq qiymatlo miiqayiso edin.
Halli Ovvalco, verilon inteqrahn doqiq giymaotini tapaq:

J-m +1 _J(SE +D)(z* -2 +1) :j (z* =2 +1)dz =
0

2

1

oxr” +1 z°+1
11,13

5 .3
=L g = ==,
5 3 o 3 3 15
Indi iso sado Simpson diisturu vasitesi ilo verilon inteqralin
toqribi qiymatini hesablayaq:

1 6
el el oo

oL +

(1)6

6 ol B S

1 02+1+4_ 2 i +12+1 1(“4 13 1):1.
6 |0°+1 (1) 1 I“+1| 6 8

"6 16
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Demoli, verilon inteqralin toqribi qiymeti onun doqiq qiymoe-
tindon 7 13_1 ~ 0,0083 qodor forqlonir. Bu iso, sado Simp-
8 15 120
son diisturu ii¢iin boylik xota hesab olunmur.
Indi iso Simpson diisturunun qaliq haddini hesablayaq. (5)
diisturu vasitasilo galiq haddi sadolosdirmok miimkiin deyil. Bu

diistur iiclin orta giymot teoremini totbiq etmok olmaz, ¢iinki

(z— a)(m _a ; a](m —b) funksiyast [a,b] parcasinda 6z isarasini

saxlamir. Ona gorodo Simpson diisturunun gqaliq hoddini hesab-
lamaq ti¢lin basqa lisuldan istifado edok.
Elo tigdoracoli H;(z) goxhadlisi quraq ki, bu ¢oxhodlinin

a+b

,b noqtalorindaki qiymatlori f(x) funksiyasnm uygun

qiymatlori ilo ist-iisto diigsiin vo

(5

barabarliyi 6donsin. Tolob olunan H;(z) ¢oxhadlisini asagidaki

sokildo axtaraq:
Hy(a) =L2(x>+K(:v—a>(x—“*b](x—b>,

burada L,(z) funksiyas! a, 2b b noqtalori vo f(x) funksiyasi

ticlin qurulmusg Laqgranj ¢oxhodlisidir.
Aydmndir ki,
Hy(@) = ). 1“5 )= 1[0 )= foo
Qeyd edok ki, K odadi elo secilir ki,

(5

sarti do 6donilsin.
Onda
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b
J.(a:—a)(x— a;bj(x—b)dx =0
oldugundan
b b
[ f@)de =[ Hy(x)da+ Ry
yaza bilarik.
Beloliklo,

b 2
R3:J.(x—a)(a:—a;b) (x—b)f(x;a;a;b;a;b;bjdx.

Inteqrala orta qiymot haqda teoremi totbiq edorok:
d 2 5 £(4)
i, Ca+b) . o _(b=a) ST
Ry = 2 _([ (z—a) x 5 (z—b)dzr = > ) o0

oldugunu alariqg.

2
a;b) (z—b) vurugu [a,b]

Askardir ki, burada (z — a)(z -

par¢asinda homiso 6z isarosini saxlayir.

Diizbucaqlilar va trapeslor tisullarinda oldugu kimi, burada da
b—a forqi kifayot godor kicik olmadiqda, [a,b] parcasint 2m
barabar hissoys boliib, hor kicik parca iiglin Simpson diisturunu
totbiq edorok:

6m

b
[ f@)dr =" f(a) + 4f(a+ 1)+ 2f(a+2h) + 4f(a+3h) +

+2f(a+4h)+..+4f(a+(2m—-1)h)+ f(a+2mh)] -

_(b—_a )5 [
2 ) 9om*
oldugunu alariqg.
Aldigimiz sonuncu diistura iimumilosmis Simpson diisturu
deyilir.
Qeyd edok ki, imumilogmis Simpson diisturunun qaliq hod-
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dini

R - (b—ajsf(‘”(n)_ (b—ajs M,
377 4 4
2 90m 2 90m

kimi do yazmagq olar. Burada M, = max | fPw@).

Misal. m =5 qobul edorak, J. 5 inteqralint imumilogmis

1+2°
Simpson diisturu ilo hesablayin.

Holli: Masalonin sortino géro m =5. Onda verilon inteqral
ticlin imumilogmis Simpson diisturunu

: b—a
{ f@)dr ===

+2f(a+4h)+...+4f(a+2-5-Dh)+ f(a+2-5-h)]=
;b a[f(a)+4f(a+h)+2f(a+2h)+4f(a+3h)+

+2f(a+4h)+4f(a+5h)+2f(a+6h)+4f(a+Th)+

+2f(a+8h)+4f(a+9h)+ f(a+10h)]

kimi yaza bilorik. Eyni zamanda m =35 olmas1 sortindon
2m =10 vd

alariq.

Indiiso f(z)= ! 5
I+

a=0;
a+h=0+01=0,1;
a+2h=0+2-0,1=0,2;
a+3h=0+3-0,1=0,3;
a+4h=0+4-0,1=0,4;
a+5h=0+5-01=0,5;
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a+6h=0+6-0,1=0,6;
a+7h=0+7-0,1=0,7;
a+8h=0+8-0,1=0,3,;
a+9%=0+9-0,1=0,9
Vo
b=a+10h=0+10-0,1=1
noqtalorindaki qiymatlorini hesablayaq:

f=— =l fO.1) = 1+1), 5099
f02)=— (1),22 ~096;  f(03)= 1+(1)’32 ~0,92;
f04=— (1),42 <086 J03) = =080;
f0.6)=— (1),62 <0745 0=y ~ 06T
fO8)=- I = =061; f09)= L__~055;
fa )—l 505

Aldigimiz qiymatlori imumilogmis Simpson diisturunda no-
zsrs alsaq:

j dz_ l 0,1-[£(0) +4£(0,1) + 2£(0,2) + 4£(0,3) + 2.£(0.4) +
14 f(0,5) 1 2(0,6)+4£(0,7) + 2£(0,8) + 4£(0.9) + f(1)] =
:% -0,1-{/(0) +4[f(0.) + f(0.3) + f(0,5) + f(0,7) + f(0,9)] +
+2[£(0,2) + f(0,4) + f(0,6) + f(0.8)] + f(1)} =
- % .0,1- {14 4[0,99 + 0,92 + 0,8 + 0,67 +0,55] +
200,96 + 0,86 + 0,74 + 0,61+ 0,5} = 0,7853.
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Artiq bilirik ki, Simpson diisturunda xata

Ry :—(b _a)5 —M4

2 ) 9om*
kimi hesablanir. Burada M ,=max A (x)‘ . Demali, xatan1 qiy-
a<z<b

motlondirmok ii¢lin, verilon funksiyanin dordiincii tortib toromo-
sini vo bu téromonin [0,1] par¢asindaki maksimumunu tapmaq

lazimdir. Onda alariq ki,

2x
v =——"
f= (1+ j (1+2%)?
2z 622 -2
f”(.fE | _ _ :
) (l+:E2)2 (l+:52)3
m 6$2 -2 24.CE(£E2 —1)
f"(x)= =— ;
) (1+2%)° (1+z%)*
[y <[ 2@ =D _ 246} -1027 41
A+z%)* (1+22)°
4 1002
My = max | 4 ()| =m 240 1027 +D )| oy
0<z<1 0<L<1 (14_1: )
Demoli,
5 5
R3=—(b_a) My =—(1‘0] 24~ -0,0000133333.
2 90m 2 90-5
Belalikla,

| Rs| ~0,0000133333.

§3.3. Orta kvadratik yaxinlasmalar

Bilirik ki, interpolyasiya masalosinin hoalli zamani funksiya
elo ¢oxhadli ilo ovoz olunur ki, bu ¢oxhodlinin diiylin noqtalos-
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rindoki qiymatlori ilo, verilmis funksiyanin bu ndqtolordaki qiy-
motlori list-iisto diigsiin. Lakin bir ¢ox praktiki masalolordo belo
interpolyasiya olverisli olmur. Buna goro do verilmis funksiya
ticlin elo ¢oxhadli qurulmalidir ki, bu ¢oxhadli ilo verilon funk-
siyanin forqi biitlin pargada sifra yaxin olsun, yani minimum qiy-
mat alsim.

Ovvolco imumilogmis goxhadli anlayisini daxil edok.

Tutaq ki, hor hansi [a,b] pargasinda toyin olunmus vo xotti
asili olmayan {p,(z)} (¢=0,1,2,...,n) funksiyalar sistemi veril-
misdir.

Qeyd edok ki, adoton, ¢,(z) funksiyalar1 ovozino praktikada

Po(2) =1, (2) =7, () = 2%,..,0, (1) = 2"
Vo ya
¢o(x) =1, () =sinz, g,(z)=cosz, y(z)=sin2z,
@4(z) =cos2z,..., @y, (z) =sinnz, @,,(r)=cosnz...
Vo ya
Po(2) =1, p()=¢", py()=€,..., g, (x)=€""...
kimi funksiyalar sistemi gotiiriirlor.

{p;(z)} funksiyalar coxlugundan n+1 sayda funksiya gotii-

rlib onlarin asagidaki xotti kombinasiyasina baxagq:
D, () = copo(2) +¢191(2) + ...+ €, 0, (2).
Burada c¢,¢,...,c, hoqiqi odadlordir. @, (z) funksiyasma ¢ (),
©(2),...,¢,(x) sistemino goro imumilosmis coxhadli deyilir.

Orta kvadratik yaxinlagma masalesi agagidaki kimi qoyulur.
[a,b] parcasinda toyin olunmus f(x) funksiyasi ii¢lin elo

@, (z) imumilosmis ¢oxhadlisi qurmagq talob olunur ki,

b
S =[[f(@)-@,, (@) dv (1)
inteqral1 vo ya
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=3 [f(z) =P, @) ¥)
i=0
comi minimum qiymaot alsin.
Forz edok ki, [a,b] parcasinda toyin olunmus f(z) funksiyasi
analitik sokildo verilmisdir. ¢;,c,,...,c,, adalorini elo segak ki, (1)

ifadosi kifayot qodar kigik olsun. Burada ¢, c,,...,c,, odolori

D, (v)=cpy(z)+...+c,0,,(T) (3)
tUmumilosmis ¢oxhadlisinin omsallari, {@,(z)} (a<z<b) iso
xatti asili olmayan kasilmoz funksiyalar sistemidir.

b
J(€15C20sC) = [[f(@) = @, () da 4)

isarolonmosini aparaq. Aydindir ki,

b
aJ(Cl,aCz,...,cm) — _2J.[f(x) — (Dm(x)]q)k(gj)dx (k = 0,1,...,m)-
Ck a

Onda ¢; omsallarin1 tapmaq ti¢iin asagidaki xatti cobri tonliklor
sistemini alariq:

b
J.[f(a:) -®, (2)]g,(x)dz=0 (k=0,,..,m)

Vo ya

> @) =(fr) (k=012,..,m). )
i=0
Burada (¢;,¢;) vo (f,9;) uygun olaraq,

b
(@500 = [0, (@)p(2)dz,

b
(F0) = [ F@)p(w)da
kimi skalyar hasillordir.
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Aydmdir ki, {p;(z)} funksiyalar sistemi xotti asili olmayan

sistem oldugundan, (5) sisteminin determinant1 sifirdan forqli
olar. Buna gora do (5) sisteminin yegano holli var.

Qeyd edok ki, {p,} sistemi ortonormal sistem togkil etdikdo,
yoni
0, i1#k

olduqda, (5) sisteminin holli

ck = (fa(ok) (k = 0713--'777’)
diisturlari ils tapilir.
Aydmdir ki, ¢; omsallar1 ii¢iin tapdigimiz bu qiymatlori (3)

coxhadlisindo nozors alsaq, tapdigimiz ¢coxhadli (4) funksiyasina
minimum veracak.
Indi iso bozi xiisusi hallara baxaq. Forz edok ki,

p(x)=12" (i=0,1,...,m).

Bu halda axtarilan

D, (z)=cy+c(x)+..+c,z™
coxhadlisi m daracali olar vo bu ¢oxhadlinin omsallarini

m (b b

Z[Ixidmjci = _[f(x)dm,

i=0 u

b

iﬁxmdm}ci = Ixf(x)dm,

a a

iﬁx“mdm]ci = _b[acmf(x)dm

1=0 a

sistemdon toyin emok olar.
Indi iso tutaq ki, f(z) funksiyasmin on kicik miisbot dévrii

27 -ya borabordir. Onda
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Vo
oo(z) =1, @/(z)=sinz, @,(z)=cosz, @;(x)=sin2xz,
@4(z) =cos2z,..., @y (z) =sinkz, @,,(z)=coskz

yaza bilarik.
Bu halda axtarilan ¢oxhadli

n
®,,(z) =D _(c;cosiz +d; sin ix)
i=0
soklindo trigonometrik ¢oxhadli olar vo onun omsallarini

1 2r 1 2z 1 2r
COZ—J.f(J?)dLE, cl-:—J.f(a:)cosix dz, di:—J.f(a:)sin 1 dr
27, Ty Ty
diisturlar1 vasitasi ilo tapmagq olar.
Misal. Analitik sokildo verilmis f(z)=|z|-z, =ze[-1,1]

funksiyasindan, on az meyl edon birderocoli @,(z)=c,+cx

coxhadlisini qurun.
Holli: ©vvalco, ¢y(x) =1, ¢,(z) =z se¢ak. Onda (5) borabor-

liyina asason:

{CO(¢O’¢O)+CI(¢Ov(pI):(fa(po)a (5)

co(@r.00) +ci(@.0) = (f. 1)
yaza bilorik. Sonra isa

b
(©:01) = [ @) (@)dz
Vo '

b
(F0) = [ F@)p(w)da

diisturlarindan istifads edorak, 1=0,1 vo k£=0,1 giymatlori ii¢lin
(@;,91) vo (f,9,) skalyar hasillorini hesablayaq:

126



1 1
-1 -1
L LT )
- (-1
(®,91) :[1 5 . 5 >
p 31 3 3
: T ° (=D _2
(@1, 91) £ I 3 :
0

1 0 )
(f,p) = _[(| r|—z)dzr = —_[J:dx = —%
-1 ]

1 0 3 0 3 1 3
o)=l(z|-2)zde=—22de=—L =- o :—l.
() _jl(| |~a) jl a8 (3 =3
Alnan bu qiymatlori vo (¢,¢,) = (¢;,¢,) oldugunu (5") sis-
temindo nozors alsaq:

2'00 +001 :%,

1
2' l, Za
2 1 =2 21 = 1
0-co+2c, =—L g =—-, S
0T3S R A=y
olar.

Belolikla, aliriq ki, ®,(z) = i—%m

Indi iss forz edok ki, y = f(z) funksiyasi, z,,7;,...,z, diiyiin
noqtolorindoki y; = f(z;) (¢=0,1,2,...,n) qiymsetlori ilo veril-
migdir. ¢,c,,...,c,, ododlorini elo se¢ok ki, (2) ifadesi kifayot
qadar kicik giymat alsin. Bunun tigiin

J(e1sCaoensCr) = 2 [f(2) =@, (z)]
i=0

funksiyasma minimum veron ¢; omsallarmi asagidaki tonliklor
sistemindon tapmaq lazimdir:

127



o] &
——=-2) [f(z;)~ D, (z)lp(z;) =0,
dey, i=0
> Aga;=F, (k=0l...m), (6)
Jj=0

burada
Ajk = Z(Pj(iﬂi)(/)k (z;), F,= Zf(%)(/)k (z;).
i=0 =0

Aydmdir ki, {p;(z)} funksiyalar sistemi xotti asili olmayan

sistem oldugundan (5) sisteminin determinanti sifirdan forqli
olar.
0 (2),9,(2),..., @,(x) funksiyalar sistemi xatti asili olmayan

sistem oldugundan aliriq ki, (6) sisteminin determinant1 sifirdan
forqlidir. Buna gora do (6) sisteminin yegano holli var. Tapilan
c;-lorin bu qiymetlorini (3)-do yerino yazsaq, axtarilan ¢oxhod-
lini tapmis olariq.
Indi iso bozi xiisusi hallara baxaq. Forz edok ki,
e (r)=12" (i=0,1,..,m).
Bu halda axtarilan
D, (v)=cy+cr+..+c,z™"
coxhadlisi m daracali coxhadli olar vo onun omsallar1 asagidaki
sistemdon toyin edilor:
ACo + Q1€ +ArCy +... 40, C =,
a1Co + Ay + 03¢ + ooty 1Coy = Q15

amCO +am+1cl +am+202 +...+a2mcm = qm.

Burada
g =Y. 10 (k=01..2m), g, =Y 2 f(z;) (k=0L..,m).
=0 =0
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Indi iso forz edok ki, f(z) on kigik miisbot ddvrii 27 -ya
21

barabor olan funksiyadwr, a=0, b=27, m=2k+1, z;
n

(@=0L...n) vo @)x)=1, ¢(z)=sin(z), @,(z)=cosz,...,
@51 () =sinkz, @,;(z) =coskz. Bu halda axtarilan coxhadli

k
®,,(z) = _(c; cosiz +d; siniz)
i=0
kimi trigonometrik ¢goxhadli olar. Sonuncu ¢oxhadlinin amsallar1
n—1 n—1

1 2 .
Co = _Zf(xj)v G = _Zf(xj)cosmja
" j=0 " j=0

n—1

d; :32f(xj)sin ir; (i=12,..,m)
n s .

diisturlar1 vasitasi ilo toyin olunur.
Misal. Qiymotlori agagidaki cadvallo verilmis y = f(x) funk-

siyasindan on az meyl edon birdorocoli @,(z) = ¢, + ¢,z ¢oxhad-

lisini qurun.

fay | 1 [ o7 | 03 ]

Holli: @y(z) vo ¢(x) funksiyalarini uygun olaraq ¢,(z) =1,
¢,(z) = kimi secok. (6) diisturlarindan vo funksiyanin codvel-
doki qiymotlorindon istifado edorok, :=0,1,2 vo k£=0,1 qiy-
motlori liglin (¢,,¢;) vo (f,p;) skalyar hasillorini hesablayaq:

2 2
(@0.00) = D @0 (@)pp(z) = D (1-1) =3;
i=0 i=0

2 2
(@0,0) =D 0@ (x) =D (1-2,) =0+0,2+0,5=0,7;
i=0 i=0
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2 2
(@1.0) =2 (@)= (z;-7,)=0"+0,2° +0,5" =0,29;
i=0 i=0

2 2
(f.00) = D @) f(z) =D [1- f(x)]=1+0,7+03 =2;
i=0 i=0

2 2
(f )= ¢ (2) f(x)=)_[z-f(x;)] = 01+0,2:0,7+0,5:0,3=0,29 .
i=0 i=0

Alnan bu qiymatlori vo (¢, ,9,) = (¢,,¢,) miinasibatini (5")
sistemindo nozors alsaq:

377
{3'CO+0,7'01:2, N CO_%’
0,7-¢y+0,29-¢, =0,29, . 53
38
olar.
Demoli, aliriq ki, ®@,(z) = 377 _33,.
380 38

§3.4. Qauss kvadratur diisturu

Bilirik ki, Nyuton-Kotes diisturlar1 vo onun xiisusi hallar1 bir-
birindon barabor mosafodo yerloson dilyiin ndqtolori tiglin totbiq
olunur. Diiyiin ndqtolori iizorino qoyulan bu mohdudiyyat iso
homin diisturlarin doqiqliyinin azalmasina sobab olur. Lakin elo
kvadratur disturlar var ki, bu diisturlar {igiin diiylin ndqtolori
arasindaki mosafo miixtolif ola bilor. Belo diisturlardan biri do
Qauss kvadratur diisturudur.

Ovvolco, istifado edocoyimiz Lejandr ¢oxhadlisi haqqinda bo-
zi molumatlar1 verak.

Asagidaki kimi qurulan ¢oxhadlys Lejandr coxhadlisi deyilir:

L 4" 2 y] (n=01.2....).

Pn(x) = 2l da”
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Indi iso Lejandr ¢oxhadlisinin osas xassalarini qeyd edok:
) P()=1, P,(-)=(-D" (n=0,1,2,...);

1
2) _[ P (z)-Q,(x)dz =0, burada @, (), dorocesi n -don kigik
-1

olan %k doracali ixtiyari ¢oxhadlidir;
3) P,(z) Lejandr ¢oxhodlisi (—1,1) intervalinda n sayda miix-
tolif hoqiqi kdke malikdir.
Asagida ilk bes Lejandr coxhadlisinin ifadosi verilmisdir:
Fy(z)=1;
P(z)=z;

Py(z) =§(3x2 -1

Py(z) = %(5353 -31);

1
. 8

Indi do Qaussun kvadratur diisturunun ¢ixarilisina baxaq.
Tutaq ki, [-1,1] par¢asinda toyin olunmus y = f(¢) funksiyasi

Py(x)==(35z" 3022 +3).

verilmisdir. Belo bir sual qoyulur: ¢,t,,...,¢, noqtelorini vo
A ,4,,..., A, omsallarni neco segok ki,

1 n
[f@ydt =3 Afct) (1)
-1 1=1

kvadratur diisturu doracosi miimkiin goador yiiksok olan biitiin ¥
daracali f(t) coxhadlilori iiclin doqiq 6densin? Goriindiiyii kimi,
burada n sayda t; doyisenlori vo n sayda A, (¢=1,2,...,n)
sabitlori istirak edir. Diistura daxil olan 2n —1 doracali ¢oxhadli
iso 2n sayda omsallarla toyin olunur. Demoli, bu halda ¢ox-
hadlinin maksimal doracosi N =2n —1 kimidir.

(1) diisturunun dogrulugu iiclin zoruri vo kafi sort homin
diisturun

f)=1¢ t2,..., t*"!
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funksiyalar1 ticlin do dogru olmasidir.
Dogrudan da,

1 n
[tHde=> Atf (k=0,12,...,2n-1) 2)
-1 1=1

Vo
2n—1

fity=>.C "
k=0

qsbul etsok, alar1q ki,
2n—1 2n—1 n n 2n—1

J f(tydt= ch J thdt= chZAzt =>4 cht —ZAZf@)
k=0 i=1 k=0
Belshkla, "

2
j.tkdt _1- D" Lk ciit odod oldugda,

=1k+1
k+1 0, & tok odod olduqda

miinasibotini (1) barabarliyinds nazars alaraq, qoyulan masaloni
holl etmok iiciin tapilmasi tolob olunan ¢, vo 4, (¢=1,2,...,n)

komiyyatlorini asagidaki 2n sayda tenliklor sistemindon toyin
edo bilorik:

........................ 3)

Gorilindiiyli kimi, aliman (3) sistemi geyri-xotti sistemdir vo
onun sado tsullarla hoalli boylik riyazi ¢otinliklor yarada bilor.
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Ona gorado bu sistemi holl etmok iigiin asagidaki kimi ononovi
olmayan iisuldan istifads etmok olar. indi bu iisulla tanis olaq.

f=t"Pt) (k=0,1,2,...,n-1)
soklinda verilon ¢oxhadliloro baxaq. Burada P, (t) Lejandr gox-

hadlisidir.
Aydindir ki, bu ciir qurulan ¢oxhadlilorin dorocasi (2n —1)-i

asmir. Ona goro (3) sistemino osason, bu coxhadlilor tigiin (1)
diisturu 6donir vo

1 n
[Pt =Y AtfP,(t) (k=0,12,...,n=1). (4
-1 1=1

Digor torafdon do, Lejandr ¢oxhadlilorinin ortoqonalliq xas-
$9sing (xasso 2) goro

1
j t"P ()dt=0 (k<n)
-1

yaza bilarik.
Demoli,

S AP (t)=0 (k=0,1,2,...,n-1). (5)
i=l1

Ogor (5) boraborliyindo
P.(t)=0 (:=0,1,2,...,n) (6)

gotiirsok, onda bu baraborlik A, -lorin biitiin qiymatlori tigiin dog-
ru olar. Yoni ¢, noqteleri ii¢iin (1) kvadratur diisturunda kifayaot
gador doqiglik oldo etmok iiclin diisturdaki uygun Lejandr
coxhadlisini sifra gevirmok zoruridir.

Qeyd edok ki, ¢, arqumentlorinin qiymatlorini bilmaklo, (3)
sisteminin ilk n sayda xotti tonliyindon 4, (:=0,1,2,...,n) om-
sallarin1 asanligla tapmagq olar. Bu sistemin determinanti

D=]]@-t;)=0

>7
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kimi Vandermond determinantidir. Demoli, buradan A, -lori bir-
qiymatli toyin eds bilorik.

(1) diisturuna Qaussun kvadratur diisturu deyilir. Burada ¢, -
lor, P,(t) Lejandr ¢oxhadlisinin sifirlari, A, -lor iso (3) sistemi

vasitosi ilo toyin olunan omsallardir.
Indi iso Qauss kvadratur diisturunun

b
J. f(x)dx

soklindoki inteqrallarin hesablanmasina totbiqino baxaq. Burada

x:b+a+b—at

2 2

kimi ovazlomo aparsaq:
1

’jf(m)dx:b;aff(b;a+b;atjdt

-1

alariq.
(1) Qaussun kvadratur diisturunu sonuncu inteqrala totbiq
etsok:

b n
[ Fayde =220 Af@) ()
u i=1
yaza bilorik. Burada
$i:b;a+b;ati (7;:1,23-“777’)7 (8)

t;-lor iso P, (t) Lejandr ¢oxhadlisinin kokloridir. Yoni
P.(t)=0 (i=1.2,...,n).
Alnan (7) Qauss kvadratur diisturunun gqaliq hoddi asagidaki
kimi tapilir:

Rn _ (b _ a)2n+1(3n!)4f(2n) (5) , g e [a,b] .
[T (2n+1)

Buradan aliriq ki,
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135

1 b—a 7 (6)
R3:15750(T) S

1 b—a) ®)
Ry = ~ ;
4 3472875( 2 ]f ()

Ry=——] (b;“]nf“)(é);

N A PAC!

1237732650

13
I b—a)" 12
R, = |

° 648984486150( > ] f77(E) vass

Misal. n =3 qobul edarak, J. 1+; dr inteqralin1 Qauss
2+32°

kvadratur diisturu ilo hesablayn.
Holli: ©vvalca ti¢ daracali Lejandr ¢oxhadlisini yazaq:

Py(t) :%(5t3 _31).

Buradan %(St3 —3t)=0 vyazaraq tapiriq ki,

3 3
h=—]>, t,=0, t;=[>.
1 5 2 3 5

Sonra iso (3) sistemindon istifado edorok, A, A, vo 4
omsallarin1 toyin edok:

A+A +A,=2

e

3A+ A3_
3

Buradan
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5 8

A =A==, A ==.

=47y Ty

Artiq uygun Qauss diisturunu yazaraq verilon inteqrali he-
sablaya bilorik:

If<“dt" {sf( \[_]+sf<0)+sf(vﬁgj}

2 2
l+(— 2] 5 l+(\/§]
=—|5- +8- 1+0 +5-

—

\O
[\
+
(O8]
VR
|
%‘
N—
[\
[\
+
(O8]
(e
[\
[\
+
(O8]
VR
%‘
N—
[\

3 8 8
I+= = =
_l _|_8 __|_5 5 _2.i+ﬂ+2.i:
9 2421 519 9 519
5 5 5
_180 i:—~09123
171 9 57

§3.5. Cebisev kvadratur diisturu

Asagidaki kimi kvadratur diistura baxagq:
1 n
[f@ydt =3 Bft), (1)
1 i=1

burada B, -lor sabit omsallardir.
Cebisev toklif etmisdir ki, (1) diisturunda ¢, (i=1,2,...,n)

arqumentlorini elo segmok lazimdir ki, bu arqumentlor iiglin
asagidaki sortlor 6donsin:

1) B, kvadratur omsallar1 bir-birino barabar olsun;

2) (1) kvadratur diisturu doracesi n-i asmayan istonilon
coxhadli tigiin doqiq 6donsin.
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Indi iso bu sortlor daxilinds B; omsallarinm vo ¢; arqument-
lorinin neco se¢ilmosi masalasini arasdiraq. Forz edok ki,
B =B,=B;=---=B,=DB,
vo f(t)=1.Onda

yaza bilorik. Aliriq ki, B = 2 .
n
B -nin tapdigimiz qiymatini (1) diisturunda nazors alsaq:
1 n
2
[r@ydt==3"ft) 2)
-1 L

olar. (2) diisturuna Cebisev kvadratur diisturu deyilir.

Qeyd edok ki, ¢; arqumentlorini toyin etmak {iglin (2) diisturu

f)y =t 2,6, "

soklindoki funksiyalar iiclin 2) sortini doqiq O0domolidir. Bu
funksiyalar1 (2) diisturunda yerino yazsaq ¢, mochullarmi toyin
etmok tiglin asagidaki tonliklor sistemini alariq:
b+t +t3+---+1, =0,
ﬁ+é+@+m+ﬁ:§,
B+t +8 ++1 =0,

ot et et =1, )

n[l - (=DJ""!

20n+1)

Cebisev gostormisdir ki, (3) sisteminin hoalli n doracali cobri
tonliyin hallorinin tapilmasina gatirilir.

t o+t +t + ) =
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Asagidaki codvoldo n =2,3,...,7 qiymatlori ii¢iin (3) siste-
minin koklorinin qiymaetlori verilmisdir:

n ) t; n ) t;
2 1;2 | ¥0,577350 | 6 1;6 | ¥0,866247
3 1;3 | ¥0,707107 2;5 | ¥0,422519
2 0 3;4 | ¥0,266635
4 1;4 | ¥0,794654 | 7 1;7 | ¥0,883862
2;3 | ¥0,187592 2;6 | ¥0,529657
5 1;5 | ¥0,832498 3;5 | ¥0,323912
2;4 | ¥0,374541 4 0
3 0

Qeyd edok ki, S.N. Bernsteyn gostormisdir ki, n =8 vo
n >10 oldugda (3) sisteminin hoqiqi hoalli yoxdur. Bu iso Ce-
bisev kvadratur diisturunun ¢atismayan cohatidir.

Misal. n=3 qobul edorok, Cebigev kvadratur diisturunu
qurun.

Holli: t; (¢=0,1,2,...,n) machullarmi toyin etmok mogsadi
ilo (3) miinasibotlorindon istifado etmoklo asagidaki tonliklor
sistemini yazaq:

G+t +t3=0,
t oty +t3 =1, (4)
t+t3+13 =0.

Koklor tigiin asagidaki kimi simmetrik funksiyalar quraq:

Ci=t+t +1,
Cy = bty + ity + bty

Onda (4) sistemino osason
Cy = L[ty +ty + 1) (2 + 2 +12)] = L0-1)=-L;
2 =5l 1 Tl Tk 5 %
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1
C, =g[(tl+t2+t3)3—3(t1+t2+t3)(t3+t§+t§)+2(tf+t§’+t§’)]=0

yaza bilorik. Buradan ¢ixir ki, ¢, -lor
Vo ya
£-Li=o
2
komokei tonliklorinin kokloridir. Sonuncu tonliyi hoall edorok
tapiriq ki,

Beloliklo, aliriq ki,

_jlf(t)dt = %H— %] +1(0)+ f[%ﬂ .

Bu iso axtarilan Cebisev kvadratur diisturudur.
Qeyd edok ki, Cebisev kvadratur diisturunu

b
[ f@)dz

soklindo verilmis inteqrala totbiq etmok {i¢iin bu inteqrali,
a<x<b pargasini, —1 <t <1 parcasma kd¢iiron
o= b+a + b—a "
2 2
ovozlomasi vasitasi ilo ¢evirmok lazimdir. Daha sonra ¢evrilmis

inteqrala (2) Cebisev diisturunu tatbiq edorok

b n
JH@r =223 fa;) (5)
" i=1
yazmagq olar. Burada
xl.zb;%b;ati (i=1.2,...,n) , (6)

t; -lor iso (3) sisteminin holloridir.
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Misal. n =5 qgobul edorok Cebisev kvadratur diisturunun ko-

mayi ila
1
I= J. L dz
0

I+z
inteqralin1 hesablayin.

Hblli: ©vvalco asagidaki isaralomoni aparaq:

f@)=-"2
1+2x

Onda
= %[f(g:l) + () + f(w3) + f(xg) + f(25)]
yaza bilarik.

(6) diisturundan vo yuxaridaki codvoldon istifado etmoklo
aliriq ki,

r=t+ly =111 (L08325)=0,08375;
2727272
1.1, 1.1

zy=tely =Ly L 037454)=031273;
272272 2
22Ty

s =1-12,=0,91625.

Belolikla, dayigenlorin tapdigimiz bu qiymatlori {igiin funk-
siyanin uygun qiymatlori asagidaki kimi olar:

_0,08375
US 1)_1+x1 1+0,08375

0773;
031273
US 2)_1+x2 14031273

0,5
= =—_ =0,3333;
Ja)= 1+ z; 1405

=0,2382;
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flag) =2 = QO8TZT ¢ 4073,
Itz 14068727

flag) =25 = OINOBS__ 4781
I+z5 140,91625

Nohayat, aliriq ki,
! :%[f(ﬂh)"'f(ﬂ?z)"'f(%)+f(334)+f($5)] =

= %[0,0773 +0,2382+0,3333+0,4073+0,4781] =

=0,3068.

§3.6. Kubatur diistur anlayisi

Ikiqat inteqrallarm toqribi qiymotinin tapilmasi iiciin kubatur

diisturlardan istifado olunur.
Tutaq ki, hor hans1 Q oblastinda toyin olunmus, kosilmoz

z = f(x,y) funksiyas1 verilmisdir.
Bu oblasta daxil olan M,(z;,y;) (¢=1,2,...,N) kimi nog-
tolor sistemi gotiirok (Sokil 11).

I\

sY

Sakil 11.
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[[ @ y)dudy

(@)
ikiqat inteqralinin adadi qiymatini tapmaq {i¢iin bu inteqral asa-
gidaki comls avoz olunur:

N
[[ f@,y)dady =3 Af (). (1)
@ i=1
A (¢=1,2,...,N) omsallarini tapmaq ii¢iin (1) kubatur diis-
turu, doracasi verilmis » adadini agmayan biitiin
By (z.y)= Y eya'y )
k+l<n

coxhadlilori tiglin dogru olmalidir. Yoni (1) diisturunun
fyl (k,0=0,1,2,...,n; k+1<n)
qiivvetlorinin hasili li¢iin doqiq olmast hom zoruri, hom do ka-

fidir. (1) kubatur diisturunda f(z,y) = zFy! barabarliyini nozora

alsaq:

N
Iy = [[«"y'dedy =3 Azfy} (h,1=0,12,...,n; k+I<n) (3)

Q) 1=l
alariq.

Beloliklo, (1) diisturundak: A; omsallarmni, (3) xotti tonliklor
sistemindon toyin edo bilorik.

Qeyd edok ki, (3) sistemi miioyyan sistem olmali vo bu sis-
temdoki doyisonlorin say1 N, tonliklorin sayina barabor olma-
lidir.

Indi iso forz edok ki, inteqrallama oblast1 yuxaridan vo asa-
gidan iki miixtolif

y=0@), y=y(z) (pr)<y(z))
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oyrileri ilo, soldan vo sagdan iso z =a vo z =0 xatlori ilo moh-
dudlagmigdir (Sokil 12).

4 jk 4= F’ ﬂr
: / t
L 4P |
g clz b o=
Sakil 12.
Riyazi analiz kursundan molum olan qaydani
I= [ f(,y)dady (4)

()
inteqralina totbiq etsok, inteqrallama sorhadlori {i¢iin
b y(z)

[[ 1@ yydedy = [do [ f@,y)dy
(Q) a  o(z)
alariq.
Tutaq ki,
v (z)
F(z)= [ f(z,y)dy. (5)
o(z)
Onda
b
[[ 1@, y)dady = [ Fz)da. (6)
() a

(6) boraborliyinin sag torofindoki birqat inteqrala kvadratur
diisturlardan har hansi birini totbiq etsok:
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n
[[ F@.y)dady = A F(a;) (7)
@ i1

yaza bilorik. Burada z; (:=1,2,...,n), [a,b] parcasma daxil
olan ndqtaler, A;-lor iso hor hansi sabit amsallardir. Oz ndvbo-
sindo

v (z;)

F(z)= [ f(x;,y)dy

o(z;)
qiymatlorini do kvadratur diisturlarin komayi ilo asagidaki kimi
tapa bilorik:

m;

F(z;) = sz'jf(xi 2Yj) -
j=1

Burada B;-lor uygun sabit omsallardr.
Nohayat, sonuncu comi (7) diisturunda nozors alaraq

n m;

[[ f@,y)dedy =33 A Byf(ai,u)) (8)

(Q) i=1 j=1

yaza bilarik. Burada A; vo B;;-lor molum sabitlordir.

§3.7. Simpson tipli kubatur diistur

Tutaq ki, inteqrallama oblast1 toraflori koordinat oxlarna pa-
ralel olan diizbucaqlidir. Bu diizbucaqlini

R{a<x<A;0<y<B}
kimi igaro edok.
[a,A] va [b, B] pargalari lizorindo uygun olaraq
ry=a, ry=a+h, ry=a+2h=A4
Vo
Yo=b, y=b+k, y,=b+2k=DB
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noqtalori gotiirok. Burada

A—a’ p=B=b
2 2

Aydindrr ki, z, =a ndqtesi [a,A] parcasmin baslangic ndqtesi,

h:

x; =a+h orta noqtesi, z, =a+2h=A iso bu parganin son noq-
tosi olar. Analoji olaraq, y, =b noqtesi [b,B] pargasinin bas-
langici, y, =b+k orta noqtesi, y, =b+2k=D5 iso son ndqtasi
olar. Onda R diizbucaglh oblastinda doqquz odod (z;,y;)
(¢,7=0,1,2) noqtalori alinar (Sokil 13).

5
Sakil 13.
Demoli,
A B
[[ 1@, y)dady = [ da] f(,y)dy (1)
(R) a b
yaza bilarik.

Sonra isa Simpson kvadratur diisturunun komayi ilo (1) bora-
barliyindoki

B
[ F@@.y)dy
b
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inteqralin1 hesablayaraq

A
J[ e ydady = [da- 215G y) + 45 ) + fo2)) =
(R) a

A A 4
:% If(m,yo)dx+4_[f($,y1)d$+_[f($ayz)d$

alariq. Sonuncu barabarlikdoki har bir inteqrala yenidon Simpson
kvadratur diisturunu totbiq edarok

J[ Fta oy =T ) + 451 0) + Fa )+
(R)

+A4f(zg,y)+4f(x,y) + f(xy,y))]+

+[f(zo,y) +4f (@ ,9,) + f(25,95)}
Vo ya
Jf e ydady =" (1o 0) + F )+ F@o 920+
(R)
+ f(xy , y)1+ AL (21 ,y0) + (2o, 91) +
+ (@, y) + (@), y)]+16f (2 ,y))} (2

yaza bilorik. Aldigimiz (2) diisturu Simpson tipli kubatur diistur
adlanir.

Simpson kubatur diisturunu nisbaton sads formada asagidaki
kimi yazmaq olar:

”f(m,y)dxdy:M(O'O +40,+160,) . (2")
(R) 9

Burada o ilo f(z,y) inteqralalt: funksiyanin R diizbucaqli ob-
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lastinin topo ndqtaloring uygun qiymotlori comi, o, ilo bu funk-
siyanin R diizbucaqgli oblastinin toraflorinin orta noqtolorindoki
qiymatlorinin comi, o, ilo iso f(z,y) funksiyasmin verilon diiz-
bucaqli oblastin morkozindoki ndqtoys uygun qiymeti, yoni
o, = f(z;,y;) isare olunmusdur.

Misal. Simpson tipli kubatur diisturdan istifado edorok

. 1]_2 3j_4 ddy
13 zly
ikiqat inteqralin1 hesablayn.
Holli: Ovvalco, uygun addimlari toyin edok:

A-a _12-1

h = =0,1
2 2
Vo
p=B=b_ 3423 5
2 2
Onda aliriq ki,
$0 :l, .7/'1 :1,1, .7/'2 :1,2
Vo

y0:3, y1:3,2, yz :3,4.
1

zly

noqtalordaki qiymatlorini hesablayaq:

Indi iso f(z,y)= inteqralalt1 funksiyasinin alinan bu

1 1
f(xy,y0) = = =0,57735;
0o Lo/ Yo 1'\/5
f(zg,y) = 1 __ =0,559017 ;
Tour 1-4/3.2

1

_ 1
ToNY2 _1-\/3,_4

=0,542326;

f(x,9) =
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1

1
f(z,y0) = = =0,524863;
o T14/Yo 1143
f(zy,y)= L __ 1 _0508197;
oy L1432
1 1
f(z,y,) = = =0,493024 ;
P e, L1434
1 1
f(@y,y0) = = =0,481125;
2270 Tyl Yo 1,2-4/3
1 1
f(zy,y) = = =0,465847 ;
P 12432
1 1
f(@y,y,) = = =0,451938.
2, 12434

Aldigimiz qiymatlori (2) diisturunda nazars alsaq:

1,2 3,4
= | dudy _ 0’1'90’2[(0,57735+0,481125+

13'73\/5

+0,542326+0,451938) +4-(0,524863 +

+0,559017+0,465847+0,493024) +16-0,508197] =

=0,040788655
aliriq.
Demoli,

iy dxdy

1,2 J_

'!. 3 zly
Analitik iisulla verilon ikiqat inteqralin qiymatini hesablaya-

raq tapiriq ki,

~ 0,040788655 .
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1,2 3,4

[ dxdy—[ln(l 2)~In(1)]- (2434 - 243) =
1 3

.73

~ 0,040788279.

Goriindiiyli kimi xota

=0,000000376

kimidir.
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